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Résumé
Cet article présente une étude de I’estimation des paramétres d’un modéle VAR
par le filtre de Kalman (F.K.).

Aprés avoir exposé la représentation Espace d’Etats du modele et le filtre de
Kalman, on procéde a une application sur un exemple, simulé par la méthode de
Monte-Carlo.
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Abstract

This paper presents a Kalman filter approach for estimating the parameters of
VAR model.

The paper begins by defining the State-Space representation of the VAR model,
including the Kalman filter. We then proceed to show (by an example simulated by
the Monte-Carlo method) how improvements in parameters estimation can be made.
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ESTIMATION D’UN MODELE V.A R. PAR LE FILTRE DE KALMAN
INTRODUCTION

La modélisation vecteur Autorégressive (V.A.R.) a été introduite par Christopher
Sims en 1980. Le modele V.A.R., qui prolonge les travaux de Granger en 1969 sur
la causalité, est constitué de séries temporelles réalisations de processus aléatoires
stationnaires d’ordre deux, d’un nombre d’équations égal au nombre de séries, de
variables ol chacune d’entre elles est endogéne dans son équation et exogéne dans
les autres.

Plus formellement, une représentation VAR (p) d’un processus stochastique, sta-
tionnaire au second ordre, multivarié (Y1, ¢ € Z), est donnée par une équation aux
différences de type :

D(L)y-Y,=¢,teZ (1)
ou : @ (L) est un polyndme matriciel de degré p. Il s’écrit :
D(L)=Py+ P L+ P,L,+ ...+ P, L
avec :
@, une matrice d’identité de dimensions (m X m).
@, une matrice différente de zéro de dimensions (m X m).
Y, est un vecteur (m X 1) des observations.

€, est un vecteur (m X 1) de bruits blancs normaux.

La condition de stationnarité du processus impose a 1’équation aux différences
(1) d’avoir des racines de son polynome en z (det [ @ (z)], z € C) de module stric-
tement supérieur a un.

La méthode habituelle d’estimation des parametres du modéle VAR est celle des
m.c.o. L’équation (1) s’écrit sous la forme d’un ensemble de m équations de régres-
sions linéaires oi1 chaque composante du vecteur Y, est exprimée en fonction de ses
propres valeurs retardées et des valeurs retardées des autres composantes :

Y= PhVc1t PlaYa ot Pl Vi o1 + T 2
+ ...+ @5y, t-p T oo t DL I, i-pt €1t
@
Yo, 1= P V1, 11 F P2 Y2, i1 F oo F Prun m, 11 + P Vi, 12

+...+ ¢fn1 yLr—p +...+ ¢lr’nmym. t-p + sm. z

La méthode des m.c.o. est appliquée a chacune des équations a condition de
disposer de N-observations suffisantes pour garantir la qualité statistique des estima-
teurs obtenus.

Nous proposons dans cet article de substituer 2 la méthode d’estimation tradition-
nelle, par les m.c.o., le filtre de Kalman (F.K.). Celui-ci a été présenté pour la premiére
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ESTIMATION D’UN MODELE V.AR. PAR LE FILTRE DE KALMAN

fois par Kalman en 1960 avant d’étre amélioré par Kalman et Bucy en 1961. De par
sa conception, il présente de nombreux avantages en particulier ses formules récur-
sives qui facilitent la mise a jour des estimateurs sans recourir a I’historique de la
série.

L’ utilisation du filtre de Kalman nécessite une représentation sous forme Espace
d’Etats du modele VAR (Otter P.W., 1985) que nous décrivons avant de vérifier par
la méthode de Monte Carlo ’efficacité du filtre dans ce domaine.

I. Modele espace d’états et filtre de Kalman

Le modele espace d’états introduit par Kalman (1960) puis par Kalman et Bucy
(1961) est a I’origine du filtre de Kalman.

A. Modéle « Espace d’Ktats »

Une représentation Espace d’Etats, d’un processus stochastique X, stationnaire au
second ordre, a temps discret, est donnée par les deux équations suivantes :

X1+ 1= AXt + WI (3-a)
Y =CX,+V, t>=0 (3-b)

ou :

X, : est un vecteur (k X 1) des variables aléatoires représentant I’état du systéme
a la date ¢. Il est partiellement ou totalement inobservable.

Y, : est un vecteur (m X 1) des observations.
A : est une matrice (k X k) appelée matrice de transition ; elle est déterministe.
C : est une matrice (m X k) déterministe.

W, : est un vecteur (k X 1) de variables aléatoires normales de moyenne nulle,
appelé vecteur des innovations. Il est inobservable et sa matrice de variance-cova-
riance de dimensions (k X k) est :

EWW]=0

V, : est un vecteur bruit blanc normal de dimensions (m X 1), appel€ erreurs des
mesures. Sa matrice de variance-covariance est :

E[VV]=R
On suppose que W, et V, sont indépendants :
EWV]1=0

Pour compléter la spécification du modele, on impose la normalité de 1’état initial
du systéme :

Xo~N(u, 2y
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On peut alors démontrer que toutes les informations utiles sur le passé de la série
sont contenues dans le vecteur d’états. Pour cela reprenons I’équation (3-a) et sup-
posons que la valeur initiale soit X,,. On obtient par remplacements successifs :

X;=A[A(AX, + W) + W] + W,

X,=AXg+A_Wy+A_W +..+W_ )
Si la valeur initiale est X, 1a méme démarche conduit & I’équation :
X, =A_ 1 X, +A__\W+A_, W,  +.+W_, 5)
A partir de (4) et (5), on déduit :
X =AXy+ AWy + AW, + LW, (6)

Le vecteur d’état X, contient un résumé de toutes les informations antérieures a /
qui influencent les composantes du vecteur Y, par I’équation (3-b).

B. Filtre de Kalman

Comme la variable d’état X,, dans la plupart des cas, n’est pas observable, on est
amené a I’estimer. La meilleure estimation que 1’on peut trouver est 1’espérance
conditionnelle de X, sachant les observations présentes et passées Y, Y, ..., Y,, avec
s<=t. On la note :

X, =E[X/Y, Y, .., Y]
et la matrice de variance-covariance des erreurs d’estimation correspondante est :
Py, =E [(Xr_Xt/s) (Xt—Xt/S)']

Ce probleme de filtrage a ét€ résolu par Kalman (1960) puis Kalman et Bucy
(1961). Les formules du filtre sont les suivantes :

— formules de mise a jour :

2/: = Ar/r-x + K, [Y, - CXA:/:-]] (7-a)
avec : K,=P,_,C[CP,_,C +R]"!
K, est appelé le gain du filtre a la date 1.
P,=[I-KCIP,_, (7-b)
— formules de prévision :
521 +11t = ASE:/: (7-c)
P =AP, A +Q (7-d)
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II. Représentation Espace d’Etats d’un modéle VAR
La représentation Espace d’Etats d’un modéle VAR peut étre réalisée en adoptant
une démarche univariée ou multivariée.

Dans le premier cas on écrit chacune des équations du modgle (2) sous forme
d’espace d’états. On construit alors m modéles Espace d’Etats univariés sur lesquels
on peut appliquer le filtre de Kalman de maniére séparée. Prenons,  titre d’exemple,
la premiére équation de (2). Sa représentation Espace d’Etats correspondante est :

D=9,

yl,t=ct¢t+£l,t (8)

D, =[¢} - Plm ¢%1’ S - SRR 1 |
(mp x 1)
C=Dnrot Y2, 0210 <0 Ymot=15 Y1, 1220 s Ym, 1= p)
(1 X mp)
Les parametres a estimer constituent alors le vecteur d’Etats (Otter P.W., 1985).

Dans la démarche multivarie:e, toutes les équations du modele (2) sont intégrées
dans un seul modele Espace d’Etats. On considere le modele VAR (p) :

Yt= ¢1Yt—l + ¢2Y,_2 + ...+ ¢PYt—P+ 8, (9)

Y, est un vecteur de dimensions (i X 1).
@; est une matrice carrée de dimensions (m X m).
€, est un vecteur de dimensions (m X 1).

On déduit directement le modgle Espace d’Etats correspondant :

D,y =9,
Y, = C,¢t + &, (10)
i .
>
ou: D, = _¢l‘ : (mzp X 1)
7

avec : ¢! la ligne j de la matrice i

je{l, 2, ...,p} e i€{l, 2 .., m}
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Y1, e
=1 (mx1
Vs
Y\ ¥, .. %_,0 0 .0 0.0
0 0 0 0 0 .0 0..Y,

L’application du filtre de Kalman donne simultanément I’estimation de tous les
parameétres, avec leurs matrices de variance-covariance.

III. Simulation expérimentale

Illustrons notre propos par une simulation (méthode de Monte-Carlo) d’un pro-
cessus autorégressif, bivarié, avec un seul retard. Soit :

s2 - 94
Y, =[(1)’5 8,3] Y, +¢, an

avec : &,~ BBN

vi=h ¢

Pour vérifier la stationnarité de notre processus, calculons le déterminant du
polynéme en z :

10| [12 -04],] _y. [1-122  04Z
det {[0 1]‘[0,5 0,3] Z} =t o5z 1-0,32]

det = 0,5622 - 1,5Z + 1 (12)

Les deux racines de I’équation ci-dessus,
1,5+ 0,1

==2=——- =309
' 2(038)
15-01

= = 1,84,
et %=5039)

sont supérieures a un. Le processus est donc stationnaire d’ordre deux. La géné-
ration d’un échantillon de 200 observations (cf. Annexe 1') permet de construire un
VAR (1) dont I’estimation par les m.c.0.2 est :

1. Des données simulées sont disponibles, sur demande aux auteurs (UFR de Sciences Economiques,
39, rue de I’Université, 34060 Montpellier Cedex).

2. Les estimateurs par les m.c.0. et les représentations graphiques sont issus du logiciel TSP.
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.= 11936 y, ,_,-03899 y, ,_,

(50.886) (-14,5035)
~ (13)
¥2,,=05221y, , 1 +03137 y, ,_,

(10917) (5.7225)

Pour démarrer les calculs au moyen du filtre de Kalman, on prend comme valeurs
initiales :

0
s _|o
X =|y
0
40 00
p=|04 00
et: oo 40
00 04

Dans le tableau (1) on compare les estimateurs des m.c.o. pour N = 200 avec ceux
du FK. pour la période la plus récente, c’est-a-dire =200 ; on constate que les
estimateurs du F.K. sont aussi précis que ceux des m.c.o.

Tableau 1.
Méthode Paramétres Valeurs Erreur relative
o1 1,2 0
P12 -04 0
Réel
éels . 05 0
$2 03 0
(&Y 1,196 3 -533x10"3
m.c.o. P12 -0,3899 -251x1072
N=200 P21 0,5221 442 x 10-2
92 03137 4,56 x 102
Pu 1,1933 -558x10~3
FK. P12 -0,3897 -2,57 x 102
£=200 (2 05219 438% 1072
bn 03137 4,56 x 102

La comparaison des sommes des carrés des résidus (tableau 2) met en évidence
I’avantage de recourir au F.K. par rapport aux m.c.o. Nous expliquons ce résultat par
le caractére auto-adaptatif du F.K. qui implique que I’estimation des parameétres est
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corrigée 4 chaque période en fonction des erreurs d’estimation commises 2 la période
précédente’.

Tableau 2
m.c.o. F.K.
SCR1 179,19 170,33
SCR2 744,92 701,91

La convergence de 1’algorithme du F.K. peut étre analysée au moyen des graphi-
ques suivants qui représentent la valeur estimée d’un parameétre en fonction de la
taille de I’échantillon. On constate que la vitesse de convergence, vers la valeur réelle”
du parametre, n’est pas la méme pour tous les estimateurs. Ainsi par exemple, la
convergence de ¢, (graphique 1) est plus rapide que celle des autres estimateurs.

% 0.0
Lol ——
u -0.4
100
-02
-0.73
0.0 -03
0.23 M______
04
- Vool
-8.29 r v T T =03 T T T ?
20 80 120 180 200 o 80 120 180 200
srapsasect> s [FE 7R

1. On peut noter aussi (cf. tableau 3 ci-dessous) que les différents tests statistiques effectués sur
les résidus des modeles estimés confirment I’hypothése d’un bruit blanc normal.

Méthode Stat. ]f‘ J= u;g-Box Moyenne Stat. Jarque-Bera
el 18,22 0,036 0,040 49
m.C.0. Y
2 11,95 -0,154 23763
el 18,84 0,153 0,038 45
FK. —
) 13,67 -0,1319 1,461 8
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1.9 1.00
L8 073
1.00
0.30
0.7%
A M 0.23 X '\"*‘\._l’\v/
0.50
0.00 w
0.23 ‘
0.00 v T 0.23 r - T
40 80 120 180 200 40 80 120 160 200
srammisc sramninc

Il semble évident qu’une taille importante de I’échantillon soit nécessaire pour
assurer la convergence de tous les estimateurs et pour amortir 1’effet des valeurs
initiales. Pour surmonter cette difficulté, on propose d’utiliser, dans le cas des petits
échantillons, les estimateurs des m.c.0. comme valeurs initiales pour démarrer le F.K.
On peut alors augmenter de maniére considérable la vitesse de la convergence (pour
un exemple, voir annexe 2).

Supposons a présent que 1I’on dispose de 10 nouvelles observations et que 1’on
veuille mettre a jour les estimateurs en tenant compte de ces informations. Si on
utilise la méthode des m.c.o., on ajoute les 10 nouvelles observations aux 200 précé-
dentes et on estime le nouveau modele. Nous obtenons :

.= L1872y, ,_1-03799 y, ,_;
(51.67) (- 14.695)
¥, ,=0523 y, ,_,+0315 y, ,_,
(11,031) (5.891)

Avec le filtre de Kalman I’historique de X, (¢ < 200) ne joue aucun rdle. En effet,
on utilise dans ce cas comme valeurs initiales :

1,193 3
2 _|-03897
2007200 — 0,5219
0,3137
0,0006 -0,0005 0 0
P _|-00005 00008 0O 0
200/200 0 0 0,0024 -0,002
0 0 -0,002 0,003 2

On obtient alors les estimateurs successifs correspondants aux nouvelles obser-
vations :
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Les estimateurs du F.K.

obs on 12 25 (353

200 1,193 300 -0,389 700 0,521 900 0,313 700
201 1,193 605 -0,390 277 0,521 400 0,314 645
202 1,193 025 -0,389470 0,526 128 0,308 080
203 1,192 916 -0,388 854 0,526 166 0,307 863
204 1,193 189 -0,388 608 0,526 829 0,308 459
205 1,193 275 -0,380018 0,527 446 0,305 497
206 1,193 196 ~0,388 981 0,529 829 0,304 361
207 1,190 321 -0,383 785 0,524 042 0,314 818
208 1,188 902 -0,381 440 0,524 938 0,313 337
209 1,188 433 -0,380 861 0,524 680 0,313 655
210 1,187 017 -0,379 595 0,523 145 0,315 027

CONCLUSION

Nous avons examiné dans cet article la possibilité d’estimer les paramétres d’un
modele VAR au moyen du filtre de Kalman. Dans ce cas les paramétres constituent
le vecteur des variables d’états dans une représentation Espace d’Etats du modele
VAR.

Les résultats obtenus dans notre exemple nous permettent de conclure que les
estimateurs du F.K. sont aussi précis que ceux des m.c.o. Toutefois, dans le cas des
petits échantillons, le nombre d’observations ne garantit pas la convergence de I'al-
gorithme, & moins que I’on puisse disposer d’une information a priori sur le vecteur
d’états. Dans ce cas, on peut par exemple utiliser les estimateurs des m.c.0. comme
valeurs initiales. La convergence de 1’algorithme est alors améliorée.

Mais I’intérét essentiel du filtre de Kalman, réside dans sa récursivité qui présente
deux avantages. Elle permet, d’une part, la mise 2 jour, presque immédiate, des
parametres estimés dés que 1’on dispose d’une nouvelle observation et ceci sans avoir
recours aux observations antérieures. D’autre part, les dimensions des matrices qui
interviennent dans le calcul du F.K. ne dépendent pas du nombre d’observations et
par conséquent, elles restent moins importantes que dans le cas des m.c.o. Cette
caractéristique constitue un avantage non négligeable du point de vue du temps de
calcul sur ordinateur.
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ANNEXE 1

Graphiques des données simulées.
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ANNEXE 2

Exemple d’estimation avec petit échantillon simulé.
Les graphiques ci-dessous montrent les estimateurs du F.K. pour un échantillon
de 50 observations.

Ou ¢, désigne les estimateurs du F.K., avec des valeurs initiales ¢;,, = 0, et
- jjo design ij/0
@ iimco désigne les estimateurs du F.K., avec les estimateurs des m.c.0. comme valeurs

initiales.
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