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DETERMINATION D’'UNE VARIABLE DE GAUSS
A PLUSIEURS DIMENSIONS A L’AIDE DE LA FONCTION
CARACTERISTIQUE

On cherche & démontrer le théoréme suivant :

Si la deuziéme fonction caractéristique d’une loi de probabilité & un nombre fini de dimensions
est un polynéme, son ordre est au plus du second degré. Ceci caractérise une variable de Gauss
ou une variable certaine. "

Pour cette démonstration, on se base sur le théoréme déja existant pour une loi & une
seule dimension :

Théoréme B de J. Marcinkiewicz : Les seules fonctions caractéristiques entiéres d’ordre fint de
la forme e ¥ [P (t) étant un polynéme] sont des fonctions de la forme ™ et e~ '+ 1™ (¢gst-g-
dire celles de variables certaines ou gaussiennes). (1)

La démonstration se fera par récurrence :

Pour une loi & deux dimensions, la deuxiéme fonction caractéristique qui est par hypothése
un polyndéme, peut s’écrire :

W(ts)=Ant" +Bptr~1s+ Cptn—2s24 ... 4 Dy s®
+Ap_qt" 14+ By 7 254 ... + Dy_,sn1
+ A2 4+ Byts + Cy 62
+ A t+B;s N

en désigna'nt par : s et ¢t les variables réelles,

X et Y les variables aléatoires correspondantes,

A; et B; les coeflicients, réels ou complexes du polynéme.

Cherchons la loi de probabilité de la variable X + aY : cela revient & projeter les
masses sur la droite y = az, par exemple, et & en étudier la distribution.

La deuxi¢me fonction caractéristique de cette variable est obtenue en faisant ¢t = as
(a réel, arbitraire) :

\I‘.a, (S)—_— (Ana” +Bna”—1 "l‘ .o + Dn) sn
4+ .o + -
+ (Aga® + Bya + Cg) s* + (Aya + By) s

1. Démonstration de D. Dugué’: Analycité et convexité des fonctions caractéristiques. Ann. Inst: H. Poin-
caré, t. 12, p. 45. ‘

Cf. D. Dugué : Arithmétique des lois de probabilité, Mémorial des Stiences mathématiques.
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D’aprés le théoréme B de Marcinkiewicz, il faut que tous les coefficients d’ordre supé-
~ rieur & 2 soient nuls quel que soit a :

Ana”—I—Bnan—l‘i— oo +D4|=0
..... Va

On obtient bien :

An=Aﬁ_i= ...=A3=0

Dn=Dn_1= -..=D3=0

Supposons maintenant le théoréme établi pour n — 1 dimensions, et montrons que

pour une loi & n dimensions dont la deuxiéme fonction caraétéristique est un polyndme, il
ne peut y avoir de terme de degré supérieur & 2.

IP. (81’ Sgy v ny 3») = Am.o.o,....osyln + Am—1.1.o.....03'1"_132
+An 101005 s+ ...
+ Ao msn + -+ Az,o,....os%
+ Ait0. 088+ ALone .18+ ...+
+ Ago,..258 + Ao 81 F oo+ Ag o, .15

(Les A, , . sontréels ou complexes; la somme de leurs indices est le degré du mondme).
Projetons la distribution sur un hyperplan & n — 1 dimensions, en faisant :

sliasz+bsa+ eoo + psa

avec a, b ... p réels quelconques.

IPa. by ves D (32’ Sgy e 00y Sn) = Am. 0,...0 (asz + bs3 + ...+ Psn)m
+ A'm—1.1.0.....0 (asg + bsg+ ... + psp)™ " lsg+ ...

+ Ao omst+ oo+ As,.0(asy + bsg+ ... + psy)? 3
+ Ayvo..0(@ss+ bsg+ ... +psy) s+ ..+ Ao, .02 sz
+ Ayo..o(asy +bss+ ... +ps,) + ...+ Ao, ..0.15

Ce polyndme est la fonction caractéristique d’une loi & n — 1 dimensions. Il ne peut
avoir de terme de degré supérieur & 2. En réordonnant les mondmes en sy, s3, ..., S,, nous
~voyons que les termes & annuler sont des polyndémes en a, b, ..., p, avec pour coefficients
les A, ,  assortis de coefficients combinatoires, chaque mondme en a, b, ..., p ayant pour

coefficient un seul A, , différent pour chaque terme.a annuler. Les A, ,  sont-donc tous
nuls dés que :

rds4 ... >2

ce qu’il fallait démontrer.

¥ (sy, 8, - -5 8,) est du second degré au plus.

Marie-Claude Weiss



