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III
L’ECOLE ‘MODERNE DE STATISTICIENS ITALIENS

MoONSIEUR LE PRESIDENT, MES CHERS CONFRERES,

On m’a demandé de remplacer M. Robert Satet, dans I’impossibilité de faire sa communi-
cation. On m’a laissé le choix de mon sujet. Je ne pourrai, comme certains d’entre vous,
“parler d’un récent voyage ou séjour a I’étranger; mais peut-étre bénéficierai-je malgré
tout de ce méme intérét que nous portons actuellement & tout ce qui peut nous dépayser.
Je vous transporterai en effet en Italie, pour vous rendre compte d’une exploration que je
fis, il y a déja deux ans, sans quitter les locaux de la S. G. F., & travers les publications
italiennes. Je cherchais a apprécier 'importance des travaux de statistique théorique de
nos confréres italiens. M. Huber souhaitait que fat précisée la contribution de,Corrado
Gini et de ses éléves & la théorie mathématique des moyennes ; mais, comme vous le voyez,
j’avais immédiatement élargi le sujet. Je fus ensuite, amené & quitter Paris durant quel-
3ues én;ois; puis la Libération survint et les stafisticiens italiens furent complétement aban-
onnés,
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J’aborde aujourd’hui le sujet avec un certain recul: mon principal souci sera de ne pas
ennuyer. Faire un cours de mathématiques sur ces questions serait déplacé ici, d’autant
qu’il y faudrait bien un trimestre. Aussi la conférence sera-t-elle complétée par des Annexes
plus spécialement mathématiques.

Tout d’abord, je ne serai pas aussi actuel que je le voudrais. La S. G. F. n’a rien regu
d’Italie depuis longtemps; d’aprés la Revue de I’I. 1. S. de-1940 & 1943 (Comptes-rendus
des communications faites 4 la Société italienne de Statistique), Gini s’occupait alors
des indices de transvariation, qui constituent un sujet massif que nous avions renoncé a
étudier; d’aprés le numéro de 1944, Gini bataillait toujours contre les théories anglo-
saxonnes. Nous nous occuperons donc de travaux antérieurs a 1940.

Plusieurs d’entre vous ont bien connu Gini. Tl semble bien qu’il ait eu le tempérament
d’un chef d’école. Son intransigeance, touchant ses idées, se signalait dans les réunions
d’experts statisticiens de la S. D. N. ou aux sessions de I’I. 1. 8. Il parait d’ailleurs n’avoir
rien ignoré des travaux d’autrui dont il se méfiait tant. Il n’hésitait pas & écrire (en 1939):

« Suivant mon habitude d’étudier les questions ex-novo, sans me préoccuper des résultats acquis,
sauf & en prendre connaissance ensuite, je suis parvenu i des conclusions qui, apparemment,
sont totalement différentes des propositions..... » .

J’ajouterai qu’il montre — et plus encore son disciple Pietra — un sens trés vif de la
réclame et témoigne d’un profond mépris pour ses grands rivaux, les statisticiens anglais
qui, il faut bien le dire, I’ignorent d’ailleurs & peu prés complétement. Nous renverrons
4 un article de Gini, paru en 1926 dans le Journal of the Royal Statistical Society*(de Lon-
dres), et & ceux de Pietra dans la Revue de I'I. I. 8. de 1940 (et de 1944). Sous les longues

hrases sonores propres a4 nos voisins latins, on trouve un catalogue des publications de
F’Ecole italienne classées systématiquement, ainsi que des détails précieux pour qui veut
comprendre cette ceuvre.

Tout*d’abord, c’est de la Faculté de Droit que viennent la plupart des statisticiens ita-
liens (plutdt que de celle des Sciences). On sait qu’en France ’esprit juridique et I’es-
prit scientifique font rarement bon ménage. « La méthode favorite des juristes est la déduc-
tion. En présence d’une difficulté domnée, ’esprit juridique counsiste & rechercher quelle
solution découle de la combinaison des principes et des textes..... N’hésitons pas & déclarer
qu’un tel art demande plus d’habileté que de bonne foi, plus d’aptitude & la déduction que
de patience dans ’observation et de scrupule dans I’affirmation. Et c’est dire que les qua-
lités qui font le bon juriste ne sont pas nécessairement celles qu’on exige du savant. » (Gaétan
Pirou, Les Facultés de Droit ; I’Enseignement économique en France et a l’étranger. Numéro
du « Cinquantenaire de la Revue d’Economie politique »). Naturellement, on fera, dans
ces propos, la part de ce qui revientau juriste Pirou, soutenant la thése de I’incompatibi-
lité de I’esprit scientifique et de I’esprit juridique.

Ainsi les_juristes aiment batir des theéories, des systémes; et 'on a bien I’impression
que Gini rebatit la Statistique pour son propre compte, que c’est un véritable-esprit de
systéme qui le pousse & multipligr les indices ou les moyennes.

D’autre part, « I’'une des caracténstiques de la Statistique italienne est que beaucoup
de ses adeptes sont ou désirent faire partie de 1’Université, comme professeurs ou maitres
de conférences. Ceci est dii au remarquable prestige qui est attaché au professeur de
Faculté, en Italie comme en Allemagne, et & la liberté d’exprimer sa pensée a l’intérieur
comme & ’extérieur de I’Ecole, dont il jouissait encore récemment et qui n’est pas encore,
méme a;:tuellement, entiérement abolie », écrivait Gini en 1926. (J. R. S. S. 1926,
p. 703-4.

Avant 1914, la Statistique était matiére obligatoire 4 la Faculté de Droit au méme titre
que les Sciences économiques ou financiéres. L’examen de statistique était obligatoire

our le doctorat en droit. Dans huit écoles supérieures de commerce, il en allait de méme;
e cours obligatoire durait deux ans. « Ainsi il existait vingt-neuf chaires d’enseignement
supérieur ouvertes aux professeurs de statistique et c¢’était un débouché suffisant pour
assurer le placement de tout homme jeune, se consacrant a cette science avec intelligence
et assiduité ». Le nombre de chaires s’est encore accru depuis, d’ailleurs : écoles de statis-
tique, école de perfectionnement de Padoue, et méme Faculté de Statistique de Rome.

On voit donc que I’Italie présentait, au début du xxe siécle, des circonstances tout a fait
favorables & I’éclosion d’une pléiade de statisticiens. Il faut mettre e regard la situation
existant en France, ol la statistique ne s’enseigne qu’a Paris (il existe en outre un Ins-
titut d’Actuaires & Lyyon). Ainsi, un peu avant 1914, Corrado Gini et quelques amis s’instal-
Laielnt dans les chaires que ’on venait de créer et de mettre au concours, ét devaient faire

cole.

Dés 1922 paraissait la revue Metron, dirigée par Gini, qui entendait rivaliser awec les
grandes revues anglo-saxonnes (Biometrika, Annals of Eugenics, Journal of the R. S. S. ou
A. S. A.), — qui ouvrit ses colonnes aux mathématiciens étrangers (Georges Darmois, Lotka,
Slutsky, Tchouproff, Charlier, R. A. Fisher) et italiens (Cantelli), tout en servant essen-
tiellement de moyen d’expression 4 Gini, Pietra et leurs éléves : Galvani, Boldrini, Cisbani,
Livi, Bresciano-Turroni et, surtout, de Finetti; enfin, & d’autres statisticiens : Vinci, Savor-
gnan, paur I’Italie; March, Bunle pour la France, etc...

Les camlidats au doctorat de Statistique sont trés souvent employés dans les offices de
Statistique des grandes villes ou au Bureau central de Statistique du Royaume; professeurs
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de statistique et bureaux de statistique sont en contacts étroits, de sorte qu’il n’y a pas de
cloison étanche, comme en France, entre ’art de rassembler les données, de les critiquer
et les interpréter, et la science de la statistique mathématique. Savorgnan, par exemple,
appartient & I’Administration.

Nous pensons avoir ainsi suffisamment suggéré sous quels astres était née 1’Ecole mo-
derne de statisticiens italiens, sans oublier les conditions politiques singuliérement favo-
rables 4 un mouvement national, abstraction faite de sa valeur. Les Italiens furent poussés
a promettre beaucoup plus qu’ils ne tiendront et surtout a critiquer autrui, ce qui ne serait
pas moins intéressant & étudier que la partie constructive de leur ceuvre dont nous nous.
occupons 4 présent.

Gini reconnait que la statistique théorique s’est développée grace & Quételet, Galton,
Lexis, Pearson, Yule, Bowley; mais ces statisticiens avaient une formation scientifique et
les sciences physiques leur ont servi de modéle; c’étaient des astfonomes, biologistes, anthro-

ologistes, qui faisaient en outre de la statistique. Aussi ont-ils abusé de I’hypothése que
es populations de nombres suivent une loi de Gauss-Laplace ou des lois & peine plus géné-
rales, cas particuliers qu’ils rencontraient effectivement. L’emploi, pour des séries statis-
tiques quelconques, des méthodes déduites de ces hypothéses est totalement injustifié : &
savoir les calculs de moyenne, écart type, coefficients B, rapport de 1’écart type & 1’écars
moyen, et finalement les carrés latins ou le test de 2. D’autre part, les manuels de Statis-
tique sont un assemblage de chapitres disparates : méthode d’interpolation, méthodes
d’ajustement, calcul des indices de corrélation, etc... Selon Gini, « ils ressemblent davan-
tage & une collection d’intéressantes monographies qu’a un exposé ordonné d’une branche
indépendante de la science ».

L’Italie voit naitre, au contraire, une génération de purs statisticiens, qui font de la Statis-
tique et de ses applications le but principal de leurs travaux, au lieu de I’étudier comme une
science auxiliaire de I’Anthropologie, de la Médecine, de I’Economie ou de la Science finan-
ciére. En outre, ils ont tous I’exposer & leurs éléves. Leur tche doit donc étre de « compléter
et coordonner la science statistique ». Remarquons que ’expression de Gini n’est pas en réalité
science statistique, mais méthodologie statistique. Et chacun sait que la méthodologie des scien-
ces fait partie, en France, du programme de philosophie.

Soit par exemple les indices des prix, les indices de quantum, la méthode de la popu-
lation-type et quelques autres méthodes de démographie. Gini montre qu’on peut définir
les méthodes d’élimination, qui renferment toutes ces méthodes usuelles et d’autres Yui le
sont moins. Voila un bel exemple de systématisation dont le gain le plus clair doit étre
pour les professeurs italiens.

De méme, soit des nombres a, b, ¢,... On emploie depuis longtemps leurs moyennes arith-
métique, géométrique et harmonique. Une généralisation due a Dunkel (1909-1910) a permis
déja d’envisager ce que Gini appelle les moyennes potentielles. Par exemple :

o 3
celle d’ordre 5 : ‘i’i‘_”;‘*'_cs, celle d’ordre —2: - \/

2/1 1 1
\/:;-+b*=+:-

Signalons & ce sujet que, si V désigne la vitesse du vent, la puissance moyenne d’un aéro-
moteur se calcule par une formule P = % X V3 (n étant le nombre de mesures A intervalles

1
réguliers de la vitesse du vent). On pose P = & W3 ot W est la moyenne potentielle d’ordre 3
des V,, et le vent moyen au point de vue des aéromoteurs;-W est, d’aprés un théoréme

classique di A Dunkel, trés supérieur 4 la vitesse moyenne du vent :-l 2V.

On voit donc que, par pure commodité de langage, on introduit des moyennes potentielles
sans en connaitre le nom.
Dinkel a inventé également la moyenne combinatoire, & savoir :

.2—‘—"
a+§+c; \/ab{-gc+ca;. Va_b—c_.

La moyenne arithmétique est & la fois potentielle et combinatoire (d’ordre 1).
La moyenne géométrique est & la fois potentielle (d’ordre 0) et combinatoire (d’ordre n).
tel(l}ini a généralisé ces formules en introduisant les moyennes combinatoires potentielles
es que :

Combinatoire d’ordre 2 .  °®/a%® + b3%% + c%?
Potentielle d’ordre 3 * 3
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11 a défini enfin les moyennes biplanes, c’est-2-dire, par exemple :

ab + bec + ca | (a‘+b4.+c4>.’/i . a4+ B+ e
) H

at+b+e 3 abe a4+ 2! etc...

On comprendra mieux le peu de portée pratique de ces formules quand on saura qu’une
moyenne biplane peut trés bien étre extérieure a I’intervalle des observations.

Lorsque la puissance du numérateur tend vers celle du dénominateur, on obtient des
formes-limites trés curieuses, généralisant la moyenne géométrique.

Les moyennes monoplanes rentrent dans une définition générale due 4 Bonferroni, &
savoir : £ tel que : (X p)) f () = 2 p.. f (=).

Les moyennes biplanes exigent une définition générale plus large, due & Chisini ou & de
Finetti (1926), & savoir : f étant une fonction homogéne, £ tel que :

f (E6.8) = f (= zaee... 2,)

et les cas particuliers étudiés supposent en outre f symétrique, le numérateur et le dénomi-
nateur étant fonction symétrique élémentaire.

Pizzetti a envisagé, de son cdté, une généralisation des moyennes potentielles (qu’il
appelle basales) en moyennes exponentielles, radicales, baso-exponentielles, basoradicales :

Parmi bien d’autres généralisations, Cisbani (1938) a étudié les moyennes potentielles

ondérées dont les poids ne sont pas tous de méme signe et donné une condition pour que
a moyenne reste dans l’intervalle des observations, condition nécessaire et suffisante déja
trouvee par Bonferroni en 1927. En pratique, Giglio a calculé les altitudes moyénnes des
provinces d’Italie, en Pondérant celle des communes par 1’accroissement (> 0 ou << 0)
de population ou par I’excédent (> 0 ou << 0) des naissances sur les décés; on rencontre
alors des altitudes moyennes négatives (dans les provinces de forte émigration); I’intérét
de ce calcul serait de mettre en lumiére I’influence de I’altitude sur 1’émigration et sur
laInatalité. On peut d’ailleurs penser que l’altitude crée I’isolement et, par suite, certaines
conditions de vie entrainant a leur tour natalité et immigration; I’isolement existant a
d’autres altitudes produirait donc les mémes effets et le calcul effectué semble de peu d’in-
térét.

Beaucoup plus intéressante pour la théorie (sinon la pratique) nous a paru 1’assimilation
tentée par Gini entre caractéres Zuantitatifs et caractéres qualitatifs. La série statistique indi-
quant combien de personnes onf' la taille comprise dans des intervalles successifs se préte
au calcul d’une taille moyenne, d’une dispersion des tailles, etc... La série indiquant le
nombre de femmes mariées ayant eu 0, 1, 2, 3,... enfants se préte encore aux mémes calculs,
méme si ’on trouve par exemple 1,9 enfants en moyenne par femme. Dans ces deux cas
les cara)ctéres étudiés (taille, nombre d’enfants) sont quantitatifs (I’un continu, ’autre dis-
continu).

Mais il existe bien d’autres caractéres, qui ne sont pas ‘quantitatifs mais gualitatifs ;
par exemple le lieu de naissance peut étre a la rigueur défini par deux coordonnées et il a
été possible de déterminer le centre de gravité de la population de I’Italie aprés chaque recen-
sement; mais la profession d’un individu ne peut vraiment pas étre considérée autrement
que comme un caractére qualitatif. Plusieurs cas sont distingués :

D’abord les séries rectilignes, pour lesquelles il y a & la fois un ofdre naturel de succession
des (}ualités (ou modalités) et deux qualités extrémes (par exemple la couleur des yeux ira
du bleu céleste au noir en passant par le gris, le chatain, le brun, quand on envisagera une
population classée suivant la couleur des yeux);

Puis les séries cycliques, pour lesquelles un ordre de parcours s’impose, mais non la
qualité par laquelle I’énumération doit commencer (par exemple les mois de ’année, les
i'ours de la semaine forment des cycles; la répartition d’une population suivant le jour de
a semaine ol les individus sont nés constitue une série cyclique).

Enfin les séries non ordonnées, comprenant toutes les autres. .

Si une qualité est représentée par un point ou un intervalle, une série rectiligne corres-
pondra & des points alignés ou 4 des segments consécutifs de droite, — une série cyclique
a des points sur un cercle ou & un cercle partagé en arcs. Il s’agit 13, d’ailleurs, d’une repré-
sentation ideale.

_ Parmi les séries non ordonnées, un cas particuliérement simple est celui des séries non
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connezes 0l les s modalités peuvent se représenter par les s sommets d’un- polyédre régulier
dans un espace & (s — 1) dimensions (par exemple : triangle équilatéral, tétraédre régulier,
etc.); mais il est bien facile d’imaginer des répartitions non ordonnées d’un autre espace;
telle est la répartition d’une population suivant le sexe, I’état (mariés, célibataires), le
statut (Francais, étrangers); laquelle est manifestement représentable par les huit sommets
d’un cube. Mais les travaux de Gini se limitent aux séries non connexes.

Pour mieux comprendre le genre des difficultés rencontrées, il suffit de penser : 1° aux
couleurs, t}ua]ités pour lesquelles I’arc-en-ciel fournit depuis toujours une représentation
linéaire allant du violet au rouge et que la physique a transformées en caractéres repérables
par des longueurs d’onde moyennes; 2° qux couleurs politiques, qui se sont longtemps répar-
ties linéairement dans I’hémicycle de la Chambre jusqu’au jour ou un nouveau parti.(M.-
R. P.)n’a pu réussir a s’y intercaler. . .

L’exemple de distribution non connexe donné par Pietra est celui de la répartition d’une
certaine denrée importée par pays'de provenance. .

Le probléme qui s’est posé en Italie est de pouvoir calculer la moyenne, I’écart-type et
tous autres indices imaginés par Gini, pour les séries qualitatives comme pour les séries
quantitatives. .

8’il s’agit d’une série linéaire, on choisit trés arbitrairement une unité sur I’axe.repré-
sentatif pour mesurer les écarts entre modalités et repérer celles-ci. Par exemple :

COULEUR DES CHEVEUX ETAT PILEUX RECOLTE
Blond (1) g “} Nul....... 0 Trés mauvais. . . 1
Rouge . . Rare. . . . . . . 1/2 Mauvais . . . . . 2
Chatain w2 L L Modéré 1 Moyen 3

Noir. . . . . _3 2 o || | Modére .. ... 1 | | Moyen. .. ...
Fort. . . . . .. 2 Bon....... 4
(Gini) (Am. (Bed Exceptionnel . . . 3 Trés bon. . . . . 5

! mon) doc) (Ammon)

11 s’agit de nombres adoptés effectivement en anthropologie ou pour'les statistiques
agraires.
On peut de méme repérer les notes de musique (en ton majeur) comme suit :

do ré mi fa sol la si
2 4 6 7 9 11 13

Le calcul de la moyenne et des autres indices étant alors le méme que pour une série
quantitative, on n’insistera pas davantage sur ce cas.

Avec une série cyclique, on opére de méme pour repérer les modalités; mais ces abscisses
sont déterminées & une. période prés. Enfin pour une série non connexe, tous les écarts entre
modalités sont supposés égaux a 1.

. Le procédé utilis¢ en Italie, pour définir la moyenne, la médiane, etc., dans de pareilles
conditions, est tout simplement le principe de consercation des propriétés formelies, bien connu
quand on raisonne dans le domaine des imaginaires.

On reprend les propriétés formelles de la moyenne, de la médiane,... et on les transpose
pour une série qualitative (cyclique ou non-connexe), comme définition de la moyenne,
de la médiane, etc.

Pour la moyenne, on a le choix entre les propriétés suivantes :

1° Le point moyen est le barycentre des modalités;

2° La somme algébrique pondérée des écarts entre modalités et moyenne est nulle;

3° La somme pondérée des carrés des écarts entre modalités et moyenne est minimum.

La premiére propriété, si elle servait de définition & la moyenne d’une série cyclique,
donnerait un point extérieur au cercle; aussi I’abandonne-t-on.

En revanche, pour une série cyclique, chacune des autres propriétés, utilisée comme
définition, procure des ‘valeurs moyennes qui, sauf exception, concordent. Mais une dis-
tribution cyclique donnée aura plusieurs valeurs moyennes.

Par exemple, si les modalités sont les douze mois de I’année représentés par 12 points
équidistants sur un cercle, la série dont les 12 fréquences sont égales aura 24 moyennes

& savoir les 12 modalités et les points qui s’en déduisent par une rotation de {51 ce qui
s’explique par une symétrie évidente (remarquez que les modalités satisfont & la 29,
non 4 la 3¢ propriété).

Pour une série non connexe, au contraire, Gini a été finalement amené 4 considérer que
le barycentre des modalités était le point moyen.

En ce qui concerne la médiane, en supposant tous les z, distincts, on admet généralement
qu’il existe un intervalle médian entre le ne et le (n - 1) élément lorsque la distribution

1re SERIE — 86° VOLUME — NO3 11-12 17
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porte.sur un nombre pair 2 n d’éléments. Mais Jackson a proposé de définir la médiane
comms la limite, lorsque p tend vers 1, de la valeur z rendant minimum la somme

8,(c) = 2o — "

Ceci conduit bien au {n 4 1)¢ élément, si le nombre de ceux-ci est (2 » + 1), — mais en
outre définit de facon univoque la médiane, 4 ’intérieur de l’intervalle médian, comme
racine de ’équation de Jackson (racine unique dans cet iptervalle) :

Mais généralement le nombre (2 n) d’éléments est supérieur-au nombre s de modalités.
Soit fi la fréquence de z,. Aucun probléme ne se pose, & moins que I’intervalle médian ne

r—1
joigne 2 modalités consécutives z,—1 z,.: ( X fi= 2 fi); Péquation de Jackson devient
1 r
finalement :

(#—a)t (x—z)2.... @—&r—s)r' = (x5, — 2)".. (Bear—a)H.L L (z— )

Cette formule a été adoptée comme définition formelle de la médiane d’ung série
cyclique et conduit & plusieurs points médians. . . .

Pour une série non connexe, c’est la modalité de fréquence maximum qui joue le réle de
médiane.

Quant aux autres indices définis par Gini, I’extension en a également été faite aux séries
cycliques ou non connexes.

Pour bien comprendre le concept d’indice, il faut connaitre 1'idée que se fait Gini de 1’em-
PIOi des mathématiques en statistique. Ce sont surtout Pietra et ses éléves qui emploient
e calcul intégral; Gini s’en tient toujours au discontinu et 4 I’algébre ordinaire. Quant au
calcul des Probabilités, il n’en fait presque aucun usage. Voici ce qu’il dit aux Anglais :

« I1 est universellement admis qu’en statistique, les mathématiques doivent étre consi-
dérées comme un moyen pour présenter un sujet sous une forme plus ou moins élégantg,
mais leur mérite ne doit pas nous faire perdre de vue cette vérité fondamentale que, pour la

" Statistique, elles ne sont jamais qu’un moyen.

« On doit admettre que, tous les problémes statistiques étant des problémes quantitatifs,
ils peuvent en théorie, étre traités mathématiquement; et ’on doit admettre aussi que, si
le sujet se préte & une solution théorique, la solution donnée par les mathématiques sera
plus rigoureuse et plus précise que toute autre. Cela ne veut pas dire toutefois qu’il soit
toujours indiqué d’utiliser cette méthode; la matiére statistique & notre disposition peut
étre trop grossiére pour se préter a ’application de procédés perfectionnés; ou bien, pour les
1butst poursuivis, il peut sembler inutile de rechercher la précision au dela d’une certaine
imite..:..

« Sa devise (au statisticien), au lieu d’étre « Statistique avec mathématiques », devrait
étre « Statistique avec le minimum de moyens mathématiques». (J. R. S. S. 1926, p, 706-7).

Nous ne saurions partager pareille conception si elle signifie, comme c’est bien en effet
le cas, que la moindre formule de Calcul des Probabilités est une faute, alors que Gini se
permettra des formules (d’algébre trés élémentaire) effroyablement compliquées et inutiles;
on peut véritablement parler alors d’esprit de systéme; mais cette extréme méfiance de
notre auteur 4 ’égard de toute hypothése supplémentaire gratuite, de tout schéma (surtout
probabilité), caractérise véritablement ses travaux et son école.

L’Algebre va étre employée pour élaborer des coefficients et des indices. Par indices, il
ne faut pas entendre « index numbers » (indice des prix, par exemple), Gini se référant a
ces derniers 4 1’aide du vocable « Méthodes d’élimination », — ni donner & ce nom le sens trés
général 1u’il a pour M. Hostelet (indicateur d’un autre fait non directement observé ou
observable). Pour Gini un coefficient (ou indice) est un nombre destiné & repérer une certaine
notion abstraite, telle que la variabilité, la concentration, etc. Aprés avoir défini le maxi-
mum d’un coefficient, on en déduit parfois un indice variant de 0 4 1, ou de — 1 4 + 1 selon
les cas. Le choix d’un coeflicient ou indice est fortement arbitraire, mais 1’Algébre (c’est-
a-dire les propriétés des formules) y joue un grand role.

Pourtant il faut, avant tout, savoir de quelle notion on s’occupe, afin de choisir le coeffi-
cient le mieux adapté. D’ou quelques controverses, notamment quand Gini appelle connexion
ce que tout le monde nomme corrélation et quand, en outre, ayant défini la concordance
et ses multiples indices, notre auteur appelle I’'un d’eux indice de corrélation, par un exceés
de logique (: dans corrélation, il y a’ relation, dit-il). On s’explique aisément la confusion
ou ceci peut jeter les collegues étrangers qui le lisent.

S’agit-il, par exemple, de la notion de dispersion. Pour Gini ce mot n’a de sens que pour
les distributions gaussiennes ou voisines, car il s’agit de dispersion autour de la moyenne,
c’est-d-dire de la valeur centrale. Pour une distribution asymétrique, on peut prendre la
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médiane comme seconde valeur centrale; on peut surtout n’en prendre aucune, — puisqu’il
n’y en a pas, a proprement parler, — et calculer la différence moyenne, moyenne des diffé-
rences des valeurs de la série prises deux a deux.

Pour la série a, b, ¢, on formera donc :

N=la—b| + [b—c|+|ec—a|+]|b—a|+}c—b|+a—c¢]
=2|a—b|+2|b—c|+2]|c—al

qu’on divisera par le nombre de différences, c’est-a-dire 6 si 1’on compte les termes précédents
et 9 si 'on compte en outre les différences|a — a|+ |b — b| + | ¢ —c| . Plus généra-
lement, 8’il y a n termes, on pose :

N N - pes apees
A= P —1) Ar = o (Ag : différence moyenne avec répétition).
avec Agp = ~—

A (sensiblement égales si n est grand).

On définit pareillement 2\ et 2Agr 4 ’aide des carrés des différences; mais ces grandeurs
n’ont pas du tout le méme intérét que les premiéres.
-Au total, on considére, avec A, Ag, 2A et 2Ag, les grandeurs suivantes :
— écart moyen par rapport 4 la moyenne 1S, 4 la médiane 1Sy = e;
— écart quadratique moyen par rapport 4 la moyenne 2 Sy = o, & la médiane *Su.

Toutes ces expréssions s’appellent les indices de cariabilité (séries quantitatives) ou de
commutativité (séries qualitatives). Du fait qu’un indice de variabilité est un peu plus grand
our nne série que pour uneé autre, on ne peut conclure que celle-ci est moins dispersée que
a premiére, un autre indice pouvant fournir une inégalité en sens contraire. D’ou I’emploi
de 5 ou 6 indices destinés a se recouper. Enfin, en aucun cas, on ne devra, pour calculer un
indice relatif & une autre notion, se servir des indices de variabilité, ce qui reviendrait &
tsubstituer & la série elle-méme un seul nombre; on devra, au contraire, calculer tout nouvel
indice & I’aide de la série elle-méme. Par exemple, ne s’occuper que de la moyenne et de
I’écart-type d’une série serait la confondre avec une série de Gauss, ce qui peut conduire
4 des erreurs considérables. Ces vues paraissent trés raisonnables.

« La nécessité de multiplier les indices statistiques de fagon & avoir & sa disposition I'in-
dice approprié pour chaque recherche est depuis longtemps reconnue par les statisticiens
avisés, qui ne proposent des méthodes qu’en vue de leur application pratique ou ne font
des applications qu’en se rappelant des propriétés des méthodes employées. C’est une exi-
gence qui n’est pas limitée & la statistique mais est commune 3 toute technique. Et ainsi les
chirurgiens, les dentistes ou n’importe quels autres spécialistes, aux débuts de la spécialité, .
se contentaient de quelques instruments indifférentiés, bons a tout faire; tandis que; main-
tenant, ils disposent de tout un arsenal d’instruments spécialisés, chacun répondant aux
exigences d’une ou de quelques-unes des nombreuses opérations qu’on leur. demande.....

« A mon avis, il (le statisticien) se tromperait lourdement s’il prétendait contraindre la
réalité multiple & coucher sur le lit de Procuste d’un ou de quelques indices choisis parce
que le calcul en est facile ou bien eh raison de leurs, propriétés analytiques. »

ANNEXE I — LES MOoYENNES (1)
Les Moyennes de Gini.
On prend la moyenne soit de z; < z, <... z;... < z,,soitde a b c.

Notations : nl (D, 3 (z)? = sz Somme des produits c & c des z; = =,
i=1

el (n—ecl Somme des produits ¢ & ¢ des z? = .g?,

Moyennes monoplanes :  Combinatoires: ¢ = \/ -‘%f.
fe) T’ — & (moyenne
)

géometrique).
potentielles : P? = \7:' )
n
cp 8—’;
%)

(1) Gini, Metron, XIII-2; CisBANI, Metron, XIII-2 et 3; GINI et ZAppa, Metron, XIII-3; PizzgrTi,
Metron, XIII-4.

cémbinatoires-potentielles : ¢ p? = CP = C~




— = dn), — 1
‘Moyennes biplones: combinatoires: Cj= (;‘i; ;s (Théorémes .Cf = E:::)
c) fd

. . . pP_2"9YS,
potentielles : P{ \;/g;‘

P "-' ~d n p
Combinatoires-équipotentielles : C; P) = (&) 52 .
nY o9
(c ) Sd
—_ clp—yq P
Equieombinatoires-patentielles : C; P = —=
s

Combinatoires-potentielles : C; P2 =

! (c)s
TR _ . __Sq+,,__aq+h+bq+.-.+cq-+h
Cas limites : 1°) Posons p = g + h. Soit 2* = 5= P
atth—qgf  BIEA T grtm
—1 h “+ h- A
Formons —
h PR

D'od, alalimite: Ly = 47 La+ d? Lo+ fLe., aw
a+b+¢

— S i=mn
d’on P2 = \q/ a x,.x": (moyenne géométrique lorsque ¢ = 0).
i=1
2°) Cherchons de méme 1’expression de : C¢ P¢ sur un cas particulier:

. _ (@b)eth 4 (bo)atr 4 (cajatr
Soit (=" ~ =11 + Be ¥ (ear

; il vient de méme, 4 la limite ;

22 = (a8) + (be)* + (call q ab)(ab)' (bc)”"” (ca)‘”‘"

ot 2? = (@) + BN+ (Va 206+ ) b (@ F @) O B

On a jugé inutile de reproduire I'expression générale de C: P

Quelques propriétés de ces moyennes.

4° Moyenne monoplane. I_f croft avec p (proposition classique due & Dunkel).
C° croit avec e.

CFP? croit avec p, ¢ restant fixe, — ou décrott quand ¢ croit
p restant fixe.

Pour démontrer cette derniére proposition, on écrit :

\c/i‘“—;? a3
a8 e . 2= Na’"b... =2 (ab...)
CP \/(:) \/\/(Z> avec s a a

et on se sert des propriétés d’une moyenne combinatoire des a, b,... et d*une moyenne poten-
tielle de (ab...).
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20 Moyenne biplane potentielle : Tout d’abord on a :

o — Pt [ear "CTE _ 1S4
Pq—Pp(car \/S_q_\/sip

Théoréme : Fg croit avec p, (p — g) restant fixe.

a?th - pr+h

Posons : p—gq=h, 2" = yy=DLa"=L(a71+% 4 b +% — L (a8 4 )

a® 4+ b?
dy _at*La+b1+2Lb a”La+b"Lb
dq adth 4 prth al + b
Cette dérivée sera ppsitive si la derniére expression est une fonction croissanie de 4.
Soit : z=“—_”‘a"qi;’;1"’-
Or ‘;—:; (a? + 52 = [a? (L @)® + &' (L b)*] (a" + &) — (a’La + 7L b)t.

=a'b" (La—L b)® expression positive, cgfd.
Théoréme : P! croit avec p, g restant fixe.
arth g it
a'+ b1+ ... Sq

Donc z est 1a moyenne potentielle des a avec une certaine ponderatlon, on sait que cette
moyenne croit avec ’ordre &, g étant fixe, donc avec p =gq+ 2 cgfd

En effet : 2 = a+4b"

: ver. o, P* tend vers z,.
Limites : Si q est fixe et si p tend s+ Ps

vers — o, P? tend vers ;.

30 Moyenne biplane combinatoire : Gini et Zappa ont établi que C; décroft quand ¢ crott,
d restant-fixe, — ou quand c croit, ¢ — d restant fixe.

4° Moyenne biplane générale ;: Une conditien suffisante pour que C° P? soit intérieure A
Iintervalle (z, z,) est que (¢ — d) p et d (p — g) ne soient pas de signes. contralres.

Un cas ol la moyenne sort de I’intervalle est signalé : celui de C? P,;.

Cas de pc = dg : Si p tend vers qg, la moyenne biplane tend vers I’infini ou zéro selon que
Pexpression sous radical est plus grande ou plus petite que 1.

Moyennes de Cisbani et Galpani.

R Sy —  Emg——————
Moyenne potentielle pondérée : p* = \/ %ﬂ avec p® = \/ Zmi ... gma

e . 5 PBm () . 2 (7). dt
D : P o= —_ N
istribution continue : p* = Sm (1) de

b+l —gr+1

1. Pondération égale a 1. PIUB—a sip# —1
Moyenne d’un segment (a, b) (Galvani) : Lb—La s "
enposantdt =3idzx . . . . . .. e e e e b—a p=-

No—a
On s’assure que ces expressions sont bien continues. %(g—) sip =0.

Sipst—j
Méme moyenne (Cisbani), P !

boFi—gpti
S (pfj + 1%‘(5 —a)
enposant ' = ¢ . . . . .40 .. e ..

Slp"'—-]

b“
On s’assure encore de la continuité. ' z ( > b/ =aisip=0.
/]
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ReMARQUE : La moyenne de Galvani était la limite- d’une moyenne relative a des
nombres a, z,, z,, ... Z, = b formant une progression arithmétique. Poser ¢t = z* revient &
rendre des nombres a’, 2/, z,}, ... 2’ en progression arithmétique (puis a faire tendre
a raison vers z€ro).

Propriéiés de la fonction Z (p, j) ainsi définie :

Si p tend vers + o, j restant fixe (ou j vers + oo, p restant fixe), Z tend vers b.

C’est vers a que tend Z quand j tend vers — oo. .

Le plan p = 0 est diamétral conjugué des cordes de direction 2 j 4+ p = 0 (échanger j
et p + j: Z ne change pas). _

Z(p,j).Z (— p,— j) = ab. En particulier, si 2 j + p = 0,0naZ (p,j) = \/ab- On a
ainsi trouvé une droite sur la surface d’équation Z = Z (p, j).

2. Coéefficients de pondération positifs ou négatifs.
Conditions pour qu’une moyenne potentielle pondérée ne sorte pas de I’intervalle moyenné :

b2t (t) . m (t) . dt

2’ (a) < i:—-——— < 2° (d).

Jo m()at
ol I'on peut toujours supposer. /2 m (1) dt > 0.

Gette double inégalité se transforme comme suit par la formule de la moyenne d’Ossian-
Bonnet :

m(t).dt >0 ®m (¢) dt > 0.
o v
aveca<<u<<b a<lo<lb Conditions nécessaires
. ?
qu’on peut aussi écrire : \ et suffisantes.

Som@de> [*m(de>0. ,

RemARQUE : 1l suffira, pour que ces conditions soient remplies, qu’elles le soient pour
toute val;eur u = ¢t de l'intervalle (a, b). (Ces conditions siffisantes sont seules utilisables en
pratique).

On peut passer de la aux inégalités relatives a une distribution finie.

Moyennes de_Pizzetti :

Th-oréme de Bonferroni : La moyenne exponentielle est supérieure a la moyenne arith-
métique si la base est supérieure i 1’unité.
CzZ = Czi4 ... + Czn =er:LC 4+ ... 4+ e=LC

n n

Démonstration. :

d’o ‘ Cz=1+x‘+°'n'+x"LC+x"+','l'+x"'1‘_;c_|1_“
(

ou: (cz_—_1+f71LC+(P—“)’I—'%9+ .....
alors que CF'=1+F1LC+(171)"’]%9+ .....

Or on sait que : P! < P? < ﬁ'<....,

Donc : CF* < C*,

Donc : Pt < Z cgfd.

On pose alors P1 = A, moyenne arithmétique.

Théorémes de Pizzetti : Soit 2, < 2, < ... < 5, <A <L 2 -1 < .. . <2, la série statis-
tique étudiée.

On démontre que:1) % z @i > %Acr [se raméne a (P#=)* > (P—’i)":l

n

2) Tam > B oA l:se raméne a (P")* > (P)" b = 2, 3, 4... ]
1 1

n 1 » 1
3) \? -’l'.-'t—: < zl“'A;:



— 255 —
8 Bap > (B) sir<a)
5) ﬁl zEi > 2’;‘; (=)*" (sous certaines conditions pour r):
Soit, par définition : CZ — % % Cor, G — % TG o= -1,;2 P % T 2

On en tire les in‘galités suivantes :
1

1
y > AZ; ¥ > zh 0 < Au

(A suivre.) Pierrs THIONET.



