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Sur les équations et les transformations

(TROISIEME PARTIR D'UN COURS DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE PROFESSE EN CAPTIVITE);

Par Jeaxn LERAY.

Introduction.

Cette troisiéme et derniére Partie (*)de mon cours est la plus originale : c’est
Pétude des questions qu’elle traite qui m’amena & poser les définitions que les
deux premiéres Parties ont appliquées & I'étude de questions relativement plus
classiques. La connaissance de la deuxiéme Partie, celle du paragraphe VI du
Chapitre I et celle de la fin du Chapitre II (4 partir du n° 34) sont superflues.
Mais les procédés qu’utilise le paragraphe I du Chapitre III [la définition (58)
" dunombre de Lipschitz A; d’une représentation &(), le fait que deux représen-
. tations homotopes ont méme nombre de Lipschitz, la preuve que I’équation
&=E(x) posséde au moins une solution quand A;5£ o] joueront un réle
essentiel : le Chapitre VI n’est que le développement de ces procédés; le
Chapitre VII est calqué sur le Chapitre VI (¢f. début du n° 83); le Cha-
pitre VIII n’est qu’une application immédiate du Chapitre VII, montrant
I'intérét des résultats qu’établit ce Chapitre VII.

Le Chapitre VI définit et étudie « lindice total » {(O) des solutions d’une
équation z =E(«) qui appartiennent a un ensemble ouvert O. Malgré la géné-
ralité des- hypothéses, les conclusions se rattachent trés directement a des
‘notions et & des propositions trés élémentaires et trés classiques, comme le
prouvent les exemples du n° 74 et ceux qui suivent les énoncés des théorémes
26 et 27. Lorsque I'espace E auquel appartiennent O, x, £(x) est un groupe
clos, I'indice total /(O) peut étre identifié au degré topologique (A.-H., Abbil-
dungsgrad) au point 1 de la transformation z§(x)~* envisagée sur O : cela
résulte immédiatement de la comparalson des propriétés de l'indice total et du
degré topologique [von aussi la formule (66) du n° 44]. Mais en général la
notion d’indice total n’a aucun rapport avec celle de degré topologique : la

(*) Dans un travail ultérieur, intitulé « Les modules d’homologie d’une représentation »,
nous étudierons la topologle des représentations par des melhodes étroitement apparentées
a celles que ce Cours de topologie applique & I'étude de la topologie des espaces.
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définition du degré topologique, qui est due & M. Brouwer, s’applique & toute
représentation d’une pseudomultiplicité dans une pseudomultiplicité de méme-
dimension; si ces pseudomultiplicités ne sont pas orientables, le degré topolo-
gique ne peut étre défini que mod2; si elles sont orientables, le signe du degré
dépend des conventions d’orientation; or aucune de ces particularités n ’apparait
dans la définition de (O); par contre la valeur de {(O) est altérée quand, sans
changer I'ensemble des solutions de x =§(«), on modifie le choix de E(z).
Notre indice total est stirement moins approprié 4 I'étude des multiplicités que
le degré topologique de M. Brouwer; il convient peut-étre & I'étude des
groupes topologiques; il est sirement approprié¢ a I’étude des espaces fonc-
tionnels : les conclusions du Chapitre VII englobent la théorie des équations
-fonctionnelles que M. J. Schauder et moi avons déduite de notre définition du
degré topologique de certaines représentations en lui-méme d’'un espace de
Banach; on peut donc considérer les diverses explications de cette théorie
comme des applications du Chapitre VI (voir la fin du n° 76). De telles appli-
cations peuvent étre multipliées : de nombreux problémes de la théorie des
cqualions aux dérivées partielles et de la physique mathématique ont é1é
ramenés 4 des équations du type z=FE(x), depuis que E. Picard a révélé
I'intérél de ce type d’equatlons, en créant la Méthode des approximalions -
successives, qui n’en épuise d’ailleurs pas l'étude; le corollaire 25 relie nos -
considérations et cette Méthode.
Le Chapitre VII associe a I'équation z =E(z, o/ ), qui dépend du paramétre o
&', un certain homomorphisme d’anneau de pseudocycles; le paragraphe IV en -
déduit la -définition d’un homomorphisme dont I'analogie avec l’homomor-‘ )
phisme inverse de M. H. Hopf (ou plutét avec la généralisation qu’en a donnée
M. Freudenthal dans la Compositio math., t. 2, p. 163) est la méme que celle de
Pindice total avec le degré topologique. . ,
Le Chapitre VII applique cet homomorphlsme a P’élude de certaines homeo-
morphies. Nous obtenons ainsi (th. 35) unc généralisation du théoréme
« Alexander différente de celles de la deuxiéme partie (n> 31 et 62); (toute-.
fois, dans le cas des multiplicités, la généralisation du théoréme de dualité de
Poincaré que signale le n° 60 relie ces deux généralisations du théoréme
d’Alexander). Enfin nous donnons une extension (th. 36) du théoréme de linva-
riance du domaine de M. Brouwer, d’ou résulte (corol. 36) que I'alternative de
Fredholm (ou bien I'équation de Fredholm a toujours une solution umque, ou
bien I'équation homogene a une solution non nulle) vaut dans les espaces topo-
logiques, linéaires a voisinages convexes. C’est M. J. Schauder (Math. Annalen,
. 106, 1932, p. 661-721), rappelons-le, qui le premier généralisa le théoréme
de P'invariance du domaine & des espaces non euclidiens, les espaces de Banach,
el y rattacha I'alternative de Fredholm. M. F. Riesz ( Acta math., t. 41, p. 71-98)
avait antérieurement étendu les théorémes de Fredholm aux espaces de Banach.
C’est M. Tychonoff (Math. Annalen, t. 1114, p. 767) qui le premier généralisa
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a des espaces topologiques, linéaires, a voisinages convexes un théoréme
de topologie algébrique; il s’agissait du théoréme du point fixe de M. Brouwer
(A.-H., Chap. IX, Anhang ; n° 43, ex. 1) que MM. Birkhoff et Kellog (Trans.

of Amer. Math. Soc.,t. 23, 1922 ), puis M. J. Schauder (Studia math., t. 2, 1930)
avaient déja étendu aux espaces de Banach. '

Remarque. — La notion d’espace convexoide (n° 43) interviendra sans cesse
dans ngs hypothéses; nos exemples, pour étre élémentaires, ne considéreront
pas d’autre espace convexoide que les polyédres; mais le lemme 48 signale une
calégorie étendue,d’espaces convexoides et simples.: les ensembles normaux,
bicompacts et convexes de points d’un espace topologique, linéaire & voisinages
convexes. I

CHAPITRE VL

EQUAT[ONS

1. — Préliminaires.

Leés trois numéros de ce paragraphe I sont indépendanls.

- 71. GENERALISATION DE LA DEFINITION DES FORMES DE E (n°42) ET DE CELLE DEs
vormes bk E. ¢ (n° 27)

Lemue 25. — Si E est un espace normal, si E' est un ensemble fermé de poinis
de E et si ¢ est un complexe concret dont les supports sont des ensembles fermés de
pomts Je E (]lc] cE'CE), alors I’ intersection par E/ constitue un zsomorphwme
des groupes de Betti a’e E.c sur ceux de E'.c

‘Démeontrer ce lemme, c’est démontrer les deux propositions que voici :

"a. Toute classe d’homologie de E'.c est lintersection par E' d’une classe
d’homologie de E.c. ' '
b. Si une classe d’homologie de E.c a pour intersection par E’ la classe
nulle, alors cette classe de E.c est elle-méme nulle.

Nous atiliserons la proposmon suivante, dont la demonstrauon est analogue
a celle du théoréme 1. :

Généralisation du théoréme 1. — Si I'on rétrécit une couverlure K’ de E’ en
une couverture de E’, alors chaque cycle de K’.c reste dans la méme classe
d’homologie de E'.c. :

" Démonstration de a. — Soit Z'?uncyclede E'.c; on a Z’l'=2 AQX"”*'I'“.&:,,,“,
L . : | ~

les X'r+¢-* ¢tant les éléments d’une couverture K’ de E/, les z, , étant les élé-

ments de c. D’aprés le lemme 12 (n°24) il existe une couverture K de E telle que
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K.E' soit un élargissement de K’ et que K.c ait méme complexe abstrait que

K'.c;soit X»+7-21'élément de K qui correspond a X'p+7:2; Z"=Z A Xrrox g, o
X

9
est un cycle; d’aprés la généralisation du théoréme 1 on a Z» . E'~v Z'".
' C. Q. F. D.

Démonstration de h. — (Celte démonstralion est apparentée a celle des
lemmes 13 et 22). Soit Z? un cycle de E.c tel que Z*.E'~ o dans E'.c : il
existe une couverture K de E telle que Z# appartienne 4 K.c et une couverture
K’ de E' telle que Z*~v o0 dans K'.K.c. D’aprés le lemme 12 on peut supposer
K’ du type K’'=K*.E’, K* étant une couverture de E; or K'.K . c est identique
aK*.K.c; donc Z*~ o dans K*.K.c; donc Z?~ o dans E. c.

C. Q. F. D.

Le lemme 25 identifie les groupes de Betti de E.c et E'.c. Il peut également
s’énoncer comme suil, en convenant d’identifier une forme de E.c avec son
intersection par un cycle unité de E'.

Leune 26. — Toute forme de E' .E.c ayant pour dérivée une forme de E.c est
homologue @ une forme de E.c.

Appliquons les lemmes 25 et 26 aux cycles généraux de E.c, que nous défi-
nirons comme suit :

Définition. — Toule forme de ¢ counstitue une forme géncrale de E.c;silr
est une forme générale de E.c, son intersection par une forme d’un ensemble
fermé E’ de points de E contenant | L”| est encore une forme générale de E.c;
si K’ est un cycle unité d’un tel ensemble E’, L» et L. K'® sont identifiés;
toute combinaison linéaire homogéne d’un nombre fini de formes générales est

une forme générale. Un cycle général est une forme générale dont la dérivée
est nulle. ‘

Nous obtenons la proposition que voici :

Tout cycle général de E. c appartient a une classe d homologie bien déterminée
de E.c. (Autrement dit : il n’y a pas lieu de définir de classes d’homologie
générales : elles se confondraient avec les classes d’homologie.)

Quand c est une couverture de E, cette conclusion s’énonce comme suit :

Définition. — Toule forme de E conslitue une forme générale de E; si L* est
une forme générale de E son intersection par une forme d’un ensemble fermé
E' de points de E contenant | L?| sera encore une forme générale de E; si K’
est un cycle unité d’un tel ensemble E, L” et L» . K'® seront identifiés; toute
combinaison linéaire homogéne d’un nombre fini de formes générales est une
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forme générale. Un cycle général est une forme générale dont la dérivée est
nulle.
- Nous avons prouve que :

Tout cycle général de Uespace normal E appartient a une classe d’homologie
bien déterminée de E.

© 72. Couveatures sipLIcIALES. — Rappelons qu’un complexe K d’éléments
X8 est simplicial quand il est connexe et que chacun des sous-complexes
ouverts X7P est un simplexe.

Le lemme 2 (n° 4) a pour conséquence immédiate la proposition suivante s

Lzulﬁ 27. — Le produit de deux complexes simpliciaux est simplicial.

Lemme 28. — Si K est une couverture simpliciale de E et si e est un ensemble
connexe de points de E, alors K . e est simplicial.

Démonstration. — K . e élant une couverture de e, qui est connexe, est connexe
d’aprés le lemme 4 (n° 18). Si X¢8.e 520, alors X7?.¢ a méme complexe.
abstrait que X”#, qui est un simplexe.

‘Lemue 29. — Si K et K* sont deux couvertures simpliciales d’un méme espace
connexe E, alors K .K* est simplicial.

Démonstration. — La formule K .K*=71 (K ><K*) du n® 8 exprime que K. K*
a méme complexe abstrait que I'intersection de K >< K* par I’ensemble ¢ des
pomts (< x); K >< K*estsimplicial d’aprés lelemme 27 ¢, étant homéomorphe
a E, est connexe; cette intersection est donc simpliciale en vertu du lemme 28.

73. DuaL bk L'INTERSECTION DE DEUX COMPLEXES. — Solent deux complexes K et
K* (d’éléments X7 et X*"'7); soient k et £* (d’¢léments x, g et x7,) leurs duals.

Lemue 30. — Le dual de K ><K* est k >< k*, Uélément dual de X9-8 < X*"* étant
wr'-r >< anﬂ

Démonstration :

( E X8 x XY x iy X x,,.g).

7.8y

= [(2 .\"1:3 > Lr,,_g) x <Z XY ¢ .z',f_.{>]'
78 / "y
ot <2 X'I'B > [I:,,"3>.>< (Z X4 3¢ Z':-,—r>
N 7.8

nY

+ <Z X9:3 % Ly > x (2 XY = x;’,{).: o.
7,8 nY
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Le lemme 30 et le lemme 17 (n° 31) ont pour conséquence unmedmte le
suivant : :

Lewme 31. — Le dual de K .K* est un sous-complexe ferme de k>< k*

hxphcltons cette proposmon SOit &, y,0,8 I'élément dual de Xe 3 X*’ T;on a
les mémes coefficients ¢ et ¢* dans les formules

(x) oo -’L.'q,ﬁ 226‘,<q—!>xq—1,3;” - L S ST
( 2 ) "i';';( ——2 ( ) ‘ir—l Wy »

G =X ( >"”—~vs+<—x>’2 ( ”’)“’rw_w
On aen partlcuher '

(4) S .z‘o.(,,p_-z ( )xovf/ 1.

Et si K* posséde un cycle unité, d’aprés le n° 34 (dual d’'un complexe possédant
un cycle unité), dans la formule :

(5) | . 'j;i,’Y;q.’é:_;'Z‘o.(O)x“”75—2 ( >-Z‘lvq lp.y CTe

on a
, ‘Y L
Zc‘(o —=o.
v AY ) [

Définition.’ — Soit A un élargissement du dual de K.K*; soit y, ; 4 s1'élément
de.h qui correspond & .}(’I’{S.X*l-,*{; supposons |w,,.,p|c[ Yo.viesl3 supposons que
K* posséde un cycle unité. Nous nommerons projection de h sur le dual k de K
I'ensemble des deux opérations suivantes :

Nousidentifions a x, g tous les ¥, .., s correspondant aux diverses valeurs de y
[la formule (4) s’identifiant donc avec la formule (1)]; puis nous annulons les
éléments y, .., d'indice r positif [ces élémenls conslituent un sous-complexe
fermé du fait de la premiére opération, vu les formules (3) et (5)].

La comparaison de (1) et (3) prouve que celte -projection transforme les
relations et homologles qui ex1stent enlre les formes de % en des relations et
homologies qui valent dans £.

-

Nota. — Cette projection, dont M. Alexandroff fait un usage si fréqueit, ne
nous servira que deux fois : au n° 74 b (lemme 33) et au n° 86 c.
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II. — L’indice total des solutions d’une équation.

Soit E un espace convexoide; soit £(«) une représentation dans E d’un
ensemble fermé de points de E; ce chapitre-ci étudie, par les procédés de la
topologie algébrique, celles des solutions de I'équation

(6) z =§(%),
qui appartiennent 4 un ensemble ouvert O de points de E, O faisant partie du

champ de définition de &(x). Le cas particulier O =E a déja été traité au
Chapitre III. .

Remarque I. — Les coefficients employés dans toutes les homologies de ce
chapitre-ci seront des entiers. S

Remarque 1l. — Les solutions de (6) constituent un ensemble fermé (donc
bicompact) de points de E : si a£4E(x), on peut évidemment construire un
voisinage de a en tout point x duquel £ £(x).

. 74, Dervition pe {(L*). — Au cours des n 74 et 78 nous supposerons
- seulement que E est un espace de Hausdorff bicompact et connexe el que L
posséde un recouvrement convexoide, constitué par des ensembles U :

*
chaque U est un ensemble fermé et simple;
I'intersection d’un nombre fini d’ensembles U est vide ou est un ensemble U.

Soit L® une forme a o dimension de E, telle que £(zx) soit définie sur [L°] .

a. Définition de i(L°, K). — Soit K une couverture simpliciale de E dont
les éléments X7-# aient pour supports des ensembles Uj soit % le dual de K :
élément z, 5 de K a pour support |z, 5| =|X"*|, qui est simple en vertu du

corollaire 12 (n° 29). Les expressions L° .?(X"’S) sont des formes générales

de E (n° 71); I'expression L".._E' X7#). &, 4 est donc une forme générale de
p 7 8

- A

E.k; d’aprés le lemme 3 et la formule de définition des complexes duals
(2 X8 wq,3> " =0, la dérivée de cetle forme est E Le. thq’f’).mq,a, qui est
) 78 .

nulle lorsque |L°| .E‘( | X7B|). |@,5| =0 quels que soient ¢ et {3, c’esl-a-dire
lorsque

.3

(7) | Lo l.gl(l XY |). XOY | =o, quel que soit vy,

’ =t
ce que NOUs SUPpPOSErons. ZL".E(X"’a).w,,ﬁ est donc un cycle général a
7B ‘
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o dimension de E.£. Or le n° 71, le lemme 14 (n° 27) et la convention (29) du
n° 34 ont la conséquence suivante :

Lemme 32. — S0 k est dual dun complexe a cycle unité, si ses supports sont
sz'mples et appartiennent & un espace normal E, alors tout cycle général a o dimen-
sion de E .k est homologue & un entier positif, négatif ou nul; cet entier est defﬁm
sans ambiguité.

*

Ce lemme nous permet donc de définir un entier /(L°, K) par la relation

— :
(8) i(LY, K)o Y L0 E(X98).20,85
7,8 ‘
chaque fois que K est une couverture simpliciale dont les supports sont des
ensembles U vérifiant (7).

Remarque a. — La valeur de (L") n’est pas altérée quand on réduit a]L"I
le champ de définition de £(2) (vu le lemme 15, n° 27)

b. Définition de i(L®). — Nous allons prouver que l'entier i(L°, K) est indé-
pendant du choix de K, ce qui nous permettra de désigner cet entier par le
symbole 7(L?). Soit K* une seconde couverture simpliciale de E, dont les sup-
porls sont des ensembles U : il s’agit de prouver que /(L°, K)=1i(Le, K*),
chaque fois que les deux membres sont définis; cela résulte évidemment du
lemme suivant :

Lemme 33. — ((L°, K.K") est défini et égal a z(L" K) quand i(L°, K) est
défini.

Démonstration. — K .K* est une couverture simpliciale de E en vertu du
lemme 29; K.K* a pour supports des ensembles U. Construisons le complexe
dual de K.K* : un élément non nul X7#.X*¥ de K.K* a pour dual I'élément
2,719 dont Lo SUPpOTLest |2, | = | X7 X277 = | X0 | X277 | = | .|y
envisageons I'élargissement 4 du dual de K.K* dont I’élément y, .., q corres-
pondant & x,,,, 5 a pour support |y, Yind | =|@,4|- Puisque K satlsfalt (7); le
lemme 32 prouve I’existence d’un entier : tel que

—t
(9) LA 2 Ll). E,(X'/’p- Xﬁr'Y)‘.y"in'Ivﬁ'
q,ﬂ,r.*(

‘Drune part, puisque |,..,s|C|¥,y.04, en vertu du lemme 15 (n° 27), on
déduit de (g) la relation

v $‘L. (X0B,X7), 2, 0,81
/]31 Y
c’est-a-dire
(10) \ t=i(L, K, K*).
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D’autre parl projetons (n° 73) 4 sur le dual £ de K, I'homologie (9) devient

—t
v B LT (X08, X00). 2,5,
1’.{3,'{

c'est-d-dire, puisque L°. E_E‘( X*ovy=Le;

Bt
. ‘hﬂ
c'est-a-dire
(xr1) o . t=i(L°, K).

De (10) et (11) résulte la relation annoncée,
; (Lo, Ky =i(L°, K.K*).

Remarque b. — On peut prouver que {(L°) est indépendant du choix des
ensembles U. A cet effet on a recours a la définition plus générale de i(L°) que
voici : soit K une couverture simpliciale de E possédant un élargissement dont
les supports sont des ensembles U’ on ne suppose pas que cet élargissement
soit une couverture; soit X7# un élément de K ; soit U7# ’élément corres-
pondant de cet élargissement ; soit u,g le dual de U%#; |u,g|=| U"?| estsimple

en vertu du corollaire 12; supposons [L°]. ?(]X"ﬂ) [U*Y|=0 quel que

soit y; d’aprés le lemme 32 ZL" E(X" 8).u,g est homologue a un enlier; cet
7.3
entier est 7(L°).

78. Proerigrés pe ((L°).

Lemue 34. — Pour que i(L°) soit défini, il faut et il suffit que |L° | appartienne
au champ de définition de E(x) et qu'tl existe un recouvrement fini de E constitu¢
par des ensembles U, les U.,, qui vérifient la condition

. -1
(12) |L°|.E(U.{).U.{:o, quel que soit y.

Démonstration. — Si (7) est vérifiée, les | X°,7| constituent un tel recou-
vrement. Réciproquement si I'on connait un tel recouvrement, la couverture
de E qu’il engendre est simpliciale (n° 10, remarque), ses supports sont des
ensembles U et la condition (7) est vérifice.

Lemye 30. — i(L°) =0 lorsqu il existe un recouvrement fini de h constitué par
des ensembles U, les U, qui vérifient la condition

[Le|. z(U.{).UYz o, quel que soit y.

Démonstration. — Le deuxiétme membre de (8) est nul quand on utilise la
couverture K qu’engendre ce recouvrement.
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 27
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Lesme 36. — Ona z(E L“) =2 i L*%), lorsque chacun des ¢(L*+*) est défint.

@ / &

Démonstration. — A chaque a correspond une couverture K, de E telle que
i(L°%, K, )soit définie; construisons I'intersection K des K, ; d’aprés lelemme 33
{(L**, K)est défini quel que soit a ; on a i(zL"’“ > 21(L° 2, K), puisque

@
le second membre de (8) est une fonction linéaire et homogene de L°.

Lemme 37. — Supposons E(x) défini sur E tout entier; soit A; le nombre de
Lipschitz de §(x); sott E® un cycle unité de E; je dis que i(E®) = As..

Démonstration. — La formule (8) s’identifie a la formule (58) du n° 44.

Lemme 38. — i(L°) est z'nval 1ant relativement aux homotopies. Plus précisément :
envisageons l'équation x = % (), la représentation &, (x) dépendant contini-
ment du paramétre x', qui est un point de Ugspace topologzque E'; L° est fize; si
l entier correspondant zf(L") est défini quel que soit ' et st E' est conneze, alors

t,.(L®) est indépendant de x'.

Démonstration. — (Voir la démonstration analogue qui constitue I’Annexe
ala premiére Partie). Soit a’ un point quelconque de E'. Envisageons K tel
que 7,(L°, K) soit défini. Le lemme 6 permct de construire un elarglssement

de t, (K) qui posséde les deux propriétés suivantes : le support de chaque
élément Y78 de cet élargissement contient un voisinage du support . de l'élé-

ment E,, (X7:#) correspondant ; on a
|Lo|.| Y?B|.|2,8], quels que soient g et {.
2 L°.Y7? &, 4est donc un cycle ; d’aprés le lemme 32 il existe un entier t tel que

7.3

Y
z LoYrB 8~ 1
‘7-53

.y . N + r ’
D’aprés le lemme 9 bis (Annexe a la premiére Partie), £.(K) est un rétré-
cissement du complexe d’élétents Y7? quand 2’ appartient a un certain voisi-
nage V' de @'; on a donc, d’aprés le lemme 15 (n° 27)

—1
2 Lo S (XrB )z 5~ o, quel que soit '€ V'.
78 :

Autrement dit zl,(L“) est constant au voisinage de chaque point de E'. Puzsque
E’ est connexe, 7,.(L°) est donc indépendant de &'..
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76. Concuusions. — Supposons E convexoide (') : E est un espace de
Hausdorff, bicompact, connexe, possédant un recouvrement dont les éléments U
ont les propriéiés suivantes :

a. Chaque ensemble U est fermé et simple;

. L'intersection d’un nombre fini d’ensembles U ou bien est vide, ou bien

- est'un ensemble U;
c. Etant donnés un point x de E et un vonsmage V de x, on peut trouver un

‘ nombre fini d’ensembles U dont la réunion W posséde les propriétés : = est
mténeur 31 W WcV

Le lemme suivant compléte les lemmes 34 et 35.

Leume 39. — Soit K un ensemble fermé de points de E. Pour qu’on puisse
construire un recouvrement fini de E, constitu¢ par des ensembles U, les U, qui

vérifient la condition F. E(UY) U,=o quel que soit v, il faut et il suffit que F
ne contienne aucune solution de I'équation x = E(x).

Démonstration. — Cette condition est manifestement nécessaire. Réciproque-
ment supposons-la vérifiée; attachons a tout point # de E un ensemble W,
ayant les propriétés suivantes : W, est la réunion d’un nombre fini d’ensembles
U «est intérieur 4 W ; siz€F, E(W,) W.=o0; sinon F. W _ =o. Puisque
E est blcompact on peut recouvrir E avec un nombre fini de W_; soient U,
les ensembles constituant ces W ; les U, constituent un recouvrement de E.;
pour chaque valeur de y on a ou bien é( U,).U,=o0, ou bien F.U,=o.

Les lemmes 34, 35 et 39 nous fournissent les propositions aulvantes :

~ Lemue 34 bis. — Pour que (L") soit défini, il faut et il suffit que | Lo ' ne con-
tienne aucune solution de I'équation x = §(x).

Lewse 35 bis. — i(L°) == o quand | L°| ne contient aucune solution de léqua-
tion x = §(x).

. Définition de i{x =E(x)€0}. — Soit O un ensemble ouvert non vide de
points de E, dont la fermeture O appartient au champ de définition de £(x)
et dont la frontitre O = O — O ne contient aucune solution de I¢quation
@ =§(x). Soit L° une forme de E possédant les deux propriétés suivantes :

a. L°.0 est un cycle unité de O;
B. |L°| — O ne contient aucune solution de I'équation  =&(x).

(*) Nous adoptons cette définition-ci des espaces convexoides et nous renoncons a la
définition plus restreinte qu'énonce le n® 43 : aucun des résultats antérieurement énonceés
ne cesse de valoir et la propriété suivante, qui nous sera atile au n°78, devient exacte : La
réunion W d'un nombre fini d’ensembles U est convexoide (si elle est connexe).
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[Par exemple on envisagera la couverture de E qui est constituée par trois
éléments 1.°, M® et LO'=—M° de supports |[L°|=0, M |=E—-0O,
|L° :0] ' o
Je dis que 1(L°) est un entier indépendant du choix de L°; nous le représen-
terons parle symbole /| z =%(x) € O | ou plus briévement par {(Q) et nous le
nommerons « indice total des solutions intérieures & O de I'équation & =E()».

Justification. — (L") est défini, d’aprés le lemme 34 bis et f3. Soit L* un’
second choix de L°; d’aprés «, [L* — L* |c(|L*|—O)+( lL*°|--O), donc,
vu le lemme 35 bis et 8, {(L°—L*)=o0; d’ou, d’aprés le lemme 36
i((L?) = (L")

Nota. — Par définition /(O) sera nul quand O sera vide. - Pl
Le théoréme suivant récapitule les résultals acquis.

- Tueorkme 22. — Soit un espace convexoide E; soit §E(x) une représentation
dans E d’un ensemble fermé de points de E. Envisageons Uéquation

(6) z=;(x).

L'ensemble de ses solutions est fermé et bicompact. L'indice total i(O) de.f
solutions de (6) intérieures @ un ensemble oucert O de points de E est un entier,
positif, négatif ou nul, quz est défini chaque fois que O appartient au champ
de définition de E(x) et que O est étranger a Uensemble des solutions de (6). Cet
indice reste constant, tant qu'il reste défini, lorsque () varie continiment en
fonction d’un paramétre décricant un espace topologique connexe. Si §(x) est
défini sur E tout entier, i((E)= Az, A; étant le nombre de Lefschets de E(x).
St O appartient au champ de définition de E(x) et ne contient aucune solution de
Uéquation x=E(x), alors i(O)=o0. Plus généralement : si les O, sont des
ensembles ouverts et deux a deux disjoints de points de E appartenant a U'ensemble

ousert O, s¢ O appartient au champ de définition de £(x) et si 6—2 0O, ne

contient aucune solution de 'équation x = £(x), alors i(O):z i(O,).
o

Remarque 1. — Le nombre des O, peut étre infini; on se raméne aisément
au cas ou il est fint : seuls entrent en jeu les O, contenant des solutions de (6);
il sont en nombre fini, puisque I'ensemble des solutions de (6) est bicompact.

Remarque 2. — La valeur de {(O) n’est pas altérée quand on modifie la
définition de §(x) hors de 0 (vula remarque a du n° 74).

Remarque 3. — La valeur de {(O)estindépendante du choix des ensembles U
(vu la remarque 6 du n° 74).
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Définitiorn. — Seit x une solution de I'équation z=E(x); supposons x
iso}ée et intérieure au champ de définition de £(); soit V un voisinage de z,
ne contenant pas d’auire solution et intérieur au champ de définition de E(m),
i(V) est indépendant du choix de V; nous le nommerons indice de la solution
isolée . Si O ne contient que des soluuons isolées, alors £(O) est la somme de
leurs indices; .d’ou le nom d’indice total donné 4 i(O).

Applications du théoréme 22 : théorémes d’existence; théorémes d’unicité. —
' Li¢ théoréme 22 englobe la théorie des équations fonclionnelles que j’ai faite en
collaboration’ avec M: J. Schauder (*) et, a fortiori, la théorie des équations
_intégrales non linéaires que contient ma Thése (*). Rappelons les applications
que''j'ai: données ‘de ces deux théories, puisqu’elles peuvent étre envisagées
eomme ‘étant des applications du théoréme 22 : j’ai prouvé que le probléme de
‘Dirichlet posé¢ par I'étude des régimes permanents des liguides visqueuz (*)
posséde toujours une solution au moins, j’ai établi Pexistence des sillages (*) et
j'ai discuté le probléme de Dirichlet (*) posé pour I'équation

"o [ ) —
e Lo s f(z;r,ﬂ, Bayy Byty By Byy Xy Y Z) =0,

en opérant comme suil : j'ai ramené chacun de ces problémes 4 une équation
* du type (6) [ou, plus exactement, du type équivalent (24) qu’étudie le para-
graphe 4 de ce chapitre]; puls j'al prouvé que l'indice total des solutions de
- cette équation était 1, ce qui, vu le théoréme 22, établit I'existence d’au moins
une solution. En Lhéome du sillage, pour les obstacles « de grande résistance
au courant », j’ai pu montrer que toute solution était isolée et avait I'indice 1,
¢e qui_établit que la solution est unique (antérieurement et par d’autres
méthodes, d’autres auteurs — MM. Weinstein, H. Weyl, Friedrichs —
~ avaient établi ce théoréme d’ unicité, mais pour des catégories d’obstacles
_ beaucoup plus restreintes).

~ 77. ExeMpLES ELEMENTAIRES. — a. £( ) est constant sur O. — Supposons que,
quel que soit z€ O on ait §(x)=c, c étant un point invariable de E. Alors,

i(0)=osic€E—0;i(0O)n’est pas définisic€O; {(0O)=r1sice€O.
Les deux premiers cas sont évidents. Pour traiter le troisi¢éme, considérons
une couverture simpliciale K de E dont les éléments X7# aient les propriétés

(1) Ann. Ecole Norm. sup., t. 51, 1934, p. 45.

(*) Journal de Math., t. 12, 1933, p. 1.

() Commentarii Math. Helvetici, 1. 8, 1936, p. 250; M. Kravtchenko, a étudié dans sa
Thése (Journ. de Math. o L 20, 1941, p. 35) des cas plus comphques que ceux auxquels je

m’étais borné.

(%) Journal de Math., 1. 18. 1939, p. 249.
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suivantes : chaque | X7-#| est une réunion de U; | X?#|.c = o, sauf sig=B=o0;

| X**|cO. Donc tous les £ (X28) sont nuls sauf —E’(Xb,o); Le° _'E'(Xo,o) —Lo;
la relation (8) se réduita {(L°)~L°.z, ,, qui donne ;(0)=1.

Nota. — Le corollaire 25 énoncera un résultat plus général.

b. E est un segment de droite réel. ab deslgnant I'intervalle a<w<b'
proposons-nous de calculer i(ab).

«. Supposons £(a) > a et £E(b) < b; on peut, en conservant ces deux inéga-
lités, modifier contindiment §(«) de maniére a se ramener au cas ot £(x) a une
valeur constante ¢ sur ab; a < c< b; d’'ou i(ab)=1.

B. Supposons §(a)>>a et £(b) > b; on peut, en conservant ces deux méga-
lités, modifier contintiment {(z) de maniére & se ramener au cas ot £(x) a une
valeur constante ¢ sur ab; a < b < ¢; d'ott i(ab)=o.

Y. Supposons £(a) < a et E(b)(b on se raméne au cas oul E(x)_c<a<b
d’ou i(ab)=o.

2. Supposons enfin §(a)< a et £(b) > b; soit ¢ > b; modifions si nécessaire
la définition de () sur be en sorte que E(c) < cjon a, d’aprés v, i(ac)=oet
d’aprés «, i(bc)=1; or

i(ac)y=1i(ab) + i(be), d’oir i(ab)=—1.

En résumé, si nous posons signe [z]=1six >0, —1siz <o,

i(ab) = % signe[b —%(b)] — % signe[a —£(a)].

En particulier, si « est une solution de I'équation x=E&(z) en laquelle
21%: E(x) existe et différe de 1, cette solution, qui est évidemment isolée, a pour

indice : signe %[a)— E(x)]. .

c. E est un espace euclidien. — Pour exprimer que le point & a les coor-
données x,, &, ... T,, NOUS ECTIVONS & =T, < Ty >< ... X< &} NOUS AYONS
E(@)=E (x)<E(x)>< ... xE(x). Nous allons prouver la proposition
suivante : '

TrroniMe 23. — Si E est euclidien et st x est une solution de I’équation
Xy X g X Xxn=£1(w17 ceey Tp) _>< E?(xii RS :L’,.) Xeooe X E_,,(.’h, e ‘1.:".?‘ -
en laquelle le déterminant fonctionnel

D(xi_zh xi—E” L] xn-En)
D(zy, o, ..., @)

3y

existe et différe de zéro, alors cette solution, qui est évidemment isolée, a un indice
égal au signe de ce déterminant. En d’autres termes cet indice est 1 ou —1
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suivant que la transformation x — £(a) conserve ou non Uorientation de I’espace
au voisinage de cette solution.

Démonstration. — Nous venons de prouver ce théoréme quand n=1; une
démonstratlon analogue vaut, quel que soit n, dans le cas particulier ou &,(x)
ne dépend que de z,. On peut ramener le cas général & ce cas particulier en
modifiant contindment () tout en respectant 'hypothése que x est une
solution et que le déterminant fonctionnel y différe de zéro; cette modification
respecte le signe de ce déterminant, le fait que x est une solution isolée et
Pindice de cette solution; cet indice est donc toujours égal au signe de ce
détermmant

d. CoroLLAIRE 23,. — L’indice de la solution de I’équation de Fredholm
o
) q;_(w):lf K(z, s) ¢(s)ds+ f(x) estsigne [D(2)], quand D(}) Zo.

. [Les notations sont celles de Goursat (Traite d’ Analyse, t. 111, Chap. 31); notre
démonstration s’appuie sur le n° 874 de ce chapitre : Etude des noyauxz X.Y)].

* Démonstration. — Dans le cas particulier ou K(z, y) =2 Xi(2)Y(y) cette

proposition résulte immédiatement du théoréme 23. Un passage a la limite
permet d’atteindre le cas général & partir de ce cas particulier.

e. E est le plan de Cauchy (plan complété par un point a Uinfini) et £E(x) est
méromorphe. — Les solutions a distance finie de 1'équation & =E(x) sont les
zéros de la fonction méromorphe z —E(x), leurs indices étant égaux aux
ordres de multiplicité. de ces zéros; de méme les solutions non nulles de

l’équation ax=E§(x) sont les zéros non nuls de la fonction méromorphe
I

s~ @)
Donc toutes les solutions de ’équation = () sont isolées et tous leurs indices
sont posmfs

£ 5’ leurs indices étant égaux aux ordres de multiplicité de ces zéros.

. III. — Kquations dont les solutions ont méme indice total.

- 78. RerricisseMent ok E. — Définition. — Soit E un espace convexoide, les
ensembles U de points de E ayant les propriétés a, b, ¢ (n° 76); soit e un
ensemble fermé de points de E; supposons e convexoide, les ensembles u de
points de e ayant les propriétés a, b, c. Lorsque chaque U.u non vide est un «,
nous dirons que e est un « sous-espace concexoide » de E.

Exemples. — 1° La réunion W =Z U, d’un nombre fini d’ensembles U, si

X -
elle est connexe, est un sous-espace convexoide de E (les u sont les U. U, non
vides).
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2° L’ensemble e des points & >< x est un sous-espace convexoide de l’espace
(E < E); [les u sont les (U, > U,).e non vides]. :

Définition. — Soit e un sous-espace convexoide de E; rétrécir E en ¢ sera, par
définition, faire jouer & e et & O.e les roles que E et O ont joués au para-
graphe II : on définit ainsi « I'indice total {(O.e) des solutions de .z‘_’é(w)
intérieures 4 O.¢ ».

La démonstration du lemme 33 reste valable quand K*, au lieu d’4tre une
une couverture simpliciale de E dont les supports sont des U, est une couver-
ture simpliciale de ¢ dont les supports sont des u, si du moins £(|L®|)ceéyla
relation (L°, K)=i(L*, K.K*) signifie que, dans ces conditions,
{(0)=1(0.¢). En d’autres termes : -

TutoriME 24. — Le rétrécissement de E en e ne modifie pas la valeur de Uindrce
total des solutions appartenant a O, si E(e)+ E(O ) Ce.

Exemple. — Supposons que () ait sur O une valeur constante a et que
a€0; je dis que {(0)=1.

Démonstration. — On rétrécit E en a.
[Cette proposition a déja été démontrée, par un autre procédé, au n° 77 a;
le corollaire 25 la généralise].

Notations. — Considérons O comme étant le champ de définition de &(x);
posons

Hay=:ia)), .. E@)=E [E@)]

soil _E" la transformation inverse de %(x) Nous avons E(G)C 3 (6), done
T (O)C’;(O) (ﬁ) est fermé (A.-H., Chap. II, § 2, th. IT); posons

f—l—[ £(0) = lim (0)

ny>+-»
n>o

(A -H., Chap. II, § 5, th. II); fest fermé; si / esl vide, c’est qu’il existe un
entier N tel que E(O) soit vide quand »n >N (A.-H., Chap. II, § 1, th. II).
Onaf =j§”( /). Toutes les solutions de I'équation x=E(x) appartiennenta f';
en effet « =’é(x)eg(—0_); donc {(O) est défini quand fCO.

Tutonime 25, — Supposons que f =Il £ (0)= lim £ (O) appartiennent a O.
L

Je dis qu'il existe des ensembles fermés F de points de E satisfaisant a la fois les
deux conditions:

(13) JS+EF)cFcO;

(1%) lanneau d’homologie de F a une base finie.
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Soit A¢(F) le nombre de Lefschets (') de E(x) envisagé sur l'un de ces ensembles
F; je dis que

(15) ‘ i{(0) = Ae(F).

Remarque I. — F = f vérifie la condition (13).

RBemarque II. — Quand F vérifie (13) mais non (14), il est donc naturel de
d(jimr A¢(F) comme étant égal 4 i(O). (Cf. n° 83, remarque).

Ilemargue III. — Le théoréme 17 (n° 43) peut donc étre appliqué a F, méme
quand F: n'est. pas convexo:de :, I'hypothése A¢(F)s%o0 entraine z(O);éo,
O contient donc au moins -une solution de I’équation x==§&(x); or cette
;'solutlon appartient nécessairement & f, donc a F.

.- Démonstration du théoréme 25. — Il existe un entier positif n tel que

E(O)CO (A.-H., Chap. II, § 4, th. II); construisons n—1 ensembles
ouverts O,, O,, ..., O,.,_, venﬁant les conditions

NP 050,50,50,50.> ...;on_,pon_,>§(5)+p

giposons . o
' . -1 -2 —n1

Sy e L . V’—O &(O‘) g(O,)’” E (On-—-x);

V est ouvert et apparllent a O. Puisque E(F)c F c O, nous avons

;(F)coa, donc ¥Fc :(Oa)r
d’ou v
FcV.

Puisque toutes les solutions de l’equatlon z=F(x) apparliennent' a f et que
SfcFcVcO, nous avons

{(0)=1i(V). _.
D’autre part '
F(V)=F(0).2(01).E(0). ... % (0,)35(0,).5(T2).5(T0). ... £ (E(D))
=3(0).5(0.).2(D,)..... £ (0.3)>7,
d’ou
g{(V)ev.

Il existe donc un nombre fini d’ensembles U dont la réunion W vérifie la
condition F+§(V)c W V; W est un sous-espace convexoide de E (n° 78,
en 1). Le rétrécissement de E en W (th. 24) montre que

i(V)'::Ag(W).

(1) Nous utilisons la définition du nombre de Lefschetz qu'énonce le n* 55.
Journ. de Math., tome XXIV. — Fase. 3, 1945. 28
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Le théoréme 20 (n° 55) établit par ailleurs que
A (W) = Ag(F).

En résumé nous avons prouvé que )
i(0) =i(V)=As(W)=Ag(F). C.Q.F.D.

CoROLLAIRE 25. — Si pour n —~-, E(O) converge vers un poznt de 0 ce
potint est une solution isolée d’indice + 1. :

Démonstration. — Ag( J)=1 quand f est un point (n° 44, remarque).
En particulier : si une solution @ de I'équation x_E(w) est telle que ses

approxzmatzon.r successives E(a:) convergent uniformément vers @ quand la
premiéme approximation x appartient & un certain voisinage de a, alors a est
une solution isolée d’indice 1.

79. Liguation @< &' =E&(x, @’)>< ¥ (x, #'). — Démontrons le lemme
suivant, qui nous sera utile également au Chapitre VII :

LemMe 40. — Soient un espace convexoide E et un espace de Hausdorff
bicompact E'; soit §E(x, ') une représentation dans E d’un ensemble fermé de
points de E><E'; soit S U'ensemble des solutions de U'équation x = &(z, 2'), cest-
a-dire 'ensemble des points x < &' en lesquels x =E(x, 2'). Soit V un voisinage
de S. Je dis qu'on peut construire une couverture simpliciale K de E dont les
éléments X7-? aient pour supports des ensembles U vérifiant la condition

(16) FUXB)) . (|zgg | X E)CV, 2,8 étant le dual de X78.

Démonstration. — Etant donné un point 2’ de E/, le lemme 39 fournit un
recouvrement fini de E dont les éléments U, ., vérifient la condition

E (Upa).(Upar < /) C V.

Ce recouvrement engendre une couverture K. de E dont les élements X7 véri-
fient la condition

—

& (I1X%8)).(1 X%# | x 2/)cV;
soit V. un voisinage de &' tel que

T (X8 )). (X8| x Vi)V,

On peut recouvrir E' au moyen d'un nombre fini de V... L’intersection K
des K. correspondants a les propriétés énoncées.

TaeoriMe 26. — Soient deux espaces convexoides E et E'; sotent E(z, 2')
et t'(x, x') deux représentations, dans E et dans E', d’un ensemble fermé
de points de E >< E'. Soit O un ensemble ouvert de points de E < K'. Je dis que
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i{x <o =z, &)=< (x,&)€0}ne changepas quand on remplacet' (x, x')
par une autre replesentauon de O dans E' qui est égale a ¥’ (a: x') en tous
les points de O ou: x =§(x, &').

Exemple. — E est I'espace euclidien de coordonnées =z, ..., ;5 E' est
lespace euclidien de coordonnées xy,,, ..., Zn; £&(x, &) transforme le point
(@4 + -y Tty Tppay -+, Tm) en le point de coordonnées &, (x4, ..., Tn), - -,
’E,(x,, ooy Tm); & (w, ') transforme le point (x,, ..., Z;, Ty, ..., Tm)enle
point de-coordonnées Ea(@ay ooy @)y ooy Em(®y, ..., 2n). Supposons que
les &(@y, ..., xm) sont des fonctions linéaires homogenes D’aprés le
théoréme 23 l’mdlce delasolutionz,= ... =x;=xpy=... =T, =o0 est le
, signe du déterminant de la substitution x, — &, (wi, .+ +y Zm), quand ce déter-
minant différe de zéro, ce que nous supposerons; si le theoreme 26 est exact ce
signe ne doit pas changer quand on ajoute 4 chacun de &y, .. ., & une combi-
naison linéaire des xy,,—&p 1, - . ., Zn—En. Or Deffet de cette opération est
d’ajouter aux / premiéres lignes de ce déterminant des combinaisons linéaires
des suivantes, ce qui n’altére pas sa valeur : le théoréme 26 nous fournit donc,
" dans ce cas particulier, une conclusion exacte.

* Démonstration du théoréme 26. — i(O) est défini par une relalion

—1 —1 -
i(0) ~ 3, LoE (X1). E(X9B) (20,8 X hy),
7..nY
X2:8 et X'~¥ étant les éléments de couvertlures convenablement choisies K et K’
de E et E', , g et &, , étant les éléments des duals de K et K'. Soit SI’ensemble
des pomts en lesquels x=§(x, 2'); construisons un élargissement C' de
S.0.¢ (K’ ) qui soit une couverture de la fermeture V d’un voisinage V de

S. O; soient Y'"¥ les éléments de C'; utilisons la couverture K que décrit le
lemme 40; je dis que

(17) (0)~ 3 LoYmt B (X08). (a8 % hy)-

@ Biry
En effet le second membre de (17) est, en vertu de (16), un cycle général de
(E< E').(k><¥); le lemme 15 (n° 27) permet de démontrer aisément que ce
cycle est homologue & un entier indépendant du choix de C’ et que cet entier
est #(O). Cette homologie (17) définit £(O) sans utiliser la définition de &' hors
de S.0. C. Q. F. D.

‘Takorime 27. — Sotent E et E' deux espaces convexoides. Soit O un ensemble
ouvert de points de E; soit D' un domaine (') de E'. Soit §(x, ') une représen-
tation de O < D' dans E; soit E' (&) une représentation de D' dans E'. Supposons

(*) Un domaine est un ensemble ouvert et connexe (A.-H. Gebiet).
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que O > D’ ne contienne aucune solution de U'équation x =E(x, ') et que ' ne
contienne aucune solution de I'équation x' = ¥'(x'). Je dis que RIS

(18) Hlrxa'=t(z, )< (2)|=ilz=f(z, 2")e0}|i{r=t(2)eD |, ‘

le calcul de ijx=§(x, 2')€O0] étant Sait en mpposant que ' est un pomt
quelconque de D'

Exemple. — E est I'espace euclidien de coordonnées (z,, @, ..., 2;);. E est .
'espace euclidien de coordonnées (.., ..., Tn); E(z, @) transforme. le
point (z,, ..., &, Zivs, ..., Tm) €n le point de coordonnées &, (2, ..., Fm), v,
E @y, ..., @m); §' (&) transforme le point (&, ..., n) en le point de:.coor-

donnees et (®rty -+ o @m)y « -y Em@ieas -+ -5 T ). Supposons que les &, sont _
des fonctions linéaires et homogenes D’aprés le théoréme 23 l'indice de la solw- -
tionz, =...=x,=a;,,=...= Tn= o de'équationz < o’ = (=, :v’) > 5’(w’)
est le 51gne du déterminant D de la substitution
xy —z (T, oy Tm)y ooy T —F (X, ..., Zm), y
-'171+1“'F,I+1(-Z'I+1; ey xm), ey xm—‘gm(xl-pu ey -Tm)' 7 ’
(nous supposerons D £ 0); I'indice de la solution #,=...=x,=0 de l’equa-

tion x =§(x, '), quand les coordonnées de 2’ sont nulles est le signe’'du
déterminant d de la substitution

» P .
"L’l"‘éi('xn ey Yy Oy ooy 0)) oeey -z'm_";m(xh ceey By Oy o0ty 0)’

enfin 'indice de la solution &, =.. .=z, = o de 'équation 2’'=¥§' (w’ ) est le
signe du déterminant 4’ de la subsulutlon

Ly =Lt (Zrgay ooy Zm)y ooy Bm—=Em(Ziy1y v o) T;m)-
Si le théoréme 27 est exact nous devons avoir
signe D — signe d < signe d'.

Or nous avons effectivement D = dd'. Le théoréme 27 nous fournit donc, dans
ce cas particulier, une conclusion exacte.

Démonstration du théoréme 27. ‘
Hoxa=ExEe0x D]~ 3 (Lox L) (B xF( xm) E(XB). (2,8 X @hy),
[A: B¢

X8 et X7 étant les éléments de couvertures convenablement choisisde Eet E'.
Ecrivons cette relation sous la forme

. —1
(1)  ilexa=Ixre0xD}~ [Z(L"xE'°>.z<xv’ﬁ).(wq,s><E’°)]
.3

. —t
= [onzL,°°E,(xlr’?)’x;‘17]' :

Y
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Faisons '’hypothése
(k) : E(z, ) estdéfinisur O x E'; o/ ZE(x, &) sur O x E.
Le lemme 40 nous permet de supposer K choisi tel que
2?([ X7B[)o(lzgp | < E) soit étrangervéa' O=|Le|;
v

le premier crochet du second membre de (19) est donc un cycle général de
(EXE").(k>< E');le second crochet est homologue é(F <, )i{@'=E€eD'};
(19) s’écrit donc

t!wxx’—ng’EOxD’}»v [2(L°x E"’) E(Xq»ﬁ) (x,,pxx“)] i[z’=FeD}.
7.8

Le crochet est homologue & un entier . indépendant du choix de £'; donc
izxa=ExE€0 x D} =ilz'=FeD|.

Appliquons cette formule au cas ou £'(2') a une valeur constante 2’ € D’; nous
ne modifions pas les valeurs de i{z < 2 =E < t'€O < D'}eti{a'=EeD'},
si nous rétrécissons E’ en a'; or pour E'=a',
i{zx.z":ExE’GOxD’}:z’{:c::c,eO}‘ et a=:eD}=
‘d’ou
t=ilz=t€0},

ce qui établit la relation (18), moyennant ’hypothése supplémentaire (4).
La formule (18) est encore exacte quand on fait '’hypothése suivante :

© (H) &z, @') est définie sur O > V', -V’ étant un voisinage de g(D);
x#E(z, 2)sur O < V'.

En effet un rétrécissement de E' en ¢’ tel que §'(D’) c ¢’ € V' transforme (H)
en (k). Sous les seules hypothéses de I'énoncé, on a donc

(20) ilzx2=txt€0xDy}=ilz=:€0}i{z'=reD|

pour tout domaine D, de E’ tel que D+ &’ (D_;)cD’ ; or on peut trouver un
nombre fini de tels domaines D, dont la réunion contienne toutes les solutions
de Iéquation 2’ =E'(2’) qui appartiennent 4 D’; on a

Hloxa'=5x €0 x D'}= iz xw=;x7e0 x Dij
@«
et

ifo=yeD | =Y ilo'=F€ Di};
-2

- ces relations jointes 4 (20) établissent (18).
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CoroLrare 26-27. — Soient E et E' deux espaces convexoides; soit &' (x) une
représentation dans E' d’un ensemble fermé de points de E; sott §(x') une repré-
sentation dans E d’un ensemble fermé de points de E'. Soit O un ensemble ouvert
de points de E en lesquels (&' (x)) est défini. Je dis que
(21) ifr=t( (z))e0}= i{ m'=g'(g(m'))e?(0) }

Démonstration. — D’aprés le théoréme 27 etlen° 77 a

i{w:i(g’(x))eO g = i{w x & =E(E(x)) xE(z)€0 in(Oig;

d’aprés le théoréme 26

o x & =5(2 (@) x¥(2)€0 xE(0)f =il x &'=E(«!) xF(2)€0 xE(O)},
d’ou | '
(22) {z=t((2))e0} =iz x #=5() x #(2)€0 xT(O)}.
La condition 1 |
@ x @=E(a') x (2)€E x £ (0)
équivaut d’une part 4 la condition

@ x o'=}(a') < ¥'(2)€0 x £(0)
et d’autre part, en posant O’'= -E'(O), a la condition

@ X & =5(d) x T (2)€H(0') x O';

donc
(23) igw xx'=:(x') < (x)€0 xj:l(O) }: i{x x &' =E(x') X E’(.t)ez’i(()') x O } '
Enfin on a, par analogie avec (22),

(a4) fa=7(2(2)e0 | =ilex w=1(z) x ¥ (2)€F(0) x O'}.

(21) résulte de (22), (23), (24).

80. Cas ou E kst sivpLe. — Lewme 41. — Soient un simplexe simplicial K et
son dual k, d’éléments respectifs X9P et x, . On peut associer ¢ chaque élément
X8 de K une forme & q+ 1 dimensions de k, que nous désignerons par le sym-
bole f,(x,3), telle que

o [2 X1 fi (208 >] =3 X7 ¢ 25— KO x 2o
7.B 7.8 .

K® =Y X8 est le cycle unité de K.
B
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Démonstration. — 2 X7-B>x< x, g est un cycle de K >< £, d’aprés la définition

! 7.8
des complexes duals [n° 31, formule (25)]; d’aprés le lemme 2 (n° 3), ce cycle
est homologue & un cycle de £ : il existe un entier A tel que

2 X‘?'B x .”'q_p ~ AK“ > Zo,03
7.8

cette homologie vaut a fortiori quand on utilise les coefficients rationnels;
puisque dans ce cas la formule (37) du n° 33 vaut, on a nécessairement A =1,

2 X78 x 2,8 v KO < 74 6. C.Q.F.D.
7
Supposons que E soit un espace convexoide simple; d’aprés le théoréme 12
toute couverture K de E ayant pour supports des ensembles U est un sim-
plexe; le lemme 41 nous permet donc de mettre la définition (8) de #(L®) sous
la forme

(L)~ Lzont+ 3 L0.LE(X98). £ ],
gy

donc sous la forme

(26) (L) ~ Lo — 3 L E (X98). £ ().
7.8

Or cette formule n’utilise pasla définition de £ hors de | L.°|; donc :

Tatorime 28. — Lorsque E est simple, U'indice total des solutions appartenant
@ O de I'équation x = E(x) ne change pas quand on ‘remplace E(x) par une autre
représentation de O dans E qui est égale a §(z) sur O.

Exemple (voirle n° 77 a). — Supposons que E soit s1mple et que E(x) garde
une valeur constante ¢ sur O; alors z(O)—— osi c€E—O; {(O) n’est pas
définisic€O;i(0)=1siceO. -

IV. — Un type d’équation en apparence plus général.

81. Dirvmions. — Les applications signalées 4 la fin du n° 76 utilisent non
pas des équations du type (6), mais des équations du type suivant

N - r=o(x(@);

'inconnue z est un point d'un espace topologique E; t(x) est une représen-
tation d’un ensemble fermé de points de E dans un espace convexoide T;
¢(¢) est une représentation de T dans E. Nous raménerons I’étude de 1'équa-
tion (27) 4 I'étude de I'équation

(28) t:r(qz(l))
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ot teT : (28) est une équation du tjpe (6). Nous définirons Uindice total
ilx=9¢(x(z))€0 } des solutions de (27) appartenant @ un ensemble ousert O

de points de E comme étant égal & ¢ { t=n cp\t))E e (O) l

Remarque 1. — Soient un espace lopologique E, une représentation <(x)
d’un ensemble fermé de points de E dans un espace convexoide T, une repré-
sentation 7'(¢) de T dans un second espace convexoide T’ et une représen-
tation (') de T’ dans E; envisageons 1'équation : ,

z=9¢[v(z(x))].

La définition de I'indice de ses solutions est, au premier aspect, ambigu on -
peut poser : soit

. ii‘”:?[f(f(w))]eo}:iit'=f[r,(<p(z'>)]e§>‘(05}, T
solt

fe=glr(s@)]e0}=ife =t [¢(x()] €77 (O

Mais cette ambiguité n’existe pas, car, d’aprés le corollaire 26-27 [formule (21)]
on a

i{ ’:r’[r(cp(t’))]e:pl(O) Z =i} t:r[<p(r'(t))]e?15’(0)§

Remarque 2. — 11 est clair que si I'on a ¢'('(z))= q;('r(w)) sans avoir
T (ry= 't(w), (t) = g(¢), alors les solutions des deux équations z =¢'(«’ (@)
el = qp('r(x)) n’ont aucune raison d’avoir les mémes indices.

82. Proraittes DE L'INDICE TOTAL. — Les théorémes 22, 24 et 28. fournissent
I’énoncé suivant :

TukoriMe 22 bis. — L'indice total i(O) est un entier positif, négatif ou nul,
qui est défini quand O .9(T) appartient au champ de définition de ©(x).et que [0}
est étranger a 'ensemble des solutions de (27) — ensemble qui est bicompact —
i(O) ne dépend pas des valeurs prises par<(x) hors de O, et méme, si T est simple,
i(0) ne dépend pas des valeurs prises par ©(x) hors de O; i(O) ne change pas
quand on rétrécit T en un sous-espace convexoide contenant ©(0); i(O) reste
constant, tant qu'il reste défini, lorsqu'on modifie contindment ¢(t) et ().
Soient O, des ensembles ouverts, deux a deux disjoints, de point.f de E appartenant

a un ensemble oucert O; st w(x) est défini sur 0.9(T) et 5i0 —20 ne:
contient aucune solutzon de (27), alors i(0) = Zz(Ou), en particulier 1(0) =0

st 'r(ar)xest défini sur O.9(T) et si O ne contzent aucune solution de (29). Si ©(x)
est définisur o(T') et si E— O ne contient aucune solution de (27), alors i(O) est
égal au nombre de Lefschets Awgw)de la représentation <(¢(t)) de T est lui-méme.
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Le théoréme 25 permet de généraliser comme suit la proposition qui termine
le théoréme 22 bis.

Takoreme 25 bis. — Considérons O.9(T) comme étant le champ de définition
de ~(x); soit f la limite de la suite décroissante d’ensembles :

2«(0), 19t(0), t9t9r(0), ..., wrp...7(0), ...

S est ferme f = qJ T ( f). Supposons ¢(f)C O; il existe des ensembles fermes F
de pomts de T qui vérifient les deux conditions

[+ tqa(F)CFCcp (O); F a une base d'homologie finie.

Ona: '
D'ou :
CoOROLLAIRE 25 bis. — S les ensembles O, 97(0), 9191(0). ..., 91, ... o7 (O)

convergent vers un point de O, ce point est une solution isolée d’indice 1. °

':(0)=A1:W)(F)-‘

83. L'eouation # =¢[7(x), 7(@)]. — Soient un espace topologique E,
deux espaces convexoides T et T’, une représentation ¢[¢, ¢'] de T >< T’ dans E
et deux représentations ©(x) et v () d’'un ensemble fermé de points de E dans T
et T'. Soit O un ensemble ouvert de points de E; d’aprés la définition du n°81,

ilz=9[r(2); ¥(2)]€0)=ilt x t'=r1(¢[s, ]) < (o[t, ']}

On déduit aisément des théorémes 26 et 27 les propositions suivantes :

'ConoLLARE 26. — ¢ {@ = o[ 1(z), v'(x)] €O} ne change pas quand on rem-
place ¥'(x) par une autre représentation de O dans T' qui lui est égale en tout
point x de O auquel on peut associer un point t' de T' tel que x = ¢[<(x), t'].

CoroLLAIRE 27,. — On a
(29)‘ i{z=9[t(z, «), 2']€0}ilz'=¢' (v (2')) €D’

’ =iz xz'=¢[t(z, &), ¢'(v(2))]x¢'(7(«))€0 x D'}.

Remarque 1. — Le corollaire 26 permet de remplacer dans le second
membre de (29) 7(z, 2') par v*(z, ') quand t(x, 2') = t*(x, 2') chaque fois
que & =¢'(v'(2')).

Remarque 2. — Le corollaire 26 permet de méme de remplacer dans le
second membre de (29) v'(2') par *(2, ') quand v (a') =1*(=, 2') chaque
fois que = [t (=, 2'), 2']; d’ou, en particulier, la proposition suivante :

CoroLLARE 27,. — Supposons qu’il existe une représentation <*(x) telle qu'on
ait ©*(x) ='(a') chaque fois que x = @[ (), 2']; alors
(30) ifez=9[t(x), ¥]€0}i{z=¢'(7(2'))eD"
=i z-=g[x(2), ¢'((2))]€0. 7 (D)},

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 29
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Cette formule (30) permet d’établir une partie — la partie la moins intéres-
sante — du théoréme 36 (invariance du domaine), par un raisonnement
d’ailleurs analogue & celui qui prouvera ce théoréme 36 :

TriorkMe. — Soient deux espaces topologiques E et E' et une famille T de
représentations topologiques x'=tx, x=t"'a«’ de E sur E'(t&€T). Supposons
que T soit un espace convexoide. Soit ' =8(x) yne représentation du type
8 (2)=1(x)z, ot t(x) est une représentation dans T d’un ensemble fermé de
points de E. Supposons que 8(x) représente topologiquement un ensemble oucert O
de points de E sur un ensemble ouvert O' de points de E' [ 'affirmation la plus
intéressante du théoréme 36 sera que cette condition est réalisée sous la seule hypo-
thése que Uinverse ' (2') de 0(x) est univoque quand x € O]; ' (&) est donc une
solution isolée de I'équation x = <(x )~ &' ; je dis que son indice est 1.

Démonstration. — Lorsque I'équation & = §(a) posséde une solution unique,
désignons son indice par i{z=E(2)}. (30) nous donne
(31) ifz=rt(x)'}i{d=2(0(2))a}=i{z=1(z)'t(x)a}, oua€O. A
L'équation = 1(2)*7(x)a est du type = =¢((z)), ¢(7(«)) ayant une
valeur constante a; donc, d’apreés le corollaire 25 bs,
z=t(x)ytr(2)a}=1. Dou ifz=r(z)'2|==1.

Apvlication de la formule (30) a U'équation de Fredholm. — Supposons E
linéaire; (30) a pour cas particulier la formule

(32) Hr=t(z)+o}i{zd=0(2) | =i|lz=1(x)+*(x)]
ol
(33) ™(2)="7(z —1(x)).

Or rappelons le procédé élégant au moyen duquel M. E. Schmidt discute
I'équation de Fredholm (Math. Annalen, 1. 64, p. 161; Goursar, Traité d’Ana-
lyse, t. III, chap. 31, exercice 3). M. E. Schmidt montre qu’il est toujours
possible de mettre celte équation sous la forme

(34) z=1(z)+(x)+y,

« étant 'inconnue, y étant le paramétre, les transformations linéaires et homo-
génes t(x) et 7*(x) possédant les propriétés suivantes :

les valeurs prises par t*(x) appartiennent 4 un sous-espace E* qui a un hombre
fini de dimensions;

(35)
onalr(z)|< ; [z, | =]l désignant la distance de I'origine au point .
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La méthode des approximations successives prouve que la représentation
&'=a — () est topologique; il existe donc une representatlon v'(a') véri-

fiant (33); (34) équivaut a
T — t(x) =7v(z—t(z))+,

c’est-a-dire &
(36) , ' '=7(z)+y.

Or la dlscussmn de (36) est élémentaire, puisque 7'(2')€E* et que E* a un
nombre fini de dimensions : soit ' le déterminant de la transformation linéaire
&' —7'(2’) de E* en lui-méme; pour que (36) et par suite (34) possédent des
solutions uniques il faut et il suffit que d’'>£ o, ce que nous supposerons.

‘D’aprés le théoréme 23 /{a'=1'(2')}=signe [d']; cette relation portée
dans (32) nous donne

fe=1(z)+1"(x)}=i{x=1(x)+ 2} signe [d'].

Or, quand le paramétre  varie de o 4 1, la solution de 'équation &= k< (z)+ 2’
reste unique et son indice reste donc constant; pour £ =o cet indice est + 1
(0°77a); donc i{ z = t(x) + &' } =1. Il vient { { x="(2) +7*(x) } = signe [d].
En résumé :

CoroLLAre 27,. — Sott une équation de Fredholm, mise sous la forme (34), les
conditions (35) étant vérifices; définissons une représentation <'(x') par la rela-
tion (33). Pour que (34) posséde une solution unique il faut et il suffit que
@’ — 7' (&) représente topologiquement E* sur lui-méme ; U'indice de cette solution
unique est +1 ou — 1 suivant que la représentation ' — ' (") respecte ou altére
Uorientation de E*.

CHAPITRE VII.

TRANSFORMATIONS.

I. — Préliminaires.

84. Cuasses p’womorocie bE (E < E").(k><E’"). — Nous allons étudier les
classes d’homologie de (E><E').(k><E') en employant 4 nouveau et par
deux fois un raisonnement analogue a celui du n° 17.

Lenme 42. — Soient deux espaces de Hausdorff bicompacts, E et E'; soit k un
complexe de E a supports simples. Je dis que (E >< E").(k < E') a mémes classes
d’homologie que k < E'.

Démonstration. — Soit M? une forme de (Ex< E').(k><E') telle que M»
appartienne 4 k >< E' : cela signifie que

Mpr = 2 Laox, (xr,“ Y Llp—q+l~,¢)

ara
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(les L= étant des formes de E x< E/, les z, , des éléments de & et les L/o-+r.a
des formes de E') et que
m» =Z Zrg X LiPr1-r8,
rp
Nommons poids Q de M la plus grande des valeurs prises par g¢; les termes'
de poids maximum de M? sont Y, Lee. (&, > LP®+*); chacun d’eux est nul;

re

. '
U
i

par suite

G

LQ.G. [ &pq X Lp—0+ra| —o, : 1
Supposons Q > o0; en vertu de la généralisation du théoréme 4 donnée.au
' n° 22, puisque |4 | est simple, le cycle L. |z, , > L'”77*| est homqlogue
au produit du cycle unité de |z, .| par un cycle de |L*~"*|, cycle que.:l¢
lemme 23 (n° 48) permet de supposer du type N'®*.|L/#~¢+*| N'®* ¢tant une
forme de E'; en vertu du lemme 22 (n° 46) il existe une forme N®** de Ex< E'"
telle que ' : SEEERUTRGTE

(Lo® — Eo x N'@% — N@-1.2), | 2, 4 x L/p—0+r% | = o; : :

d’ou, les ... désignant des termes de poids inférieurs & Q, el
M_p__—__z NQ—”“.(l‘r,g % L/p—0+r,z) 4= [Z NQ—l,G.(wr,“ 1% LIP_Q+r,¢)] '+. CaN

ra ra

ainsi M est homologue a une forme de poids Q —1, ... donc a une forme de:
poids Q = o. ' ST
Supposons donc que MP soit une telle forme de poids Q = o, i

M» ;—_2 L%, (25 > LiP+re);

ra
on a

s -
LO,G. . xr’“ £ LIIH—I‘,G I =o0;

soit K° le cycle unité de la couverture a laquelle L** appartient; a tout point '
de | L/”*"*| on peut attacher un coefficient A . tel que

s et

Lo.x, ' Zr,q X x' | = A.r'Ko. i Zr o X x' [,
A, ne prend qu’un nombre fini de valeurs et est constant sur chacune des com:.

posantes connexes de |L'»*"*|; on peut donc construire une forme N'*:= de E’
telle que A .2'*=N""*.2'; on a.

Lo® fa, g < &' | == (E® < N'O%) | &, 4 X 2| pour z' €| Lv+r2|;
donc
: Lo% (& g X< LIPH%) = g, 5 < (N'02, LIPH1%),
Mr= 3 g, ¢ (N Lirors); :

r,a

M? est donc une forme de k >< E'.
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Ainsi toute forme dont la dérivée appartient & k><E’ est elle-méme homo
logue a une forme de I:>< E'. Le lemme 42 résulte immédiatement de cette
proposition.

"J ,Lnuz 43. — k>< E' et E' ont mémes classes d’homologte, lorsque k est le dual
d’un simplexe.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 35 tous les groupes de Betti de & sont
nuls, sauf son groupe de Betti de dimension o, qui s’identifie a celui des coeffi-
‘¢ients. 'On en déduit, par un raisonnement analogue & celui qui établit le
lemme 2, que les classes d’homologie de k >< E’ sont les classes 1> Z'7, les Z/#
~ étant les classes d’homologie de E’; on convient d’identifier les classes d’homo-
logie 1 >< Z'7 et Z'°.

Les lemmes 42 et 43 ont la conséquence suivante :

Lemue 44. — Si k est dual d’un simplexe abstrait, st les supports de k sont des
ensembles fermés et simples de points d’un espace de Hausdorff bicompact E et
st E/ est un second espace de Hausdor{ff’ bicompact, alors (E < E').(k < E') et E/
ont mémes choses d "homologre.

II. — L’homomorphisme ¢ (Z».0) associé a4 une équation
dépendant d’un paramétre.

88. Dervmion pE $(Z+.0). — Soient un espace convexoide simple E, un
espace topologique E' et une représentation dans E, £(, #'), d’un ensemble
fermé de points de E >< E’; ce paragraphe II étudie, par les procédés de la
topologie algébrique, I'équation d’inconnue , dépendant du paramétre z’

(37) . aé:i(a:, x').

Soit S 'ensemble des points < #' de E > E’ qui vérifient (37). On constate
aisément que S est fermé. Soit Y(x, =') la projection de S sur E’ (c’est-a-dire
la représentation qui transforme le point « >< 2’ de S en le point &' de E'); on

constate aisément que $(F') est fermé, quand F est un ensemble fermé de points
de Ex<E'.

Etant donné un ensemble ouvert O de points de E =< E', dont la frontitre O
appartient au champ de définition de £(x, «'), nous allons associer a l'équa-
tion (37) un homomorphisme transformant tout pseudocycle (Chap. 1V, § IV)
Zr'de O en un pseudocyle Y(Zr.0) de E'— (0O). Cet homomorphisme sera
apparenté a la notion d'indice total [n° 88, b, (56)]; sa définition sera calquée
sur la définition (26) et non sur la définition (8) de #(L°).

Nota. — Nous aurions pu, en compliquant nos conclusions, supprimer
I'’hypothése que E est simple, & condition de nous restreindre au cas oa O
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appartient au champ de définition de §(«, #'); mais, pour les applications du
Chapitre VIII, il est essentiel d’éviter cette restriction.

La définition de {(Zr.O) sera la suivante : Soit B’ un ensemble normal et
bicompact de points de E'—¢(0); on a O0.S.(Ex<B')=0; le lemme 40
(n° 79) nous permet de construire une couverture simpliciale K de E dont les
éléments X7# aient pour supports des ensembles U vérifiant la condition

(38) O.E(1X78]).(| 28| % B') =0,

les z, g étant les éléments du dual £ de K. D’aprés le théoréme 12, K est un
simplexe et % a-des supports simples; en vertu du lemme 41, il existe des
formes f,(x,,) de k£ qui vérifient la condition

(25) [2 X8 < fi(x,8 )] :Z X978 x 248 — K° X< 2,
7.8 78
Le n° 26 nous permet de construire un élargissement C de O. E'(K) ayant
les propriétés suivantes :

C est une couverture de la fermeture V d’un voisinage V de Oj; le sup-
=4
port |Y?#| d'un élément Y?# de C contient un voisinage de O. & (|X28|);

(39) : [Y?B|.(|z8| < B )=o.

D’aprés le lemme 23 on peut trouver une forme L? de E >< B’ vérifiant les
condilions :

(4o) Z?.(ExB).(0—-V.0)~Lr.(0-V,0); |Lr|cO+V; |Llr|cV.

-

Envisageons 'expression, analogue au second membre de (26
2 ) b

(41) Lr . [@o0x B] -+ (—1)pt Y Lo Y78, [ £i(2) x BYJ;
713

puisque |L»|cV et que C est une couverture de V, L». Y?# est une forme
générale de E >< B’ (n° 71) : (41) est une forme générale de (E><B’).(k><B');

compte tenu de (25) la dérivée de cette forme estz Lr. Y98 [z, 3 < B'*], qui

7.8
est nul d’aprés (39); (41) est donc un cycle général de (Ex<B’).(k><B');
d’aprés le numéro 71 et le lemme 44 un tel cycle appartient & une classe
d’homologie de B’, déterminée sans ambiguité, que nous nommerons
$(Z¢, O, B, K, fi, C, L?). Le numéro 86 prouvera que cette classe est indé-
pendante du choix de K, f,, C, L*, fait qui nous permettra de la désigner par
le symbole {(Z», O, B"). On voit aisément (lemme 15) que

$(22, 0, b') ~ (27, O, B').b'  si b'CB;

$(Zr, O, B') est donc I'intersection par B’ d’un pseudocycle de E’, que nous

nommerons $(Z~.0)
$(Zr, O, B') ~ ¢(27,0).B'.
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Du fait que (41) est linéaire en L? résulte que, si Z#* et Z»? sont deux pseudo-
cycles de O, on a .

Y[(AZP + A, ZP2),0] ~ A (271, 0) + Ay (272, 0);

$(Z~.0) est donc un homomorphisme; il ne respecte pas en général la loi
d’intersection [par exemple la formule (56) nous donne

$(0°).¢(0%) ~ i(0)$(0°)  etnon ~ $(0°)].

En résumé ’homomorphisme ¢(Z?.O) sera défini par la relation

(43) | $(Z2.0). B ~ L2 [@ee x BO] -+ (=1t 3 L2Y0B. i (y ) x B?]
9B

dans (E ><B').(k><B’).

86. JustiFicaTioN DE LA DEFINITION DE $(Z*.0). — a. Indifférence du choix
de Lr. — K, f,, C et par suite V étant supposés choisis, soient L» et L*
deux choix de L*; nous voulons prouver que

$(2», O, B, K, fi, G, L)~ (27, O, B, K, f,, G, L*P).
Nous avons B
(LP—17).(0 —V.0) ~ o;

d’aprés le lemme 22 (n° 46), il existe donc deux formes de E >< B/, L*~ et 2,
vérifiant les conditions

LP—Lr=Lr14 0, |L1|cO+V, |IP|CV;

d’ou : _

y(2», 0, B, K, fi, G, L») — (77, O, B, K, f;, C, L*»)

~ (Lot 1) (0,0 BO] 4 (— 1)+t 3, Y78, [ fi(208) x B
9.8
or
Lot [@6,0 B} = | LP—1. [ 20,0 X B?]}* ~ 0;

done

"P(Zp, Oy B,: K: fi: Ca Lp) - qJ(Z”; 0: B’J K;fu C) L“P)
~ 1P [ 20,0 B] + (— 1)p+12 i Y78, [ fi(z4p) < B
q»p
= (— 1yt { B 0. Y08, [ i (2,,8)  B"] g
9P

00 20 B+ ; 3 Y08, i (24,8) < B ; }
7.8

~ lp.kxo,ox Blo+

Z Y78, [fi(248) x B")] I );
z ¥
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[ce calcul est légitime parce que . Y7P est une forme générale de E > B/, vu la
relation | 7| V]; d’ou, en tenant compte de (25),

4(2, 0, B, K, f,, C, 1») — §(27, O, B, K, f,, C, L) ~ 3, Y78, [ 2,8 % B"],
78 .
or le second membre est nul d’aprés (39).

b. Indifférence du choiz de U'élargissement de C. — K el J, étant supposés
choisis, soient C et C* deux choix de C; on peut trouver un troisi¢éme choix
¢ de C qui soit un rétrécissement des deux précédents; choisissons L* tel
que 4(Zr, O, B, K, f,, ¢, LP) soit défini; on a, d’aprés le lemme*15 (n° 27),

$(2r, O, B, K, f;, ¢, LP) ~ §(Z7, O, B, K, f;, C, L?)

el ;
$(2r, O, B, K, fi,e, L?) ~ 4(Zr, O, B, K, f;, C, LP);

d’oti
Y27, 0, B, K, £,.C,Lr) ~ 4(22, O, B, K, fi, C*, L#).  c.q.F.p.

c. Indifférence des choix de K et f,. — Puisque (2, O, B/, K, f, C, L»)
ne dépend ni de C ni de L, nous écrirons {(Z*, O, B, K, f,) au lieu
de 4(Z», O, B, K, /,, C, L?). Nous allons prouver que ¢(Z*, O, B, K, f,)
est indépendant des choix de K et de f; par un raisonnement analogue a la
démonstration du lemme 33. Soit K* une deuxiéme couverture simpliciale de’E
dont les supports sont des ensembles U; K.K* est une couverture simpliciale
de E d’aprés le lemme 29 ; K. K* a pour supports des ensembles U ; construisons
le dual de K. K*: l’element non nul X78.X*"7 a pour dual I'élément «, ;,, s dont
le support est |z, 3| =|x,3|.| @, |; soit h I'élargissement du dual de K. K*
dont I'élément y, ., q correspondant & x,.,,g a pour support |y, .s|=|2,g|-
D’apres le théoréme 12, K et K.K* sont des simplexes; conformément au
lemme 41, soient f,(x,3) et g.(¥,y,4) des formes de & et de h vérifiant les
relations

(25) [2 X8 > fl(.l‘,,,p)] :2 X7 x 2,8 — KO 24,
7B 7B
) [ 2 X8, XY < & (¥r,vi0.B )] = Z XPB XY X ¥y yig.8 — KO KX 34,0000
g, .8» Y T ﬂ» rY

On peut construire des ¢largissements C et C* de O. ?(K) et 0. _E’(K*) pos-
sédant les propriétés suivantes : C et C* sont des couvertures de la fermeture V
d’un voisinage V de O; le support | Y*#| d’un élément Y”* de C contient un
voisinage de O. _E'( |X‘7 #1); le support | Y*"¥| d’un élément Y*~¥ de C* contient

un voisinage de 0. ¥ (|X*7]); Y. Y* 7= 0 quand O. ¥ (X7P). E (X T)—o,
enfin C vérifie (39).

Soit L” une forme de E < B’ vérifiant (40); les relations (39), (40) et (43),
le numéro 71 et le lemme 44 assurent 'existence d’une classe d’homologie Z'?
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de B’ telle que

(44) L2 [Yo,00,0 X B ] 4 (— 1) 2 iAP.Y‘ivB.Y*"’Y.,fg,(yr,.{;,,,g) X BY] ~ Zv
9.Bry
dans (E < B").(k><B’).
D’une part, puisque |, y,5|C|¥,ys8|, €n vertu du lemme 15 (n° 27), on

déduit de (44) la relation
LP.[ 2o,050,0 X B°] + (— 1)1 2 'Lp,Y'/)B.Y*"’T.[gl(xr,.{.‘,,,p) x B°] ~ Z'»

. . 7By
qul exprime que

(45) $(Z7, O, B, K.K*, &) ~ Z».

D’autre part projetons (n® 73) A sur £; les homologies (43) et (44) se trans-
forment en les suivantes, ot les £,(x, ,,, ) sont des formes de &

(46) [ X Xrb X m(xr,m,@)] = X7 x 25— K0 K x
7,8, nY g
(67)  L2[@o0x B+ (—0p+t N Lo YO8 Y0, [y (2r,450.8) X BY] ~ 275
78,7,y

on peut trouver une forme /;, de £ telle que L:wo,o——wu,i [car z, ,~x, .
d’aprés la formule (29) du n° 31]; en retranchant membre 4 membre (25)
et (46) on constate que

Z X9B XY < by (@1, 1i0.8) "2 X7Bx< fi(z,8) — KO I,

a.8.ry 7,8

est un cycle de (K.K*) >< £; puisque K .K*est un simplexe, ce cycle est homo-
logue & un cycle de 4 de dimension 1 (lemme 2, n° 4), donc & zéro, puisque &
~ est le dual d’un simplexe (n°38); d’out

2 Y7:B, Y'Y ¢ hi(‘”"ﬁrs'lﬁ) NZ Y < fi (xg8) + Vo ¢ 1
By 78 -
cette homologie portée dans (47) nous donne

L7, [20,1 X BO] + (— 1)1+t LP.[Z, X B] 4+ (—1)p+t Z l:p,Yv,ﬁ,[ﬁ(x,,,g) x B~ Z'r,

. 2z
c’est-a-dire

L. [0 BY] 4+ (= 17t 3 L Y08 [ fu(apg) x BY] 20,

. 7,8
c’est-a-dire

(48) 4‘(Z”, O; BI: K:.fi)NZIP'
De (45) et (48) résulte la relation
¥(Z», O, B, K.K* &)~ (27, O, B, K, /1)

qui prouve que Y(Z¢, O, B', K, f}) est indépendant des choix de K et f,.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 3o
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87. Propritres nE $(Z¢.0). — a. Soient O, des ensembles ouverts, deux a
deux disjoints et en nombre fini, de points de O; supposons que 0o —Z 0.

appartienne au champ de définition de £(x, 2’). On n’altére pas la définition.
de {(Zr.0). [E'—¢(6—2 O)] quand, dans les raisonnements des

%

numeéros 85 et 86, on substitue O "E 0,00 etz Lre a Le, P étant une
forme de E >< B’ vérifiant les condltlons .

(40x) Zr.(Ex B).(0a—V.0:)~ 123, (0, —V.0,); |LP%[cOu+ V; |Lre|qV.
D’ou |

(49) $(22.0 [E’—v< 20)]~§a]¢(zv.da;.[E'—¢(6—;0‘,,)];

b. En supposant tous les O, vides, nous obtenons en particulier la propo-
sition suivante :

E(Zr.0)~ o0 quand O apparlient au champ de définition de E(x, x') et
que O ne contient aucune solution de I’ équation = E(, 2'). :
Cette proposition résulte également de (52).

c. Supposons (@, ') défini en tout point de O; on peut alors définir

$(Zr.O) par les relations plus simples que (40) et (42)
7’ (ExB),0~Lr0; |L’|cO+V;
Y(20.0). B ~ L2, [0, BP) - (— 1t 3 L2 E(X08) [ £ (0.8) ¢ B");
7.8
d’aprés (25) cette derniére relation peut s’écrire
(50) Y(20.0).B'~ ) LP.E(X08) |y x B
7,8 .
or, d'aprés le lemme 40, Z 0. _E'( [ X2]).[ 2,5 < B'] est arbitrairement
lj '

voisin de O.8.(E < B’), étant 'ensemble des points  >< 2’ de E < E' qui
vérifient 'équation x = E(x, '); par ailleurs O.S.(E > B') est vide; on peut

donc se contenter d’assujettir L” & la condition suivante : L? est une forme
de E >< B’ telle que

(51) 77,0, S(ExB)~Lr.O,S.(ExB) dans O.S.(E < B').
I1 en résulte cect
(52) $(Zr1,0) ~ §(Z2p2,0)  quand Z7,0.S ~ Zr2,0,S

et que O appartient au champ de définition de §(z, 2').
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_.d. Choisissons O = E >< E'; tout pseudocycle de E >< E’ est du type E* < Z7,
Z’P étant:un.pseudocycle de E'; choisissons L= E° > (Z'*,B'); (42) se réduit &

(33) YI(E < 27). (B x E)] ~ 27,

e. Z'¢ étant un pseudocycle de E/, pour calculer $[(E®>< Z'7).Z+. 0] il suffit
de remplacer dans le second membre de (42) L par (E°><Z'7).L¢; 1l vient

(54) ‘ YI(E x 24).22.0] ~ Z9.4(2.0),
en particulier . '
) (B Z9).0] ~ T4 (O0),

Le théoréme suivant récapitule les résultats acquis :

Taiorime 29. — Sotent un espace convexoide simple E, un espace topologique E'
at une représentation dans E, E(z, '), d’un ensemble fermé de points de E =< E'.
Envisageons U'équation
(37) x=t(x, x).
Lensernble S des p‘oinzts x < &' de E >< B qui vérifient (37) est fermé; F ctant un
ensemble fermé quelconque de points de E >< E', la projection (F) de F.S sur E/
est un ensémble fermé. Soit O un ensemble ouvert de points de E ><E', tel que
E(x, o) soit défini sur 0;( (40) et (42) [ou (51) et (bo) lorsque E(x, ') est
défini sur O | associent a I'équation (37) un homomorphisme $(Zr.0); cet homo-
marphisme transforme les pseudocycles 7 de O en pseudocycles de E'— $(0)
[sans respecter la loi d’mtelsectzon] Y(Zr.O) n'est pas altéré quand on modifie
la définition de ¥(x, «') hors de O. Supposons que O appartienne au champ de
définition det(x, 2'):on a 4(Zr! .O)~A(ZP?.O)quandZr* .0 .S~ 2. 0.S;
en: partieylier § (Z¢.O)~ o quand O pe contient aucune solution de I'équation
x=E&(x, &'). Si les O, sont des ensembles ouverts, deum & deux disjoints et en

nombre fini, de points de O, et sik(x, @') est défini sur O —Y, O, on a
. . - N 7 . L .
¥(22.0). [E’— ¢<6 =Y oa>] ~3 ap(ZP.Oa).[E'— ¥ (O‘_._Z oa>].
Si 2'1 est un pseudocycle de E', on a
CY[(E°x< Z'7) (E < E)| ~ Z'7; G(E* < 27) 2P, O] ~ L7, 4(Z7.0),
Y(E < Z'7). 0] ~ Z'7.§(0°). :
88. Cas PARTICULIERS. — a. Rétrécissement de B/. — Sil'on remplace E’ par
¢’ CE', alors $(Z#.O) devient (Z7.0).¢'.

b, Cas oty E' nc contient qu'un point : relation entre {(0°) et 'indice
totel. — Supposons ‘E’ réduit & un point; identifions E < E’' et E; posons
E(z, @) =E(x); soit O un ensemble ouvert de points de E tel que O appar-
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tienne au champ de définition de £(x) et que O ne contienne aucune solution
de I'équation z = (). Soit L° une forme de E telle que | L°| =0, |L*|=0
et que L°.O = 0" soit un cycle unité de O; les relations (50) et (8) nous
donnent

(56) $(0%) ~ i(O)EN.

Si, au lieu de supposer §() défini sur O, nous le supposons défini seulement
sur O, (0) n’est plus défini, mais $(O°) I'est toujours; il est naturel de définir
alors 7(O) par la relation (56). En d’autres termes : les raisonnements de ce
chapitre-ci permettent de compléter le théoréme 28 en définissant i(O) quand E
est simple, que O appartient au champ de définition de £(x) et ne contient aucune
solution de I'équation x =E(x).

c. Désignons par {* la projection et ’homomorphisme associés a I'équation
(57) z=:(z, n(z")),

ou vj(a”) est une représentation dans E’ d'un troisiéme espace topologique E”;
posons n(x < #") =x < n(2"); je dis que

(58,) ‘V(Tﬂl(xxw’)) =;11(41(x><x’));
(58,) v (0(2).7(0)) ~0($(22.0)).

Démonstration. — (58,) est évident; (58.) s’obtient en transformant par _n’ les
homologies (40) et (42).

d. Supposons que §(x, x') =E(a') soit une représentation de E' dans E; je dis
que $(Z7.0) est la projection sur E'—{¢(O) de 'intersection de Z par S.0O,
S étant 'ensemble des points §(z') < &'

Démonstration. — Supposons ¢(O) vide, comme (@) nous y autorise.
Soit Z'7 la projection de Z7. S sur E'. Nous avons Z.S ~v(E° > Z'*).S dans S;
donc, d’aprés (52), : :
$(27.0) ~ g[(E < Z7) . (E x E)];

d’ot, en tenant comple de (53),
$(Zr,0) ~ Z'r. C.Q.F.D.

III. — Equations définissant le méme homomorphisme ¢ (Z.0).

89. Retrecissement bE E. — Définition. — Soit e un’ sous-espace con-
vexoide (78) et simple de E; nous nommerons ¢(Z*.0O.e) 'homomorphisme
que nous obtenons en remplacant, dans le paragraphe II, E par ¢, O par O.e
et Z” par Z*.e.
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TatorkMe 30. — Si'e est un sous-espace convexoide de E, si e est simple et si
E(e)+E(O) e, alors (Zr.0) ~§(Z0. O ¢).
Démonstration. — Le raisonnement du n° 86 ¢ reste valable quand K*,

au lieu d’étre une couverture simpliciale de E dont les supports sont des
ensembles U, est une couverture simpliciale de e dont les supports sont des
ensembles u, si du moins £( O) ce. La conclusion de ce raisonnement

q;(ZP’ O.e, B, K.K*, &)~ q,(zp’ 0, B, K, fi)

signifie que dans ces conditions
U(20.0.e) ~ §(Z2.0).

90. 1’HOMOMORPHISME DEFINI PAR & X< &' = E(x, o', ") < E/(x, &', 2").

TakoreMe 31. — Sowent deux espaces convexoides simples E et E' et un espace
topologique E'; soient §(x, &', ") et !/ (x, &', ") deux représentations, dans E
et dans E', d’un ensemble fermé de points de E >< E' >< E". Soit O un ensemble
ouvert de points de E >< E'><E", dont la frontiére O appartient au champ de
définition de § et E. A Uéquation x < a'=E(z, o', 2") < ¥ (x, &, 2") est
associé un homomorphisme W(Z?.0) de 'anneau des pseudocycles de O dans
Panneau des pseudocycles de E' — W ( Q). Je dis que cet homomorphisme ne change
pas quand on remplace &'(x, &', ') par une autre représentation de O dans E
qui est égale a t'(x, o', ) en les points de O ot x =E(=, o', 2").

Démonstration. — La relation (42) qui définit W'(Zr.O) peut étre choisie du
type suivant, ou Y7:? et Y7 sont les éléments d’¢élargissements convenables C

— . =1
et C''de-O.E(K) et O.F(K'), K et K’ étant deux couvertures convenables
deEetE': :
(59) W(ZP.0).B" ~ L2, [ 24 X 20 > B"]
+ (— 1)t Z Lo Y'r Y Y18, [ fi (2,8 % @y) X B,
7By
les fi(@,p><x,,) étant des formes du produit #>< %' des duals de K et K’
telles que

(60) [ B X0t ¢ X8 < £, (2, X 2y )]
] 7.8,r
= z XY ¢ X948 x Zq,8X Ty y— K0 >< K X< 29,0 XX 2 0+
081 )

Soient f,(x,g) et fi()) des formes de £ et £’ vérifiant les relations
(25) 7 [2 X8 Xﬁ(zq,a)] :2 X78 > 258 — K° X 24,
' 8 - 78
(a5") [}‘_, X/nit fi(m;,ﬁ] = 3 X071 3¢ 2 — K

7.8 Y
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on déduit aisément de (25) et (25") que (60) est satisfait par le choix suivant
de fi(x,g <)) :

Si(@gg X Ty) = 2,85 fi(ahy) 8 P>0,
i Y

6
(60 Silzggx o) =2,8 Xﬂ(wé,y) + fi(zq,8) < Zo,

(59) peut dorc étre mis sous la forme

(62) W(ZP.0).B" ~ L2, [ 24,0 % Zho X B"]
+ (= Y L Y8, [ fi(20,8) X %0 % B"|
7.8
(=t 3 Ly, yos, [0 i (a7,1) B
9B,y

dans (E < E'< E").(k x k' x B").

Soit S I'ensemble des points de E ><E’' > B" en lesquels w;_-.s.E(a:, &y a');
puisque par hypothése B".4(0) =0, on a o/ 3£E (&; &', @) en tout point
de 5.0. Le lemme 40 nous permet d’effectuer les choix suivants de C et C' :

=t : '
a sera, non plus un élargissement de O.5(K'), mais un élargissement
de S.0. E’ (K'Y satisfaisant aux conditions suivantes :

C’ est une couverture de la fermeture ¥ d'un voisinage v de 8. 0; | Y"‘ﬂ' | contient
un voisinage de S.0. E’([ Xm));

LYY [ (| 2y | < E' < B") =o0.

i . o St . . . o :
C sera un élargissement de O.%(K) satisfaisant aux conditions shivantes :

C estune couverture de la fermeture V d’un voisinage V de O ;| Y%#| contient
—1
un voisinage de O. &'(| X28);

1Y?8|.(|z,p]| < E'< B")Cy.

L# satisfera aux conditions (4o).

De I’ensemble de ces conditions résulte que le second membre de (62) est
encore un cycle général de (E < B/ >< B").(k < k' < B"); le lemme 15 (n° 27)
permet de prouver que ce cycle appartient a une classe d’homologie de B” indé-
pendante du choix de C’ et que la relation (62) vaut éncore : nous obtenons
ainsi une définition de W(Z~.0) qui n’utilise pas la définition de &'(x, 2/, :t;")
hors de ensemble des solutions de I'¢quation @ = (x, @', ).

C. Q. F. D.

TatoriMe 32. — Soient deux espaces convexoides simples E et E' et un espace
topologique E"; soit E(x, o', ") une représentation dans E d’un ensemble fermé
de points de E < E' >< E"; soit §'(&', ") une représentation dans E' d’un ensemble
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Jfermé de points de E' >< E". Les symboles §, ' et W' correspondant respectivement
dux trois équations

2=tz 2, z"), 2=t (2, 2") et zx ' =Ft(z, z, 2") xE (2, z"),
nous avons
(63) W(F):L[;’(Lp(F)) [FCE < E' < E"; $(F)cE' x E’; W(F)cE"],
(64) ¥(2.0) ~ ¢ {4(22.0).[E < E'—¢(0)]}

(O est un ensemble ouvert de points de E < E'><E" tel que E(x, 2/, x") et
E(a', ") soient définis sur Q).

Démonstration de (63). — Y(F) est la projection sur E' < E" des points de F
ot x=§(x, 2, 2"); Y'[$(F)] est la projection sur E” des points de ¢(F) ot
@=F(x, o, 2"); or W(F) est la projection sur E" des points de F ou
e=Ez, o, 2" eta'=E(x, &, 2").

Démonstration de (64). — La relation analogue & (42) qui définit W(Z».0)
peut étre mise sous la forme (62) ou les Y7# sont les éléments d’un elargls-
sement de O. E(K) et'les Y1 les éléments d’un elarglssement de O.F (K'
Posons

MPzz L2 (0,0 B¢ B) o (— 1p#1 Y L. Y98, [ £, (2,8) x B x B").
R 7,8
En vertu de la définition de Y(Zr.O) nous avons, V étant un voisinage
de $(0),

(65) Y(Zr.0).(E' < B") (E'< E"— V) ~ M7 [E x (E' x E’— V)],

D’autre part, puisque .
Mp= 2 Lr Y08[z, 8> E®x B,

7.8
la relation (62 ) peut s’écrire
W (ZP.0).B" ~ MP,[E® X &< B"] + (— 1),,“2 MP. Y'Y, | B0 X fi (@).4) X< B"]
et la relation que nous voulons établir, (64),s¢écrit
(66) ¢'{$(22.0).[E' 5 E"— $(0)] ] ~ Mp.[E* x 25, x B"]
+ (— 1P Y MR YL B f (ay) X BT,

Le systéme (65), (66) est analogue au sysiéme (40), (42) appliqué a la
définition de ¢/{¢(Z+.0). [E’ E'—¢(0)]} : 1a seule différenice entre ces

deux systémes est que M?, au lieu d’étre une forme de E/ >< B” est une forme
généfale de (Ex< E'>< B”) (k< E'5<B"); il est encore possible, malgré cette

différence, de definir §/{{(27.0).[E < E'—4(O)]} par le systéeme (65),
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(66) car le raisonnement du n° 86 a et le lemme 22, sur lequel s’appuie ce
raisonnement, restent valables quand on substitue & la notion de forme de E
celle de forme générale de (E*>< E).(£*>< E), #* étant le dual d’un simplexe,
les supports de £* étant des ensembles fermés et simples de points de E*.

IV. — Application aux transformations.

91. TRANSFORMATIONS ET HOMOMORPHISMES ASSOCIES A CERTAINES EQUATIONS. — Soient
un espace convexoide simple T et deux espaces topologiques E et E'; soit
o[ ¢, '] une représentation de T >< E’ dans E; soit ©(x) une représentation
dans T d’un ensemble fermé de points de E; nous allons étudier Iéquation

(67) z=9|t(x), ']
par l'intermédiaire de Iéquation

(68) t=1(¢[t, 2'])
qui est du type (37).

La transformation 6(x). — Etant donné un point = de E, en lequel t(z).est
défini, nous nommerons 6(x) I'ensemble des points ' vérifiant (67). Etant

donné un point ' de E' nous nommerons —61(.1:’) I'ensemble des points x
vérifiant (67). Les conditions 2’ € 0(x) et we_él(ac’ ) sont donc équivalentes.
Soit S I'ensemble des points ¢ >< 2’ qui vérifient (68); soit (2, 2’) la représen-
tation qui transforme un point ¢ >< 2’ de S en le point 2’ de'E’. Nous avons
(69:) 0(2) =4 (5(2));

(69:) 0(2')=9(S.(Txz)).

Nous posons

Ble)=I 0(z) et 0 (e')= 3 B ().

r€e x'€e

-1
Soit F un ensemble fermé de points de E; puisque ¢ est continue, ¢ (F) est un
ensemble fermé; d’aprés le théoréme 29, ¢ transforme tout ensemble fermé en

ensemble fermé; donc 9(F)=4}(T¢;(F)> est fermé. Soit B’ un ensemble
bicompact de points de E’; T ><B’ est bicompact; puisque S est fermé

(théoréme 29) S.(T >< B') est bicompact et par suite_éi(B’) =09[S.(T < B")]

est bicompact.

L’homomophisme 6(Zr.0). — Soit ¢ I’homomorphisme associé a
I'équation (68); soit O un ensemble ouvert de points de E; soit Z? un pseudo-

cycle de O; jpi(O) est un ensemble ouvert de points de T >< E’ ;:pl(Z") est un
pseudocycle de ?;(O); supposons < () défini sur O; t[9(¢, 2’)] est défini sur
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I’ensemble ;( O) qui contient la frontiére ;( O) de ;l( 0); kp[?pl( Zr) 791 (O )]
est donc un pseudocycle de I'ensemble E'— QJ(;l(O)) qui contient I'ensemble
E—{ (?pi( 0 )) =E'— 6(0); nous poserons

(70) 8(22.0) ~ 9| 9(22).9(0)].[E'— 8(0)].
Les théorémes 29 et 30 nous fournissent I’énoncé suivant :

Tutorime 29 bis. — Soit G(x) la transformation (en général multivoque)
associée a I'équation (67); 0(x) transforme tout ensemble fermé de points de E en
un ensemble fermé de points de E'; 61(.2:’) transforme tout ensemble bicompact de
points de E' en un ensemble bicompact de points de E. Soit O un ensemble ouvert
de points de E tel que ©(x) soit défini sur O; Phomomorphisme 9(Z¢.0) trans-
Jorme les pseudocycles de O en pseudocycles de E' — 0(O) [sans respecter la loi
d’intersection]; 9(Z?.O) n'est pas altéré quand on modifie la définition de ©(x)
hors de O, ni quand on rétrécit T en un sous-espace convexoide et simple
contenant ©( Q). Soient O, des ensembles oucerts, deux a deux disjoints et en

nombre fini, de points de O si <(x) est défini sur O — Y, O, alors
-2
. @

(71)  8(Z.0). [E’— 0(6_2 oa>] ~ 3 0(2.04). [E’—— e<6 => 0¢>].

Si w(x) est défini sur O et si 0(O) est vide, alors 6(Zr.Q)~vo. Si L4 est un
pseudocycle de E, Z» étant toujours un pseudocycle de O, on a

(731) 8(Z1.E) ~ o(Z7),
(723) 8(27.27.0) ~ 9(Z7).0(27.0),
(735) 8(Z9.0) ~ ¢(Z7).0(0°).

Remarque 1. — Pour définir 'homomorphisme 6(Z7.0) il ne suftit pas de
donner la transformation () : il faut préciser a quelle équation du type (67)
est associé cet homomorphisme.

—1 -1
Remarque 2. — Si §(a’) est une transformation univoque, alors 6 (') est
une représentation (puisque 6 transforme tout ensemble fermé en un ensemble
fermé).

Remarque 3. — 8(x) est une transformation univoque, si E et E’ sont des
espaces de Hausdorff"et si E’ est bicompact, alors 6(a) est une représentation

—1
(car 6 transforme alors tout ensemble fermé en un ensemble fermé).
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 31
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92. Cas PARTICULIERS. — a. Rétrécissement de E'. — Si’on remplace E’ par
¢’ cE/, alors 6(Z.0) devient 6(Zr.0).¢'.

b. Cas ot E' ne contient qu’'un point : relation entre 6(O°) et Uindrce total. —
L’équation (67) se réduit alors a I'équation (27) x=o¢[x(2)]; soit {(O)
I'indice total de celles de ses solutions qui appartiennent a O; si t(x) est défini
sur O et si O ne contient aucune solution, nous avons, d’aprés (56),

(73) H(0°) ~ {(O)EN,
¢. Désignons par 0* la transformation et I’homomorphisme associés a
I'équation
(74) z=¢[r(x), n(2")];
ot (") est une représentation dans E’ d’un quatriéme espace topologique E";
nous avons, d’aprés (58), o ’
(75:) o 0*(2) =n(0(=)),
(752) 9*(Zr.0) ~}'(e(zp,o)),
d. Supposons ¢(t, @')=o(«') indépendant de t. — Nous avons, d’aprés le
n° 88 d,
(761) 0(@) =¢ (=),
(761) 0(22.0) ~5(20).[E'—9(0)].
Le Chapitre VIII utilisera la généralisation que voici de cette proposition :
e. Supposons que lé role de T soit joué par le produit T >< T de deux

espaces convexoides, simples et homéomorphes; soit ¢ =1t(?) une représens
tation topologique de T sur T’; supposons 6 défini par une équation

z=g[1(@), ((r(2)), '),
telle que o[z, 1(¢), '] = ¢'(&') soit indépendant de ¢; je dis que
(770) b(z)=9¢'(@),
(77:) 8(22.0) ~ ¢ (2).[E—¢(0)].

Démonstration. — (77,) est évident; pour établir (77,) il suffit de rétrécir
T ><T’ en P’ensemble des points ¢><t(#) : nous nous trouvofls ramenés au cas d.

J- Cas ot 0(x) est une représentation de O dans E'. — Nous supposons donc
7(x) défini en tout point de O. D’aprés (69,)
S.(E x w’)C;i(Bt(w’));
d’ou
(78) (E x ).8.9(0)ce (8().8.9(0).
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Réciproquement soit ¢>< ¥’ un point de ;1(—61(3:’)) S.E;(O). Posons
=9t x<y']; ze€O.
D’une part, puisque ¢><y’' €S, nous avons t=1(x); d'oit y'=0(x). D’autre
part, puisque ?>< y’e;(al(w’)), nous avons oft><y’ ]e@i(x’ ), c’est-a-dire
we'-ét(w’ ), Cest-a-dire 2’ = 0(x). '
Dot y' =&/, c'est-4-dire
(9) ?(8(2)).5.9(0)c(Exa).8.¢(0).
De (78) et (79) résulte '
7(8(2).5.9(0)=(E x #).5.5(0);
st Z'1 est un pseudocycle de E', nous avons donc
9(8(27).8.9(0) ~ (B 27),8.5(0)  dans $.3(0);
d’ouy d’apres (b2), £ étant pseudocycle de O,
—1/—1 — -1 . —t —
ye(@zn) @) e ]~ i<z 5@ 50)
. c’est-a-dire, en tenant compte de (54) et (70),

(80) s e.[_e‘(z'v)ﬁZP.o] ~ 27.0(22.0); |

en particulier
(81) 0[9(29).0] ~z.8(00),

93. La TRANSFORMATION §'(0()) ET L’HOMOMORPHISME 6’[0(ZP.O).<E’ —6(0 ))]
— Nous utiliserons au Chapitre VIII la proposition suivante :

TatoriMe 33. — Soient : trois espaces topologiques E, E', E"; deux espaces
convexoides simples, T et T'; une représentation o[t, x'| de T < E' dans E; une
représentation 9'[t', '] de T' < E" dans E'; une représentation ~(x) dans T d’un
ensemble fermé de points de E et une représentation ~'(x") dans T' d’un ensemble
Sermé de points de E'.

L'équation x = ¢[<(x), «'] définit une transformation z'=0(x) et un
hombmorphisme 0(Zv.0); B

Uéquation ' =9'[' ('), o] définit une transformation &' =V8'(x") et un
homomorphisme ' (Z'r. O").

. Supposons que <'(9(x)) soit une représentation dans T' du champ de définition
de ©(x) (il n'est pas nécessaire de supposer que 0(x) soit une représentation);
Péquation x = cp[*t(a:), o'[+(6(x)), 2 ]] définit une transformation ' = 0(x)
et un homomorphisme ©(Z+.0). :
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Je dis que
(82,) 0(z)=0(0(x));
(82,) 0(2.0) ~ 0'[0(22.0).(E'—0(0))].

La formule (82, ) est évidente.

Démonstration de (82,). — Soient ¢, {* et {/ les homomorphismes qui sont
respectivement associés aux trois équations du type (37)

t=r1(g[t, 2')), t:r(cp[t, 9'[7, x”]]) et t=1(¢'[t/, 2"]).
Convenons d’écrire 6, 0/, ... au lieu de 0(Z».0), 6/(Z".0"), ....
D’une part nous avons
B~ yg et O~ g daprésla définition (7o) et ¢y ~ i’ daprés (58,);
d’ou
(83) VO~ Y.
" D’autre part {/{* est, d’aprés le théoréme 32, ’homomorphisme associé
I’équation '
tx<t'=1(o[t,)9'[¢, 2"]]) x 7 (¢'[¥, 2"]);

or
(e, 2" =0(q[¢, ¢'[2, 2"]]) quand t=1(9¢[¢, ¢'[7, a:”]]);

donc, en vertu du théoréme 31, {/{* est aussi ’homomorphisme associé a
I'équation
txt=1(o[¢, ¢'[t,2"]]) x T’(G(cp[t, o', x"]]));
d’ou, d’apreés la définition (50) de O,
(84) O~ Yy o

De (83) et (84) résulte la relation 4 démontrer : @ ~ 6'6.

CHAPITRE VIIL

HOMEOMORPHISMES.

94. IsoMORPHIE D’ANNEAUX DE PSEUDOCYCLES D’ENSEMBLES OUVERTS DONT LES ENSEMBLES
COMPLEMENTAIRES SONT HOMEOMORPHES.

THEorEME 34. — Sotent deux espaces topologiques, E et £/, et une famille T de
P potogiques, ’

représentations topologiques (*) t de E sur E': @' =tx, x =t"'x'. Supposons

que T soit un espace convexoide. Soit <(x) une représentation dans T d’un

(1) Une représentation est dite lopologigue quand son inverse est une représentation,
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ensemble fermé F de points de E; supposons que (x)= () x soit biunivoque
sur F. Je dis que F'=0(F) est un ensemble fermé de points de E' et que 8(x) est
une représentation topologique de F sur F'.

—t
Remarque. — E et E, F et F, O(x) et 0/(2')=0(2"), <(x) et
v(«')=1(0'(«'))" jouent donc des réles symétriques. Notons que
(x)="(a)x.
Démonstration. — «'=0(x) esi la transformation associée a I'équation
—1
-x=n(x)'&'; 0(F) est un ensemble fermé d’aprés le théoréme 29 bis; 6 (z'),
qui est univoque par hypothése, est continue d’aprés la 2° remarque concernant
ce théoréme.

TakortME 35. — Adjoignons aux hypothéses qu’énonce le théoréme 34 la
sutvante : Uespace convexoide T est simple. Alors I'anneau des pseudocycles
de O.= E — F est isomorphe a I’anneau des pseudocycles de O'=E'— F' (cette
isomorphie ne respecte pas en général la loi d’intersection).

Démonstration. — Soient 8 (Z7.O)et 6'(Z'?. O")les homomorphismes associés

aux deux équations .
z=t(x) 'z, =7(z')"x.

Nous avons, d’aprés le théoréme 33 [ formule (82, )],
' 8(27.0) ~ 0/[0(2¢.0).0],
6(Zr.0) étant ’homomorphisme associé a I’équation
z=rt(z)'t(z)2".

Or, d’aprés le n° 92 ¢ [formule (77.)], cet homomorphisme @(Zr.0) est
I'identité. Donc
(85) 0[0(22.0).0'| ~ Zr.

Puisque E et E’ jouent des réles symétriques_,A nous avons de méme

(86) 0[0'(2'7.0').0] ~ 7.

Les formules (85) et (86) prouvent que 6(Z*.0) et §/(Z'».O") sont deux iso-
morphismes, inverses I'un de 'autre, des anneaux des pseudocycles de O et O’
(A.-H. Anhang, I, § 1, n° 8, second critére d'isomorphie).  c. . ¥. b.

Exemple ( Théoréme d’ Alexander) (A.-H. Chap. XI, § 4, n° 2, coroll. II). —
Si E = E' est un espace euclidien, si F et F’ sont deux ensembles homéomorphes
etsbicompacts (c’est-a-dire fermés el bornés) de points de E, alors les anneaux
des pseudocycles de O = E — F et O'= E'— I” sont isomorphes.

Démonstration. — <(x) sera la translation qui transforme un point de F en
son-homologue dans F'.
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Contre-exemple. — L’hypothése que T est simple, donc plus généralement
I'hypothése que I'homéomorphisme entre F et F' est du type particulier
0(x) =¢(a:) x sont indispensables, comme le prouve le contre-exemple
suivant : Sur deux tores E et E’ on peut tracer deux circonferences FetF
telles que O = E — F se décompose en deux domaines, tandis que O'=F -—F ’
constitue un seul domaine; le groupe des pseudocycles 4 o dimension de O a
deux éléments de base; celu1 de O’ n’en a qu’un; ces deux groupes ne sont donc
pas isomorphes.

935. InvarANcE DU poMAINE. — Les coefficients utilisés seront les entiers.
Adjoignons aux hypothéses des théorémes 34 et 35 la suivante : soit D I'une
des composantes de O; sur F 4 D, ©(z) est défini et 0(z) = <(x)x est biuni-
voque, donc t0polog1que (D), étant connexe et étranger a ', appartient a
une des composantes D’ de O’. Si &' est un point de O'—1)', nous avons
8(D).«'=o, done (th. 29 bis) 6(D°.0).2'~a, Si.2' est un pomt de- D/,
0(D.0%).2'~ax'’, a étant un entier indépendant du choix de 2’ si, comme
nous le supposerons, lhypothese suivante est verlﬁee (€%, n° Gl ) La deterxm—
nation des pseudocycles & o dimension) :

h. Deux points quelconques @' et y’ de D’ font partie d’'un méme ensemble
normal, bicompact et connexe B’ de points de D).

[Eneffet:si6(D°.0).B'~aB’®,onal(D°. O)x Nax"’etO(D" 0). ymay ]
D’ou 6(D°.O)~aD’.

D’aprés (85) nous devons avoir a(’'(D°)~.D°, ce qui exige a=1.
Donc
(87) §(D%.0) ~ == D,

Si &' est un point de D’ nous avons donc 0(D°'.O).Na.cy’r\4j; z'°, (':f;"‘qui Qﬂt
impossible si 0(D).2’=o0; d’ot D' O(D). Or 6(D)cD’. Donc
(88) 8(D)=D".

En résumé I’hypothése (k) a pour conséquence les relations (87) et (88).
Faire 'hypothése (4) pour tous les domaines D’ de E’ revient a faire 'hypo-
thése suivante : E' posséde un systéme de voisinages tel que deux points
quelconques de I'un de ces voisinages peuvent é&tre joints .par un ensemble
normal, bicompact et connexe de points de ce voisinage (démonstration
analogue a celle de A.-H., Chap. I, § 3, th. XX). D’aprés le n° 92 &
[formule (73)] (87) peut s’exprimer comme suit : si '€D’, léquatlon
x=1(x)"' @' posstde une solution isolée, dont I'indice est 1.

Les résultats obtenus peuvent, en changeant de notauons, ’énoncer comme
suit :

Theoniue 36. — Adjoignons aqux hypothéses du théoréme 34 la suivante : deux
points quelconques d’un domaine quelconque de E ou de E''peuvent éire jornts par
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un ensemble normal, bicompact et connexe de points de ce domaine. |[Cette
hypothése est vérifiée quand elle Uest pour un sytéme particulier de voisi-
nages.] Alors () lepresente Uintérieur de F sur Uintérieur de ¥, la frontiére
de F sur celle de F'; si &' est intérieur a ¥', Uindice a'e la solution x de léquation
x=n(x)" ' vaut 1.

Exemple ( Théoréme de I'invariance du domaine de Brouwer) (A.-H., Chap. X,
§ 2, th. IX). — Si E=E’ est un espace euclidien et si F et F' sont deux
ensembles homéomorphes et bicompacts (c’est-a-dire fermés et bornés) de
points de E, alors toute représentation topologique de F sur F’ transforme
I'intérieur de F en I'intérieur de F’ et la frontiére de F en la frontiére de .

Démonstration. — (@) sera la translation qui transforme un point de Fen
son homologue de F'.

" Contre-ewemple. — L ’hypothése, que 'homéomorphisme entre I et F’ est-du
type particulier 9(«) = 1(z )@, est essentielle, comme le prouve le contre-
exemple suivant : E=FE' est 'espace de Hilbert, dont chaque point est une
suite illimitée de nombres réels (z,, x,,...) tels que 2]+ x;+. .. converge;
cet espace est métrique, le carré de la distance des points (xy, ,, ...) et
(Y1, Yay .. .) étant (2, —y,)+(x;—y,)+...; la représentalion topo-
logique ' »

, 0(2yy @3, ...) == (0, &y, Zgy -.+)

transforme 'ensemble F des points vérifiant I'inégalité &} + 2} +... 1 en
I’ensemble F’ des points vérifiant les deux conditions : #, = o, T+ +. . . L1

F et F' sont fermés; F contient des points intérieurs, tandis que F' n’en
contient pas.

96. GENERALISATION DE L’ALTERNATIVE DE F'REDHOLM. — Définitions. — On nomme
espace lopologique linéaire vout espace topologique E dans lequel on peut
définir la somme x + 2’ de deux points x et =’ et le produit ez d’un point
par un nombre réel a, ces deux opérations étant continues et ayant les
propriétés suivantes : )

2z =2+ xz; (z+2)+x"=z+ (2+2"); a(x+ ')z azx + ax';
a(a'x)=(aa ).
On nomme segment joignant deux points x et 2’ de E I'ensemble des points
az +(1— a)a’' ol 0 £ a L 1. On nomme convexre tout ensemble de points non
vide contenant le segment qui joint deux quelconques de ses points. On nomme
espace topologique, linéaire, a voisinages convexes tout espace topologique
linéaire possédant un systéme de voisinages convexes. Dans un tel espace :

LewMe 45. — La fermeture d’un ensemble convexe est convexe.

Lemme 46. — L’intersection de deux ensembles convexes est ou vide ou convexe.
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LemmMe 47. — Tout ensemble normal bicompact et convexe est SIMPLE (en vertu
du théoréme 6).

Lemme 48. — Tout ensemble ¢ normal, bicompact et convexe est CONVEXOIDE :
[D’aprés les lemmes 46 et 47 les ensembles fermés et convexes de points de e
constituent des ensembles U possédant les propriétés a, b, c, énoncées

aun® 76.]

Définition. — On nomme représentation linéaire homogéne de E dans E
toute représentalion t(x) vérifiant les conditions '

(x+ ) =1(x)+1(2); T(ax) = at(x).

Lemme 49. — Toute transformation linéaire homogéne transforme un ensemble
convexe en un ensemble convexe.

M. Schauder a rattaché l'alternative de Fredholm au théoréme de I'inva-
riance du domaine; par ce processus nous allons déduire du théoréme 36 une
généralisation de I'alternative de Fredholm.

CoroLLAIRE 36. — Soit E un espace topologique, linéaire, a voisinages convexes.
Soit ©(x) une représentation linéaire homogéne de E en lui-méme. Supposons
qu'il existe un ensemble ouvert O de points de E tels que ©(O) fasse partie d’un
ensemble normal et bicompact B de points de E. Alors, ou bien I'équation
x=1(x)+ &' posséde quel que soit x' une solution unique x, dont ’indice est
=+ 1, ou bien U'équation x = ©(x) posséde une solution x £ o.

Démonstration. — En effectuant une translation (') ramenons-nous au cas ou
I'origine appartient & O; soit V un voisinage convexe de l'origine;

7(V)c7(0)cB;

donc T=71(V) est normal et bicompact; d’aprés les lemmes 49 et 45 T est
convexe; donc, d’aprés le lemme 48, T est convexoide. Posons 8(2)= z — ()
et supposons que l'équation z=r=(x) entraine x=o; alors 8(z)="0(a")
entraine x = '; 0(x) est biunivoque. D’aprés le théoréme 36 8(V) est donc
un domaine D’ et, si 2’ est un point de D/, I'indice de la solution x de I'équa-
tion x = (&) + 2 est Z=1. Si &’ n’appartient pas a D', on peut trouver un
nombre réel a tel que ' € aD’ (a D' étant le transformé de D’ par ’homothétie
y=ax); il suffit de remplacer V par aV et D’ par aD’ pour conclure de
méme : I'indice de la solution  de l’éﬂ;ialion z=r1(x)+ ' est 1.
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(1) Une trapslation est une transfo EN@'
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-+ ¥, ¥ étant un point fixe.
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