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Sur une méthode permettant de trouver rapidement des formules
de quantification utilisables en pratique (méthode dite des résidus);

Par Rosertr MAZET,

Professeur 2 la Faculté des Sciences de Lille.

-

[Extrait d’'un cours de Mécanique ondulatoire fait a !’Université de Stablack en 1942-43.]

PriLmiNaIRES. — Je rappellerai d’abord certaines propriétés des équations
différentielles linéaires en me limitant, en vue de la suite, & une équation du
second ordre 4 une fonction inconnue d’une variable {(x).

Soit

%—{—A%—Q—BQ/-_—O (A et B, fonctions de z).
On peut faire disparaitre le terme en % en faisant le changement ¢ = UV
X
et prenant U tel que 2U'+ AU =o0. D’ou
- AT AN\,
(B - T — ;’)‘ =o.

Nous supposerons ce changement effectué au préalable et prendrons
I’équation sous la forme
(1) @Y | H(z)p=o

dz? -

Si ¢, () et §,(x) désignent deux solutions particuliéres choisies une fois

pour toutes, l'intégrale générale est de la forme

- $=C¢1+D¢y=C($s+ p¢a) (G, D, p, constantes).

A chaque intégrale particuliére correspond une valeur de . qui permet de
~la distinguer au facteur C prés et que I'on peut appeler son rang par rapport
ad, etd,.

Dans le plan complexe 3 =+ z_y, les seuls points singuliers que puisse
admettre une intégrale ¢ quelconque sont ceux de H(3) que nous supposerons
analytique dans tout le plan. :
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170 JEAN LERAY.

espaces localement bicompacts, ont 'avantage de valoir dans le cas des espaces
normaux. Nos raisonnements consistent essentiellement 4 manier les formes
d’un espace topologique, telles que nous les avons définies au Chapitre I; ces
formes obéissent & la plupart des régles du calcul quirégissent les formesde Pfaff,
dont M. E. Cartan a tiré un si grand profit en Théorie des groupes et en Géo-
métrie différentielle; 1'intérét principal de ce Chapitre IV nous parait étre de
traiter une question de Topologie, étrangére a toute hypothése de différentia-
bilité, par des calculs de cette nature.

Le Chavitre V, en appliquant aux multiplicités les conclusions du paragraphe I
du Chapitre II, permet de leur appliquer les conclusions du Chapitre IV. Le
paragraphe I du Chapitre V montre avec quelle commodité la notion de cou-
verture et, par suite, I’ensemble de nos définitions s’appliquent aux multipli-
cités; il utilise certaines couvertures particuliéres, les dallages, dont chaque
élément est constitné par une cellule convexe et une orientation de la variété plane
qui est complétement orthogonale @ cette cellule [ rappelons que les complexes
qu'il est classique d’employer (A.-H.) pour construire les groupes de Betti
d’une multiplicité ou d’un polyédre ont des éléments constitués chacun par une
cellule convexe et une orientation de la variété plane qui contient cetle cellule];
la loi d’intersection des classes d’homologie d’une multiplicité s'obtient ainsi
par une construction analogue a celle qu'il est classique d’effectuer pour déter-
miner la loi d’intersection des éléments du groupe de Belti (intersection que
nous n'utilisons pas) (n° 62, rem. 2); mais notre construction a sur cette con-
struction classique I'avantage d’étre indépendante de toute hypothése d’orien-
tabilité de la variété, quels que soient les coefficients utilisés. A titre d’exemple
le paragraphe II détermine 'anneau d’homologie des espaces projectifs, en
précisant la position de leurs hyperplans, et le paragraphe 1II reproduit un
raisonnement de M. H. Hopf en y supprimant la restriction que les coefficients
utilisés soient les entiers mod. 2.

CHAPITRE 1V.

SUR LA POSITION D'UN ENSEMBLE FERME DE POINTS,

I. - Cas général.

A3. Exonck pes REsuLTATS. — A la figure que constituent un espace topolo-
gique normal E, un ensemble fermé F de points de E et ’ensemble complé-
mentaire O = E — F, nous attacherons les invariants topologiques (') suivants :

I'anneau d’homologie & de E;
'anneau d’homologie 7 de E;

(') Voir I'Introduction.
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un anneau O, que nous nommerons « annean d’homologie de l'intérieur
de O »;

un homomorphisme de & dans &F (l’image de & est un sous-anneau F;de F)
(n° 46);

un homomorphisme de © dans & (l’lmage de O est un idéal &, de &) (n° 47);

un homomorphisme de & dans O (I'image de & est un idéal G de O) (n° 48),
ce troisiéme homomorphisme augmentant la dimension d'une unité et ne res-
pectant pas la loi d’intersection.

" Les noyaux respectifs de ces trois homomorphismes seront &,, G et &;; nous
aurons donc les trois isomorphismes (*)

() 6/6exTFu;  (2), OIgE; (3) F/Fevg

Remarque. — Alors que (1) et (2) sont des isomorphismes d’anneaux, (3)est
un isomorphisme entre le groupe abélien hétérogéne (*) F/F . et I'anneau G; il
respecte les relations linéaires, mais il ne respecle pas la dimension (*).
Lorsque, les éléments de dimension nulle mis a part, & se trouve étre un
idéal de &, alors F/F; est un anneau et I'isomorphisme (3) définit dans G
upe loi de multiplication autre que la loi d’intersection : ¢’est la multiplication
de M. Gordon (voir n° 31, rem. 1) (toute intersection dans G est d’ailleurs
nulle : voir n° 47, rem. 1).

Nota. — Chacun de ces anneaux et de ces homomorphismes sera uninvariant
topologique de la figure, que constituent E et F, d’une fagon si évidente que
nous ne l'expliciterons pas.

46. Intersection PAR F p’UNE cLASSE D’HOMOLOGIE DE E. — Associons & chaque
classe d’homologie Z* de E son intersection Z”. T par F; nous définissons ainsi
un homomorphisme de & dans &. Nous nommerons &, le transformé de & par
cet homomorphisme; c’est un sous-anneau de &. Nous nommerons &, le noyau
de cet homomorphisme : &, est I'idéal que constituent les classes d’homologie Zr
de E telles que 2 .F ~v o dans F.

Les hypothéses que E est normal et que 17 est fermé permettent d’établir le
lemme suivant; son énoncé est trés voisin de celui du lemme 13 (n° 26); il en
est de méme pour sa démonstration, que nous n’expliciterons pas :

Lemne 22. — Si une forme L7 de E est telle que L? . F soit un cycle de ¥ homo-
logue a zéro dans ¥, alors il existe une forme Lo~ de E telle que L . F=Lr-* F.

(*) Voir Van per WaErDEN, Moderne Algebra, T. 1 (Springer, 1937), Chap. 111, § 16;
A.-H., Anhang,1,§1,n°9

(*) Un groupe abélien hétérogéne est un ensemble d'éléments de dimensions diverses
dont les combinaisons linéaires homogénes sont définies et appamennent au groupe.

(*) D'ou I'emploi du symbole ~ au lieu du symbole 2.
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Ce lemme 22 permet de donner la deuzxiéme définition de &, que voici : &, est
I'tdéal que constituent les classes d’homologie de E contenant chacune un cycle Zr

tel que |Zr|cO.

Démonstration. — 1l s’agit de prouver I’équivalence des deux proprlétés
suivantes :

a. Z? . F~vodans I;
3. Zr est homologue dans E & un cycle dont le support appartient 4 O.

Il est évident que §-entraine a. Soit réciproquement Z” un cycle de E tel
que Z*.Froo; il existe d’aprés le lemme 22 une forme L*~' de E telle
que Z#.F = Lr~* . F; Z»— L»~* est un cycle de E qui est homologue 4 Z~ et dont
le support appartient & O. . €. Q. F.D.

AT. APPARTENANCE DE CHAQUE CLASSE D’HOMOLOGIE DE L'INTERIEUR DE O A UNE CLASSE
p'nomoLoGIE bE E. — Envisageons les cycles de E dont les supports appartiennent
4 O; deux d’entre eux, Zr' et Z7?, seront dits homologues a l’mténeur de O
quand il existera une forme L/~ de E vérifiant les relations

7t — Ipr=ir—, [Lr=t]cO.

Cette homologie répartit ces cycles en classes, dites classes d’homologie de
I'intérieur de O, qui constituent un anneau O, dit anneau d’homologie de I'inté-
rieur de O.

Les cycles de E constituant une méme classe d’homologie del'intérieur de O
appartiennent 4 une méme classe d’homologie de E; nous dirons que la pre-
miére de ces deux classes appartient a la seconde, cette appartenance est un
homomorphisme de © dans &; plus précisément, vu la deuxiéme définition
de &,, c’est un homomorphisme de O sur &,; son noyau § est I’idéal que cons-
tituent les classes d’homologie de U'intérieur de O dont les cycles sont homologues

a zéro dans E.

Remarque 1. — L’intersection d'un élément de © par un élément de G est
toujours nulle : soit Z* un cycle de E tel que [Z”| € O; un élément de G est un
ensemble de cycles de E du type L7; or L. A"——(L" Zry et [14.Z°| € O;
L7.Zr est donc bien homologue 4 zéro 4 I'intérieur de O.

Remarque 2. — L’hypothése que E est normal et la notion de prolongement
d’une couverture (n° 26) permettent d'identifier les formes de E dont le support
appartient 4 O et les formes de O dont le support est un ensemble fermé de
points de E. D’oti la proposition suivante : soient O’ et O” deux ensembles
ouverts de points de deux espaces normaux E’ et E”; faisons I'hypothése :

il existe une représentation topologique de O’ sur O qui transforme les ensembles
(h) de points de O’ qui sont fermés dans E’ en ensembles fermés dans E’, et vice
versa;
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alors les anneaux d’homologie ©' et ©" de l'intérieur de O’ et de I'intérieur
de O" sont isomorphes. L’hypothése (%) est vérifiée par exemple dans les deux

cas suivants :

a. il existe une représentation topologique de la fermeture O’ de O’ sur la
fermeture O” de O” qui représente O’ sur O” (');

b. E’ et E” sont bicompacts; O’ et O” sont homéomorphes.

A8. Derivie paNs E p’UNE cLASSE p’'HOMOLOGIE DE F. — Le lemme 12 (n° 26) et
le théoréme 1 (n° 18) ont pour corollaire immédiat le lemme suivant :

Lewwe 23. — Etant donnée une classe d "homologie 3" de F, il existe une
Jorme L.# de E telle que 3P~ L F.

(Ceci dit, supposons que nous ayons

2"~ Lot F ~ L2 F;

d’aprés le lemme 22, il existe deux formes L** et L+~ de E telles que

e Lrr=Lrt ir—t4 Lo, |[Lro|cO;

d‘Oﬁ . . . . .

Lrp2=Lr1 4 Lpro, |Let| 4 |Lp2 |+ |LroicO.

L»* et L»2 appartiennent donc 4 une méme classe d’homologie de I'intérieur
de O; cette classe est d’ailleurs un élément de G ; nous la nommerons dérivée
dans E de la classe 3*.

'Cette dérivation est un homomorphisme de F sur G qui respecte les relations
linéaires, mais qui augmente la dimension d'une unité et ne peut donc pas res-
pecter la loi d’'intersection. Son noyau est constitué par les classes d’homo-
logie 37 de F telles qu'il existe un cycle Z» deE vérifiant la relation z7~vZr . F;

ce noyau est donc Fp.
Tous les résultats qu'énonce le n° 45 sont maintenant établis.

A9. Cas 0U LES COEFFICIENTS CONSTITUENT UN CORPS. — Supposons que les coeffi-
cients soient les nombres rationnels ou les entiers modm, m étant premier.
A étant 'un quelconque des six anneaux &, O, F, &,, ¢, F, soit p,(A) le
rang du groupe additif que constituent les éléments de dimension p de cet
anneau; posons

ep==pp(8), 9p==pp(F), wp=pp(O) et Yr=pp(G);

(1) Nous rencontrerons de telles circonstances en étudiant l'invariance du domaine
(3¢ partie, n° 95). ;
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» et 9, sont donc les p“"* nombres de Betti de E et de F. Les relations (1), (2),
(3) nous donnent

&p=pp(Fe) + pp(&0), pp(Eo) = 03p— ¥p Pp(FE) = @p— Ypu1,

c’est-a-dire

(4) Ep== Qp—+ Wp— Yp— Yp+1 0%y YpSwp, YpS Ppt-

Les relations (4) peuvent servir de base 4 la théorie du calcul des variations
de M. Maston Morse (') et permettent méme d’élargir cette théorie.

Remarque. — On déduit de (4) la relation
2(— l)PS,,:E(—— l)u?/'—i_z(_ 1 )Pmp
r . r v

qui permet de comparer les caractéristiques d’Euler de E et F, quand elles
existent.

80. Cas ov F picomposk E EN pLUSIEURS DOMAINES. — Supposons que O soit la
réunion de deux ensembles ouverts' disjoints O’ et O”; O est alors la somme
directe des anneaux d’homologie @' et ©” de I'intérieur de O’ et de O”; l'inter-
section d’un élément de @' par un élément de @ est toujours nulle. Les éléments
de G qui font partie de O’ constituent un idéal G’ de ©'. Les éléments de F
dont la dérivée dans E est un élément de G’ sont les classes d’homologie de F
contenant un cycle du type L#.F, | L?| c O'; ils constituent un sous-anneau %'
de F : en effet 'hypothése | L»|+ | L*| € O’ entraine |(Lr.L7) | c O'.

Remarque. — Les composantes de O sont des domaines D, ; soit @, ’anneau
d’homologie de D,. Supposons E bicompact : tout ensemble de pointsde O qui
est fermé dans E appartient 4 un nombre fini de D, ; tout élément Z# de © peut

donc étre mis d’'une maniére et d’une seule sous la forme ZI’NZZ”'“,

-1
ou Z"* C @,, cette somme ne contenant qu’un nombre fini de termes non nuls.
En d’autres termes O est la somme directe des 3.
3

II. — Cas particuliers remarquables.

81. E est smwpLe (F £ E). — D’aprés les définitions posées au n° 46, &, est
vide, Fy est '’ensemble des classes AF° (A : coefficient quelconque; F* ¢ classe
unité de F). D’aprés (2) O et G sont identiques. Donc la relation (3) s’écrit

(5) FlFp o~ 0O, ou Fg est 'ensemble des classes AF°.

(') Mémorial des Sciences mathématiques, . 92.
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Cette relation permet :

1° étant donné &F, d’en déduire la structure de @ (vu que, d’aprés la
remarque 1 du n° 47, l'intersection de deux éléments de O est toujours nulle);

2° étant donné O, d’en déduire la structure de &, hormis la loi d'intersection
des éléments de cet anneau.

Remarque 1. — Les éléments de dimension nulle mis & part, & /&, est alors
un anneau; il est possible de définir, dans @, une loi de multiplication telle
que F[F, et O soient isomorphes : c’est la multiplication de M. Gordon (c/. :
n° 43, rem. ).

Remarque 2. — La relation (5) constitue une généralisation du théoréme de

* dualité d’ Alexander (A.-H., chap. XI) : ce théoréme suppose que E est une
boule et que F est un polyédre; O est alors identique au groupe de Betti de O
(n° 66), tandis que le groupe de Betti de F est le groupe des caractéres de &
(n° 38); d’ou, par 'intermédiaire de (5), larelation de dualité entreles groupes
de Betti de O et de F qu'exprime le théoréme de dualité d’Alexander.

82. F est simpLe. — & et F; sont tous deux identiques & I'ensemble des
classes AF°; donc, d'aprés(3), G est nul; d’aprés (2) O &,; d’aprés(1) &6,
est isomorphe 4 'anneau que constituent les classes AF°; la structure de ©
détermine celle de & et vice versa.

Application. — Les conclusions des n** 84 et 32 et la remarque 2 du n° 47
permettent de déterminer par récurrence I’anneau d’homologie de la sphére (')
a n dimensions S (d'équation z;+ x;+ ...+ x,=1) et de l'intérieur O™ de
la boule B™ & n dimensions (équation de O™ : z}+x;+ ...+, <1;de B :
z; +x;+...+x,S1). Supposons prouvé, par récurrence, que l'anneau
d’homologie de S"~') se compose des classes AZ® et AZ"*; puisque (fig. 9)

Fig. o.

‘ on)

s(o) S(o) \
om
B(u/

Bv- gel g SOLBYQM B(ELSM, 0% ) ’

BW=S8=- 4 Ow et que B est simple (th. 6), d’aprés le n° 34 'anneau
d’homologie de O™ se compose des classes AZ". D’autre part S =B"' - O™
donc, d’aprés le n° 32, 'anneau d’homologic de S se compose des classes AZ°

et AZ". . C. Q. F.D.

(1) Le u° 29 a déterminé. par un autre procédé, ’anneau d’homologie de la sphére.
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83. F &st un REThactE pe E (fig. 10).

Tutorive 18. — Supposons qu’il existe une représentation ¢(x)-de E sur F qu
sott I'identité sur F; alors & est la somme directe de U'idéal &,, qui est isomorphe

-1
a O, et d’un sous-anneau ¢ (F), qui est isomorphe @ F ; F g est identique a F .

Fig. ro.
; 7
/ P 0 Nz
7
Démonstration. — Soit 3” une classe d’homologie arbitraire de F; d’aprés la
remarque 1 du n° 14, on a
6) 9(2).F ~ 25

(6) prouve que Fy est identique a F; donc, d’aprés (3), G est nul; et,
d’aprés (2), © > &,. En outre (6) prouve que :pi transforme & en un sous-

-1
anneau de &, ¢ (F), qui est isomorphe a4 &.
Soit maintenant Z? une classe d’homologie de E quisoit somme d’un élément -

de &, et d’un élément de _c-pl(ﬂ) :
(7) Zr~ IPO4£9(s0),  ou |20 |CO;

-1 .
alors Z* .F ~ ¢ (3”).F, c’est-a-dire, compte tenu de (6), Z?.F~vz?; d’ou, vu

la remarque 2 du n° 14, g(z")N ;(Z"); en résumé, toute décomposition du
type () est nécessairement du type

®) w~[v—5@n ]+ @),
Réciproquement soit Z¢ une classe d’homologie arbitraire de E.

D’une part;(Zl’)N;(zP), ou z*~v Z,F, est un élément de ;(5).
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D’'une part [Z? —;(Z")].F ~ zl’—;l(z").Fr\zo, vu(6);donc Zl’—g)l( Zr) est
un élément de &,. ‘
& est donc bien la somme directe de &, et ¢ (F).

84. E st sicomeact Er HomoTorE A F paxs E. — Supposons en outre que E
soit bicompact et que ¢ soit homotope a la transformation identique de E en

—
lui-méme; alors, d’aprés le corollaire 5, (n° 20), o (Zr)~Zr; donc &, est
nul, & et F sont isomorphes. Nous énoncerons comme suit cette conclusion :

Définition. — On dit que E est homotope 4 F dans' E quand il existe une
représentation ¢ () de E sur F qui posséde les propriétés suivantes : '

p(z)=xquandx € F;

¢ («) est homotope dans E i la représentation identique de E en lui-méme.

Tatorkme 19. — Si E est normal, bicompact et homotope a ¥ dans E, alors &

—1
et & sont isomorphes, &,, O et G sont nuls, l'intersection par F et ¢ sont deux
isomorphismes inverses 'un de Uautre de & sur F et de F sur &.

88. Comparaison pes NoMsres DE LerscuErz pE E et F. — [Le théoréme 25,
(n® 78) utilise les conclusions de ce numéro-ci]. Soit () une représentation
de E dans E telle que £(F) c F. Les coefficients utilisés étant les nombres
rationnels, supposons que & et F ont des bases finies; désignons par A* le
groupe additif que constituent les éléments de dimension p d’un anneau hété-
rogéne A ; &7 et F* sont donc, par hypothése, des modules (A.-H., Ankang'1,
§ 2; nous. utilisons les coefficients rationnels, tandis que A.-H. utilise
des coefficients entiers); les relations (1), (2), (3) prouvent que &;, F%¢, G¢
et O sont de méme des modules, nuls & partir d’une certaine valeur de p.
De ’hypothése £ (F) CF résulte aisément que % définit un automorphisme de
chacun des modules 67, F», Or, &}, F; et G?; nommons T (&), T (F*), ...
les traces respectives de ces automorphismes; un théoréme classique (A.-H.,
Anhang 1, § 2, n° 27) permet de déduire de (1), (2), (3) les relations

T(6r)=T(FE) +T(&F);  T(&)=T(or) =T(gr);  T(Fg)=T(57)—T(g+"),

d’oti résultent les relations analogues a (4), qui s'identifient & (4) quand & ()
est la transformation identique

(9 T(69) = T(F7) + T(O7) — T(§7) — T(GP).

Par définition (') le nombre de Lefschetz \;(E) de la transformation & ()

(1) Cf. n° 44, formule (60); les autres définitions du nombre de Lefschetz qu'indique
le n° 44 ne sont utilisables que moyennant des hypothéses plus étroites que celles que nous
faisons ici. :

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 23
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envisagée sur E est 2 (—1)T(&r); 2 (—1)*T (%) est le nombre de
Lefschetz Ag(F.') de la t:'ansformation £ (x)Penvisagée sur F'; d’ou
(10) :\E(E)=AE(F)+Z(—;)PT(O")-
P

Posons

n—i

do)=iE@), .. @)= @)
soit -.-En(.r) la transformation inverse de "é (x);ona

"L (E)>E(E);

fzng(E);

posons

ona

EH
Supposons que E soit un espace de Hausdorff bicompact; alors f est fermé
(A.-H.,chap.1,§ 2, th.II); f= lim g(E) (A.-H., chap. II, § 5, th. I); si V

ny >+ »

est un voisinage de f, %(E)CV a partir d’une certaine valeur de n (A.-H.,
chap. II, § 1, th. IT). Supposons enfin f CF. Soit Z* un cycle de E tel que
|Zr|cO;ona|Z’|.f=o0; ilexiste donc un entier positif n tel que | Z# |.g(E)=o.;
donc —En(l Z*|)=o, donc _E"(ZP) ~o. Il enrésulteque T (©r)=o0; [on le prouve
en utilisant dans O une base constituée par un nombre maximum d’éléments
7/* tels que E( 7Z/*)~o0, un nombre maximum d’'éléments Z7# tels que
—Ei(Z”'ﬂ)NZ”"", e TEI transforme les Z”* en o, les Z7% en les Z%%, .. ] De

méme T(G?)=o0 et T(&))=o0. Les relations (9) et (10) se réduisent a
T (67)=T (F?), A:(E) = A:(F). En résumé :

Tutorime 20. — Soit un espace de Hausdorff bicompact E; soit §(x) une
représentation en lui-méme de E; soit f= HE(E) =uliT.’é(E); soit F un
ensemble fermé de points de E tel que

S+ UF)CF.

Utilisons les coefficients rationnels; supposons que les anneaux d’homologie de
E et F aient des bases finies. Soient T (&P) et T (FP) les traces des automorphismes

de &P et FP que de'ﬁm't?; sotent Ay(E) et Ay(F) les nombres de Lefschets de &
envisagé sur E, puis sur F.
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Ona
() T(6P)=T(57);
(114) - ] jg(E):Ag(F).

" Remarque. — Quand F vérifie la relation f+E(F) C F (par exemple

quand F = f) mais n'a pas de base d’homologie finie, il est donc naturel de

- définir T (F°) et A;(F) comme étant égaux a T (6¢) et Az(E). (Cf. théoréme 25,
rem. 2, n* 78). o

Codeu}nl: 20. — 8¢ E(E) converge vers un point quand n - + o, alors
T (&)=o0 pourp > o et Ay(E)=1. '

‘III. — L’anneau d’homologie de la réunion de deux ensembles fermés.

Soient deux ensembles fermés F' et F” de points d'un espace normal E, tels
que '+ F"=E. Ce paragraphe III est une digression ayant pour objet la com-
paraison des anneaux d’homologie &, &', F" et & et des nombres de Betti ¢,
P P, et 9, de E, F', F" et F=F".F".

Fig. 11,
9’ ’
g0, F 0
E. N /
FI
86. UNE PREMIERE DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE MAYER-Vicronts. — L'appli-

cation de la relation (4) a la figure (E, F”") puis 4 la figure (F', F) donne
=4t 0, — Yp— Ypers

. __ .
sp=¢p+o,—L,—Tp,

(w, ala méme valeur dans ces deux relations en vertu de la remarque 2 du
n° A7); d'ol , en retranchant membre & membre ces deux relations et en posant
v»=Lp— 5,

(lﬂ) R Sp:q),,,""‘ ?’”;'—‘(f/;"*‘ Vp+ Yyt
nous verrons qu’on peut compléter cette relation par les trois inégalités
(13) 0<vp, YpS Pp—1» vplép,

dont les deux premiéres résultent d’ailleurs aisément du paragraphe I.
La relation (12), ainsi complétée par les inégalités (13), constitue la
formule de Mayer-Victoris : le paragraphe Il du Chapitre VII'de A.-H. établit
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cette formule dans le cas ot F’ et F” sont des polyédres (*); notre démons-
tration suppose seulement que E est un espace topologique normal.

On peut plus généralement appliquer les conclusions du paragraphe | aux
cing figures (E, F), (E, F'), (E, F"), (F, F), (F”, F). Mais on n’obtient pas
ainsi toutes les relations existant entre les anneaux d’homologie des ensembles
entrant en jeu. L'objet de ce paragraphe III est de définir trois homomor-
phismes, qui sont duals des trois homomorphismes que A.-H. utilise pour
démontrer la formule de Mayer-Victoris et qui jouissent de propriétés ana-
logues & celles des trois homomorphismes qu’utilise le paragraphe I; nous
désignerons chacun des anneaux que nous utiliserons par la lettre qui démgne
dans A.-H. son dual. :

B7. Enonck pes résurtats. — Nous envisagerons les invariants topologiques
suivants de la figure que constituent F’ et F” :

I’anneau d’homologie & de E;

la somme directe ' + F" des anneaux d’homologie F' et F" de F' et F”;
un élément (Z'?, Z"?) de F'+ F" est constitué par un élément de F' et un
élément de " de méme d1men51on on pose

A(Ze, 1'r) ~ (AZ'P, AZ'P),
(ZipA, L0esty o (Lip2) 112y ~ (TPt 4 TP, TP o 1P,
(Z'e, L) (L1, L) ~ (TP 200, L0 T 5

I'anneau d’homologie F de F = F'.F";

un homomorphisme de & dans &'+ F” ('image de & est le sous-anneau §
de F'+F") (n° 87);

un homomorphisme de '+ 5" dans & (l'image de F'+ W’ est le sous-
groupe V de F) (n° 58);

un homomorphisme de F dans & (I'image de & est 'idéal 9T de &) (n° 89);

les 2° et 3° homomorphismes ne respectent pas la loi d’intersection;

le 3° augmente la dimension d’une unité.

Les noyaux respectifs de ces trois homomorphismes sont 9T, % et $; nous
avons donc les trois isomorphismes

[(.1.) I ~8; (15) F+FUS~V;  (16) :mrgm;}

(14) est un isomorphisme d’anneaux, alors que les premiers membres de (15)
et (16) ne sont que des groupes hétérogénes.

Une seconde démonstration de la formule de Mayer-Victoris résulte des rela-
tions (14), (15) et (16) : supposons que les coefficients constituent un corps;

(') Voir aussi A.-H., Anhang zum 11'® Kapitel.
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nommons p,(@) le rang du groupe que forment les éléments & p dimensions
de @; posons v,=7p,(9); nous déduisons de ces trois relations les trois
formules

ep=vp+pp(8);  pp(E) =9, + 4 —0p(V)5 Bp(R) ==V,
-qui équivalent a I’ensemble des relations (12) et (13).

Nota. — Utilisons les notations du paragraphe I : par exemple &, sera
'idéal que constituent les classes d’homologie de E contenant chacune un
cycle Z# tel que |Z#|c O'=F'—F = E — F”. Utilisons les symboles N et U

pour l'intersection etla somme de deux sous-groupes (*'); nous aurons

9‘:60,(\60"; 50:60/\}60"; 5;;:5.»”5.:»; ‘l,':c.ql."ug“u‘

B88. Inrensecrion paR F” £T paR F” 0’une crasse p’iomorocie pE E. — Associons
a chaque classe d’homologie Z* de E I'élément (Z*.F’, Z#.F") de '+ &"; nous
" définissons ainsi un homomorphisme de & dans '+ F". Le noyau de cet
homomorphisme est évidemment 'idéal 91 = &, N &,.. Nous nommerons S le
transformé de & par cet homomorphisme : § est le sous-anneau de ' + " que
constituent les éléments (27.F', Z0.F"). .

L’hypothése que E est normal et que F’ et F” sonL fermés permet d’établir
le lemme suivant :

Lemme 24. — Etant donnés un cycle Z'» de F' et un cycle ' de F", pour qu'il
existe un cycle Zr de F tel que

(17) Zr~17Zr F' dans F/ el 7'~ Zr F" dans F7,

il faut et il suffit que
(18) Zr,F ~7Z'».F dansF

Nota. — Ce lemme a pour corollaire immédiat la formule
Fe=Fp NFypn.
Démonstration. — Les relations (17) entrainent les relations

Zr,F ~Z0F et 7 F ~ 7P F,

donc la relation (18).
Réclprdquement soient un cycle Z'» de I’ et un cycle Z"» de I vérifiant (18).
D’aprés le lemme 23 il existe des formes de E, L7 et L7, telles que

Zr~L'P F et Z'r~ L' F;

(*) La somme de deux sous-groupes d'un groupe abélien est le plus pelit sous-groupe
les contenant,
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(18) s’écrit L'?,F ~ L"*,F; donc, d’aprés le lemme 22, il existe des formes L~
et M» de E telles que

L7 — L'p = Lr— + Me, ou | le |cO'+ oy

on peut effectuer une décomposition M»=M"»— M", |M'?|c O’, |M"?|c O";

on a
L7+ M"?~ L7+ M'? dans E.

Fig. 12.

. ’

La forme Z¢= L'»+ M’» vérifie les relations

P ~LPFZr et P F'~ (L4 M?) F'~ L' F'~ 202,

c'est-a-dire les relations (17); ces relations exigent que Z/.F'=o et que

/».F"= o, donc que Z*=10: Z" est un cycle dc E vérifiant les relations (17).
C.Q.F.D.

Ce lemme 24 permet de donner la deuxiéme définition de S que voici :

S est le sous-anneau de F' -+ F" que constituent les éléménts (2’7, 7''7) tels que

7P F~ 72" F dans F.

kY

39. Intersection par F o'un ELéMent pE '+ F”. — Associons a chaque
élément (Z'7, Z'0) de F'+ F" 'élément Z'».F — Z"*,F de & ; nous définissons
ainsi un homomorphisme de ¥ + F" dans & qui respecte la dimension et les
relations linéaires, mais qui ne respecte pas la loi d’intersection. Son noyau
est S (cf. 2¢ définition de 8). Le transformé de F'—+ &" par cet homomor-
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phisme est le sous-groupe ?? de & que constituent les éléments
' ZrF + L F  (Lred,1resF');

Q est la somme de F ., et F ..

60. Derivee pans E pEs cLAssEs p’HoMOLOGIE DE . — Soit 37 une classe d’homo-
logie de F; sa dérivée dans E est la somme d’une classe d’homologie Z'#+* de
I'intérieur de O’ et d’une classe d’homologie Z"7*' de I'intérieur de O”; Z'*+!
et — Z'+' appartiennent & un méme élément de l'idéal N =6,n6,; la
correspondance entre 3” et cet élément de I est un homomorphisme de & sur 9
qui respecte les relations linéaires, mais qui, augmentant la dimension d'une
unité, ne peut respecter la loi d'intersection. Prouvons que son noyau est 2.

Il est évident qu'a 37 correspond 1'élément nul de I lorsque z» € Fy. ou
lorsque 37 € Fy., donc lorsque 37 €V = F . U Fp..

Réciproquement, si a un élément 3” de F correspond 1’élément nul de ¥,
c’est qu'il existe des formes L, L'? et L" de E telles que

@~ LnF;  L=LeoLo;  |Lelcos  |Lw]cor

L"»,F" est un cycle de F’ que nous nommerons Z'» et L'?.F" est un cycle de F”
que nous nommerons Z"7; on a

s~ 20, F + 2%, Fev.

Tous les résultats qu’énonce le n° 87 sont établis.

IV. — Les pseudocycles.

Pour déterminer effectivement I'anneau d’homologie d’un espace, on utilise
les théorémes 4, 5, 6, 7, 12 et 19, qui supposent cet espace normal et bicom-
pact. La structure des anneaux d’homologie des espaces non bicompacts les
plus élémentaires est sans doute compliquée : un segment de droite ouvert
posséde des cycles non homologues a4 zéro de dimension 1. L’anneau des

pseudocycles d’un espace ne présentera pas ces inconvénients; il jouera par
ailleurs aux Chapitres VIIet VIII un réle fondamental.

Nota. — L’anneau des pseudocycles est vraisemblablement identique au
« groupe de Betti supérieur, interne » de M. Alexandroff.

61. Les pSEUDOCYCLES D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE. — Définition. — Nous nomme-
rons pseudocycle & p dimensions d’un espace topologique E tout opérateur Z»
qui associe 4 chaque ensemble normal et bicompact B de points de E une
classe d’homologie de B, que nous nommerons Z*.B, en sorte que la condition
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suivante soit vérifiée : si b est un ensemble fermé de points de B, on a
27.b ~ (Zr.B).b dans b. Pour exprimer que Z*.B~vo quel que soit B nous
écrirons 7" ~vo. .

Ezemples. — Si E est normal et bicompact, le pseudocycle Z” sera identifié
a la classe d’homologie Z*.E de E. Sinon, toute classe d’homologie Z7* de E
définit un pseudocycle Z»¥ de E tel que Z»¥.B ~ Z+,B quel que soit B; (cette
correspondance entre Z7¢ et Z»¥ constitue un homomorphisme de I’anneaun
d’homologie de E dans « 'anneau des pseudocycles de E »); mais on peut
avoir Z* oo et ZP¥~vo (par exemple quand E est un segment de droite
ouvert) et tout pseudocycle Z7¥ ne correspond pas nécessairement i une classe
d’homologie Z#<. '

La détermination des pseudocycles ¢ o dimension est aisée : E est la réunion
d’ensembles e, deux & deux disjoints ayant la propriété suivante : pour que
deux points de E fassent partie d’un méme e, il faut et il suffit qu’ils fassent
partie d’un méme ensemble normal, bicompact et connexe de points de E;
soit Z°-* le pseudocycle 4 o dimension qui est défini comme suit : Z°-*.B~v B
siB c e,y Z°%B~vo si Bie,=o0; le pseudocycle de E 4 o dimension le plus

général est 2 A Z0e,

Opérations sur les pseudocycles. — Z-' et Z* étant deux pseudocycles de E,
A, et A, étant deux coefficients, A, Z»' + A,Z* sera le pseudocycle de E que
définit la relation

(A 20 A, ZP2) . B ~ A, 2P0, B + A, 202, B.

Soient Z¢ et Z'7 deux pseudocycles de deux espaces de Hausdorff E et E';
nous définirons le pseudocycle Z# < Z'7 de E >< E' par la relation

(Zr < Z'7).B ~ [(Z7.b) < (Z'7,b")].B,

ol b et b' sont les projections respectives de B sur E et sur E'.
Soient Z# et Z'7 des pseudocycles de deux espaces topologiques E et E'; nous
définirons les pseudocycles Z¢.Z'7 et Z¢.E' de E.E' par les relations

(Zr.Z'7).b ~ (ZP.b).(Z'1.b),
(Zr,E') . b ~ TP, b,

ou b est un ensemble normal et bicompact arbitraire de points de E.E'. Les
pseudocycles d’un espace topologique constituent donc un anneau hétérogéne.

o élant une représentation d'un espace topologique E’' dans un espace de
Hausdorff E et Z# étant un pseudocycle de E, soit &’ un ensemble normal et
bicompact quelconque de points de E'; ¢ (") est bicompact (A.-H., Chap. I,
§ 2, n°1, théor. I) et normal (A.-H., Chap.II, §1, théor. XIII); Z/.p (") est donc

une classe d’homologie de ¢(¢'); ;[Z".:‘D (&')]-' est une classe d’homologie de &';
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. N .
nous définirons un pseudocycle o (Z7) de E’ en posant
— —1
Q(Zr). 0~ @[Zr.o(b)]. 0"

En résumé les opérations sur I'anneau d’homologie que définit le n° 14
s’appliquent aussi 4 I'anneau des pseudocycles des espaces de HausdorfT.

,

Propriétés de I'anneau des pseudocycles. — La notion de pseudocycle permet
de généraliser trés aisément aux espaces de Hausdorff les théorémes 4, 5, 6
et 7, qui ne sont applicables qu’aux espaces de Hausdorff bicompacts :

TaeorkMe b bis. — St ¢,.(2") est une représentation de Uespace topologique E'
dans l'espace de Hausdorff E, représentation dépendant continiment du para-
métre &', qui est un point d’un espace normal, bicompact et connexe E", et si Z?

est un pseudocycle de E, alors le pseudocycle —c‘r:x,,(Zl’) est indépendant de z’'.

Démonstration. — Soit b’ un ensemble normal et bicompact de points de E’;
B= 2 @.-(b') est un ensemble normal et bicompact de points de E; Z+.B
x"€E"
est un cycle de B; d’aprés le théoréme 5 (n° 19 bis) ;x”(‘ZP.B).b’ est une classe
d’homologie de &' indépendante de 2; or —cpix.,(Zl’).b’ N—(‘;mu( Zr.B).b'; donc
;;.(ZP) est indépendant de z”.
Ce théoréme a pour corollaire le théoréme 6 bis.

Définition. — Nous nommerons pseudosimples les espaces dont tous les pseu-
docycles sont nuls, sauf ceux que définissent la classe d’homologie unité Z° et
ses multiples AZ°. :

TatonkMe 6 bis. — Tout espace de Hausdorff homotope en lui-méme a l'un de
ses pounts est pseudosimple.

Exemple. — L'intérieur de la boule est pseudosimple.

De méme on obtient aisément les propositions suivantes :

TakoriMe 4 bis. — Tout espace de Hausdorff a mémes pseudocyles que son
produit par un espace de Hausdor(f pseudosimple.

- TaeorkMe 7 bis. — L’anneau des pseudocyles de E' < E' est le produit direct
de ceux de E' et de E", lorsque E' et E" sont deux espaces de Hausdor(f et que les
coefficients sont les nombres rationnels.

Soit £ un complexe dont les supports sont des ensembles normaux, bicom-
pacts et simples de points d’un espace topologique E. Soit Z* un pseudocyle
de E; Z¢. | k| est uncycle de | £|; son intersection par un cycle 3, de kappartient

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 24
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(lemme 14) a une classe d’homologie de 4 bien déterminée, que nous repré-
senterons par le symbole Z7. 3.

Nous verrons que le théoréme 19 peut étre generallse aux pseudocyles des
espaces topologiques (n° 62). Mais ni le théoréme 12, nj le théoréme 2, ni par
suite les théorémes 8, 9, 10, 11, ne semblent pouvoir Wtre générahsés de la

sorte.

62. Variante avx earacraeies [, I1 er I be ce cuapiTRE. — Soit F un ensemble
fermé de points d’un espace topologique E; posons O =E — F. Désignons
par & l'anneau des pseudocyles de E, par & celui des pseudocyles de F;
lintersection par I des éléments de & constitue un homomorphisme de &
dans ; son noyau &, est I'’ensemble des pseudocyles Z» de E tels que Z*.B
soit homologue dans B & un cycle étranger 4 F.B (B étant un ensemble
normal et bicompact quelconque de points de E); soit F, I'image de & dans &
par cet homomorphisme. Nommons « pseudocyle de 'intérieur de O » tout
opérateur Z” qui associe a tout ensemble normal et bicompact B de pointsde E
une classe d’homologie Z?.B de l'intérieur de B.O (B.O étant considéré
comme un sous-ensemble ouvert de B), la condition (Z#.B).b~vZr.b,si bCB,
étant vérifiée; tout pseudocyle de l'intérieur de O appartient a un pseudocyle
de E; cette appartenance est un homomorphisme dans & de I'anneau O des
pseudocyles de I'intérieur de O; plus précisément, c'est un homomorphisme
de O sur &,; son noyau G est I'ensemble des éléments de © qui appartiennent
a ’élément nul de &. Soit enfin 3# un pseudocyle de F; soit B un ensemble
normal et bicompact quelconque de points de E; la classe d’homologie 37.B
de F.B a pour dérivée dans B une classe d’homologie de I'intérieur de B.O;
cette classe est I'intersection par B d'un pseudocyle de l'intérieur de O que
nous nommerons « dérivée de 37 dans E »; cette dérivation est un homomor-
phisme de & sur G ; son noyau est Fg.

De l'existence de ces trois homomorphismes découlent des conclusions
analogues & celles qu'énoncent les paragraphes I et II : par exemple les
relations (1), (2) et (3) existent entre les anneaux de pseudocyles que nous
venons de définir; lorsque E est pseudosimple on a la relation (5), qui est une
généralisation du théoréme d’Alexander, sans doute équivalente A celle que
M. Alexandroff nomme théoréme de Kolmogoroff; le théoreme 19 devient le

théoréme suivant :

Tukoreme 19 bis. — Soient un espace de Hausdorff E et un ensemble fermé F
de points de E. Supposons E homologue a F dans E. [Ou plus généralement
supposons qu'il existe une représentation g..(x) de E dans E qui possede les
propriétés suivantes : 7..(x) dépend continament du paramétre &” qui est un
point d'un espace normal bicompact et connexe E”; pour une valeur particu-
liere de 2, 9,.(2) est la représentation identique de E sur E; pour une autre
valeur de z’, ¢,.(x) est une représentation de E dans F]. dlors U'intersection
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par F définit un isomorphisme de I’anneau des pseudocycles de E sur I’anneau
des pseudocycles de F.

Remarque 1. — Ce théoréme permet de déterminer effectivement 'anneau
des pseudocyles de E lorsqu'on peut choisir F convexoide, car alors les
théorémes 12 et 45 permettent de déterminer I'anneau d’homologie de F, qui
est 'anneau des pseudocyles de F (exemple : E est I'intérieur d’une couronne,
d’un tore; F sera un cercle).

Remarque 2. — Quand E est normal et bicompact, I’anneau des psendo-
cycles de E, de F, de I'intérieur de O..., est identique & 'anneau d’homologie
de E, de F, de l'intérieur de O....

Remarque 3. — Le paragraphe I1I peut de méme étre transposé aux anneaux
de pseudocyles. .

CHAPITRE V.

LES MULTIPLICITES.

I. — Généralité sur les multiplicités.

63. Deirvitions. — Soit M une multiplicité ¢ N dimensions de bord M : ceci
signifie que M et M sont deux polyédres, M appartenant 4 M; que chaque
point de M — M posséde dans M un voisinage homéomorphe a l'intérieur de la

. boule & N dimensions (@4 22+ ... 23<1); et que chaque point de M
posséde dans M un voisinage homéomorphe a ’ensemble défini par les rela-
tions &'+ 224 ... 23<1, 2,20, les points de M situés dans-ce voisinage
ayant pour images les points de cet ensemble qui vérifient la relation x, = o.

Supposons M différentiable : il est possible de définir dans M I’angle de deux
directions issues d’'un méme point, en sorte que cet angle soit une fonction
continue de ce point et de ces directions.

Eavisageons une subdivision (') du polyédre M en cellules convexes, a au
plus N dimensions, telle que 1'intersection de deux de ces cellules soit vide ou
soit une cellule convexe 4 moins de N dimensions; nous nommerons | X"*|
celles des cellules convexes & N-p dimensions qui entrent en jeu dans cette
subdivision et qui n’appartiennent pas entiérement & M. Introduisons des
éléments X* constitués chacun par l'une des cellules | X?*| et par un sens
d’orientation d’un élément de variété a p dimensions complétement orthogonal
a|X»*| : cette orientation sera pratiquement définie par la donnée, dans un
certain ordre, de p vecteurs orthogonaux a | X#*| et linéairement indépen-

(1) A.-H., Chap. 11, § 2, Unterteilung. a
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dants; — X»* sera 1'élément qui se déduit de X#* en remplacant cette orien-
tation par l'orientation opposée. Soient |Xr+'*| ceux des | Xr+'#| qui font
partie de la frontiére de la cellule convexe | X”*|; convenons de définir I’orien-
tation de X#+'* par la donnée d’un vecteur orthogonal a |Xr+'}| situé
dans | X”*| (donc orienté vers 'intérieur de celte cellule) et des p vecteurs
attachés & X»*; nous appellerons dérivée de I'élément X»* la forme linéaire

Xp,a:E Xp-H,)‘ : 7

on vérifie aisément que (X»*)'=o0 : les X”* constituent un complexe
concret (n° 7). Tout complexe ayant une telle structure sera nommé dallage
de M. .

Nous dirons que deux dallages de M K et K/, d’éléments X7* et X'4-8, sont
en position générale 'un par rapport 4 I'autre lorsque chacun des ensembles
| X#2|.| X'7®|-ou bien est vide, ou bien est une cellule convexe 4 N—p—gq
dimensions, n’appartenant pas entiérement a M. Introduisons des éléments
Xpe, X73 constitués chacun par I'une de ces cellules | X#*|.| X'7:8| et par celle
des orientations de I’élément de variété complétement orthogonal a cette
cellule que définissent les p vecteurs attachés & X»* et les ¢ vecteurs attachés

a X'7B. Ces éléments X»*. X'?-® constituent un dallage; on vérifie aisément que

Xpo, X'9:B = (— 1)prX'7:8, XP:2; (XP2, X'9:8) = X2 X/0:8 4 (— 1)PXP%, X'9:B;

ce dallage est donc 'intersection des deux dallages K et K’, au sens de la défi-
nition générale de I'intersection des complexes concrets (n° 8)

Soit m une multiplicité & n dimensions, appartenant a M et de bord 7.
Soit K un dallage de M d’¢léments X**. Nous dirons que K et m sont en
position générale I'un par rapport a I'autre lorsque chacun des ensembles
| X7*|.m ou bien est vide, ou bien est une cellule convexe & » — p dimensions,
n’appartenant pas entiérement i m. Introduisons des éléments X»*.m consti-
tués chacun par I'une de ces cellules convexes et par celle des orientations de
I’élément de variété de m, complétement orthogonal a | X% |.m, que définissent
les projections sur m des p vecteurs atlachés a X7-*. Les X»*.m constituent un
dallage de m : c'est intersection par m du dallage K, vu la définition générale
de I'intersection d’un complexe concret par un ensemble (n° 8).

64. LEs pALLAGES SONT DES couverTURES. — L’oBjet de ce numéro est d’établir
la proposition suivante : Tout dallage K d’une multiplicité différentiable M est
une couverture de M. D’aprés le théoréme 12 (n° 28) cette proposition a pour
corollaire la suivante : les classes d’homologie de M sont identiques a cellesde K.
Soit N la dimension de M; nous ferons I’hypothése que ces deux propositions
sont applicables aux multiplicités mn & N — 1 dimensions. Tout dallage posséde
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manifestement un cycle unité; il s’agit donc de prouver que l'intersection de K
par chaque point z de M est un simplexe; nous distinguerons trois cas.

. a. Cas ot z est étranger ¢ M et auzx divers | X™*|. — Nous pouvons tracer
dans M une multiplicité m 4 N — 1 dimensions qui contienne x et qui soit en
position générale par rapport &4 K; K.z est identique 4 K.m.z. Or K.m est
un dallage, donc une couverture de m; par suite K.m.x est un simplexe.
Donc K.z est un simplexe.

 b. Cas ot xest l'un des pornts | X™*|. — Soit ¢ un voisinage de x=|X"|

ayant les propriétés que voici : ¢ est homéomorphe & uneboule 4 N dimensions;
Ia frontiére m de ¢ est homéomorphe a une sphére & N — 1 dimensions; m est
une multiplicité de M, en posmon générale par rapport a K; ¢ et m sont
étrangers & tous les | X»#| qui ne contiennent pas z; m rencontre tous les | X## |
qui contiennent x, sauf |X™|. Par hypothése K.m a les mémes classes
d’homologie, AZ® et AZ¥*, que la sphére m; or le complexe abstrait de K.z
s’obtient en adjoignant aux éléments du complexe absirait de K.m un élément
4 N dimensions, qui est la dérivée de chacune des formes de K.m qui consti-
~ tuent la classe Z"*; donc K.« est un simplexe.

¢. Cas oit x est un point de M. — Soit ¢ un voisinage de = ayant les propriétés
que voici : la frontiére m de ¢ est homéomorphe a une boule 4 N —1 dimen-
sions; m est une mulupllclte de M, en position générale par rapport a K;
les | X7*| que m rencontre sont ceux auxquels x apparhent Puisque m est
simple, K.m est par hypothése un simplexe. K.z, qui est isomorphe & K.m,
est donc un simplexe.

65. ANNEAU b'HOMOLOGIE b'uNE MULTIPLICITE M A N DiMENsioNs. — Puisque tout
dallage d’une multiplicité constitue une couverture a supports simples de cette
multiplicité, la connaissance d’un dallage d’une multiplicité permet de
construire l'annean d’homologie de cette multiplicité, par application du
théoréme 15 (n> 36 et 37). En pratique, il sera souvent plus commode d’uti-
liser seulement le théoréme 12 (n° 28) : d’aprés ce théoréme les classes d’homo-
logie d’une multiplicité s’identifient aux classes d’homologie d’un quelconque des
dallages de cette multiplicité; on déterminera la loi d’intersection de ces classes en
construisant deux dallages de la multiplicité, en position générale l'un par
rapport a l'autre, et I'intersection de ces deyx dallages.

De cette construction résultent les propositions suivantes :

a. Cycles de M de dimensions supérieures ou égales ¢ N. — Tout cycle de M
a plus de N dimensions est homologue a zéro. Si M <0, tout cycle de M a
N dimensions est homologue a zéro. Si M=o et si M n’est pas orientable,
M posséde une classe d’homologie non nuile 2 N dimensions Z*: on a 2Z*~ o.
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Si M= o et si M est orientable, M posséde des classes d’homologie a N dimen-
sions, qui sont les multiples AZ" d’une classe ¥y AL o si As£o.

b. Identité du groupe d’homologie B? et du groupe de Betii (") by_p de M,
quand M=o (cf. n° 39, remarque 2). Supposons M = 0. Supposons ou bien-
que M est orientable, ou bien que les coefficients utilisés sont les entiers mod 2.
Soit K un dallage de M; notons le complexe K en notation inférieure (n° 30),
c'est-a-dire écrivons @y, , au lieu de X»*; K devient un complexe k qui vérifie
les conditions a, b, ¢, d du n° 39; les cycles d’une classe d’homologie Z#-* de K
deviennent les cycles d'une classe d’homologie 5y, . de k; or les Z/= sont les
éléments du groupe d’homologie B* de M, les zy_, . sont les éléments du
groupe de Betti by_, de M; nous venons donc de construire un isomorphisme
de ces deux groupes; pour exprimer que Z"* et zy_, , se correspondent par cet
isomorphisme, nous écrirons (en utilisant une notation utilisée au n* 40 dans

un cas analogue)
e
SN——p,a ~ 7&" ]

Z" étant celle des deux classes = Z" de BY qui correspond a la classe 1 de b,.
On établit aisément les formules analogues a (57) (n° 40)

2 Ag 7r.8

> . 4 7 N
EAL" Zrp 8 g L L1 f/
P

_ 0

(19) Z & 3/ R/ R R

c. Dualité de B’ et b,. — D’aprés la remarque 1 du n° 39, b, est le gronpe
des caracteres de B2. Donc, en vertu des théorémes de dualité de M. Pontrjagin
(A.-H., Anhang., 1.,§ 5,1n° 66, cas aet y), B”et b, sont isomorphes, quand les
coefficients utilisés sont les rationnels ou les entiers mod m. Do :

TrboneME DE DUALITE DE POINCARE. — Si M est une multiplicité orientable et
close (M = o), alors

1° les p*m* et (N — p )*"** nombres de Betti de M sont égauw;

2° les pmes et (N — p)#* groupes d’homologie de M sont wsomorphes, quand
les coeffficients sont les entiers mod m. '

St M est une multiplicité close (orientable ou non) et si les coefficients sont les

entiers mod 2, alors les p*™* et (N — p)?me groupes d’homologie de M sont
tsomorphes.

(1) Notre définition des groupes de Betti des polyédres (n° 89, remarque 1) équivaut
a celle qu'utilise A .-H. : 0 .
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Remarque 1. — Supposons M % 0. On peut définir de méme un isomor-
.' P : a4
phisme 3y_,~ % entre les classes d’homologie Z# de M et les éléments z,_, du

« groupe de Betti de M modM » (ourelativementa M:cf A.-H., Relatiozykius),
Le théoréme de Poincaré ne vaut plus. Mais d’aprésle théoréme 19 bis ’anneau
d’homologie de M est identique & 'anneau des pseudocycles de 1'ensemble
ouvert O=M —M, anquel s applique la généralisation du théoréme de
Poincaré qu’établit le numéro suivant.

Remarque 2. — La construction de 'intersection de deux classes d’homologie
de M au moyen de deux dallages en position générale (début de ce numéro),
uand on écrit ces dallages en notation inférieure, s’identifie & la définition
classique de Dintersection de deux éléments du groupe de Betti (A.-H.,
Chap. XI, § I) daos les deux cas o il est possible de définir I'intersection des
éléments du groupe de Betti : le cas ou les coefficients sont les entiers mod 2 et

le cas ou la multiplicité est orientable. Il en résulte que I'intersection des
Ne—g . ZN—p'ZN—r]
~ T est Sprg—n" T-

deux éléments du groupe de

66. Domae D p'une murmiericiti M o N pivensions. — Indiquons sommai-
rement comment les conclusions du numéro précédent peuvent étre étendues
a un domaine D de M,

En précisant convenablement le lemme 8 (n° 47), on établit les propositions
sgivaotes : Toute classe d’homologie de l'intérieur de D contient des cycles
appartenant & des dallages de M. Etant donnés deux tels cycles, Z7' et 27,
appartenant 4 une méme classe d’homologie de I'intérieur de D, on peut

trouver une forme L#~* dont le support est intérieur &4 D, qui appartient & un
dallage de M et qui vérifie la condition Lot~ Zpt 702, .
On tire de ces propositions les conclusions suivantes :

a. Cycles de l'intéiieur de D de dimensions supérieures ou égales ¢ N. — Tout
cycle de |'intérieur de D a plus de N dimensions est homologue a zéro. 8i D
contient des points de M, tout cycle de l'intérieur de D & N dimensions est
homologue 4 zéro.

Si D ne contient pas de point de M et si D n’est pas orientable, 'intérieur
de D posséde une seule classe d’homologie 4 N dimensions non nulle, Z¥;
onaaZ'~vo,

Si D ne contient pas de point de M ct si D est orientable, s intérieur de D
possdde des classes d’homologie & N dimensions, qui sont les multiples AZ"
d’une classe Z¥; AZ¥»C o0 81 A 5% 0.

b. Identité du groupe d'homologie B¢ de U'intérieur de D et du groupe de
Batti by _, de D, quand M.D = 0. — Supposons que D est orientable, ou bien
* que les coefficients sont les entiers mod 2. En écrivant les dallages K de M en
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notation inférieure on obtient des complexes k vérifiant les co.nditi'ons a, b,
¢, d du n° 39; on transforme ainsi les classes d’homologie de 'intérieur de D
en éléments du groupe de Betti de D (pour la définition du groupe de Bf:tt1
de D, voir A.-H., Chap. IV, § 1, n° 9); cette transformation constitue un iso
morphisme du groupe d’homologie B? de I'intérieur de D et du groupe de
Betti by, de D; pour exprimer que les éléments Zr de Br et 3y, de .bN_,, se
correspondent, nous conviendrons, comme au numéro précédent, d’écrire
/4

SN—p ™~ ﬁ;
les formules (19) valent & nouveau.

c. Dualité du groupe G des pseudocycles d p dimensions de D et du groupe de
Betti b, de D, lorsque les coefficients sont les rationnels ou les entiers mod m. Dire
que ces deux groupes sont duals (A.-H., Arkang I, § 5, n° 64), c'est affirmer
les deux propositions suivantes :

a. Si Z7 est un pseudocycle de D tel que ZPp< o, il existe un élément z7
de b, tel que Z*.3,000; »

B. Si z,est un élément de b, tel que 3,0¢ 0, il existe un pseudocycle Z# de D
tel que Z7.z,0¢ 0.

Démonstration de a. — Puisque Z’pCo, on peut trouver un ensemble
bicompact 3 de points de D tel que Z?.Bp<o; il existe un polyédre P tel
que BCcPcD; on a Z7.Poj; dlaprés la remarque 4 du n° 39, il existe un
élément z, du groupe de Betti de P tel que Z°.z,00 03 2, conslitue a fortior:
un élément du groupe de Betti de D; la proposition « est donc exacte.

Démonstration de 3. — Soit 3, un élément non nul de b,; soit P ,) une suite
de polyédres possédant les propriétés suivantes :
z, appartient au groupe de Bettide P,); P,,_,,CP,; limP, =D, D’apreés
. V> o

la remarque 1 du n° 39, puisque z,0C 0, il existe des classes d’homologie Z7***
de P, telles que Z7*™*.z,00 0; on en déduit aisément qu’on peut trouver une
classe d’homologie Z* de P ,) possédant les propriétés suivantes :

. Y. goGo0; LIPS TPV, P ).
Ces 27 définissent un pseudocycle Z¢ de D; Z¢.5,0¢ 0 : 1a proposition § est
établie.

Les résultats obtenus, complétés par le théoréme de dualité de Pontrjagin
(A.-H., Anhang 1, § 5, n° 66) fournissent la conclusion suivante :

GENERALISATION DU THEOREME DE DUALITE DE POINCARE. — Supposons M.D vide.
Choisissons comme coefficients les entiers mod 2 ou bien, quand D est orientable,
les entiers mod m ou les nombres rationnels. Alors le p*m groupe d’homologie B#
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de Uintérieur de D et le groupe 3" des pseudocycles & p dimensions de D sont
duals; ils sont donc isomorphes quand l'un d’eux a uneé base finie.

‘Remarque 1. — Quand D=M, B’ et ®” s'identifient au p*™ groupe
_ d’homologie de M et le théoréme precedent s'identifie donc au théoréme de.
duahté de Poincaré.

Remarque — Un autre théoréme de dualité de M. Pontrjagin [ The theory
of topologzcal commutatwe groups (Annals of Math., t. 35, 1934, p. 361-388,
th. 5)] permettrait, sans supposer que B7 ou 3"* a une base finie, d’afﬁrmer
que B? est le groupe des caractéres de 3" et vice versa, & condition toutefois
d’employer des coefficients convenables, qui ne constituent plus un anneau,
ce qui nous empécherait de définir l'intersection des cycles et celle des
preudocycles.

d. Cas ot D=M—m, m étant une multiplicité @ N —1 dimensions. —
Supposons M close. Sment Az et AZ" les classes d’homologie de dimen-
sions N—1 et N de m et de 'intérieur de D. Soit A,Z" la dérivée de s
dans M. On constate aisément que le groupe des classes d’homologie a
N dimensions de'M s’obtient en assujettissant celui de I'intérieur de D & la
relation A,Z"~ 0; done A,=o0 si M est orientable; A,===2 si M n’est pas
orientable. En d’autres termes : la dérivée de z"* dans M est nulle quand M est
orientable, est = 2Z" quand M n’est pas orientable.

" Exemples. — 1° D est P'intérieur d’un anneau circulaire (fig. 13). D est
orientable. En vertu du théoréme 19 bis (remarque), les pseudocycles de D

Fig. 13.

sont les multiples A%° du pseudocycle %° que définit un cycle unité et les
maultiples A%' du pseudocycle %'~ L'.D, L' étant la forme de D dont le

support est représenté ci-contre (| L! |CD) A% o et A%'nCo si AsZo.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 3, 1945. 25
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Les classes d’homologie de I'intérieur de D sont les multiples AZ? et AZ! de la
classe Z* et de la classe Z* qui contient le cycle représenté ci-contre; AlnGo

et AZ'nbosiAz=o; % . L~V

2* D est l'intérieur d’une bande de Mobius : conclusions analogues aux
différences prés que voici : D n’est plus orientable; la classe Z* ne différe de
zéro que si les coefficients sont les entiers modav; 2Z'~vo0; 2Z2~v0;
%2~ 12 sivestimpair; 37~ o siv est pair. '

II. — Exemple des espaces projectifs.

Soit P™ l'espace projectif a2 N dimensions; soit P un hyperplan a
N — 1 dimensions de P™'; nous allons, par un procédé récurrent, déterminer
I'anneau d’homologie de P, tout en précisant la position de P™* dans P™.

Notations. — Nous définirons la structure d’un anneau d’homologie par
'énumération de ses éléments et I’énoncé des relations ne résultant pas d'elles-
- mémes de cetlte énumération : par exemple, pour désigner I'anneau dont
les éléments sont Z* et AZ?, vérifiant les relations 2Z*~vo, AZ*X0 si
Az£o, 12,2~ 0, L*.77~ o0, 7?.7°~ 0, nous nous contenterons de dire :
I'anneau {22, AZ" ).

67. APPLICATION DES CONCLUSIONS DU PARAGRAPHE I pu cHapiTRE IV. — Les deux
numéros précédents permettent d'appliquer le paragraphe I du Chapitre IV &
la figure que constitvent un espace projectif 4 N dimensions E=P™ et un
hyperplan 8 N — 1 dimensions F = P"~" de cet espace; O = E —F est homéo-
morphe 4 D'intérieur de la boule 2 N dimensions. Nous distinguerons le cas
N pair et le cas N impair.

a. La figure que constituent E = P*", F =P2"=1), — E est une multiplicité
non orientable et F est une multiplicité orientable; donc, d’aprés le n° 63 a,
les éléments de dimension 2n de & sont Z" et les éléments de dimension
an—1 de & sont As*!. D’aprés le n° 52 et la remarque 2 du n° 47, O est
l'anneau {AL*}; d’aprés le n° 66 d, G est I'idéal {2 A0}, 1l résulte de ces
faits, d’aprés la relation (2) 6,2~ /G, que &, est ’anneau { Z*"}.

D’aprés le n° 48, F, se compose des éléments de F dont la dérivée dans E
est I’élément nul de G; done, vu le n° 66 d, F se compose des éléments de F
de dimensions inférieures & 27 —1 et des éléments Az*"! tels que 2A =o;
cette relation 2A = o n'est d’ailleurs vérifiée que si les coefficients sont les
entiers mod 2v et si A =v.

De cette structure de &, et de F, le n° 46 nous permet de déduire que & se
compose des éléments suivants :

1° un élément 72" (vérifiant les relations 22¥"~u 0 et Z*.F~u0);
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- 2° si les coefficients sont les entiers mod 2v un élément 7> * (vérifiant les
relations 222" *~vo et Z** F~uvs* ),
. 32 enfin des éléments Z7¢ de dimensions g<_2n— 2, tels que les Z8.F
soient les divers éléments de F de dlmensmns qgL2n—2.

b. La figure que constituent E=P1*"+' et F= P*", — E est une multipli-
cité orientable, F est une multiplicité non orientable, doonc, d’aprés le n°635 a,
les éléments de dimensions 2n -+ 1 de & sont AZ2"+' et les éléments de dimen-
sion an de & sont 3",

' Fig. 14.

¥(x)

indice +1
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D’aprés le n° 52 et la remarque 2 2 dun° 47, O est'anneau{ A7>*'|. D’aprés
le n° 66d, G est vide; (3) s’écrit donc F = F et (2) s'écrit © &, : &, est
Panneau {AZ’"“ |8 D’apres (1) & se compose donc des éléments suivants :

1° AZ'; 2° des éléments Z7-# de dimensions ¢ Z2n tels que les Z¢3.F
soient les divers éléments de &

On déduit par récurrence de ces résultats les conclusions suivantes :

a. Classes d’homologie de dimensions paires. — P™ ne posséde pas de classe
d’homologie Z*” (autre que Z°) quand les coefficients sont les rationnels ou les
entiers mod2v + 1. Si les coefficients sont les entiers ou les entiers mod2v,
P®™ posséde, quel que soit 2p~ N, une classe d’homologie unique Z*; 222’ ~o;
22 contient des cycles qui sont chacun la somme d’éléments distincts d’un
dallage de P™, les supports de ces éléments constituant un hyperplan &
N — 2p dimensions; si F = P™ est un hyperplan quelconque de-P™, sa classe
d’homologie de dimension 2p= n est 7¢IV,

B. Classes d’homologie de dimensions impaires. — D'une part les classes
d’homologie de P"+" de dimengion 2n+ 1 sont AZ***', D’autre part P™ ne
peut posséder de classe d’homologie Z*#+* telle que 2p + 1 <N que si les coef-
ficients sont les entiers mod2v. Dans ce cas P™ posséde quel que soit
2p+1<N une classe d’homologie unique Z*r+'; 2aZ¥+~Lo; Z2+' contient
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des cycles qui sont chacun v fois la somme d’éléments distincts d'un dallage de
P™, les supports de ces éléments constituant un hyperplan a8 N— 2p— 1 dimen-
sions; si F=P® est un hyperplan quelconque de P™ sa classe d’homologie de
dimension 2p+ 1< n est Z*»+' |F; si F = P"+") est un hyperplan quelconque
de P™ et si ses classes d’homologie de dimension 2n+1 sont Az***'  on a
Zan+1 R ~u g2t )

68. APPLICATION DES CONCLUSIONS DU PARAGRAPHE I pu cHAPITRE V. — Le n° 67
permet de déduire de la loi d’intersection qui régne dans I’anneau d’homologie
de P™" laloi d’intersection qui régne dans I'anneau d’homologie de P™,
exception faite de la loi qui permet de calculer les intersections Z¢.Z". Or le
n* 67 a montré que la classe Z” (et la classe Z7) contient un cycle constitué
par A fois (. fois) la somme d’éléments distincts d'un dallage, les supports de
ces éléments constituant un hyperplan 4 N — p (4 p) dimensions ; nous pouvons
supposer que ces deux cycles appartiennent a4 deux dallages en position géné-
rale l'un par rapport & lautre; il suffit d’envisager comme au n° 63, l'inter-
section de ces deux dallages pour conclure Z¢ . ZN"~U A nZ".

D’od, par un raisonnement de .récurrence, les résultats svivants :

Si les coefficients sont les entiers ou les entiers mod2v, Z*~ (Z*)?[ot (Z*)
est 'intersection de p classes identiques a Z?].-
Si les coefficients sont les entiers modav :

220+ 727 ~ vZN, quand 2p +29+1=N, .
22pH1 127 ~ L+27+Y . quand 2p + 29 +1<<N,

enfin
2P+ 220+~ y2(Z2)PH0H

en tenant compte de la relation 2Z*~ o on donne a cette derniére relation la
forme suivante :

si v est pair,. L2+ 729+ ~ 0,
si v est impair, Z2p+y 72041~ (Z2)PH0+1,
69. Concrusions. — Cas ou les coefficients sont les rationnels ou les entiers
mod2v—+1 ¢

L’annean d’homologie de P*" est { AZ°}.

L’anneau d’homologie de P?("+*) est { AZ°, AZ*"+' .

Cas o les coefficients sont les entiers :

L’anneau d’homologie de P®" est | AZ°, 22, (Z*) (Z2), ..., (2*)}
L’anneau d’homologie de P+ esl{ AL", 22, (1, (Z2). ..., (2%, AZ*+ ),

Soient Z* et z* les classes d’homologie de dimension 2 de P™ et de son
hyperplan F; on a 3>~ Z2.F.
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Cas ou les coeffficients sont les entiers mod 2v, v étant impair :

" L’anneau d’homologie de P®*" est { AZ*, Z', (Z')*, (L"), . . . ,(L")**~", (Z")*"}.
L’anneau d’homologie de P*"+ est { AZe, Z*, ('), (Z')*, ..., (Z*)*", AZ*"+' },
ol (ZQ )2n+l ~AUYZInH '

Soient Z' et 5* les classes d’homologie de dimension 1 de P™ et de son hyper-
‘plan F, on a 5'*~Z* F.

Cas ou les coefficients sont les entiers mod 2v, v étant pair :
L’anneau d’homologie de P*" est

, {AZ, Z', 22, 0. 22, (Z2), L' (22)%, (22), ..., 2 (22, (22,
ou
(Z1)? ~ o.

- L’anneau d’homologie de P>+ est

{A_ZO’ ZI’ z2, Zl.Z!’ (Z!)E’ Zl.(Z‘Z)‘Z, (ZZ)S, ceny Zi.(Zz)n—i, (Zﬁ )n’ AZ2n+1 ;,

(Z')?~ o, Zr, (Z2)7 ~ y L2+,

Soient Z! et Z?, 3* et 3? les classes d’homologie de dimensions 1 et 2 de P
et de son hyperplan F; on a

st~ ZF, 22~ Z3F.

III. — Nombre des domaines en lesquels un ensemble fermé de points
d’une sphére décompose cette sphére, d’aprés un Mémoire de
M. H. Hopf (*).

70. Soit E= S™ la sphére 4 N dimensions; soit F un ensemble de points
de S™; D=E —F se compose de d domaines disjoints D,, d pouvant étre
infini. Soit @, 'anneau d’homologie de I'intérieur de D,; O est la somme
directe des @, (n° 80, rem.). D’aprés le n° 66 a, le groupe des éléments de
dimension N de @, est { A{™*}; tout élément de dimension N de @ peut donc

étre mis d’une et d’une seule fagon sous la forme EAG‘CN’“, le nombre des A,

. &%
non nuls étant fini; les éléments de dimension N de G sont ceux de ces éléments

qui vérifient la condition A,=o; enfin &, est I'anneau {AZ].

-3

(1) Systeme symmetrischer Bilineaformen und euklidische Modelle der projektiven
Riume, Satz 1V (Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich,
L. 85, 1940, pp. 165-177).
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Dongc, d’aprés (3), le groupe des éléments de dimension N —1 de & est la
somme directe de d — 1 groupes isomorphes a celui des coefficients; 'élément
.général de ce groupe peut étre représenté par.une expression ZAaz““'“, ou

]
ZA,: o; d’autre part, d’aprés (2) et (3), il existe un isomorphisme entre le
. ‘
groupe des éléments de & de dimension p et le groupe des éléments de © de

dimension p—+1, pour 1ZpN—2; or O est la somme directe des @,;
donc le groupe des éléments de F de dimensions p comprises entre 1 et
N—2(1ZpLN—2)est la somme directe de d groupes F,; F, se compose
de ceux des éléments de & qui ont une dimension positive et dont la dérivée
dans E appartient & ®,; donc, d’aprés le n° 80, F, est un sous-anneau de % ;
D'intersection d’un ¢lément de F, et d’un élément de F 5 appartient & la somme
F,UFgde F et Fgsi la dimension de cette mtersecuon estinférieure AN —1;
si cette dimension est N—1, cette intersection est un élément du type
A(F— N,

En résumé nous obtenons le théoréme suivant, que M. H. Hopf avait prouvé
dans le cas ou les coefficients sont les entiers mod2 et dans le cas ou F est une
multlphcue orientable.

TukoriMe 20. — Soit F un ensemble fermé de points d’'une sphére a N dimen-
sions, qui décompose cette sphére en d domaines; Uanneau d’homologie F de F
est la somme directe des groupes suivants : '

1° le groupe des éléments de dimension nulle de ¥

2° d sous-anneaux F, de 7, dont les éléments ont des dimensions p comprises
entre 1 et N —2 (1 ZpZN—2);

3¢ le groupe des éléments de dimension N —1 de &, qui est constitué par des

elements du type ZA“" * ol ? A,=o, et qui est donc la somme directe de
d —1 groupes zdenttques a celut des coefficients,

L'intersection d’un élément de F , par un élément de 5, appartient a F,U F g s
sa dimension est injyérieure @ N — 1, est du type A (z™" - %) si sa dimension
estN —1. '

CoroLtaRe 20,. — 8¢ I n’a pas de classe d’homologie de dimension N —1,
alors O = E — I est connexe.

CoroLtaire 20,. — 5S¢ Fest homéomorphe & une sphére ¢ N — 1 dimensions,
alors O =S™ —F se compose de 2 domaines (théoréme de Jordan-Brouwer,
voir A.-H.).
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CoroLtaRe 20,. — F ne peut étre homéomorphe au plan projectif @ N —1
dimensions P~ (H. Hopf).

Démonstration. — Choisissons comme coefficients les entiers modz2; P
posséde un cycle unique & une dimension z*; si P™" était homéomorphe & un
ensemble de points de S®, 3* devrait appartenir & I'un des &,, ce qui esl
impossible puisque (3*)*"'nCo. :



