
LOUIS ROBIN
Complément à l’étude des mouvements d’un liquide visqueux illimité
Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 23 (1944), p. 91-96.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1944_9_23__91_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1944_9_23__91_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


\

“ÉTUDE nes MOUVEMENTS D’UN LIQUIDE VISQUEUX ILLIMITÉ. 91  v—îr

Complémentà l’étude des mouvements d’un liquide wi.squeux illimité;

PAR Leurs ROBIN.

Le présent Mémoire est le développementd’une Note aux,Comptes rendus de

l’Acudémie des Sciences de MM. Jean Leray et Louis Robin, présentée le
5jûillét 1937. .

Il fait également suite à l’article Sur le mouvement d’un liquide visqueux
emplùsant l’espace, par J. Leray (Acta Math., 63, 1934, p. 193-248). En
particulier, la définition de la régularité du mouvement que nous adoptons est
celle admise dans cet article (p. 21 7).

‘

Il s’agitd’un travail effectué en collaboration, mais, par suite des circons-
tances, ce Mémoire a été rédigé par M. Louis Robin seul.

Notations. —— t désigne le temps, t: o l’époque initiale, a: un point de coor—
données (x., x,, x,), (l,-(œ, .‘) est la vitesse du liquide, u,-(æ, e) est donné.
Un élément de volume engendré parc: est désigné par 8313; v est le quotient du
coefficientde viscosité par la densité, W(t) est l’énergie cinétique de l’ensemble
du liquide à l’instant t, divisée par la densité 9.

On utilise la convention de l’indice muet : un terme où un indice figure
deux. fois représente la somme des termes obtenus en donnant, à“cet indice,
successivement les valeurs 1, 2, 3.

'

l. Lexum SUR LA REPARTITION DE L’ÉNEHGIE CINÉTIQUE. — Énoncé. — Soit une
fonction Mac), définie dans tout l’espace, partout positive et de gradient borné.
Soit A(7\) l’ensemble des points et: où X(œ) > )… Soit un mouvement u,—(;r, t)
régulier pour 0 < -têt. . Si l’on a

(|) , liminf. À Ill-((L‘, o) u,(æ, o) 8w= o,
' '

‘A—>+a . A(),)

alors, il existe une suite )…, indépendante de t, convergeant vers +œ, telle
que
(a) ’

7…Æ1
u;(æ, Ou,—(œ, t)8æ—>o (oêtâl,),

_ A0.)

cette convergenceétant uniforme par rapport à t.
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(Cet énoncé est exact tant que le mouvement reste régulier; s’il devient irré—
gulier, il existe au moins une solution turbulente qui vérifie cet énoncé.)

I)émonstr'.atwn —— Soient deux valeurs l’, A” deA, 7’ <7J’; \'D \,” les deux
ensembles correspondants.

Nous procédons de f:a«on analogue à ce qui est fait au paragraphe ‘.27 de
l’article précité de M. Jean Leray dans les Acta, p. 232-234.

Nous introduisons la fonctionf(æ) suivante
f(æ)::o, pour 7.(æ)ê7.’,

f(a;) :% pour 7.’g7.(æ)gl”,
f(w)=1 pour 7t”57l(æ).

Soient N la borne supérieure du gradient def(æ) et*ÿw le maximum de

[Æ
tt,—(a:, t’) tt,—(a:, l’) 613 quand t’ varie de o à t.

A’—A"

Nous avons (pour 0 < t_<_ t,)

fdt'Æf(>“’““‘”""’“3jj”ô+-âÆf<v>m(æ.t>w(æ.t)ôæ
_

=…Æ;………,o)…(æ,o)aw_ufdt'Æ,_n"f(‘”’uu.<x,a>ôLggfla.
+ %];tdt'Æ'_rdäïî’p(æ, t')u,(æ, t')ôæ

'

+;[ldz'Æ,_A""{;;Ï’ u;<æ. _z‘)‘ …(æ, t') …(æ,
t'>ôag

Nous en déduisons l’inégalité suivante qui remplace (5.2)de l’article
précité .

, .

-î !
-l- ” ui(x, !) m(.r, t)ôæ< 1Æm(w, o)u;(æ, o)ôw+ ”,,—M“—, J(t’)dt’ '

2._ A" 2 A! —

)\ — I. '

, .

| Ml“? '
,

_ __
,+

:O—

7—————_,,_}_,f dt
[fil—Al'li-(œ, t

)ôæ]
1

M ?+ ”L‘/.!dt'[” —l—lti(æ, l’) tt,-(w, l’)
dx]

.
l‘. — /

0 AI_A'I 2 (

d’où l’inégalité ci—après, qui remplace (5 . 7 ),
l ." l '.

;Æ u;(w, t)u,-(w, l)dæ< ;Æ u;(æ, o)u,(æ, o)_ôæ
A” _

lMW‘(o)w
(27!)"%(7———” 7”)

   
ul—

:

1t’ [n*thr+ WÎ(o)J,
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cette'inégalité devient (5.7), quand X(æ) est la distance à l’origine des coor-
données, 7.’= R. , 71”: R, et quand on majore w par VV(o).r

_
, )u ' .

Prenons A': l— =71 )\, etant ‘une su1te conver cant vers +00 en sorte
2

n, / 7

que l,,flM u(x, o)u,—(æ, o)8æ tende vers Izéro; W tend vers zéro, car la
Mi») ’

_,

rég1on A' A”séloigne indéfiniment.
x.:.Nousavonsdonc

.- ,.

. I. . -- .
“11111 ——'—'> (l,—((L‘, !) u;(a:, !) ôæ= 11111 A,,Æ (L,—(œ, !) tt,—(a:, t) o.1::: o.n)» 2 ._ A(2),fl) u->æ A(),

_II

2. NOUVEAUX CAS 1111 RÉGULARITÉ. —— Énoncé. — Soit un mouvementdont l’état
initial vérifie(1); supposons, en outre, l’une des conditions suivantes, réalisée

pour o<t<t,.
a. En tout point a:, la vitesse est inférieure'& une fonction linéaire de X(æ),

à coefficients constants.

“b. En tout point a:, le tourbillon est inférieur à une fonction linéaire de 7r(æ),
à coefficients constants.

Alors, ce mouvementest régflier pour 0 < tî t. .

Démonstration. — 1° Les formules classiques, qui donnent la vitesse en
_fonction du tourbillon, vont d’abord nous montrer que b. est un cas particulier
de a. '

En effet (of. H. VILLAT, Leçons sur la théorie des Tourbillons, 1930, p. 25),
nous avons   î(a:) ! «rad>lAS—î’dt’+l ; aÎ'A(Ÿ’/\Ÿ’)d’: _ .. .- _ r—-r- .— - d‘

les lettres accentuées désignent les valeu1s des vecteurs au point variable æ’.
Prenons pour 8 une sphère de centre-x et dont on fait varier le rayon de 1

à 2. En prenant la moyenne, il vient
- ”+ —> 1

’ —‘n —>[ V(æ)dp=V(æ)= —f dp /[Îgrad…— /\£2’rl‘:'
1

27:
1

t v "
[

 
.» | —.> _—_>+ ,—— grad…— /\ (\“/\ N’) dî'.4“ 1<r<2. ”

‘?.
'

_ —>

En dés1gnantpar V et [2 les longueurs des vecteurs V et Q, nous avons

V(æ) =Æ/â fouet. (.1:,'.—z-’)Q(æ’)ôæ’+,——1Æ(fonct (cv, J') V(—È') ôÆ/;… I /
Journ. de Math tome XXIII. — Fasc.2,1944.13
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d’0ù ‘

"'_'.!l.'. j{1 ,- )1» ;},f,‘; -,_sl Iî!f(]
‘ l _. .

V(æ) <const. 1naxSä(x’) "+.c011s1'.‘w“i(o«)_, »

,; —-= ‘. _.f'1_‘=tHtûl1
rê2 '

V(w)< const. [a 7.(w) + bl + const.“”(o),

l(æ) étant à gradient borné.
_ _ _ _ _ _

\
_, __, _ .

. —

_ _.l …. .._.…_

2° Restent donc à examiner les conséquences de la conditiona:»Soü'fünc
constante arbitraire 71. Si un point a: est étranger à A(A+ 1)_, la vitesse en et
point est, par hypothèse, inférieure ‘a ok + b (a et [) constantes;_do‘nnéæ).

'

Si un point 29 appartient à A(71 + 1), il est à une distance"qüi & une born1
inférieure non nulle de la frontière de A(71).

-.‘ /Ï L'Posons _’ .
«_

_
' f'-'= 1-1: _È1::11(111,(/.)= max tt,—(a:, t) u,.(x, !) 3.1}. .

O<t<t A(1) um‘q

D désignant l’espace entie‘r,T,,(æ—y, t—t’) désignant le teæe‘1fl‘Ïoflfla- mentalde M. Oseen, tel que '’'" ""

-

' '

, ê_ziE(r, r—t) a-d>
47Ï ri/(xT.}J I—t)=

2 v(t—— l') + dæ,d.’zt,—
' ' ": äÎ

!" . … . "'Ï'f‘. '

_ 67m 1
"

L(I',Î—ËI)=————L’ ®=—_f E(a,t—l’)da,
[v(t——l’)|" ' °” —' '_ »»»:M

3.'.É "€”.—i

les composantes de la vitesse du fluide peuvent s’écrire [cf. formule (3.2), p. 218 de l'
article

précité de M. J. Leray] g, , ,,;g

_'_"
' ..-_ «mm

"(% t)= _]—
Æ‘e

il“t(% 0)3)'
871" l’(1:t)’

dT-,fd"Æ_A(NTz/(JJ—ht—t’)u/(J'"))"kU")"y 1,1. ,.

()L1fCII/Æ…
Ti,—(r—1,t—t')_u,-(',I’):t,(),l’)ô) ‘

Nous en déduiSons la majorante suivante pour la vitesse en; tout point au

de .\(1+1) [cf. l’inégalité (3.5), p. 221 du même article]
’

B+ Aflf
n))(tl)

. ”(") dl’,
|…_ “(t—">" 

où A est une constante numérique, B une constante dépendant de ’étatinitial
où { X Y } désigne la plus petite des deux quantités X et Y_ et

‘12(_z)
le maximum

de la vitesse à l’instant t.
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'.zDbnc, VÇt).-cst inférieure à la plus grande des quantités (171 + b et 

   B+Af (”(l')
|; " Yl()\)’ ., I

Ev(t——MF ”““”,
Parsuite,

.
_' , ,-. ‘ü(t)<*a7l+b, pour oêt_£_t,,

si
. .

a7.+b>B+Af1l“/‘+b),; ÏÎ(")l,2$dt'.. ° l'[v<_t—t>F”“’,
et, a fortiori, si

.. +“ .2 ..

...+b>B+Af ;ŒL—rf_>, gg;—g(‘vt)"

{"… “__îl - 3A ’
-

_B+—-—n“’
(Â)(aÂ+b)ä=B+—(a7.+b)[n(üal+b)l

 dt' '

 

__|—-

‘ "‘-:} .Jiiquiest toujourspossible, puisque limite inférieure An.—_—— o, pourA——> 00

(lemmeci—dessus).On peut donc prendre 7. assez grand pour avoir ‘Û(t)<a7.+b.
Donc ‘U(t) reste borné, et le mouvement est régulier pour 05 tât..

_

5. RÉGULARITÉ DES MOUVEMENTS AYANT UNE.S_YMÉTRIE DE REVOLUTION ET DES vmsssss
artifice DANS LES-PLANSMÊRIDIENS.- —— Énoncé. — Soit un état initial de vitesses
U;(x) ayant le caractère suivant : il possède une symétrie de révolution et

>, toutes les vitesses rencontrent l’axe de révolution. La vitesse est supposée de
duré— sommable dansl’espace entier, de quasi-divergence nulle. Nous savons
qu’à cet état initial, corresp0nd au moins un mouvement ayant le même

caractère.

…TnÉonÈua.
— Ce mouvement ne devient jamais irrégulierquand la condition (1)

est vérifiée, 71 y représentant la distance à l’ame de révolution, c’est—à-diresi

lim inf. q0 U,—(a‘)U;(æ)ôæ=0,
'70‘>°° '/o<'l

q étant la distance à l 'axe de révolution.

Démonstration. — Un théorème de MM. J. Pérès et J. Avanessoff ((” R.
Acad. Sc., 198,1934, p. 538) affirme que la condition 1). du paragraphe2 est
réalisée.

Pan-age à la limite \) —> o. — Supposons, en outre, qu’à l’instant initial le
quotientdu tourbillonpar la distance à l’axe est borné. Faisons tendre vers zéro
le coefficient de viscosité. Le mouvement étudié tend vers une limite. Ce mou-
vement limite, défini pour toutes les valeurs positives de t, obéit aux lois des
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liquides parfaits. Il est à symétrie de révolution et les vitesses sont situées dans
les plans méridiens. ‘

4. COMPLEMENTS. — 1° La relation suivante-duparagraphe2

" îîl A ... .—.æ A<m:)(d“): 37, î2,,lac.c;
(

Üï tSr52°ra '”r ‘ ,

, ,

et l’inégalité qui en résulte
' '

1
“7 (*”) < const. max$2(.æj)+ const. \. r-1 (o),

PS?

établissent quil suffit que le tourbillonsoit borné, pour que la vitesse le soit,
donc pour que le mouvement correspondant soit régulier.

2° Il en est, en particulier, ainsi, à tOut instant, si les données initiales lU,—(æ) -

sont régulières et si, quel que soitt, les équations de compatibilité cinématiQue
(équations obtenues en éliminant la pression des équations de Navi‘er) sontde;
la forme . . ,, …;

;: __
du,— .

‘
, ,

» AZ,—= —li, c’est—à-diresi %,—

35,—
= o,

les E,— désignant les composantes du t0‘urbillon. ‘
En effet, la démonstration de MM. Pérès et Avanessofl' (C. B.. Acad. Sc.,

t. 189 et 198, est entièrement valable dans ce cas.
011 a alors une relation entre les composantes de la vitesse, au =f(u., u,,fit)..
Le cas des mouvements plans, qui rentre dans cette catégorie,

correspondà u., _—.o
Il résulte de la Thèse de M. Jean Leray (Journal de Mat/zémattqaes, 9° série,- ,

1_‘2, 1933, p. 64--82) que le théorème du paragraphe 5 ci—dessus s’applique
aussi aux mouvements plans illimités, l(æ) représentant la distancea l’origine

6.5des coordonnées.


