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UNE GENERALISATION DES ESPACES COMPACTS. 65

Une généralisation des espaces compacts;

Par Jeax DIEUDONNE.

On sait 'importance qu’a prise, dans les travaux de Topologie de ces
derniéres années, la notion de recouvrement ouvert d’un espace topologique; la
position prédominante occupée en Topologie par les espaces compacts (') tient
a la propriété fondamentale des recouvrements ouverts d’un tel espace,
exprimée par I’axiome de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert, on
peut extraire un recouvrement fini, c’est-a-dire composé d’un nombre fini
d’ensembles. Nous abordons, dans ce travail, 1'étude d’une catégorie plus
vaste d’espaces topologiques, caractérisés par une propriété moins restrictive
de leurs recouvrements ouverts. Nous montrons en particulier-que ces espaces,
“que nous proposons d’appelér paracompacts, sont des espaces normaux; inver-
sement, un espace normal n’est pas toujours paracompact, mais il en est ainsi
des espaces les plus usuels, par exemple des espaces métriques ayant une base
dénombrable (*); d’autre part, ces espaces jouissent de propriétés qui les
rapprochent -encore des espaces compacts, en ce qui concerne les structures
uniformes compatibles avec leur topologie.

(*) Nous utilisons, dans ce travail, la terminologie et les notations des Eléments de
Mathématique de N. Bourbaki (Actual. Scient. et Ind., n°s 846, 858, 916 et 934). En
particulier, les espaces que nous appelons compacts sont ceux dits bicompacts dans la
terminologie d’Alexandroff et Urysohn : le développement de la Topologie générale et de
ses applications & ’Analyse montre de plus en plus que c’est cette notion qui est fonda-
mentale, et non celle d'espace « compact » au sens de M. Fréchet; les espaces « compacts »
au sens de M. Fréchel, mais non « bicompacts », sont en effet pour la plupart térato-
logiques. C’est pourquoi de plus en plus nombreux sont les mathématiciens qui, a 'exemple
de N. Bourbaki, réservent le nom d’espace « compact » a ceux qui sont vraiment utiles en
Mathématiques, c’est-a-dire aux espaces-« bicompacts » d’Alexandroff et Urysohn.

() On- sait que ces espaces ont été qualifiés de « séparables » par M. Fréchet; c'est la
une terminologie qui est assez facheuse, car, d’'une part, elle ne suggére aucune image
correspondant 4 la notion qu'elle désigne, et, d’autre part, elle risque d’engendrer de
regrettables confusions avec les « axiomes de séparation » des espaces topologiques, qui
ont trait & un tout autre ordre de questions. Clest pourquoi il serait souhaitable que
I’emploi de ce terme fuit complétement abandonné.
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1. Par recouvrement d’un espace topologiqu'e E, nous entendrons toujours,
dans ce qui suit, un recouvrement ouvert, c’est- a-dire une famille ® d’ensembles :
ouverls A, de E (ot 'indice « parcourt un ensemble de pmssance quelconque);
telle que E soit réunion des ensembles A,. Nous dirons qu’un recouvrement K.
est ponctuellement finisi un point quelconque de E n’appartient qu*a un nombre
fini d’ensembles du recouvrement R ; nous dirons que R est localement fini (*)
si, pour tout point z €E, il existe un voisinage V de x qui ne rencontre qu’un’;
nombre finid’ensembles de R. Unrecouvrement localement fini est evademment
ponctuellement fini, mais la réciproque est inexacte (*).

D’autre part, étant donnés deux recouvrements R, R’ de E, nous dlrons
que R est subordonné & R’ si tout ensemble du récouvrement R est contenu: .
dans un ensemble du reconvrement R’ (on ne suppose donc pas qne QR 8ot
extrait de R', c'est- a-dlre que tout ensemble de R soit -aussi un ensemﬁfe
de R'). . :

Cela. étant, nous appellerons espace paracompact tout espace topologxqae~;
séparé E, sansfalsant a I’axiome suivant : v N

Pour tout recouvrement R a'e E, il existe un recouvrement R! de E, ‘sh'b‘o'rda'dhéi‘
a R et localement fini. : ’ REEERE

2. TuioriMe 1. — Tout espace paracompact est n-or;nal

Nous procéderons en deux étapes, en montram successnvement qu *un espace
paracompact E : 1° est reguher 2° est normal. :

1° E est régulier. Soit en effet I un sous- ensemble fermé de E et 2.1 un poxn
n’appartenant pas 4 F. Pour tout xe,F il existe par hypothése (E étantv

(*) Cette définition est un peu moins restrictive que celle donnée par A. Weil ('pimr les:
espaces localement compactls seulement) dans son travail Sur les espaces, 4 structure:
umforme, p- 34 (Actual. Scient. et Ind., n° 501) : T

(*) Voici un exemple de recouvrement poncluellement fini, mais non localement ﬁm e
soit E I'ensemble des nombres entiers > o et du prexmer nombre transfini & de seconde -
classe, F 'ensemble des nombres transfinis de premiére et seconde classe, et du premuv:‘
nombre transfini @ de troisiéme classe. On prend sur E (resp. F) la topologie dans-
laquelle pour tout z =2 m (resp. z32Q), 'ensemble {z} est un voisinage de z, et.ou
un systeme fondamental de voisinages de w (resp. Q) est I'ensemble des intervalles fermég'—;
d’origine z et d’extrémité o (resp. ), = parcourant 'ensemble de tous les nombres <<w '
(resp. < Q). Soit G l'espace produit de E et de F, H le sous-espace de G-complémentaire. .
de (w, Q). Soit R un recouvrement de H oblenu en prenant pour chaque point (z, Q)
de Il le produit-de I'ensemble { x| par un voisinage de L, pour chaque point (w, y) le-
produit d’un voisinage de o et de { y }, pour les points (&, y) n'appartenant pasa la réunion-.
de ces voisinages I'ensemble {(z, y)}; il est immédiat que tout point de H appartient a
deux ensembles de R au plus; mais il existe un ordinal a tel que, pour tout y > a, tout A
voisinage de (w, ») rencontre une infinité des ensembles de R qui sont voisinages de
points (x, Q). ' )
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séparé ) un voisinage ouvert V. de z et un voisinage ouvert W, de a sans point
commun ;. considérons lerecouvrement R de E, formé des V_, ot « parcourt F,
et du complémentaire F’ de F: Il existe un recouvrement localement fini R’
subordonné & R ; la réunion U de ceux des ensembles de R’ qui rencontrent F
est un ensemble ouvert contenant F'; nous allons montrer qu’il existe un voisi-
mage V de a, ne rencontrant pas U, ce qui prouvera la proposmon Or, il
“existe par hypothése un voisinage W de a ne rencontrant qu’'un nombre ﬁm
A., A, ..., A, des ensembles de R'; chacun de ceux des A; qui rencontre F
est contenu par définition dans un V,, correspondant a un point 2;€F; si 'on
“prend. pour V Dintersection de W et des W, correspondant a ces pomts
V. est un voisinage de a qui ne rencontre aucun de ceux des A; qui ren-
5 (mtrent F'-a fortior:, V ne rencontre pas U.

~ 2* E est normal. Soient en effet F et G deux ensembles fermés sans point
"ecommun dans E. Pour tout x€F, il existe un' voisinage ouvert V, de z et un
: voisinage ouvert W, de G sans point commyun (E étant régulier); considérons
“le recouvrement ®& de E formé des V., ou z parcourt F, et du complémen-
* taire F' de F, et soit R’ un recouvrement localement fini subordonné a ®. La
" réunion U de ceux des ensembles de R’ qui rencontrent F est un ensemble
_-:}-mwert contenant F; nous allons montrer qu’il existe un voisinage V de G ne
- rencontrant pas U, ce qui achévera la démonstration. Or, pour tout y€G, il
“existe | par hypothese un voisinage T, de y ne rencontrant qu'un nombre fini
-‘;A;, Asy ...y A, des ensembles de R’; chacun de ceux des A; -qui rencontre F
‘est contenu par définilion dans un V,_, correspondant & un point x;€F;
goit S, l'intérsection de T, et des W, correspondant a ces points; S, est un
_“voisinage de y ne rencontrant pas Uj; si V est la réunion des S,, ou y par-
- court &, V est un voisinage de G ne rencontrant pas U..

5. Le théoréme 1 conduit aussit6t-a'se demander si, réciprbquemeht tout

- espace normal n’est pas paracompact. Nous allons voir qu'il n’en est rien sur
un exemple.

Soit E I'ensemble des nombres ordmaux de premiére et de seconde classe,

‘muni de la topologie dans laquelle un systéme fondamental de voisinages

d’un point x est formé des intervalles [ y, 2] ayant cc point pour extrémité et

tels que y <. On sait (*) que cet espace est localement compact et comple-

- tement normal. Considérons un recouvrement R de E formé d’intervalles

- ouverts non vides et bornés; nous allons voir qu’il n’existe aucun recouvrement

ponctuellement fini ®R' subordonné a R. En effet, dans le cas contraire, pour

(*) Pour ces propriétés (qui sont bien connues), voir par exemple J. Dieuponsg,
Un exemple d’espace normal non susceptible d’une structure uniforme d’espace

complet (C. R. Acad. Sc,t 209, 1938, p. 145 147).
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tout z € E, I'intersection des ensembles de R’ contenant x serait un voisinage
de z, donc contiendrait un intervalle [y., ], oi y.< x; d’autre part, un point
quelconque 3 ne pourrait-étre contenu dans une infinité d’intervalles [y, =],
donc il existerait un 5’ tel que la relation z 23 entraine y, 23 or cette conclu-
sion est absurde (*).

A. Tout espace compact est évidemment paracompact; pour obtenir
d’autres exemples d’espaces paracompacts, nous commencerons par établir le
théoréme suivant :

TukoriMe 2. — a. Dans un espace paracompact E, tout sous-espace fermé est
un espace paracompact. D

b. Si, dans un espace paracompact E tout sous-espace ouvert est paracompact ’
alors tout sous-espace de E est paracompact :

a. Soit F un sous-espace ferme d’un espace paracompact E, et R un recou-'
vrement de I'espace F; R est formé d’ensembles A, ouverts dans.F, dont
chacun est la trace sur F d'un ensemble U, ouvert dans E; soit R, le recou-
vrement ouvert de E formé des U, et du complémentaire F’ de F. Par hypo-»_
thése, il existe un recouvrement localement fini R, deE, subordonne AR,; 3 -8l
un ensemble de ce recouvrement rencontre F, il est necessalrement contenu
dans un U,, donc sa trace sur F est contenue dans un Aa, par suite, les traces
sur F des ensembles de R, forment un recouvrement 01’ de F, qui est ev1-'
demment localement fini et subordonne aR. o

b. Soit G un sous-espace d’un espace paracompact E, (A,) =R up recou-
vrement de G; chaque A, est trace sur G d’un ensemble U, ouvert dans Ej;-
soit U la réunion des U,. U est un sous-espace ouvert de E, et les U, forment
un recouvrement-R, de U; si U est paracompact, il existe un recouvrement R,
de U, localement fini et subordonné & R,; les traces sur G des ensembles -
de R forment évidemment un recouvrement localement fini de G, subor-
donné a R. \ S

3. Rappelons qu un espace localement compact E est dit dénombrable a
I"infini 'il est réunion dénombrable d” ensembles compacts (°).

TutoriMe 3. — Tout espace localement compact E dénombrable & Uinfini est
parrzcompact. ' ’

(*) Cf. A. Wei, loc. cit., p. 28; la démonstration qui suit s’apparente aux raison-
nements de A. Weil en cet endroit et p. 35 du méme travail.
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Montrons d'abord que E est réunion d’unc suite d’ensembles ouverts relati-

vement compacts U, tels que U,cU,.,. En effet, par hypothése E est réunion
d’une infinité dénombrable d’cnsembles compacts K,, ct I'on peut toujours
supposer que ces ensembles forment une suite croissante (en remplagant au
besoin K, par la réunion des K,, d'indice <n); nous définirons les U, par
récurrence, de sorte que K, U,. Pour cela, remarquons que lout point de E
posséde un voisinage ouvert relativement compact si I'on recouvre K, par des
voisinages de cette nature, -on ‘peut extraire de ce recouvrement un recou-
_vrement fini de K, ; si U, est la réunion des ensembles de ce recouvrement,
U, est relativement compact. Supposons maintenant U, défini tel que K,,c U,

‘pour m<n; on peut de méme recouvrir ’ensemble compact U, UK, par
Lan nombre ﬁm de voisinages ouverts relativement compacts; la réunion U,
~de ces voisinages est un ensemble ouvert relativement compact tel que

‘ KIH-‘I CU,, et UnC Usiss.

" Cela étant, soit R =(A,) un recouvrement quelconque de E. Désignons
par V., Pensemble compact formé des points de U, qui n’appartiennent pas
A& U, ; pour tout point x€V,,, il existe un voisinage W, de = contenu dans

“un des A,, contenu également dans U,.., (puisque U,c U, ) et ne rencontrant
pas U., (p,uisque I_J,,_chn_.)§ on peut recouvrir.V, par un nombre fini
- des W,..Opérons de méme pour tout indice n, et soit R’ le recouvrement de E
“ainsi obtenu; R’ est évidemment subordonné & R ; nous allons voir qu'il est
localemen}; Jini. En effet, soit y un point quelconque deE, nle plus petit entier
tel queye U,; y n’étant pas contenu dans U,_,, il existe un voisinage T de y

- contenu dans U, et ne rencontrant pas U, par suite T ne peut rencontrer
~que ceux des ensembles de R’ qui proviennent des recouvrements de V,_,,
V,,_., V ouV,,,, et ces ensembles sont en nombre fini.

‘CoroLLARE. — Tout espacc localement compact E possédant une base dénom-
.brable est paracompact ™). ' -

En effet, soit (U,) une base de E; pour tout point # de E, il existe un voisi-
nage compact de x, donc il existe un des U, contenant x et contenu dans ce
voisinage, et par suite relativement compact; en ne considérant que ceux
_des U, qui sont relativement compacts, on a donc encore unc base de E. Mais

alors, E est réunion des ensembles compacts U,, donc est dénombrable
lmﬁm.

(7) Plus généralement, tout espace localement compact et métrisable est paracompact,
“car un tel espace est somme lopologique (Boursaki, Top. gén., chap. I, § 8) d’espaces
localement compacts ayant une base dénombrable, d’aprés un théoréme de P. Alexandrofl
(Math. Ann., t. 92, 1924, p. 299-301). :

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 1, 1944. 10
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6. On peut généraliser le corollaire précédent ‘en le combinant avec le
théoréme 2 : , .

Theonime 4. — Tout espace E memsable et ayant une base dénombrable est
paracompact

En effet, un théoréme classique d’Urysohn prouve qu'un tel espace peut étre
considéré comme plongé dans un espace compact métrisable K ; or, tout sous-
espace ouvert de K est localement compact et admet une base dénombrable le |
théoréme 2 et le corollaire du théoréme 3 prouvent donc que tout sous-espace
de K est paracompact. ] - -

7. Ily ades espaces paracompacls qui ne sont pas compacts, et n’admettent -
pas de base dénombrable (7). C'est ce qui résulte par exemple du théoréme*
sulvant : . . : 3 . »_.

TrEorEME 5. — Le produit d’un espace compact et d’un espace paracompact e.rt
paracompact.’ - o

Soient E un espace compact, F un espace paracompact, et R un recouvrement
quelconque de l'espace produit E ><F. Pour tout point (z, y)€E < F, il
_exisle un voisinage V., , de « dans E et un voisinage W, , de y dans F tels que -
le voisinage V, > W, . de (@, y) soit contenu dans un ensemble de R. Pour
un y fixe dans F, les ensembles V, ,.>< W, . (ou # parcourt E) forment un--
recouvrement de I’ensemble compact E ><{y}, donc il existe un nombre fini -
de points ;€E tels que les V, .>< W_  forment encore un recouvrement
de Ex<{y{; si W, est l’lntersectlon des W..,, les: ensembles VJWXW
forment donc encore un recouvrement de E ><{y}, et W, est un v01s1nage :
de y dans F. Soit alors R, le recouvrement de F formé des W, i il existe 1In
recouvrement localementfini R, de F subordonné a R, ; chacundes ensembles A ;-
de R, étant contenu dans un Wy, choisissons pour chaque « un y, ayant cette,
propriété, ct considérons les ensembles V< A,; ces ensembles forment un
recouvrement R’ de E ><F, qui est évidemment subordonné 3 R. Montrons:
que (R’ est localement fini; si (@, b) est un pomt quelconque de Ex<F, il
existe un voisinage U de b qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ensembles.du - -
recouvrement R, ; d’aprés la définition du recouvrement R/, le voisinage E < U
de (a, b) ne rencontrera qu'un nombre fini d’ensembles de R'. B .

8. Nous allons maintenant étudier certaines structures uniformes compa-
libles avec la topologie d'un espace paracompact. Auparavant, nous-démon-
trerons une propriété des recouvremenls poncituellement finis d'un’ espace
normal, qui généralise un résultat bien connu relatif aux recouvréments finis
de ces espaces : '
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. Treoréme 6. — Soit (A,) un recouvrement ponctuellement fini d’un espace
normal E. Il existe un recouvrement (B,) de E, ayant méme ensemble d’indices, et
‘tel que pour tout indice a, B,CA,.

Consxdérons tous les recouvrements R =(X,) de E ayant méme ensemble
'hd-mdlces I que (A,) et possédant la propriété suivante : il existe une partie Hg
.de 1 telle que, pour a€Hg, X.CA, et, pour agHg, Xo=A,5% A,. Soit @
‘I'enisemble de tous ces recouvrements; 11 n’est pas vide, car le recouvrement
donné R,=(A,) appartient a @, en prenant pour Hg, l’ensemble des indices
tels que A, soit a la fois ouvert et fermé. Nous allons ordonner1'ensemble @ :
B R=(X,) et ®=(Y,) nous poserons RLR’ si HacHg/, et si, pour
tout a€Hg on a Y,=X,; il est immédiat que c’est bien une relation d’ordre.
‘Montrons que ®, ainsi ordonné, est un ensemble inductif. en effet, soit ¥ une
“partie totalement ordonnée de ®@; soit K la partie de I, réunion des Hg, ou ®
parcourt ¥'; pour « €K, désignons par Z, I'ensemble d'indice « de I'un quel-
conque des recouvrements R tels que « € Hs (ensemble qui est le méme pour
“tous ces recouvrements, par hypothése); si au contraire a ¢ K, prenons Z,=A,.
‘Montrons que %= (Z,) est un recouvrement de E; en effet, il n'y a qu'un
‘pombre fini d’indices « tels que Z€ A, ; sil'un de ces indices n’appartient pas
4K, on a x€Z,; si, au contraire, ils appartiennent tous 4 K, ils appartiennent
-nécessalrement 4 un méme Hg (puisque W est totalement ordonnee), comme
R =(X, )est un recouvrement de E, x appartient 4 au moins un des X, cor-
’respondant 4 ces indices, et comme les Z, correspondant a ces indices sont
respectivement égaux aux X,, x appartient & un Z, au moins. Il est clair alors
-que ©=K, et que B est la borne supérieure de W dans @, ce qui prouve que
® est inductif. Par application du théoréme de Zorn, ® admet un élément
mazimal M = (M, ); nous allons voir que Hyy = I, ce qui démontrera le théo-
réme. Sinon, en effet, soit « un indice n'appartenant pas & Hy; on a donc
M,=A,; soit U I'’ensemble ouvert, réunion des Mg d’'indice 3 3£ «; le complé-
mentaire N, de M, est un ensemble fermé contenu dans U; comme E est
normal, il existe un ensemble ouvert V tel que N,c V ¢t V.c U; si M, désigne
le complémentaire de V,onaM,cA, et M, forme, avec les M; d’indice § £ «
un recouvrement R de E qui appartient a ® et est > I, ce qui contredit la
définition de M.

9. Si R = (A,) est un recouvrement d'un espace topologique E, la
réunion Vg des ensembles A,>< A, est un voisinage de la diagonale A dans
’espace produit E < E.

TreoreME 7. — Pour que les ensembles Vg correspondant a tous les recou-
vrements localement finis R d’un espace séparé E, forment un systéeme fonda-
mental d’entourages d’une structure uniforme companble avec la topologie de E,
il JSaut et il suffit que E soit normal.
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Wc Vg; pour tout € F, on aura, d’ apres la déﬁmuon de Vm,
W(z)cVg(z)=B ;
de méme, pour tout y € G, on aura T ) e

W(y)cVa(y)—

2° La condition est suﬁsante Remarquons d’abord que lottsqua a par'
I’ensemble des recouvrements localement finis de E, les Va fom' nt une

structure uniforme U, il suffit donc ( ) de prouver que, pour ‘tout‘b.fr i
vrement localement ﬁm R =(A,), il existe ‘un recouvrement local mEnt

fint R = (Bp) tel que Vm cVa.
Appliquons deux fois de suite le théoréme 6 au recouvrement m'en form‘
deux nouveaux recouvrements localement finis (A,) et (A7) tels que,;

tout indice a, on ait A,CA, et ALCA,; désignons, pour tout a- ‘par B"‘

complémentaire de A, par B; le complémentaire de A p\ns conmdértmsq
famille & composée des ensembles ouverts A, A,NB; et B, (pour tous:
indices a). Soit z un point quelconque de E, et W, Pintersection de 61 :
ensembles de & qui contiennent x; montrons d'abord. que W, est ouvers;.
Comme, pour tout y€ W, on a W, c W, il suffit de montrer que W, estun_
vmsxnage dex;or, il existe par hypothese un voisinage U de z qui ne rencon
qu'un nombre ﬁm des A,; pour les a tels que A, ne rencontre pas U, U.est
donc contenu dans B, ; 'intersection de U et de W, est donc I’ mtersectlon de ‘
et d'un nombre fini d’ensembles ouverts, et par suite W, est bien un vmsmag
de z. Soit alors R’ le recouvrement formé des ensembles W, dlstmctS' nn :
raisonnement analogue au précédent prouve immédiatement que R’ est #n.
recouvrement localement fini (car pour tout point z €E, il existe un vonsmage '
de = contenu dauns tous les B, & ’exception d'un nombre fini d’entre eux),

(*) Cf. Boursaky, Top. gén., chap. 11, § 1.
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l'on pose pour simplifier H=Va, K = V&, nous allons montrer que, pour

tout s€E, ona Ii(é)c H(s), et par suite KcH, ce qui établira la proposition.

Il existe par hypothése un indice « tel que z€ A ; si u€K(5), il existe, par
définition, un tel que ;€ W, et ue W_;0n a nécessaxrement z €A, sans
1001, d’aprés la définition de ‘W, cet ensemble serait contenu dans B;, et par
sulle ne pourrait contenir z; on en conclut qu’on a aussi u€A,. Si mainte-
nant ¢€ K(u), il existe de méme y tel que u€W, et v€ W,; on a nécessai-
rement y € A,, sans quoi W, serait contenu dans By, et par suite ne contien-

‘drait pas. u. On en conclut que ¢€ A,, autrement dit que K(z)cA cH(3).
”_ ‘Reste & prouver que la structure uniforme U définie par les entourages Vg
est. compatlble avec la topologie de E. Remarquons d’abord que Vg(z) est
'wu]ours un voisinage de x; inversement, si U est un voisinage ouvert quel-
‘eonque de x, il existe un voisinage fermé F de « contenu dans Uj si W
_désigne le complémentalre de F, et R le recouvrement fini (U, W)de E, on
a Va(a:) =T, ce qui achéve la démonstration (*).

.10, El;ant donné un espace completement régulier E, on sait ('°) que,
‘.paruu toutes les structures uniformes compatibles avec la topologie de E, il

(*) Ce raisonnement montre également que, pour que.les ensembles V , correspondant
_aux _recouvrements finis & de E, forment un syst¢me fondamental d'entourages d’une
“structure uniforme compatible avec la topologie de E, il faut et il suffit encore que E soit
.normal Nous avons communiqué ce résultat et sa démonstration a M. N. Bourbaki
‘en ‘1937, sans le publier; le théoréme a été obtenu indépendamment par M. K. Morita
[On uniform Spaces and the dimension of compact spaces (Proc. Phys. Math. Soc. of
Japan, 1940, p. 969-977]. En -voici une troisitme démonstration dont le principe se
"rapproche de celle de M. Morita. Comme E est normal, donc complétement régulier, la
structure uniforme la moins fine U rendant uniformément continues les fonctions numé-
riques continues et bornées dans E est compatible avec la topologie de E et rend E pré-
‘compact, donc son complété B(E)=F pour cette structure uniforme est un espace
compact. On va montrer que les V; définissent la struciure U. En premier lieu, un
entourage U de la structure AU est la trace sur E X E d'un entourage U, de la structure
uniforme (unique) de l'espace compact F; U, contient un ensemble réunion des A, x A,
ol (A;) est un recouvrement fini de F; les traces des A; sur E forment un recouvrement
fini'R de E, et I'on a évidemment V,cU.
_ Inversement, nous allons voir que tout V4 contient un entourage de la structure L.
Soit R = (B,), et soit ®R'=(C;) un recouvrement de E tel que C,C B; pour tout indice ;
il existe {théoréme d'Urysohn) une fonction continue f; dans E, égale a o dans C,, a 1 aux
points du complémentaire de B;, prenant des valeurs comprises entre 0 et 1 aux autres
points de E. Considérons I'entourage U de la structure U, formé des couples (z, ) tels
que | fi(xz) — fi(y)| <1 pour tous les indices /; pour un z quelconque dans E, il existe
un indice ¢ tel que .z'eC,, donc U(x)CB,c Vg (x) (puisque ce dernier ensemble est la
réunion de tous les B; auxquels appartient x). ce qui démontre que Uc 'V,
(**) A. Wew, loc. cit., p. 16.
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en existe une ‘U, plus fine que toutes les autres (la structure universelle de E).

Il est naturel de chercher & définir de facon simple le filtre des entourages de
cette structure. Comme, pour toute structure uniforme compatible avec la
topologie de E, un entourage quelconque est un vonsmage de A, le filtre des
entourages d'une telle structure est toujours moins fip que le filtre ¥ des:
voisinages de A dans E >< E; on est donc conduit 4 se demander si ¥ ne serait
pas un filtre d’entourages .d’une structure uniforme compatible avec la topo-
logie de E, auquel cas cette structure serait nécessairement la structure
universelle U,. Mais la premiére partie de la démenstration du théoréme 7
montre que ¥ ne peut étre un filtre d’entourages d’une structure uniforme que
si E est normal. Nous ignorons si, réciproquement, cette condition est suffi-
sante; mais on a le résultat suivant :

Treorime 8. — Si E est un espace paracompact, le filire des voisinages de la
diagonale A dans E < Eest le filtre des entourages de la structure universelle de E.

Soit U un voisinage quelconque de A; il suffit de prouver qu'il existe un

voisinage W de A tel que W U. Pour tout z€ E, soit A, un voisinage ouvert
de x tel que A,>< A,CU; les A, forment un recouvrement R de E. Soit R’
un recouvrement localement fini subordonné @ ®} ; on a donc Vg c U. D’aprés -
le théoréme 7, il existe un recouvrement localement fini R” de E tel que

Va € Vg si l'on pose W=Vg, W remplit les conditions voulues. Cette
démonstration prouve en méme temps que les Vg forment une base du filtre

des entourages de ‘U,, lorsque R parcourt tous les recouvrements’localement -
finis de E. '

11. Le théoréme suivant est une généralisation aux fonctions numériques
définies dans un espace paracompact, d’une propriété classique pour les fone-
tions numériques définies dans un espace compact.

Tueorime 9. — Sowent E un espace paracompact, g une fonction numérique
semi-continue inférieurement dans E, h une fonction numérique semi-continue
supérieurement dans E, telles qu'en tout point x €E on ait h(x) < g(x). Dans
ces conditions, Ul existe une fonction numérique f, continue dans E, et telle

que h(z) < f(x) < g(x) en tout point de E.

D’aprés 'hypothése, pour tout z €E, il existe un voisinage ouvert U, de x
¢t un nombre a, tel qu'en tout point y€U., on ait A(y)<a.<g(¥)-
Soit (A,) un recouvrement localement fini subordonné au recouvrement
formé par les U,, puis (th. 6) (B,) un recouvrement de E tel que B,C A,
pour tout indice «. Pour chaque indice o, il existe une fonction numérique f,,
continue dans E, égale & — o dans le complémentaire de A,, 4 a,, dans B,,
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comprise entre —wet a,, pour les autres points de E; x, désigne dans cette
définition un point tel que A, soit contenu dans U,,. On auradonc f,(x)<g(x)
pour tout 2 € A, et h(x) < f.(x) pour tout € B,. Posons f(z) = sup f.(x);

cette fohction est bien continue dans E : en effet, pour tout x € E, il existe un
4 irbiéinage V dez qui ne rencontre qu'un nombre fini des A, ; dans ce voisinage
J/ est donc Penveloppe supérieure d’un nombre fin: de fonctions continues
‘dlsunctes, et par suite est continue. D’autre part, il existe un indice a tel
que z€B,, donc f(z)2f.(x)>h(x), et il existe un indice 3 tel que
f(®)= fo(x); comme f(2) > h(x)2 — o, on a nécessairement € Ag, donc
fa(x) < g(@), ce qui achéve la démonstration.
On peut, en s'aidant de ce résultat, montrer que dans le théoréme 9, on
‘peut remplacer partout les signes < par < sans modifier la validité de I'énoncé.
En effet, on peut se borner au cas ou l'on a —1 <h(.z')< g(x)s1 pour tout z€E;

+| etlzpar _th - On définit

alors par récurrence trois suites (f,), (&), (h ) de fonctions numériques
définies dans E, par les conditions suivantes :

1° gy(@) =g (@) + 1, he(2) = h(2) —1;
" -2 f, est continue dans E et telle que h.(x) < fu(x) < g.(x);

3 gu@=Min[ g@)+ o> fo1(@)+ 32 | hu@)=Max [ (@)~ fu(@)— %]
,On voit aussitot par récurrence que g, est semi~continue inférieurement

dans E, 4, semi-continue supérieurement, et que £,(x) < g.(x) pour tout x,
‘¢e qui montre, en vertu du théoréme 9, que la définition peut se poursuivre

dans le cas contraire, on remplacerait g par .—5—

‘quel que soit n. Il est clair d’autre part que | fo(x) ——'f,l_,(x)lg—;;, donc la

suite (f,) converge uniformément dans E vers une fonction f qui est par suite
‘continue, et satisfait évidemment aux inégalités A< f<g.

12 [ndlquons pour terminer, un certain nombre de problémes soulevés
par les quesnons traitées dans ce travail :

I. On él vu (th. 4) que tout espace métrisable ayant une base dénombrable
est paracompact -: la propriété s’étend-elle a tous les espaces métrisables? On
saurait sans doute repondre a cette question si ’on trouvait une démonstration
“directe du théoréme 4, mais une telle démonstration ne semble pas facile.

1. D’aprés le théoréme 2, un produit E >< F de deux espaces topologiques
ne peut étre paracompact que si chacun des espaces E, F est paracompact (ces
espaces étant homéomorphes a des sous-espaces termes de Ex<F). Inver-
sement, le produit de deux espaces paracompacts est-il nécessairement para-
compact?
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H1I. Le théoréme 8 s’étend-il a tous les espaces normauzx ? 11 est encore valah'l_é;ff
en tout cas, pour I'espace normal non paracompact E considéré au n° ‘5 (‘).g

IV. Pour un espace paracompact, la structure universelle est-elle tou;ours une’
structure uniforme d’ espace complet’ 11 en est ainsi pour les espaces localement

la structure universelle de I'esp
structure d’espace complet (*).




