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UNE GÉNÉRALISATION DES ESPACES COMPACTS. 65  
Une généralisation des espaces compacts;

P… J… DIEUDONNÉ.

On sait l’importance qu’a prise, dans les travaux de Topologie de ces
dernières années, la notion de recouvrement ouvert d’un espace topologique; la
position prédominanteoccupée en Topologie par les espaces compacts (f) tient
à la propriété fondamentale des recouvrements ouverts d’un tel espace,
exprimée par l’axiome de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement ouvert, ou
peut extraire un recouvrement fini, c’est—à—dire composé d’un nombre fini
d’ensembles. Nous abordons, dans ce travail, l’étude d’une catégorie plus
vaste d’espaces topologiques, caractérisés par une propriété moins restrictive
de leurs recouvrements ouverts. Nous montrons en particulier-que ces espaces,
que nous proposons d’appeler paracompacts,sont des espaces normaux; inver-
sement, un espace normal n’est pas toujours paracompact, mais il en est ainsi
des espaces les plus usuels, par exemple des espaces métriques ayant une base
dénombrable (’); d’autre part, ces espaces jouissent de propriétés qui les
rapprochentencore des espaces compacts, en_ce qui concerne les structures
uniformes compatibles avec leur topologie. 

(‘) Nous utilisons, dans ce travail, la terminologie et les notations des Éléments de
Mathématique de N. Bourbaki (Actual. Scient. et Ind., n"s 8h6, 858, 916 et 93h). En

_

particulier,’les espaces que nous appelons compacts sont ceux dits bt‘compacts dans la
terminologie d’Alexandrofl‘et Urysohn : le développement de la Topologie générale et de
ses applications à l’Analyse montre de plus en plus que c’est cette notion qui est fonda—
mentale, et non celle d’espace « compact » au sens de M. Fréchet; les espaces « compacts »

au sens ,de M. Fréchet, mais non « bicompacts », sont en effet pour la plupart térato—
logiques. C’est pourquoi de plus en plus nombreux sont les mathématiciensqui, à l’exemple
de N. Bourbaki, réservent le nom d’espace « compact » à ceux qui sont vraiment utiles en
Mathématiques, c’est-à-dire aux espaces-<< bicompacts » d’Alexandroff et Urysohn.

(2) On‘ sait que ces e5paces ont été qualifiés de « séparables » par M.‘ Fréchet; c’est là
une terminologie qui est assez fâcheuse, car, d’une part, elle ne suggère aucune image
correspondant à la notion qu’elle désigne, et, d’autre part, elle risque d’engendrer de
regrettables confusions avec les « axiomes de séparation » des espaces topologiques, qui
ont trait à un tout autre ordre de questions. C’est pourquoi il serait souhaitable que
l’emploi de ce terme fût complètement abandonné.
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1. Par recouvrement d’un espace topologiqueE, nous lentendrons tOujours,

dans ce qui suit, un recouvrement ouvert, ce’st-à-dire‘une famille 01 d’ensembles?
ouverts A, de E (ou l’indice « parcourt un ensemble de puissance quelconque},
telle que E soit réumon des ensembles A… Nous dirons qu’un recouvrement—£R—J

est ponctuellementzfm si un point quelconquede E Il’appartient qu ’à1111 nombre
fin: d’ensemblesdu recouvrement Œ; nous dirons que (R est localement/hu(*)

’

si, pour tout point æeE, il existe un voisinage V de a: qui ne renc0ntrê qu’un;
nombrefmd’ensemblesde (R.Un recouvrementlocalementfini est évidemmentponctuellementfini, mais la réciproque est i1iexacte (). ' '

D’autre part, étant donnés deux recouvrements (R, (R’ de E, nous dirons
que & est subordonnéà Œ’ si tout ensemble du recouvrement (R est contenu
dans un ensemble du recouvrement (R’ (011 ne suppose donc pas que (R’so‘i€
eætratt de Œ’, c ’est——à——dire que tout ensemble de & soitaussi un ensem5îe
de Œ'). ' ‘

Cela étant, nous appellerons espace paracompact tout espace topologique-
séparé E, satisfaisant à l’axiome suivant: ,_ . ,

Pour tout recouvrement (R
de

E, il existe Un recouvrementUV de E, subordonné
àŒetlocalernentfinz. ' \ ' ‘ 2. THÉORÈME_L —— Tout espace paracompaètest normal. _

,

1

Nous procéderons en deux étapes, en montrantsuccessivementqu"un espace
paracompact E: 1° est régulier 2° est normal.  

1° E est régulier. Soit en effet F un sous——ensemble fermé. de E, et aunpomt*
n’appartenant pas à F. Pour tout æeF, il existe par hypothèse :(Eétant   

  
(") Cette définition est un peu moins restrictive que celle donnée par A.Weil (pôdè'lçfi

espaces localement compacts seulement) dans son t1avail Sur les espaces à struciùr_ï
umforme, p. 34 (Actual. Sczent. et Intl., n° 551). - ' î

() Voici un exemple de recouv1ement ponctuellement fini, mais non localementfinif,.
soit E lensemble des nombres entiers >o et du premier nombre tran$fini &) de seconde
classe, F l’ensemble des nombres trausfinis de première et seconde classe, et du prenne?
nomb1e transfini 82 de troisième classe. On prend sur E (resp. F) la topologie dans-
laquelle pour tout æ7£m (resp. $$$), l’ensemble {a:} est un voisinage de w, et…oùï
un système fondamental de voisinages de m (resp. Q) est l’ensemble des intervalles fermés?
d‘01igine w ”et d’extrémité œ (resp. Q), .1: parcourant l’ensemble de tous les nombres <’zÂif
(1esp. < 52). Soit G l’espace produit de E et de F, H le sous—espacede Gcomplémentaire;
de((a), 9). Soit (R un recouvrement de H obtenu en prenant pour chaque point (a:, 9)
de Il le produitde l’ensemble {a:} par un voisinage de9, pour chaque point (ca, y_) le”
p1oduitd’un voisinage de (1) et dey }, pour les points (a:, y) n’appa1tenantpasà la réunion-…
de ces voisinages l’ensemble {(x, y)}; il est immédiat que tout point de H appartient à
deux ensembles de (R au plus; mais il existe un ordinal a: tel que, pour touty > a, tout

'

voisinage de (ou, _1) rencont1e une infinité des ensembles de (R qui sont voisinagès déj
points (.::, .Q).

' ‘



UNE GÉNÉRALISATION DES ESPACES COMPACTS. 67\

séparé) un voisinage ouvert V, de x et un voisinage ouvert W, de a sans point
commun; .cOnsidérons le recouvrement(R.de E, formé des V,, où ne parcourt F,
et du complémentaire F' de F; Il existe un recouvrement localement fini Œ’

subordonné à Œ; la réunion U de ceux des ensemblesde Œ’ qui rencontrent F
.es!un ensemble ouvert contenantF, nous allons montrer qu i’l existe un voisi-

mage V de a, ne rencontrant pas U, ce qui prouvera la proposition. Or, il
existe par

hypothèse
un voisinage W de a ne rencontrant quun nombre fini

_A., A,, . . ,A,, des ensembles de Œ’; chacun de ceux des A,— qui rencontre F
est contenu par définition dans un V,corre5pondant‘& un point a:,eF; si l’on

prendpOur V l’intersection de W et des W,correspondant à ces points,
‘...V est un voisinage de a qui ne rencontre aucun de ceux des A- qui ren-,etmtrent F;a fortion, V ne rencontre pas U.
" ' -' .2‘ E est normal. Soient en effet F et_G deux ensembles fermés sans point’
commun dans E. Pour tout d‘€ F, ilexiste un' voisinage Ouvert V, de w et un

:- Voisinage ouvert W, de G sans point commun (E étant régulier); considérons
=Ïlè recouvrement (R de E formé des V,, où a: parcourt F, et du complémen-
f taire F' de F, et soit Œ’ un recouvrement localement fini subordonné à (R. La
Ïréumon U de ceux des ensembles de Œ’ qui renContrent F est un ensemble

rencontrantpasU,ce qui achèvera la démonstration.Or, pour tout yEG, il
ex1stepar hypothèse un voisinage T. de y ne rencontrant qu’un nombre fini
A,,A,, . ..,A,, des ensembles de dU; chacun de ceux des A,-qui rencontre F
est cente11u par définition dans un V_,,, correspondant à un point x,eF;

_Ÿ"501t S l’intersection de T. et des W,,correspondant à ces points; S est un
_‘ÿois-inage dey ne rencontrant pas U; si V est la réunion des S,, où _y par-
9Ïc‘ourt GE, V est un voiSinage de G ne rencontrant pas U-

5. Le théorème 1 conduit aussitôt‘à‘sedemander si, récipr0quemeht, tout
_— Espace normal n’est pas par—acompact. Nous allons voir qu’il n’en est rien sur

un exemple.
Soit E l’ensemble des nombres ordinami de première et de seconde classe,

'_ mum de la topologie dans laquelle un système fondamental de voisinages
d’un point a: est formédes intervalles [y, x] ayant ce point pour extrémité et
tels que y<æ. On sait (‘ ) que cet espace est localement compact et complè—

wtement normal. Considérons un recouvrement & de E formé d’zntervalles
. ouverts non mdes et bornés, nous allons voir qui’l n’existe aucun recouvrement

ponctuellementfin: Œ’ subordonné à (R.. En efiet, dans le cas contraire, pour 
,

(‘ ) Pour ces propriétés (qui sont bien connues), voi1 pa1 exemple J. DIEUDONNÉ,
,Un exemple d’espace normal non susceptible d’une structure unzforme d’espace
complet(C. R. Acad. Sc., t. 209, 1938, p. 145_—147).
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tout xe E, l’intersection des ensembles de (R’ contenant ce serait un voisinage
de w, donc contiendrait un intervalle [y… a:], où y,,<æ; d’autre part, un point
quelconque : ne pourraitêtre contenu dans une infinité d’intervalles [y,,', a:],
donc il cx1ste1a1t un 5’ tel que la relation æ>z' entra1ne y,,Zz or cette conclu-'
sion est absurde ("' ).

4. Tout espace compact est évidemment paracompact; pour obtenir
d’autres exemples d’espaces paracompacts, nous commencerons par établir le
théorème suivant:

THÉORÈME 2. —— a. Dans uh espace paracompact E, tout sous—espacefermé,èst
un espaceparacompact.

'

:
’ '

b. Si, dans un espace paracompactÉ, tout sous—espaceouvert est paracompact
’

alors tout sous—espace de E estpàracompact.
« —

a. Soit F un sous—espace fermé d’un espace paracompactE, et & un recou-'
vrement de l’espace F; (R est formé d’ensembles A ouvertsdans.F, dont
chacun est la trace sur F d’un ensemble U Ouvert dans E; soit Œ.. le re00'u-
vrement ouvert de E formé des U, et du complémentaireF’ de F. Parhype—ç
thèse, il existe un recouvrement localement fini Œ', de E, subordonnéà‘Œ.', si
un ensemble de ce recouvrement rencontre F, il est nécessairement contei1u
dans un U… d0nc sa trace sur F est contenue dans un A.,; par suite,les traCes_
sur F des ensembles de (R' forment un recouvrement Œ’ de F,qui est évi-"
demment localement fini et subordonñé‘a Œ. ' '

1). Soit G un sous-espace d’un espace paracompact E, (A)= 01 un récent—‘
vrement de G; chaque A, est trace sur G d’un ensemble U,, ouvert dans E_;:
soit U la réunion des U,. U est un sous-espace ouvert de E, et les U,, forment
un recouvrementLR de U; si U est paracompact, il existeun recouvrement(R',
de U, localement fini et subordonné à dt,, les traces sur G des ensembles.-
de (R’, forment évidemment un recouvrement localement fini de G, subor—,

donné‘a (R. ' '

5. Rappelons qu’un espace localement compact E est dit dénombrable à“lzn_/lnz s’il est réunion dénombrable d'ensembles compacts( ).

THÉORÈME 3. —— Tout espace localement compact E dénombrable à l’infini est
paracompact.

’

' 
) Cf. A. WEIL, loc. cit., p. 28; la démonstration qui suit s’apparente’aux raison-

nements de A. Weil en cet endroit et p. 35 du même travail.
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Montrons d’abord que E est réunion dune suite d’ensembles ouverts relati—

vement compacts U,, tels que U,: U,…. En effet, par hypothèse E est réunion
d’une infinité ‘dénombrable d’ensembles compacts _K,,, et l’on peut toujours
suppœer que ces ensembles forment une Suite croissante (en remplaçant au
,be'sfiin K,, par la réunion des K,, d’indice _S_n); nous définirons les U,, par
“récurrence, de sorte que K,,cU,,. Pour cela, remarquons que tout point de E

possede un voisinage ouvert relativement compact; si l’on recouvre K par des

_voisinages de cette nature, on peut extraire de ce recouvrement un recou—

_vzemeutfini de K,; si U est la réunion des ensembles de ce recouvrement,U est relatiVementcompact.SupposonsmaintenantU,, défini tel que K…c [ ,,,

pour m<n; on peut de même recouvrir l’ensemble compact U,,uK,… par
un hombre fini de voisinages ouverts relativement compacts; la réunion U,…

”116 ces voisinages est un ensemble ouvert relativement compact tel que
,

KrH—t C Un+l et Ün C Uri—H '
Cela étant, soit (R::_,,(A ) un recouvrement quelconque de E. Désignons

par V,, l’ensemble compact formé des points de U,, qui n’appartiennent pasàU,,.,‘,pourtout point æe\,,, il existe un voisinage W,. de ce contenu dans

1111 des A.,,,, contenu également dans U,… (puisque U,, C U,…) et ne rencontrant
__2pasÜ,,_, (puisque U,.,cU,…); on peut recouvrir.V,, par un nombre fin;
5
”des W,.Opérons-de même pour tout indice n, et soit Œ’ le recouvrement de E

”ainsi“ obtenu Œ’ est évidemment subordonné à 01; nous allons voir qu’il est

localemen£fim. En effet, soit y un point quelconque de E, n le plus petit entier
télqueye U,,; y 11’étant pas contenu dans U,,_,, il existe un voisinage T dey

contenu dans U,, et ne rencontrant pas U,,_,; par suite T ne peut rencontrer
.»que' ceux des ensembles de 0t' qui proviennent des recouvrementsde V,,_,,

V,,__.,_ V,, ou V,…, et ces ensembles sont en nombre fini.

Communs. — Tout espace localement compact E possédant une base dénom-
brable _es_t paracompact( ). ' '

En elÏet, soit (U,) une base de E,pour tout point a: de E, il existe un voisi-
nage compact de x, donc il existe un des U contenant 1: et contenu dans ce
voisinage, et par suite relativement compact; en ne considérant que ceux

des U,, qui sont relativement compacts, on a donc encore une base de E. Mais
alors,

E_ est réunion des ensembles compacts U… donc est dénombrablea“
l’infini. 

(" ) Plus généralement, tout espace localement compact et métrisable est paracompact,
car un tel espaceest somme topologique (BOURBAKI, Top. gén.., chap. 1,5 8) d’espaces
localement compacts ayant une base dénombrahle, d’après un théorème de P. Alexandroll
(Math. Ann.., t. 92, 1924, p. 299--301). ‘

Journ. de Math., tome XXIII. — l‘asc. 1, 1944. 10
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’ -‘ —. .

6. On peut généraliser le corollaire précédent “en le combinant avec 'le
théorème 2 : _ _

. ..

THÉORÈME 4. — Tout espace E métnsable et ayant une base dénombmbleest
paracompact. . .

En effet, un théorème classique d’Urysohn prouve qu’un tel espace petit être.
considéré comme plongé dans un espace compactmétrisable K; or,tOut sous- '

espace ouvert de K est localement compactet admet une base dénombrable;le
théorème 2 et le corollaire du théorème 3 prouvent donc que tout sous-espace
de K est paracompact. . , * ., '

_ . .

—‘

,«.

7. Il y a des espaces paracompactsqui ne sont pas compacts, etnadmettent
pas de base dénombrable (’ ). C’est ce qui résulte par exemple du théorème
suivant: . . . . _ .-

,, » -

; .

THÉORÈMEa. —— Le product (!un espace compactet d’un espace parac0mpaCteat
paracompact. -

- - -

Soient E un espace compact, Fun espace paracompact,et (R un recouvrement
quelconque de l’espace produit E >< F. Pour tout point (a:, y)êE><F il};

existe un voisinage V,, de a: dans E et un voisinage W… dey dans F_tels que
le voisinage V,fl,.>< W,“, de (ac, y) soit contenu-dansun ensemble de cat. Pôur‘ ,}

un y fixe dans F, les ensembles V….>< W,), (où «: parcourt E) forment un"

recouvrement de l’ensemble compact E >< {y}, d0nc il existe un nombre.fini -

de points a:,—eE tels que les V,, ><W,. forment encore un recouvrement
de E><,y}; si W, est l’intersection des W,,, les ensembles V,,,><.W
forment donc encore un recouvrement de E >< {y}, et W, est un voisinage»

de y dansF. Soit alors &. le recouvrementde F formé des W,, il existe un
recouvrement localementfini(R’ de F subord'onné‘a (R. ,chacundesensemblesA;
de Œ', étant contenu dans un W,, choisissons pour chaqueet un y_,ayant cette,
p1opriété, et considérons les ensembles V,. >< A ; ces ensembles foruient.ùn
recouvrement (R’ de E>< F, qui est évidemment subordonné à 01. Montr0ns
que (R’ est localement fini; si (a, b) est un point quelconque de E><F,il
existe un voisinage U de b qui ne rencontre qu’un nombre fini d’ensemblesdu
recouvrementŒ',, d’après la définition du recouvrementŒ’, le voisinageE><Ü
de (a, I)) ne rencontreraqu’un nombre fini d’ensembles de (R’. ' -

8. Nous allons maintenant étudier certaines structures uniformes compa—
tibles avec la topologie d’un espace paracompact. Auparavant, nous-démon—
trcrons une propriété des recouvrements ponctuellement finis d’un' espace.
normal, qui généralise un résultat bien connu relatif aux recduvre‘ments finis

'

de ces espaces :
' -
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TEÉÔRÈME 6. ——'Soit (A,) un recouvrement ponctuellementfini d’un espace

normal E. Il existe un recouvrement(B,) de E, ayant même ensembled’indices, et
tel quepour tout i'ndzce «, B,: A.

Considérons tous les recouvrements (R =(X )de E ayant même ensemble
d4nd1ces I que (A“) et possédant la propriété suivante: il existeune partie Ha
de I telle que, pour aeHa, X,:A et, pour a_ŒH…X=A,#A. Soit (1)

"‘l'ensemble de tousces recouvrements; il 11 ’est pas vide, car le recouvrement
donné (Ro: (A…) appartient à (I), en prenant pour Ha.) l’ensemble des indices «

tels que‘ A,, soit à la fois ouvert et fermé. Nous allons ordonner'l’ensèmble (I) :

Î’si_ _(K = (X,) et Œ’=(Y,) nous poserons (RÉLR’ si HŒCHŒ', et si, pour
tout aeHa On a Y,= X,; il est immédiat que c’est bien une relation d’ordre.
=‘-MOnflronSque d>_, ainsi ordonné, est un ensemble inductif; en effet, soit ‘? une
È-‘fl'p‘artie totalement ordonnée de (I); soit K la partie de I, réunion des Ha, où CR

parcourt ‘F; pour «EK, désignons par Z,, l'ensemble d’indice cc de l’un quel-
conque des recouvrements (R tels que «eHŒ (ensemble qui est le même pour

Ïtbùsces recbuvréments, par hypothèse); si au contraire et $ K, prenonsZ,=A,.
Ï—’Montrons que ü_=(Z,) est un recouvrement de E; en effet, il n’y a qu’un
= nombre fini d’indices ou tels que «ieAa; si l'un de ces indices n’appartient pas

._LÏ___à_
K, on a æeZ,; si, au contraire, ils appartiennent tous à K, ils appartiennent

nécessairementa un même Ha (puisque 1P‘ est totalement ordonnée); comme
61:(X)èst un recèuvrementde E, x appartient à au moins un des X cor—

'respondànt à ces indices, et comme les Z correspondant à ces indices sont
respectivementégaux aux X,, a: appartient à un Z au moins. Il est clair alors
'-‘qu'e %: K, et que ‘îê est la borne supérieure de ‘If dans (I), ce qui prouve que
Ï<I> est inductif. Par application du théorème de Zorn, (l') admet un élément
maÆimal{m = (M,); nous allons voir que Hm= [, ce qui démontrera le théo—
rème. Sinon, en effet, soit ou un indice n’appartenant pas à H…; on a donc
M.,: A“; soit U l’ensemble ouvert, réunion des Mg d’indice 3—74 a; le complé—
mentaire N,, de M, est un ensemble fermé contenu dans U; comme E est
"normal, il existe un ensemble ouvert V tel que.N,c V et VC U ; si MQ, désigne
le complémentaire de V, ou a MÇ,CA, et M1, forme, avec les M_@ d’indice 3 # a
‘un recouvrement 01 de E qui appartient à (l) et est > DTI, ce qui contredit la
définition de {m.

9 Si (K = (A,) est un recouvrement d’un espace topologique E, la
réunion Va des ensembles A,,X A°L est un voisinage de la diagonaleA dans
l’espace produit E >< E.

THÉORÈME 7. -'— Pour que les ensembles Va correspondant à tous les recou—
vrements localementfinis (R d’un espace séparé E, forment un système fonda—
mental d'entouragesdune structure umforme compatible avec la topologie de E
il faut et il suflït queE soit normal.
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'

. ...f'_ =
—'

..«ÇÎ

WcVa; pour tout xe F, on aura, d’après la défimtmadeVa,
'

W(æ>cva(x>=B-‘;
de même, pour tout yeG, on aura

'

W(y)cva(x)=A

2° La condition est sufiîsante. Remarquonsd’abordque, lorsque'£Rparî'i'f .

l’ensemble des recouvrements localement finis” de E, les Væ'forment une __ ‘,

de filtre sur E >< E, car, si (R: (A,) et Œ’=(Bp) sont deuxde""‘ -*
’

qui est évidemment localement fini, et l’on a Væ'cVanVæPour”°, ,,
cette base de filtre constitue unsystème fondamental d’entouragesfi
structure uniforme "Lt, il suffit donc (‘ ) de prouver que: pam— îout.;_,
vrement localement fini &: (A, ), il existeun recouvrementlecalemäfî"
fini Œ’= (Bp) tel que Va cVŒ _

_ Ï_
’

 

deux nouveaux recouvrements localement finis (A')et (AZ,) tels que,
tout indice cc, 011 ait A’ CA,, et A”cAÇ,; désignons, pourtant ouparB’
complémentaire de A… par B” le complémentaire de A,; puis consuléronä,l “

famille 57 composée des ensembles ouverts AZ,, A,nB”et B' (pourtous}
indices 01). Soit ac un point quelconque de E, et W, l"intersection de19116_Mä
Comme, pour tout yeW,., on a WcW,., il suffit de montrerque W,, est:1111?
voisinagedear; or, il existe par hypothèse un voisinageU deaz qui nerenœntœm
qu ’un nombre fini des A,; pour les on tels que A, ne rencontre pas U_,‘ Ueü."'
donc contenu dans B:,, l’intersectionde U et de W,est donc1’mtersectmndeti
et d’un nombre fini d’ensembles ouverts, et par suite W,, est bien un vmsnflage
de x. Soit alors Œ’ le recouvrement formé des ensembles W, distincts;un
raisonnement analogue au précédent prouve immédiatement que _0Î’ est fini-f.;
recouvrement localement fini (car pour tout point we E, il existe un vorsmage
de a: contenu dans t0us les E' à l’exception d’un nombre fini d’entre eux);si

(’) Cf. BOURBAKI, Top. gén., chap. 11, 51‘. " _'
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lon pose pour simplifier H= Va, K= Va, nous allons montrer que, pour

tout :: €E, on a K(z)cH(z), et par suite K C H, ce qui établira la proposition.Il existe par hypothèse un indice et tel que ze A",si u€K(s ), il existe, par
_défimtmn un a; tel que z€W, et uEW,‘, on a nécessairementæeA,, sans

11101, d’après la définition de W,, cet ensemble serait contenu dans BZ,, et par
suite ne pourrait contenir :; on en conclut qu’on a aussi uEA'. Si mainte-
nant vêK(u), il existe de même y tel que u',eW et vêW_,; on a nécessai—
rementyEA,, sans quoi W, serait contenu dans B',,, et par suite ne contien—

_drattpas u. On en conclut que ve A… autrement dit que K(z)cA,cH(:).
Reste à prouver que la structure uniforme ‘tt définie par les entourages V,};

est Compatible avec la topologie de E. Remarquonsd’abord que Va(æ) est
toujours un voisinage de cv; inversement, si U est un vojsinage ouvert quel—
:eoñque de a:, il existe un voisinage fermé F de a: contenu dans U, si W
désigne le Complémentairede F,et $ le recouvrement fini (U, W) de E, on
aVä(‘”) =“U-, ce qui achève la démonstration (" ).

10. Étant donné un espace complètement régulier E, on sait ("’) que,
‘partmtoutes les structures uniformes compatibles avec la topologie de E, il 

' ”(") Ce raisonnement montre également que, pour queles ensembles Va correspondant
’aux recmi‘vrementsfinis at de E, forment un système fondamental d‘entourages d’une
structure uniforme compatible avec la topologie de E, il faut et il suffit encore que E soit
normal. Nous avons communiqué ce résultat et sa démonstration à M. N. Bourbaki
en 1937, sans le publier; le théorème a été obtenu indépendamment par M. K. Morita
[On uniform Spaces and the dimension of compact spaces (Proc. Phys. Math. Soc. of

”Japan, 1940,p..969—977] En voici‘une troisième démonstrati0n dont le principe se
"rapproche de celle de M. Morita. Comme E est normal, donc complètement régulier, la
structure uniforme la moins fine cu rendant uniformément continues les fonctions numé—
riques continues et b0rnées dans E est compatible avec la topologie de E et rend E pré—
compact, donc son complété B(E)=F pour cette structure uniforme est un espace
compact. On va montre1 que les Va définissent la structure ‘tt. En premier lieu, un
entourage U de la structure “N. est laatrace sur E >< E dun entourage U(, de la st1uctu1‘e

uniformbe (unique) de lespace compact F,U0 contient un ensemble réunion des A, >< A.,—,

Où (A,) est un recouvrement fini de F; les traces des A,— sur E forment un recouvrement
fini"Œ de E, et l’on a évidemmentVŒCU.

.
Inversement, nous allons voir que tout VŒ contient un entourage de la structure “lt.

Soit at :: (B,), et soit (R’: (C,) un recouvrement de E tel que Ü,cB, pour tout indice i;
il existe (théorème d‘Urysohn) une fonction continue f,- dans E, égale à 0 dans ÎÎ,—, à 1 aux
points du complémentaire de B,, prenant des valeurs comprises entre 0 et 1 aux autres
points de E._ Considérons l‘entourage U de la structure ‘U., formé des couples (33, y) tels
que |f;(æ) —f,—(y) | <1 pour tous les indices [; pour un a: quelconque dans E, il existe
un indice i tel que æeC,—, donc U(æ)cBicva(x) (puisque ce dernier ensemble est la
réunion de tous les B- auxquels appartient a:) ce qui démontre que Uc V,,t

(“’) A. WBlL, loc. czt., p. 16.



74 JEAN DIEUDONNÊ.

en existe une “ILO plus fine que toutes les autres (la— structure universelle de E).
Il est naturel de chercher‘a définir de façon simple le filtre des eûtourages de
cette structure. Comme, pour toute structure uniforme compatible avec la
topologie de E, un entourage quelconque est un voisinage de A, le filtre des
entourages d’une telle structure est toujours moins fin que le filtre “fil des-
voisinages de A dans E >< E:, en est donc conduit.à se demander si% ne serait
pas un filtre d’entourages d’une structure uniforme compatible avec la topo—
logic de E, auquel cas cette structure serait nécessairement la structure
universelle “LL… Mais la première partie de la démonstration du théorème 7
montre que ‘il] ne peut être un filtre d’entourages d’une structure uniforme que
si E est normal. Nous ignorons si, réciproquement, cette condition est suffi—

sante; mais on a le résultat suivant :

THÉORÈME 8. — Si E est un espace paracompact, le filtre des voisinages de la
diagonale A_ dans E >< E est le filtre des entouragesde la structure universellede E.

Soit U un voisinage‘quelconque de A; il suffit de prouver qu’il existe un
voisinage W de A tel que Vi’c U. Pour tout æe E, soit Ax un voisinage ouvert
de a: tel que A.v>< Aæc U; les Ax forment un recouvrement 6% de E. Séit CR.’

’

un recouvrement localement fini subordonné à 01; on a donc VWC U. D’après -

le théorème 7, il existe un recouvrement localement fini 01” de E tel que

VæçVæ; si l’on pose W=Væv, 'W remplit les conditions voulues.'Cette
démonstration prouve en même temps que les Va forment une base du filtre
des entourages de “tt… lorsque LR parcourt tous les recouvrements‘localement_-
finis de E.

.

“11. Le théorème suivant est une généralisati0n aux fonctions numériques
définies dans un espace paracompact, d’une propriété classique pour les fonc-
tions numériques définies dans un espace compact.

THÉORÈME 9. — Sownt E un espace paracompact, g une fonction numérique
semi—continue inférieurement dans E, /1 une fonction numériquesemi—continue
supérieurementdans E, telles qu’en tout point xEE on ait h(æ) < g(æ). Dans
ces conditi,ons il existe une fonction numérique f, continue dans E, et telle
que h(æ) <f(æ)< g(æ) en toutpoint de E.

D’après l’hypothèse, pour tout æe E, il existe un voisinage ouvert Ux de a:
et un nombre a_,_ tel qu’en tout point yeUg, on ait h(y)<aæ<g(y).
Soit (Aa) un recouvrement localement fini subordonné au recouvrement
formé par les U… puis (th. 6) (Bd) un recouvrement de E tel que ËacAa
pour tout indice ou. Pour chaque indice a, il existe une fonction numérique f…
continue dans E, égale à —— ce dans le complémentairede A… à au dans B…
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comprise entré—œ et aqu pour les autres points de E; .:c, désigne dans cette
définitionun point tel “que A, soit contenu dans U,“. On aura donc f,(x)<g(æ)
pour toutæêA, eth(x)<f (a:) pour tout æeB . Posonsf(x): supf(a:);

cette fonction est bien continue dans E: en effet, pour tout æeE, il existe un
;N.oièixiageV de:»qui ne rencontrequ’un nombre fini des A,; dans ce voisinagef est donc l’enveloppe supérieure d’un nombre fin: de fonctions continues
distinctes, et par suite est continue. Dautre part, il existe un indice a tel
que æeB… donc f(x)àf,(æ) > h(æ), et il existe un indice B tel que
f(x)=fg(æ); comme f(x)> h(æ)ê — oo, on a nécessairementxe Ag, donc
-'fg(æ)< g(æ), ce qui achève la démonstration.
'

On peut, en s’aidant de ce résultat, montrer que dans le théorème 9, on
peut remplacer partout les signes < par_< sans modifier la validité de l’énoncé.
En effet, on peut se homer au cas où l’on a — 1 <h(æ)<g(æ)<1 pour tout xe E,

dans le cas contraire, on remplacéraitg par et 11 par_——On définit1+|gll+lhl
alors par récurrence trois suites (f…), (g,,), (hf, ) de fonctions numériques
définiesdans E,par les conditions suivantes.

- g.<æ> =g<æ>+ :, ho<x> = h<w> ——u

_“

2", f,, est continue dans E et telle que 11,,(æ) <f,,(æ) < g,,(æ);
3° g…(æ)=Min{g(æ)+à, f…(æ)+;] h(x):Max [h(æ)—_, ,,_.(æ_ :_]

_-On voit aussitôt par récurrence que g,, est semi—continue inférieurement
dans E, la semi-continue supérieurement, et que h,,(æ) < g,,(æ) pour tout a:,

{ce qui montre, en vertu du théorème 9, que la définition peut se
poursuivre

(”quel que soit n. Il est clair d’autre part que |f,,(æ) ——-f,,_,(x)|g—27,, donc la
suite (fn) converge uniformémentdans E vers une fonction f qui est par suite

"continue,” et satisfait évidemment aux inégalités bgfg g.

12 indiquons, pour terminer, un certain nombre de problèmes soulevés
par les questions traitées dans ce travail:

1. On a vu (th. 4) que tout espace métrisable ayant une base dénombrable
est paracompact.' la propriété s’étend—elle à tous les espaces métrisables? On
sauraitsans doute répondrea cette question si l’on trouvait une démonstration
directe du théorème 4, mais une telle démonstration ne semble pas facile.

Il. D’après le théorème2, un produit E >< F de deux espaces topologiques
ne peut être paraoompact que si chacun des espaces E, F est paracompact(ces
espaces étant homéomorphes à des sous-espaces fermés de E>< F). Inver-

“sement, le produzt de deux espaces paracompacts est—rl néccs“sauement pam-
compact?
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III. Le théorème 8 s’éte'nd—il à tous les espaces normauæ? Il] esiencore vàlahÿlèf
en tout cas, pour l’espace normal non paracompactE cdnsidéré au. n°"5(‘);

IV . Pour un espace paracompact, la structure unwersèlle est-elle toujours une
structure un:forme d’espace complet.9 Il en est ainsi pourlesespaces localement

la structure universelle de l’esp
structure d’espace complet (“). 


