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L*intégration des équations de la gravitation relativiste
' et le probléme des n corps;

Parn Anoet LICHNEROWICZ.

INTRODUCTION.

Depuls les travaux de Cartan, Vessnol et G. Darmois, beaucoup d’auteurs-
59e sont :préoccupés de 1'intégration rigoureuse des équations de la gravitation
5 mlab)nste. On doit en particulier & Stellmacher (*) la démonstration, dans le

" eas. non analytique, du théoréme d’unicité relatif a ces équations.

.- Mais la difficile étude du degré de généralité des espaces-temps d’Einstein et
des théorémes d’existence: correspondants a été beaucoup moins approfondie.
On sait depuis Cartan que le systéme des équations d’Einstein est un systéme
‘gn involution et-que, par suite, le probléme de la détermination des espaces-
“temps extérieurs se subdivise en deux problémes distincts que nous avons
- appelés probléme des' conditions initiales et probléme de I'évolution dans le
temps. Le second de ces problémes se raméne a des considérations classiques,
.du moins dans le cas analytique. C'est principalement & I'étude du probléme
i“‘d'es conditions initiales et a ses applications qu’est consacré le présent Mémoire.

" Voici d'ailleurs le plan de ce travail.

“Aprés avoir rappelé certains- résultats classiques, je précise sous quelle
forme peut étre posé le probléme dit des conditions initiales. Puis j’étudic
“briévement les variétés minima attachées & un espace de Riemann hyper-
bolique. Pour des données de Cauchy porlées par une telle variété, on peut
-intégrer complétement le probléme des conditions initiales, en se ramenant a
“I'intégration d’un systéme différentiel linéaire du premier ordre et a celle
d’une équation non linéaire du second ordre de type elliptique. Je démontrc
,.ensuite pour cette équation fondamentale des théorémes d’unicité et d’exis-
tence. Le degré de généralité des espaces-temps extérieurs s’en déduit immé-
diatement.

(*) SteLLMacaer, Zum Anfangswert problem der Gravitationsgleichungen (Math.
Annal., Bd. 115, 1937, p. 136). . .
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38 ANDRE LICHNEROWICZ.

On sait le rdle joué en mécanique classique par I'équation de Laplace dans
la théorie des mouvements irrotationnels d'un. fluide incompressible. D’une
maniére tout & fait analogue, la méthode que j’ai introduite pour la détermi-
nation des espaces-temps extérieurs, permet de déterminer le mouvement
irrotationnel relativiste le plus général d’un fluide incompressible. Il en est
ainsi grace 4 un résultat établi antérieurement : les sections d’espace d’un tel
mouvemenl sont des variétés minima du ds? associé au fluide. - -

Dans une derniére partie, j'applique les considérations précédentes a la
construction d’exemples de conditions initiales compatibles avec le probléme
des n corps. Dans le cas du probléme des deux corps, l'interaction des deux
masses gravitantes se traduit approximativement par une énergie potentielle
en-accord avec la loi de Newton. Ce résultat est & rapprocher de celui da &
Weyl relatif au systéme des tensions qui s’exercent entre deux masses fixes.

I. — Le probléme des conditions initiales.

4. LEs EQUATIONS GRAVITATIONNELLES DU CAS EXTERIEUR. — Dans l'espace de
Riemann représentatif d’un univers relativiste, donnons-nous un domaine a
quatre dimensions et supposons que ce domaine ne soit traversé par aucune
forme d’énergie. La métrique correspondante

d;szzgaa dz* dxf («, B et tout indice grec =1, 2, 3, 4)

satisfait, dans tout le domaine considéré, au systéme des équations d’Einstein
du cas extérieur - - '

(1.1) ' SapERap—%gasR::o.

Les dix équations du systéme (1.r1) ne peuvent étre indépendantes; leurs
premiers membres S,3 sont effectivement liés par les quatre conditions de
conservation

(1.2) Vg(S*#)=o,

qui se déduisent, par contraction, des identités de Bianchi.

2. Lk prosLiEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DU CAS EXTERIEUR. — Soit S une
hypersurface quatre fois différentiable et deux fois contintiment différentiable,
que nous supposerons essentiellement orientée dans l'espace. Si cette hyper-
surface peut étre représentée par l'équation f(x', 2?, 2°, *)=o0, en tout
point de S le paramétre différentiel du premier ordre A, f est strictement
positif. Effectuons le changement de variables

V= x¥=a?; =z V= f(x, 2, 2%, x*).

Dans ce nouveau systéme de variables, S est représentée par I’équation #*=o
et le paramétre différentiel A, 2*= g** correspondant est strictement positif.



L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA GRAVITATION RELATIVISTE. 39

Sur l’hypersurface S, donnons-nous les valeurs des polentiels g.g et de
leurs dérivées premiéres 9,83 et cherchons a déterminer le champ de gravi-
tation extérieur correspondant dans tout son domaine d’existence. Le pro-
bléme ainsi posé n’est autre que le probleme de Cauchy relatif au systéme (1.1)
. de dix équations aux dérivées partielles du second ordre. Les vingt fonctions,
‘données sur S, g, et 0,8.g, seront dites les données de Cauchy relatives a S.

On sait que, sous I'hypothése essentielle g** <0, le systéme des dix équa-
tions (1. 1) est équivalent 4 'ensemble d'un systéme de six équations

(2.1) Rij=o (i, J et tout indice latin =1, 2, 3),
ct d'un systéme de quatre équations
: (2.2) Sé=o (¢ =1, 2, 3, 4),

les premiers membres de (2.2) ne contenant aucune dérivée seconde des
potentiels g,g par rapport a la varieble x*.

L’étude du systéme (2.1) montre que c’est un systéme de type hyper-
- bolique, résoluble par rapport aux dérivées secondes en z* (*); il résulte alors
du théoréme de Cauchy-Kowalewska que, du moins dans le cas -ou toutes les
‘données sont analytiques, le probléme de Cauchy relatif a (2.1) admet une
solution et une seule. D’autre part, pour toute solution de (2. 1), les conditions
de conservation se réduisent a un systéme de quatre équations aux dérivées
partielles linéaires et homogénes, aux inconnues S;

0,S& = AP 0,84 4 BESE.

Par suite, si une solution de (2.1) satisfait au systéme (2.2) sur Ihyper-
surface S, elle y satisfait dans tout le domaine d’espace-temps qui lui cor-
respond. Le systéme des équations d’Einstein est ainsi, comme 1’a montré
Cartan (?), un systéme en involution.

3. Lk PROBLEME DES CONDITIONS INITIALES. — Le systéme (2.2) ne fait intervenir
sur S que les données de Cauchy. Par suite le probléme de I'intégration des
équations d’Einstein se trouve divisé en deux problémes distincts.

1° Le probléme des conditions initiales qui consiste dans la recherche de
données de Cauchy satisfaisant sur S au systéme (2.2), appelé systéme des
conditions initiales.

2* Le probléme de ’évolution dans le temps qui consiste dans I'intégration
du systéme (2. 1) pour des données de Cauchy satisfaisant a (2. 2).

(') Cf. Licaxerowicz, Sur certains problémes globaux relatifs au systéme des équa-
tions d’Einstein ( Thése, Paris, 1939, p. 14-18).
(%) E. Cartan, Bull. Soc. Math. de France, 39, 1931, p. 88-118.
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Comme, a toute solution de (2.2), correspond, du moins dans le cas analy-
tique, une solution et une seule du systéme des équations d’Einstein, toute
méthode réguliére d'intégration, sur une hypersurface S, des équations (2. 2),
permet la construction de I'espace-temps le plus général, solution des équa-
tions gravitationnelles du cas extérieur. Le probléme des conditions initiales
apparait ainsi comme le probléme fondamental de la théorie mathématique de
la gravitation einsteinienne. Il demeure encore & peu prés inabordé.

4. Les £quatioNs D’EINSTEIN DANS LE CAS D'UN SYSTEME ORTHOGONAL DE COOR-
pONNEES. — Sans nuire 4 la' généralité, nous pouvons toujours supposer que
P'espace-temps considéré se trouve rapporté a un systéme orthogonal de coor-
données, c’est-a-dire & un systéme de coordonnées tel que les lignes de temps
soient orthogonales aux sections d'espace. La métrique de cet espace-temps
prend alors la forme

(b.1) dst=V*(dz*)* + ds?,
ou I’élément linéaire
(k.a) ds*= gy dx' dz/,

qui correspond 4 une forme quadratique définie négative, représente la
métrique des sections d’espace, Les premiers membres des équations d’Einstein

s’expriment aisément a ’aide de la fonction V des composantes R/ du tenseur
de Ricci des sections d’espace et du tenseur d’espace défini sur ces sections par
les équations : '

9;,' = ﬁ d‘g[,', Qf :g/’fﬂik’ Qi = g‘ihgikghk.
Du tenseur €2;; on déduit le scalaire d’espace, carré de sa mesure

H2 = Q] Q) = g1, g QI QM
et, par contraction, le scalaire d’espace
K =0 = g,Qu.
Avec ces notations le systéme (2. 1) d’évolution dans le temps peut s'écrire

— ik
(4.3) 355_%0‘9{-K9¢+Rg—5”_v"\ﬂw:0

2

tandis que le systéme des conditions initiales prend la forme
(4.4a) VR = V,‘[Q‘i——g"jK] =o,

(h.4b) R:-%BE (K*—H!—R)=o,

I
2

ol R désigne la courbure scalaire des sections d’espace.
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Soit alors S une section d'espace déterminée. Avec les notalions précé-
dentes, le probléme des conditions initiales se trouve ramené & la recherche de
fonctions g;;; QY, V, 9,V des trois variables d’espace z', =?, x*, qui satis-
fassent sur I’hypersurface S aux équations (4.4). Il est d’ailleurs clair que ces
équations ne font intervenir que les fonctions gi; et QY a l'exclusion des
fonctions Vetod,V.

II. — Hypersurfaces minima dans un espace de Riemann hyperbolique.

5. LES HYPERSURFAGES MINIMA ET L'INTEGRATION DES EQUATIONS D’EinsTEIN. — Dans
toute la suite de ce travail, les hypersurfaces-qui sont minima relativement a la
métrique

(5.1) ) ds*= g, da* dB,

de I'espace-temps considéré, joueront un réle fondamental. De telles variétés
minima ont été pour la premiére fois introduites dans la théorie, d'une maniére
tout accessoire d’ailleurs, par Levi-Civita et Racine ('). Une confirmation de
Pimportance de ces variétés découle cependant d'un théoréme de 1'auteur (*),
relatif aux sections d’espace attachées & un fluide incompressible en mou-
vement irrotationnel, théoréme qui sera rappelé et utilisé ultérieurement. Il
nous parait donc indispensable d’étudier sommairement les hypersurfaces
minima d'un espace de Riemann hyperbolique et plus particuliérement celles
"qui sont orientées dans I'espace, au sens de la théorie de la relativité.

6. EquaTion Aux HYPERSURkACES MINMA. — Considérons donc I'espace de
Riemann hyperbolique & quatre dimensions défini par la métrique (5.1) et
cherchons & former 1’équation aux dérivées partielles des hypersurfaces minima
dans cet espace. Nous raisonnerons dans le cas d’un espace & quatre dimensions,
mais tous les résultats établis s’étendent d’eux-mémes au cas d’un espace de
Riemann de type hyperbolique normal 4 un nombre quelconque de dimensions.

Dans cet espace, donnons-nous une hypersurface S, partout orientée dans
lespace, que nous supposerons définie par I’équation

N

Sz, 2, 2% 2t) —o
et cherchons a exprimer que cette hypersurface est minima. Tout d’abord,
S étant orientée dans ’espace, A, fest strictement positif et S admet en chaque

. . . + . - ’
point un vecteur unitaire normal n. Par un raisonnement classique du calcul
des variations, on montre que la condition du premier ordre pour que S soit

o

} Racing, Le probléme des n corps dans la théorie de la relativité, Paris, 1934, p. 49.
)

(|
(*) Licaxerowicz, Bull. des Sc. math., t. 65, 1941, p. 54.
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minima peut étre traduite par I'équation

N
div.n =o,

ou le vecteur n a pour composantes respectlvement covanantes et contra-‘
variantes

NI -

nazaafm,ff* .n“—g““daf(mf)

Par suite 1'équation aux dérivées partlelles du second otdre chgrchée peut se
mettre sous 1'une ou ’autre des deux formes équivalentes ‘

6.1) - o[1gltePop sy ¥ ]=0
ou =
(6.2) Va[g""dpf(A £ ¥ ]=o.

En évaluant les dérivées de A, f qui figurent dans (6. 1) ou (6. 2), bn'eﬂt;
conduit, par un calcul aisé, a la forme plus explicite '

(6.3) B g g2 gBr) 0y £, f( 98 f— Fgﬂdpf)“o

Les hypersurfaces minima que nous 1ntrodu1rons dans la suite de ce travalf :
sont les solutions de l’équatlon (6.3) qui sont partout orientées dans l’eépace,‘
c'est-a-dire qui vérifient en outre l'inégalité . :

(6.4) * A f>o. e

Nous terminerons par une remarque qui nous- sera utile dans la lr'écflérc'hfe’z
des ds* dits 4 symétrie axiale ('). Supposons que I'espace de Riemann consi=
déré (5.1) admette un groupe d'isométrie dont les trajectoires soient oment&s
dans I'espace; supposons par- exemple que le ds* soit tel que les g.g soleuf;
indépendants dela variable #' et cherchons pour un tel ds? des solutlons
de (6.3)dela forme :

J(x?, 2*, 2*) = o.

L’équation a quatre variables (6. 5) s¢ réduit alors a une équation & trois
variables seulement. A toute solution de cette équation satisfaisant & Piné-
galité (6.4) correspond une variété minima qui peut etre engendrée par des
trajectoires du groupe d’isométrie de I'espace. .

7. Tvee b L'EQUATION AUX RYPERSURFACES MINmiA. — Dans ce paragraphe, nous
nous proposons d'étudier le type de 1'équation (6.3) dans le cas de solutions

(') DeLsaRrTE, Sur les ds* d’Emstem a symeétrie a.male (Actual. sc. et md Hermann,
1934).
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partout orientées dans I'espace. A cet effet posons

> >
h —=grad. f, h*=A,f,

> .. >, . . -
et soit ¥ un vecteur arbitraire. Le vecteur A élant astreint a I'unique condition
- d’étre orienté dans le temps, I'équation considérée sera de type elliptique si,

‘ . > v . fn
quel que soit le vecteur V, la forme quadratique ® atlachée a ce vecteur
O = (gBgh— g“kgal*)hathxvu

présente un signe constant. Or on peut donner de cette forme une interpré-
tation géomeétrique simple; on a en effet

e=rnvr— (hV)-.

—> > .
Désignons par W le vecteur orthogonal 4 4 et tel que I'on ait

> > >
W=V —oph,

p représentant un scalaire. Il vient

0 =1 (W4 ph ) —[A(W +0k) ]2,
et par conséquent
: D = h2W?2,

> . ” gl . » .
~ Or A étant orienté dans le temps, W est orienté dans I’espace et par suite

h*>o, W2<o.

Il en résulte que, quel que soit {f, ® est négatif et que I’équation (6.3) est de
type elliptique. Nous énoncerons

TréorEME. — Pour toute hypersurface orientée dans lespace, I’équation (6.3)
aux hypersurfaces minima est de type elliptique.

Les seuls théorémes d’existence que nous possédions actuellement pour
I’équation (6.3) sont les théorémes généraux classiques de la théoric des
équations de type elliptique (*). On sait tous les inconvénients que présentent
ces théorémes. Il serait important de voir si la méthode de Douglas (*) qui
fournit des théorémes d’existence pour les surfaces minima de 'espace euclidien
ordinaire peut s'étendre, au moins partiellement, a la détermination des
variétés minima d’un espace de Riemann. Il semble que dans le cas d’un espace
hyperbolique, une telle méthode n’aille pas sans difficultés essentielles.

(*) Cf. en particulier Hisert et Courant, Methoden der Mathematischen Physik,
Springer, Berlin 1937, t. I, p. 288-289.
(*) Cf.J. DoveLas, Bull. Amer. Math. Soc., 1933, p. 227 et suiv.
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8. CONDITION POUR QU'UNE SECTION D’ESPACE SOIT MINIMA. — L'espace d¢ Riemann
(5.1) étant rapporté a un systéme orthogonal de coordonnées, supposons que
I'une des sections d’espace S soit une variété minima. Il vient pour S, avec les
notations précédentes,

.
-

dif:(), ()“f:l, AA'f_—:gu:‘:_’.‘
Dans ces conditions, I'équation (6. 1) prend la forme

1
ofigt g v]=o -

ou, si nous désignons par

le discriminant de la forme ds* des sections d’espace
2
d* l gl = O0..

Or, d’aprés une identité bien connue
— '
d, 2 . .
‘lgll - igﬁl ();,gg,': Vg"ggi-_" VK,
|gl*
V étant strictement osmf il en résulte que K est identiquement nul tout le
p q q
long de S. Nous énoncerons

TueoreMe. — Pour que, dans un systéme orthogonal de coordonnées, l'une-des .
sections d’espace soit minima, il faut et il suffit que, tout le long de cette section
d’espace, le scalaire d’espace K soit identiquement nul.

III. — Intégration du systéme des conditions initiales’
.dans le cas extérieur. »

9. Posrriox pu rrosLiME. — Nous nous proposons d’intégrer le systéme des
conditions initiales dans I'hypothése ot la variété S qui porte les données de
Cauchy est minima pour I’élément linéaire considéré. Etant donnée une
variété S, supposée minima pour (5.1), nous pouvons toujours, sans nuire a
la généralité, supposer qu'on a rapporté I'espace de Riemann (5.1) & un sys-.
téme orthogonal de coordonnées tel que S soit I'une des sections d’espace
associées a ce systéme. Dans ces conditions, d'aprés le théoréme du para-
graphe 8, nous devons adjoindre aux équations (4.4) la condition K =o.

Nous sommes ainsi conduits & chercher des fonctions g;; et QV des trois
variables d’espace (') qui satisfassent au systéme de cinq équations

(9.1) K=o,
(9.2) V)|Q4] =0, ¢
(9.3) . R=—H:.
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. A cgt effat., donnons-nous arbitrairement sur S un élément linéaire tridimen-
i 'rmel déﬁm négatif .

(ds*)*'—'g d.z"dx/

&= ezﬂ g‘;

e} démgnant une fonctlon inconnue. Au lieu des six inconnies Q7 nous adop-
B teronlipour nouve[les inconnues six fonctions II¥, liées aux Q¥ par les relations:

= QY

; (d:")' ot par.y; lopérateur de dérivation covariante pour cette connexion.
- L s‘,I‘f‘j et I"‘ étant liés par la relation

, I'z;=1‘1;~*-irg{‘d,'9 +g’,‘ 3,0 — g g 0,0,
_;ﬁ'd.h ‘e'n' déd,ﬁi; R
‘ ST v[gu—-e—ko[v.“i,_ (k — 5)[[1, 0,0 — Kg‘l 2,61,

K étant nul d’apres (9.1) ou (10.1), nous pouvens choisir la constante £ de

“fagon que dans les équations transformées de (9. 2) ne figure pas la fonction 6.
Neus prendrons donc k£ =15 et les équations cherchées s’écriront

(10 3) L k’ ’ Vili=o,
: oﬁ V'on a posé _
(va‘ o I == 30 Q.

ll Ltquu‘lou TRANSFORMEE DE L'tQuATION (9.3). — La transformation de
v léquanon (9.3) donne lieu aux remarques suivantes : tout d’abord il résulte
des formules (10.2) que le premier membre R de cette équation s’évalue
-facilement: & 1'aide de la courbure riemanienne scalaire R* de S dans la
' Jourh. de Math., tome XXIIL. — Fasc. 1, 1944, - . 7
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métrique (ds*)’, ainsi que des fonctions g%, 6 et de leurs denvées. Nous :
obtenons ainsi :

Rz e[ 47" ;0 — 28" 9,0 3,0 — 4 dng* 20+ R,
D’autre part le carré H? du tenseur d’ espace Qv qu1 figure au second

membre s'exprime aisément & partir du carré du tenseur II¥ évalue dans la
métrique (ds*)?. Il vient - )

= Bugn Q= e‘°°gu.qull‘ill"" e T e
soit - ‘ ST
. H= e"‘QL',
ou I'on a posé '
11. 1) L'z:‘grhgfknijnhk. .

Par suite l’équation transformée de (9.3) peut étfe mise sous la forme
(11.2) — 48" 0B — 250,090 — 4 0ng™ 9,0 + R*= — ~Lres, '

Une autre forme de la méme équation nous sera encore utlle. SubstltuODS'i;;",
'inconnue 9, la fonction strictement positive ? définie par la relatlon ‘

gr==¢d.

Les deux premlers termes du premier membre de (11.2) s’écnvent dans ces
condmons .

— g 90 — 2 gV 0,0 0,8 =— sé.%'_‘?,

et nous pouvons substituer a 'équation (11.2), I’ équauon stnctement équwa- :
lente & I'inconnue ¢

-
.

(11.3) —SAZ<P+3T"?6"'"0/<P+R"P_“<IPL:’
ou Anq; désigne le’ paramétre différentiel du second ordre de P relatlf ala.
métrique (ds*)*.. ~

12. Sur L'INTEGRATION DU SYSTEME DES CONDITIONS INITIALES. — Etant donné arbi-
teairement 1’élément linéaire défini négatif (ds*)?, il nous faut donc déterminer -
les fonctions inconnues II¥ et 6 de fagon a satisfaire aux cinq équations

(12.1) ° gilli=o,
(12.2) VilV=o,
(12.3) — 487" 01j0 — 2£7* 0,0 0,0 — 4 Ong™ 0;0 + i L’e—"e.

Soit A un domaine & trois dimensions de S, dont nous supposerons que la
frontiére est représentée par I'équation z°=o. Donnons-nous arbitrairement
dans ce domaine les composantes ITI'! et II**. En utilisant au besoin un chan-
gement de coordonnées conservant la frontiére de A, nous pouvons toujours
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supposer que la fonction g}, ne-s’annule pas dans A. Par suite nous pouvons
tirer de I'équation (42.71) la valeur de la composante 'TI'? en fonction de I**
ét TI**°et des fonctions encore inconnues II'*, I1*?, II°*. En reportant H'? dans
les équations (12.2), nous nous trouvons ramenés, pour déterminer les trois
~compesantes II'*, II**, TI**, & un systéme £ de trois équations linéaires aux
-dérivées partielles du premier ordre, dont la premlere est résoluble par rapport
40,1I'?, la seconde par rapport & d,I1**, la troisiéme par rapport a 9,II**. De
1la connaissance sur la fronti¢re de A des valeurs de IT*?, I1*| 1I**, nous dédui-
rons, par intégration du systéme £, les valeurs dans A de ces trois compo-
santes. La théorie d'un systéme tel que £ étant claSSIque, nous n'insisterons
pas davautage sur cette intégration. .

.- Ayaat ainsi déterminé complétement dans A le tenseur II'J de facon qu'il
sausfasse aux équations (12.1) et (12.2), il nous reste a déterminer la
fonctlon 0. Celle-ci doit satisfaire a I'équation du second ordre de type ellip-
tique (12.3);.dans cette équation L est une quantlté connue dés que lon
connait le tenseur IIY. Les paragraphes qul vont suivre seront consacrés a
-Pétude del équation fondamentale (12.3) ou de I’équation équivalente (11.3)

' ﬁ I'inconnue ¢.

.Lés considérations precedentes determment complétement le degré de géné-

rahte des espaces-temps solutions des équations d’Einstein du cas extérieur.
4 Nuus pouvons nous donner arbitrairement dix fonctions de trois arguments :
, V d.V, &, ', 1%, sous les seules conditions que :

. V'soit strictement positif; :
b la forme quadratique admettant les 8. pour coefficients soil définie
négauve.

" Les quatre fonctions II'?, II**, 1I*® et 0 seront déduites respectivement de la
connaissance de leurs valeurs & la frontiére de A par I'intégration d’un systéme
linéaire aux dérivées partielles du premler ordre et d’une équation de type
elliptique. Nous déterminerons ainsi le systémé des données de Cauchy
permettant d’engendrer I'espace-temps extérieur le plus général.

435. Les ds* o symeTRiE Ax1ALE. — Nous dirons qu'un ds*
ds?= gog da* dab

st A symétrie axiale si les potentiels g,s sont indépendants de 'une des
‘variables qui présentent le caractére spatial, la variable &' par exemple (*).
Comme l'ont montré Levi-Civita et Delsarte, de tels ds? présentent daos la

(*) La définition dennée ci-dessus ne suppose pas que les trajectoires du groupe d'iso-
métrie forment une congruence de normales et est par suite plus générale que (e“e de

" Delsarte (Cf. DELSARTE, Op. cit., p. 4). “
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théorie un intérét tout spécial; il semble en effet que des solutions particu-
liéres du probléme des n corps rentrent dans cette catégorie : celles qui corres-
_pondent au cas o, en mécariique newtonienne, les corps se meuvent em: ligne:
droite. De plus, par échange des réles joués par 'espace et le temps; les ds* &
symétrie axiale correspondent aux ds* statiques du type le plus général. _
Il est facile de déterminer des systémes de données de Cauchy permeuan't'
d’engendrer les ds” & symétrie axiale. En effet, d’aprés une remarque "du para-
graphe 6, on peut choisir pour section d’espace une variété ‘minima: S qui.
puisse étre engendrée par les traJectOIres du groupe d’isométrie de l’esp&ce—
temps. Les conditions initiales inconnues portées par la variété S sont alors
des fonctions de.deux variables seulement z* et z* qui: "doivent satisfaire aux
cinq équations (12.1), (12.2), (12.3), et leur détermination s’effectue sang
aucune dlfﬁculte, conformément aux considérations du paragraphe 12 IF'est.
clair qu'a de télles données de Cauchy, lintégration du systéme diffé-
rentiel (4.3) fait correspondre effectivement un espace-temps- & symétme
axiale. o . . -

IV. — Théorémes d’unicité et d’existence pour l’équa.tion fonda‘m’eqtﬂe'.ff‘j ;

14. Le tacorkME p’unicitE. — Revenons a I'étude de 1’équation: fondamen-
tale (12.3) ou de I’équation équivalente (11.3). SI dans léquatlon (19 3),»

nous tenons compte de la relation
- 0w+ Tk g+ Thr gllt=0o,

nous pouvons mettre cette équation sous la forme

(1) L(0)=— 4A36 + 4T} g7 0,0 — 2 g 08 90 -+ R+ Lie-0=o,

ol A;0 est le paramétre différentiel du second ordre de. la foncuon 0 évalué
dans la métrique (ds*)*. :

Soit A un domaine borné & trois dimensions porté par la variété-S et soit D
le bord de ce domaine. Nous nous proposons de démontrer le théoréme
suivant : ‘

.

Tutontme p'onicre. — Il eiste au plus une solution de I équatton (14. :)
admettant dans A des dérivées continues jusqu’au second ordre, contenue dans
A + D, et prenant sur D des valeurs imposées.

Supposons en effet qu'il existe deux solutions 0 et  de léquahon (14.1)
satisfaisant aux hypothéses du théoréme précédent et telles que la diffé-
rence w =1 — 0 s’annule sur D. Il vient par soustraction

L(r) —L(8)=—4 A*m + 22T} — (9,0 + d;‘{.')]g‘/*d,m + L2e~#0 (e —1)=0. =
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Or il existe une fonction ¢ continue dans A telle que 'on ait

e — 1= fue*Y.

Par s‘uite_ la fonction w satisfait & une relation de la forme
o — 4A%w +Aldw +~Cw=o,

-ott les A’ sont des fonctions continues dans A et ou
) C=— L2+

est négatif ou nul. 1l résulte alors d'un théoréme classique de la théorie des
équations linéaires de'type elliptique que la fonction w, qui s’annule sur D, se
réduit nécessairement & zéro dans toute 1'étendue du domaine A, ce qui assure
' l’unicité de la solution de l’équation (14. 1).

18. EXISTEN(‘E D'UNE SOLUTION DE L EQUATION FONDAMENTALE. — L'¢é équation (14.1)
peut se mettre sous la forme

(15.!) — A;e:f(Py 97 dl; 6),

ou P dési'gne le point courant de la variété S et ou

" f(P, 8, 0,8) = — T}t g7 90 + - £ 9,0 0;0 — ZR*— %L’e—"".

Nous allons montrer l'existence d’une solution pour le probléme de
Dirichlet relatif 4 ’équation (15. 1), pourvu que le domaine fondamental A ait
été choisi suffisamment petit (*). Sans restreindre la généralité, nous pouvons
supposer que la solution considérée est astreinte a s’annuler sur le bord D du
domaine A.

Soit G(P Q) la fonction de Green de léquauon A6 =o, fonction qui
n'est jamais négative, et considérons la suite des fonctions 6, définies par la
formule de récurrence

183 Gu=—[G(P, Q/1Q Q) (Ve (B=0)

ou dV, désigne I'élément de volume de centre Q du domaine A. La fonction f
considérée est telle qu’a tout nombre positif M, on peut faire correspondre un
nombre positif A tel que les inégalités

it <M, |t <M

entrainent dans le domaine A
| f(P, T, di) | << A.

(*) Cf. Courant et HiLeerT; Methoden der Mathematischen Physik, L. 11, Springer,
1937, p. 287.
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Desngnons alors par £ le maximum dans A des expressxons | .
f OP, Qe f | «hG(P; ViV,

maximum qui tend vers zéro avec le volume deA et chorsxssons A sufﬁsammenb

 petit pour que & < . Les mégahtés .

(15.3) 10n| << M, idin|<M

entrainent alors, en vertu de ( 15 2)

|9n+1|<’fA<M ldu n+1l<kA<M

umformément dans le domame A. Posons en effet
=3 St

,.(P>—1em(P>—e (P)t+2,lda ..+,(P>—a.e (Pn,v u»:‘*:ﬂa:xb"i._

_ - r€A T

=1

tement positive K(P Q) telle que D,,(P) satlsfasse aane mégahté de la fermew

,,,,<P><[K<P Q)Dn(Q)dVo, .

et dont 'intégrale : _
| I,=fK<P,_Q>dvo |

queI<q<I il v1ent
Pa<< o™

ce qui démontre la convergence uniforme dans A des fonctions 0 et 00,.,. :
La fonction limite 0 satisfait a l’équatlon intégrale - et

e=—_fG<P, Q) f1Q, 6(Q), 28(Q)]dVq, .
A : .
et par suite satisfait, comme on le montre aisément, a ’équation (15. 1).3

16. Cas ou R* EST NEGATIF OU NUL. — Nous supposerons dans ce paragraphef
que la métrique (ds*)? a été choisie de telle fagon que dans un domaine A
déterminé porté par S, la courbure riemanienne scalaire associée R* soit_
essentiellement négative ou nulle. Nous supposerons de plus que, sur ’hyper-
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surface S, on a adopté un systéme de coordonnées tel que, dans le domaine 4,
le discriminant g* de (ds*)* soit égal & une constante. Dans ces conditions

et 'équation (11.3) se réduit a la forme

In, L2
(16.1) —A:cp-,l—gR?:—g—qﬁ.
Relativement aux solutions de I'équation (16.1), nous nous proposons de
démontrer le théoréme suivant :

THEOREME D'EXISTENCE. — Pour L? suffisamment petit, il existe une solution
strictement positive de I'équation (16.1), réguliére dans A et se réduisant sur le
bord D de A a une fonction f positive donnée.

- Soit ¢ la solution de P’équation

(16.2) —A1¢+ g Ry=o,

réguliére dans A et se réduisant sur D a la fonction f. Le scalaire R* étant
négatif ou nul, la fonction  ne peut admettre dans A de minimum négatif ou
nul €t est par suite strictement positive dans ce domaine. La fonction u= o—1¢
satisfait & I’équation aux dérivées partielles

. 1 L2
(16.3) ——A‘,‘u—l— gR'u:—-— m,
et s’annule au bord D de A. Désignons par G(P, Q) la fonction de Green rela-
tive au domaine A de I'équation (16.2). En introduisant cette fonction qui

n'est jamais négative dans A, nous obtenons pour u I’équation intégrale non
linéaire

_ L(Q) '
(16-4) wP)= [ gy O O e

Nous allons former la solution de ’équation (16.4) au moyen des approxi-
mations successives Uy, U,, ..., U,, ... définies par la formule de récurrence

' 1*(Q)
n+1 P = ’ ’
e (F) jz;s["l‘(Q)-Fun(Q)]vG(P Q)dV,y

avec
Ug==o0.

Si nous désignons par M le maximum, quand P varie dans A 4 D, de l'inté-

grale

L(Q) :
[ STrr 6 Qdve
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" maximum qui tend vers zéro avec L?, il est clair que, pour tout n positif

o< u,gM.

La suite des u, étant ainsi majorée, il est facile d’établir que, pour L? suffi-
samment petit, elle converge uniformément dans le domaine A. Posons

D,= max |u,(P)— un.(P)], m= min (P).
PEA+D PEA+D

En évaluant D, il vient

Q) ( 7)1 uH)l \
s, e, mer 0 © (‘*T")(*uff) "’V?" -

soit en majorant I'intégrale qui figure au second membre
6
DngDHyM(H M) :
m m

On peut alors choisir M suffisamment petit, pour qu'il existe un nombre q
tel que . ‘

M\
7——<I+—-> <g<li1.

m
On en déduit I'inégalité

D, << Dyg~,
et par suite la convergence uniforme des u,. La fonction limite u satisfait
a D’équation intégrale (16.4) et par suite & ’équation aux dérivées par-
tielles (16.3), tout en s’annulant au bord D de A. La fonction ¢ + u remplit
effectivement les conditions du théoréme d’existence énoncé.

V. — Sur lintégration du systéme des conditions initiales
dans le cas intérieur.

7. EQuATIONS DU CHAMP DANS LE CAs INTERIEUR. — Dans I'espace de Riemann
représentatif d’un univers relativiste, donnons-nous un domaine a quatre-
dimensions qui soit occupé par de I'énergie. On sait que, dans ce domaine,
la métrique de I’espace satisfait aux équations d'Einstein du cas intérieur

(17.1) Sap:ZTa(o’:

ot le tenseur symétrique T,g est de signification purement mécanique. Le fait
que I’équation de Poisson peut étre déduite par approximation de I'une des
équations (17.1) conduit a attribuer a la constante ¥ la valeur

81rf

c?

(17.2)
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ou f désigne le coefficient de I’attraction newtonienne et ¢ la vitesse de la
lumiére. Dans I'hypothése dite du fluide parfait, I’énergie introduite est
’énergie pondérable de la matiére et celle correspondant aux forces de
pression superficielles, et ’on donne au tenseur T,g la forme

(17.3) Ta8 == (p -+ p)Ua g — P &ah,

o les scalaires positifs i et p représentent respectivement la densité au repos
et la pression du fluide considéré et ou le vecteur unilaire u, définit son
~ vecteur-vitesse généralisé.

Sans nuire a la généralité, nous pouvons encore supposer que l’espace-

temps envisagé a été rapporté a un systéme orthogonal de coordonnées. Avec

“les notations du paragraphe 4, les équations du champ peuvent, dans ces
conditions, étre mises sous la forme

g V(9 V)

(A7.6)  Ki=— o] — K+ F— £ —y| (p - pyui — L gle—p) |

~

VRt = V',-(Q'i— SVK)Y=V y(p + p)utu,
-9 R~ R= (K~ H—R) =g[(p +p)uc = p)

ot seales les équations (17. 4) contiennent les derlvees d’indice 2 des potem]els
On montre (') que la donnée sur une section d’espace S des potentiels et de
leurs dérivées premiéres permet, en adngﬂant aux equatlons (17.5) une

« equauon d’état »
' r=sp)

de détermiger sur S, p, p et le vecteur unitaire uz*. L'introduction des
- équations (17.4) et des conditions de conservation donne ensuite, par des
-dérivations par rapport i 2*, les valeurs sur S des dérivées successives des

quantités g,g, W, p, u*. L’é volutxon du fluide se trouve ainsi complétement
définie. '
18. MoOUVEMENT IRROTATIONNEL D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE. — On sait depuis

Levi-Civita 'importance, pour les problémes de la Mécanique Céleste, de
I'étude relativiste des mouvements d'un milieu continu. Parmi ces mou-
vements, 'un des plus intéressants est le mouvement irrotationnel d’un fluide
parfait mcompressnble, auquel j'ai consacré récemment un travail (*). Pour
un tel mouvement, on est conduit & poser le probléme des conditions initiales
d’une maniére assez différente de celle que nous venons d’esquisser dans le cas

(*) Cf. G. Darnois, Les équations de la gravitation einsteinienne (Mém. Sc. math.,
. 25, p. 27-28) et Licanerowicz, Thése, Paris, 1939, p. 29-31.
(?) Btfll. Sc. math., 2° série, 63, 1941, p. 46-65.

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 1, 1944. 8
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général, et a reconnaitre une analogie profonde avec le probléme corres- ‘
pondant du cas extérieur.

Nous rappellerons d’abord quelques définitions. Le mouvement d’un ﬂmde ‘
parfait est dit irrotationnel lorsque les lignes de courant du ﬂuxde,,partouzf
tangentes au vecteur-vitesse, sont orthogonales 4 une méme hypersurface, Ces
lignes de courant sont alors les tlaJectOIres orthogonales d’une famille & un.
paramétre d’hypersurfaces S, ce qui assure la permanence du mouvement
irrotationnel ('). Le mouvement d’un fluide parfait est dit incompressible, si,
le long de chaque ligne de courant, la densité y du fluide est constante. Un te].
fluide est en général hetérogene en ce sens que (. varie d'une ligne de courant’’
a 'autre. Il est dit homogéne si . est constant.dans tout le fluide. oA

Nous utiliserons enfin le résultat suivant, dont on trouvera la démonstratlon“.
dans mon travall cité : : o T

Pour que le mouvement irrotationnel d’un fluide parfait sait-le mouvement d’un -
Sluide incompressible, il faut et il suffit que les hypersurfaces S assaczées au'f
mouvement irrotationnel sotent des variétés minima du ds*. - o .

Ceci étant posé, cons1derons le mouvement lrrotauonnel d’un fluide parfalt";!
incompressible et adoptons pour-sections d’espace les hypersurfaces S assocléeﬁ
a ce mouvement, pour lignes de temps les lignes de courant et pour variable
temporelle z* I'arc de ligne de courant mesuré dans la métrique d’Elsenhart(:}
Dans un tel systeme de coordonnées, 1'élément lméalre s'éerit. -

(18.1) ' ;_ V’(d.x‘) + gy dat dai,

et les composantes du vecteur-vitesse sont données par les formules

(18.2) w=o, wr=V—,

D’aprés le résaltat énoncé, , il faut et il suffit, pour que le ﬂulde con51déré
soit incompressible, que Pon ait :

(18.3) K:Qf:m -

et les équations (17.4) et (17, 5) du champ de gravitation se redulsent a-lors
aux équations ~

(18.4) —-V-,d,.ﬂlf+ﬁif——— — -x& (E—=p)
(18.5a) Vi(Qi)=o,
(18.5b) ' R=— H2— ayp.

(') EiseNuart, Trans. Amer. Math. Soc., 21, 1924, p- 21.6.
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Dans le cas o le fluide parfait introduit est homogéne, p. est une constante et
la pression p du fluide est liée a la fonction V par la relation (*)

(18.6) o . V= Fip-
© 19, Sur L'INTEGRATION DES MOUVEMENTS IRROTATIONNELS D'UN FLUIDE HOMOGENE
INCOMPRESSIBLE. — Donnons-nous une constante positive . et cherchons
a déterminer les mouvements irrotationnels d’un fluide homogéne incom-
pressible de densité p. Soit S une hypersurface minima associée & un tel
mouvement irrotationnel et cherchons tout.d’abord 4 déterminer sur S les
tenseurs d’espace g;; et Q;;. La méthode introduite dans le cas extérieur rend
cette détermination facile : le changement de fonctions inconnues déja utilisé

= e20 * i/ — 50 Qi/
8ij gi/

‘transforme les équationé ‘(18 .3) et (18.5) en les équations

- (19.1) : ’ gilli=o,
. (19.2) Vilii=o,
(19.3) — L g 0,-/0 - 2g‘/* 0:00;0 — 40,8706 + R*== — L2e—*0 — 2%1"320

‘Ainsi la détermination sur S des tenseurs g;; et {;; se raméne a I'intégration
~du systéme linéaire du premier ordre (19.1), (19. 2) aux fonctions inconnues I1¥
'.et a celle de I’équation de type elliptique (19.3) & I'inconnue 6.
Supposons pour un instant connues les valeurs sur ’hypersurface S de la
fonction V et de ses dérivées successives. Si l'on tient compte de la rela-
“tion (18.6) dans le systeme (18.4), on aboutit aux équations

(19.4) =0+ BV — g V(0 V) = ;ngp(ﬂ—l),

qui donuent immédiatement les valeurs sur S des 0,Q/. Par des dérivations
par rapport & x* effectuées sur les équations (19.4), ol p est considéréc
comme une conslante, on peut déterminer les valeurs des dérivées normales
successives du tenseur Q¥,

Il nous faut maintenant choisir les fonctions V, 9,V, ... de facon que le ds?
correspondant soit effectivement associé au mouvement irrotationnel d’un
fluide incompressible de densité p. Il résulte des équations (18 5.) que les
valeurs sur S des u’ sont nulles. Par suite les valeurs encore inconnues de u'
et V sont lies par la relation

(19.5) ’ : Vi(ut)=1.

(') Syxeg, Proc. London Math. Soc., &3, 1937, p. 391-393.
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Les v’ étant nuls sur S, le systéme différentiel aux lignes de courant se rédmt
sur cette variété aux équations :

. 9, ' o
13 i £ \2 e iP if h
u obu_'_rlt—l»(u ) __—-P""'P,g )
ou en tenant compte de (18.6)
wt Qi+ L, (ub)r=— %gﬁ .

Or d’aprés la relation (19.5)1 . : e

. : a;V
T (ut)y=— ",\‘f‘é’
Par suite il vient sur ’hypersurface S -
dyui=o, duul=o, cery

équations (19 1) et (19.4), il vient sur la vaneté S
K=o, » .

(19.6) o.K':_ngjL(ﬁfr?,x,;)v'—' gxy:. D ;

Il en résulte que la fonction V est astreinte & satisfaire & i’équatidlfl.’dé};y

elliptiqué’ : [

) ;—K'IV+(E+3XF)V—§'X}L=O,

et ses dérivées successives par rapport & z* a sausfalre a des équatmn
analogues, obtenues ‘par dérivations sur (19.6). Si V des:gne l’une quel' g
conque de ces dérivées, on a : :

— AV +(R+3yp)V +® =0,

ot ® représente une fonction réguliére des variables %, ne dépendant que -
des gi; et de leurs dérivées d’ordre en z* égal A celui de V, ainsi que de la
“fonction V et de ses dérivées d’ordre en a* inférieur & celui de V. Neus avons:
ainsi achevé la détermination de I'espace-temps intérieur le plus général»
correspondant au mouvement irrotationnel d'un fluide homogéne incom-
pressible de densité . On connait le rdle j Joué par Péquation de Laplace dans -
la théorie classxque d’un tel mouvement; il importe de noter qu'il apparait ici

encore une curicuse analogie entre la théome des équations gravitationnelles .
du cas extérieur et cclle du mouvement irrotationnel d’un fluide incompressible.
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VI. — Sur le probléme des n corps.

20. PosiTION DU PROBLEME RESTREINT. — Beaucoup d’auteurs, entre autres de
Sitter et Levi-Civita, se sont occupés du probléme des n corps en relativité
générale. Mais ils se sont toujours bornés a la recherche de solutions approchées
et les approximations faites apparaissent parfois, notamment chez de Sitter,
comme plus ou moins arbitraires. Je me propose ici de construire un exemple
de données de Cauchy compatibles avec le probléme des n corps. A de telles
données correspondra une solution rigoureuse de ce probléme, dont I'évolution
dans le temps sera régie par les équations du type (4.3) ou (17.4) et pourra
étre obtenue par une intégration numérique de ces équations. Ce n’est la
encore il est vrai qu'une premiére ébauche, mais elle est susceptible de fournir
des renseignements intéressants sur ce difficile probléme de mécanique céleste,
envisagé indépendamment de tout recours a des approximations toujours
délicates a justifier.

Supposons que l'on puisse tracer dans l'univers considéré une hyper-
surface S, homéomorphe. & I'espace euclidien et orientée dans I'espace.
Donnons-nous sur cette hypersurface n domaines D,(p=1, 2, ..., r)bornés
disjoints; nous meublerons chacun de ces domaines par une distribution mas-
sique pour laquelle, pour simplifier, nous adopterons le type schématique inté-
rieur. Le vecteur-vitesse sera supposé orthogonal a S et la densité ., variable
en chaque point des différents domaines, sera considérée comme donnée. '

Dans I'espace-temps doué de sa métrique totale — extérieure et intérieure —
menons par chaque point de S la géodésique G normale & S. Celles de ces
géodésiques issues des points des domaines D, sont les lignes de courant des
distributions matérielles considérées, tandis que celles qui s’appuient sur les
bords de ces domaines engendrent les frontiéres des n masses. Nous adopterons
pour variable temporelle x* I'arc de géodésique G, de telle sorte que I'espace-
temps se trouve rapporté au systéme de coordonnées de Gauss relatif a S,
et nous prendrons par suite la métrique de cet espace-temps sous la forme

(20.1) ds*=(dz*)*+ ¢* gl dz' da/,

ol les notations sont identiques a celles des paragraphes 9, 10, 11.
Les g;; étant donnés de telle fagon que la métrique définie négative
(ds*)*= g} dz' dzi

soit partout réguliére sur S et soit conforme & l'espace euclidien a I'infini,
nous chercherons & trouver une solution des équations
*IIi/ = o
(20.2) gy =0
. VIV = o,

. . L2 (o (a l'extérieur des D,)
. * Rk ik . * i gh
(20.3) 841¢ +8Thtg” 09+ Ko+ ¢’ | — 2xp9® (a intérieur des D,),
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solution qui soit partout réguliére sur S et qui soit telle qu'a D'infini la
métrique (20.1) tende asymptotiquement vers la métrique euclidienne et
le tenseur IIY vers zéro ('). A deux tels tenseurs g;; et II¥ correspondra
effectivement par l'intermédiaire des équations

(a l’extérieur des D,),

o
—_ j 4+ Ri=
(20.4) 0. KQ{+R‘—§_ ;xggp.(é lintérieur des D),

une solution rigoureuse du probléme des n corps.

21. DETERMINATION D'UNE SOLUTION. — Les conditions portant sur la métriqué
auxiliaire (ds*)? sont évidemment satisfaites si nous adoptons pour celle-ci- la
métrique euclidienne définie par les formules

—_§.—§ of(pourizj),
8= 6”_{ —1 (pour i=j).

De plus le tenseur IIV identiquement nul constitue bien une solution partout
réguliére des équations (20.2) se réduisant a zéro dans le domaine a l’mﬁm,

nous pouvons donc prendre
lV=o.

Soit Ag le laplacien euclidien ordinaire de la fonction ¢. Avec le choix
précédent des tenseurs g;; et I, I'équation (20.3) prend la forme

o (4 I'extérieur de D),
== %quﬁ (4 Pintérieur de D),

ou en tenant compte de la relation (17.2)

.

(21.1) f

o (a I'extérieur des D,),
Ag=j _am —;= 129* (2 'intérieur des Dp).

(1

Nous sommes ainsi ramenés a chercher une solution strictement positive,
partout réguliére sur S, de I'équation (21.1), solution qui se réduise a I'unité
dans le domaine a I'infini. Il apparatt clairement sur ’équation (21 .1) que la
fonction ¢ étant strictement positive ne peut atteindre sa borne inférieure en
aucun point a distance finie. Par suite sur S, ¢>1. D’ailleurs la fonction ¢
satisfaisant & (21.1) et prenant la valeur 1 a Dinfini, satisfait a I'équation
intégrale

p=n :
(21.2) <p—1+2f22f§q;=dv,
_ p=1""

-

(') Cf. Licanerowicz, Thése, Paris, 1939, p. 35 et 3g.
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ou r désigne la distance euclidienne et dV I'élément de volume euclidien. Soit
9, une fonction continue partout supérieure & 1 sur S. Nous allons construire
par approximations successives & partir de la fonction @, une solution de
'équation (21.2). Les approximations successives @o; $1; - .. @my - .- élant
données par la formule de récurrence

p=n

. S fpt .
2.3 mt = 1+ = g :ndvl
(,) e > Te

2¢?
p.—_—l

il est clair qu’en tout point a distance finie

1 << Q.
Posons

. p=n . .
A [ P P
¢ p=1 VP2 .

et soit M une borne éupe’riedre de 9,,. Il résulte de (21.3) que ¢, peut alors
étre majoré par
: P <1+ MPa.

La borne M étant nécessairement supérieure a I'unité, il est possible de choisir
o suffisamment petit (par exemple en adoptant une distribution matérielle
suffisamment peu dense) pour que :

1+ Msx <M.
Dans ces conditions, il est clair que, qﬁel qﬁe soit n, on a
1$ 9, << M.
On déduit immédiatément de cette majoration

6m < amrﬂ 5Ml’ o,

et si I'on choisit encore « suffisamment petit, pour qu'il existe un nombre ¢
tel que :
SMia << g <1,

et la convergence uniforme des ¢, en résulte. Comme on s’en assure aisément,
la fonction limite ¢ satisfait 4 I’équation intégrale (24.2) el par suite a 'équa-
tion (21.1), est strictement positive et prend la valear 1 a l'infini.
L’élément linéaire ’
ds*= (dx*)?— ¢' 0;;dz' dz/,

associé au tenseur II“=o, fournit un exemple de conditions initiales
compatibles avec le probléme des n corps.
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VII. — Application au probléme des deux corps.

22. PréLmusaires. — On sait que de nombreux auteurs (') se sont occupés
du probléme statique des deux corps dans le cas de la symétrie axiale. Ce
probléme si intéressant au point de vue analytique semble au premier abord
dépourvu d’intérét physique : deux masses coexistantes dans I'univers ne
peuvent a priori y demeurer en équilibre. Cette incompatibilité se traduit par
I'existence hors des masses de certaines singularités du champ extérieur,
comme je I’ai établi dans des cas sensiblement plus généraux (?). :

Mais ces singularités peuvent étre envisagées comme constituant la repré-
sentation des liaisons & appliquer aux deux masses pour leur permettre de ne
pas graviter. Weyl, en étudiant ce systéme de tensions, a obtenu un résultat
d'un intérét physique certain : l'effet global de ces tensions sur I’un des corps
est dans cerlaines conditions une attraction donnée approx1mat1vement parla’
loi de Newton. ,

En Mecamque céleste, la loi de Newton est employée constamment comme'
premiére appronmatlon de.la loi relativiste de la gravitation. En toute rigueur; .
cet emploi n'était jusiifié que pour le mouvement d’un élément matériel dans
le champ d’une masse finie (et non pas pour le mouvement de deux masses’
comparables). Le résultat de Weyl constituait ainsi une premlere justification
de cet emploi dans des conditions plus larges. -

Dans ce qui va suivre, nous allons appliquer les résultats des paragraphes
précédents a 1'étude d'un univers & deux masses gravitantes et essayer d'en
tirer quelques éclaircissements relativement & I'interaction de ces deux masses.

23. ENERGIE DU SYSTEME DES DEUX MAssEs. — Considérons un univers & deux.
masses engendré par des conditions initiales du type de celles étudiées aux
paragraphes 20 et 21. Les deux masses considérées occupent respectivement
sur S les domaines D, et D, et admettent respectivement pour densités en les
points de ces domaines p., et ,. L’é1ément linéaire correspondant i cet univers
peut étre mis sous la forme o

(23.1) ds*= c? dt* — do* (2* = const.),
et satisfait sur S aux conditions

(232) gtj: o,
(23.3) do*= o* & dx! da,

(') Cf. Bacu et H. WgvL, Mathem. Zeits., 1922, p. 134-145; Paratini, Rend. Acad.
Lincei, 1923, fasc. 6, p. 263-267; Cuazy, Bull. Soc. Math. France, 1924, p. 17-38.
(*) Licnxerowicz, Thése, Paris, 1939, p. 6g.
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ol ¢ est solution de I'équation intégrale

(23.6) o=1+L ¥ [toav,

2
2c Do

Un élément matériel d’épreuve P, placé en un point quelconque de S, décrit
dans l'espace-temps une géodésique de la métrique (23.1). En vertu des
conditions (23.2) il décrit, au voisinage de S et par rapport aux variables
d’espace, une géodésique de I’élément linéaire (23.3) d’'un mouvement uniforme.
Si nous rapprochons cet énoncé du principe de Maupertuis, nous voyons que

I’élément matériel P se comporte comme s'il était soumis 4 un potentiel «
p P

proportionnel 4 ¢*
u=ko*.

Pour déterminer la constante £, évaluons le laplacien de u. On a

;—(Au:[;cp“ Ag + 129240,

o A, ¢ désigne le paramétre différentiel du premier ordre de la fonction ¢. En

négligeant au second membre les termes de 'ordre de é, il vient

. : so (a l'extérieur des masses),
k Au=4a¢= ' — —S%r._;—fp (a l'intérieur des masses).

¥ 2
Nous adopterons £ = € de telle sorte que, aux termes en =, prés, Ja fonction u
2 (O

satisfasse & I'équation de Laplace-Poisson

o (a P'extérieur des masses),

Au= { — 47 fp. (2 lintérieur des masses).

Si nous considérons chaque élément matériel de I'un des corps, D, par
exemple, comme un élément P, il lui correspond 1’énergie potentielle

2

—— ¢ §
P = ¢

Par intégration, nous aboutirons, pour I'énergie potentielle totale du systéme
des deux corps, & 'expression suivante

2

(23.5) U:c—[ prot dV,+ (.qu)‘dvz],
- DI D,

2

ou ¢ satisfait & I'équation intégrale (23.4).
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 1, 1944. 9
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Q4. La Lot be Newron. — Sur la formule (23.5) donnant U nous eﬁ'ectuerons
deux sortes d’approximations : . .

a. Comme nous I'avons déja fait a plusieurs reprises, nous négligerons au
1 . ’
second membre les termes de I'ordre de ; au moins.

b. Désignons par d la plus petite dlstance euclidienne d'un point de I'un -
des corps & un point de l'autre et par / la plus grande dimension® des deux

corps. Nous supposerons que le rapport — L oest petit et nous négligerons (* )les

termes de I’ordre de au moins.

a
La fonction U étant définie par e
=2

G2 4 '
= LN Po s gv ,
U=3 ‘/D;P'P<l+2c’ /r;qr(?d‘ >dV""

=1

- \ I
il vient, a des termes en G pres,

Posons
M= { p.dVv,.
De
La quantité M, représente la masse totale du corps conSIdere et nous pouvons
mettre la fonctlon U sous la forme :

p, =2
U=2 M+ My+7 3 fpp(f” dV,)dvp,
. p, 6=1 De Ds

. ' I8
ou en négligeant des termes en — au moins

. p=2 :
- Pe 2/MiM,
AU_E(M1+M2)+f2‘/D:W( -r-dvp>dvp+ LM,
p:i N -

Dy

Si nous effectuons sur les deux corps un déplacement euclidien, le seul
terime de U qui variera sera le dernier. La fonction U se présente donc sousla
forme
2 fM,M,

-

U=B+ 3

(y Cf. LEV[—CIV]TA, Amer. Journ. of Math., 59, 1937, p. 11.
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“ou B est invariant par un déplacement euclidien. Nous retrouvons dans le cas
de deux masses finies une expression classique de la loi de Newton (*).
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"~ (')} A la méme approximation, nous avons d’ailleurs

w= +f$‘ *‘f. dv,.



