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Sur une méthode permettant de trouver rapidement des formules

de quantification utilisables en pratique (méthode dite des résidus);

Par Roserr MAZET,

Professeur & la Faculté des Sciences de Lille.

-

[Extrait d’'un cours de Mécanique ondulatoire fait a {’Université de Stablack en 1942-43.]

 Preévmivaires. — Je rappellerai d’abord certaines propriétés des équations
différentielles linéaires en me limitant, en vue de la suite, 4 une équation du
second ordre a une fonction inconnue d’une variable {(x).

Soit
d? d .
Zl?q; +A‘Tq;+Bq;:o (A et B, fonctions de x).
o - \ dy :
n peut faire disparaitre le terme en = en faisant le changement ¢ = UV
X

et prenant U tel que 2U'+ AU =o0. D'ou

Nous supposerons ce changement effectué au préalable et prendrons
I’équation sous la forme
ay
(1) E+H(x)q}:o.
Si ¢, (x) et $,(x) désignent deux solutions particuliéres choisies une fois
pour toutes, l'intégrale générale est de la forme

- Y= C; + D= C(Yy + ps) (G, D, p, constantes).

A chaque intégrale particuliére correspond une valeur de w qui permet de
la distinguer au facteur C prés ct que I'on peut appeler son rang par rapport
a g, etd,. '

Dans le plan complexe 5 ==+ iy, les seuls points singuliers que puisse
admettre une intégrale ¢ quelconque sont ceux de H(z) que nous supposerons
analytique dans tout le plan.

Journ, de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 40



306 ROBERT MAZET.

vf\\' ds

‘Faisons le changement ¢ =¢ . Il vient
(2) W'+ W2 H(z)=o.
A chaque solution ¢ de (1) correspond une solution de (2) W = ql; Zi’

Les seuls points singuliers de W sont :

b

1° Les points singuliers de Z—z, c’est-a-dire de {, qui figurent parmi ceux
de H(z);
2° Les zéros de ¢, qui sont des pdles d’ordre un de W (développement de W

au voisinage : —+..., siaest 'ordre de multiplicité du zéro z_,).

= =
Py &

Tragons, dans le plan complexe, un cercle de grand rayon C(O, R);
entourons d’autre part les points singuliers de H intérieurs 4C : a, b, ... de
petits cercles ¢, ¢”, ... et les zéros de ¢ compris dans la région intermédiaire
(c’est-a-direintérieure a C et extérieure aux ¢/, ¢’, ...) de petits cerclesc,, c,, . ...

W est holomorphe dans la région trouée; si, de plus, il est uniforme le long
des frontiéres, on peut écrire

de;:de:+f\Vd;+...+chiz+de:+...,
¢ o o . "

les intégrales étant prises une fois dans le sens positif.

PriNciPE DE LA METHODE. — Bernons-nous au cas o, a partir d’un rayon de C
suffisamment grand et de rayons des cercles ¢/, ¢”, ... suffisamment petits,
les intégrales ne croissent plus en nombre et gardent toutes une valeur
constante et finie (résidu). (Cette hypothése exclut le cas, pour W, d'un
point singulier essentiel & résidu infini et, pour ¢, d'un point d’accumu-
lation de zéros se trouvant en a, b, ... ou a I'infini.)

On a, en désignant les résidus par la lettre K,

(3) K, =K, +Kp+...4+ g x 27,

q étant le nombre des zéros de ¢ distincts des points singuliers de H et de
I'infini et comptés avec leur ordre de multiplicité. g est donc un nombre entier2o.

Cette relation (3) exprime, pour chaque solution ¢ de rang ., le nombre
des zéros de cette solution en fonction des K, c’est-a-dire des coefficients de
I’équation (1) et de ; on pourrait 'écrire

(3) K. (p)=Ko(p) + Kp(p) +...+ gp X 27i.

Comme, en général, {, et ¢, et par suite w, aussi bien que ¢,, sont inconnus,
cette relation offre, en général, peu d’intérét.
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Mais supposons que 1’équation (1) résulte de I'équivalence & une constante E
(valeur propre) d'un opérateur hermitique linéaire agissant sur ¢ dans un
espace fonctionnel donné, et désignons désormais par ¢ une fonction propre

- de I'équation (1) que nous écrirons pour la circonstance

(1) . g—}:+H(x, E)¢=o.

Il peut arriver que, compte tenu des propriétés des fonctions propres (condi-
tions aux limites définissant ’espace fonctionnel, carré sommable, etc.), le
rang p. de la fonction § disparaisse des expressions des K dans la relation (3")
[par exemple, si les seuls points singuliers que posséde H appartiennent a
l'intervalle de configuration — extrémités, en général — et si les solutions
de (1') sont toutes de carré non sommable, sauf une; pour le point & I'infini,
lorsqu'il n'appartient pas & l'intervalle de configuration, voir I'exemple du
rotateur spatial traité plus loin (*)].-(3) donne alors une relation entre les
coefficients de (1’) et ¢ qui constitue une formule de quantification, puisque ¢q
ne peut étre qu’entier 2o.

En particulier, si E figure dans (3), on obtient E=E(¢). La constante E
se trouve quantifiée.

Crrmigue. — L'inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne pas les
fonctions propres elles-mémes, de telle sorte qu’on ne sait pas si 4 une valeur
de g (entiére 20) correspond, ou non, une fonction propre (*). Pour le savoir,
il faudrait regarder comment se classent les fonctions propres selon le nombre
croissant de leurs zéros. Si les fonctions propres ont tous leurs zéros réels et
croissant d'unité en unité depuis zéro, ¢ prend toutes les valeurs (c'est le cas
des fonctions propres a polynomes, dont on démontre a priori que tous les zéros

- sont réels et compris dans l'intervalle de configuration). Si elles ont des zéros
imaginaires, ceux-ci apparaissent par paires (les cocfficients de H étant supposés
"réels) et g croit alors de 2 en 2. Remarquons que les fonctions propres de
_Topérateur hamiltonien (fonctions d’onde) ont toujours, en pratique, une
allure analogue & celle des cas & polynomes et que le nombre de leurs zéros
compris dans 'intervalle de configuration croit de 1 en 1 (comme les nceuds
d’une corde vibrante); en désignant alors par ¢, le nombre des zéros éventuels
extérieurs A l'intervalle, il suffirait de poser ¢ =¢'+ ¢, pour que ¢’ prenne
toutes les valeurs entiéres 2 0.

Quoi qu'il en soit, la méthode donne sirement, en admettant que - Z—?;P soit

uniforme, toutes les valeurs de E quantiquement possibles. Le fait qu’elle en
donne peut-étre d’autres en plus n’est un inconvénient majeur que pour les

(*) Voir aussi le 2¢ Complément, p. 326. .
(*) Les valeurs de ¢ correspondant a des valeurs réelles de E sont seules a considérer.
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questions ot intervient la somme des états possibles (telles que les problémes
de chaleurs speclﬁques, si E désigne 'énergie).

En regard de cet inconvénient, la méthode est rapide dés que Ton a-un
moyen simple de calculer les K. Or, pour cela, il suffit que la fonction W
admette un développement de Laurent au voisinage du point étudié, et que ce

développement soit connu : le coefficient de = pour K_ ou celui de ——, ...
k4 z—a

pour K,, ... donnera, multiplié par 2n 7, le résidu cherché. ' A

Pour que I’on se trouve dans ce cas, il faut d’abord que H admette elle-méme
un tel développement. Nous devons, en outre, nous borner au cas ou le premier
terme de ce développement est pa:ir (*). Pratiquement, ou cherchera a résoudre
I’équation (2) au moyen d’un développement & coefficients indéterminés dont
le premier terme soit, au voisinage du point étudié, du méme ordre que celui.
de ==y — H(3) [si toutefois H ne s’efface pas alors devant W', ce qui suppose,
a 'infini, H de I’ordre de 37 avec p2— 1 (*)]. On définira ainsi deux intégrales
particuliéres qui pourront jouer, au voisinage du point, le role de ¢, et de ¢,.
L.a démonstration de la convergence des développements dans un cercle de
rayon non nul est une entreprise généralement difficile. On pourra, en -
pratique, se contenler de I’admettre, tout en notant que cette omission peut
exposer & des mécomples-(en laissant, par exemple, supposer a tort que W
est uniforme). '

Signalons, dés maintenant, un autre avantage de la méthode des résidus sur
lequel nous reviendrons plus loin : celle-ci se préte parliculiérement bien
a P’étude d’un cas voisin d’un cas connu (effet d’une perturbation considérée
comme petite), car on peut admettre que la convergence se conserve et que le '
nombre des zéros des fonctions propres reste le méme d’un cas & l’autre.

ExemeLes. — 1° Oscillateur linéaire harmonique. — L’équation (1) est de la -
forme
Z;’: + (a+ Ba)y=o, o
avec
2 b2y
a = %ﬂ K, B=— —leih'?’—v—"- (vo, fréquence classique).
Intervalle de configuration : — e {axr <+ .

Conditions aux limites : ¢ - o lorsque o -~ d=c assez vite pour que
-

/ k!@ dz ait un sens.

(1) Sl était impair, W ne serait pas uniforme et il faudrait tourner deux fois autour
du point pour retrouver la détermination initiale. Ce cas est laissé de coté ici.
(*) Voir, au 1°* Complément, p. 320 et suiv., des formules pour le calcul des résidus.
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L’équation (2) s’écrit
W4+ W2t a4+ fBz’=o0.

Le seul point singulier éventuel est le point & I'infini.
Calculde K .. — Posons W =ax+a,+ % +... (2) devient

a
! 4 (@2 + 2aa,x + al + 2aa,+...) + B2+ a =o.

o — — —..

Identifions & zéro : a®+ B = o donne pour a deux valeurs

¢=+V:a‘ M=—V:3

d’ol deux intégrales particuliéres
hive . dave T (1)
V=B étant réel et différent de zéro, la seule intégrale qui satisfasse aux
conditions aux limites est §,. Nous prendrons donc

a=a"=—y—f.
Ensuite
2 ly=— 0 donne a,=—o
2 . 1 a
a—+ai+2aa,+ a=o0  donne u=—+ \/_ﬁ
2 —
D’ou

K.= (— -:; + 2\;:3)21&.

a
_ - 4 = entier 2o
2 ov=p ¢ (g, 20)
ou -
L =q +
’ZVo_q 2’

résaltat bien connu.

a® Moucement de Képler (atome d’hydrogéne). — Une fois les variables
séparées, I'’équation qui donne la partie R(r) de la fonction d’onde dépendant

du rayon vecteur r est de la forme

d*R 2 dR
@ ;:17+<“+§+%)“=°’
avec
8Snim, ., 82
a:_—h-“—eh’ B= "h:""zez, Y=—1I(l+1) ({ entier 20).

(1) ILci et dans toute la suite, le signe ~ est a lire ainsi : « se comporte (pour la valeur

- étudiée de la variable) comme... ».
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Intervalle de configuration : 0 <r<+ 0.

Conditions aux limites (') : R= o pour r=o [toutefois, si /=o0(y=0),
il suffit que R soit borné]; R —~o lorsque r— -+, assez vite pour que

f RR rdr ait un sens.
0

Le changement R = ;V donne

V”+<a+9+l‘,)\’:o, W’+W’+a+é+13=o.
r r: r r

Le seul point singulier est I'origine auquel on doit ajouter, pour le calcul
des K, le point & I'infini.

Calculde K ,. — Posons W =a,+ f;i +...,(2) devient

I . | 2@y B _
—— — ..+ (l0+T+... +<1+;+.-.__0.

=
Identifions a zéro : @)+ a = o donne pour a, deux valeurs
“I()=+\/__°" 'a’(,::_\/—:&:
d'ou deux intégrales particuliéres

Ri~ senr, Ry~ Lemr,
r r
Si y—a est réel et différent de zéro (E < 0), la seule intégrale qui satisfasse
aux conditions aux limites est R,. Nous prendrons donc dans le cas E <o (*)

ay— izv',",:—\/—— a.
Ensuite '
2a0,+B3=0 donne a,:—-ﬁ—: B_.
20, 2\/_.a
D’ou
K.= ﬁ__zm'.
2y —a

Calcul de K,. — Posons W = é ~+ b+ b,r+...,(2) devient

b b? Y
— etz )+ S5+ =0,
7 r r

(1) Déduites des conditions d'uniformité et de carré sommable imposées dans I'espace a
la fonction d'onde. C - )

(2) Dans le cas E > o, la condition de carré sommable n'est pas vérifiée (domaine du
spectre continu).
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Identifions & zéro : — b+ b+ y = o donne pour b deux valeurs
'b,_l+\/l—.f|’{, b/r:[_\/l_[ﬂ',
- 2 2 -
d’ou deux intégrales particuliéres

RIN l‘b'“, RgN rb™—1,

VI—47v étant réel, la seule intégrale nulle (ou bornée si y=o)estR,,

" & condition que V1 — 4y —120 ou yY<o, ce qui a bien lieu.
- Nous prendrons donc b =4', d’out

Ko:""\/+[“f

ami.
Condition de quantification

g 1+\/1-—[.~(+

2y/—a 2

q (g entier 20),

ou, en remplacant «, 3, y par leurs valeurs et posant /4+1+4g=n
(n entier 21+ 1)

animyZ?et

E= PP

résultat bien connu.

- 3° Rotateur spatial. — Aprés séparation des coordonnées sphériques ¢ et 9,
I'équation qui donne la partie ©(0) de la fonction d’onde est, en posant
cosf=E, de la forme

oy @20 . de k
z2 7 J—
(I 3 ) dgg 2¢ dé'»+<a+ ——I E2>@_0,

avec
. 8m2l

R

E, k=— m? [m entierZo].

Intervalle de configuration : — 1 <E< 1.

-~ Conditions aux limites (') : ® = o pour £ ===1 [toutefois, si m = o (k= o),
il suffit que O soit borné].

Le changement © = ﬁ V donne
—
!
= —
wWawrg 2 kK =o =t
e N

(*) Déduites de la condition d’uniformité imposée dans 'espace a la fonction d'onde.
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Les points singuliers sont les points 41 et — 1 auxquels on don ajouter,
pour le calcul des K, le point & I'infini.

Calcul de K .,. — (2) s’écrit, au voisipage du point + 1, en posant £=1 ¢,
, 2 _t_ 1! ' - =
W+W+a( P 4+ >+/Yr([“32 48+...>._.0.

PosonsW=g+bo+b.s—l—...,(2)devient

b bg kl ~
I S +... )+ 5= +...=0.
') ( ) Le?

Identifions a zéro: — b+ b+ % = o donne pour b deux valeurs

p— IHVI—K 1 V—k pr— 1 —V—F
= = 2 ’ — 2 ’

2

d’ol1, pour I'équation en ©, deux intégrales particuliéres

1
B P b
O, ~e 3 O,~e .

V=T étant réel, la seule intégrale nulle (ou bornée si k¥ =o0) est 0,.
Nous prendrons donc b=124', d’olt

K= -l-i_-E 27i.
2
Calcul de K_,. — On a visiblement
K_=K,,.
Calcul de K . — (2) s¥crit, au voisinage du point a I'infini,

1 1 1 2
W’+W2—+—a( = —+...>+k’<ﬁ+;-+ ):o. N
3 S £

2 za
-

Posons W = %! + B :+...,(2) devient

& (%4 2 4...=o
ar(g ) —ar=o
[dentifions & zéro : — a, + a; — a = o donne pour a, deux valeurs
. 1+ Vi+4a . 1—\1+4a
= a;, = —

d’ou, pour I’équation en V, deux intégrales particuliéres

VizzaSP1<;_>’ \rﬁz‘éa{P:(g),
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P, et. P, étant deux fonctions réguliéres a I'infini (51 du moins, les séries

E

L mtégrale qui correspond a notre fonction propre est, aun facteur constant
prés, de la forme V == V, + p.V,, (% étant a priori quelconque, d’ou

' W =F+...et Wy=3 % + . sont convergentes)

1dvV VoV,
V d" 1+P~V3

V=Y [ai +0, (é)]; V=Y [;;'; + m(é)],
4 2 3 £
0, et-0, étant deux fonctions réguliéres et, de plus, nulles & I'infini.
0n en déduit

‘W_

avec

A\’
a,+ O+ pL(a’{—a—O,)V-’
1

W=

gel

V.
I+P~‘Tl

.‘ V::'avec =§-vi¥izR < ) R étant réguliére & Dinfini.

e L’étude des points £E=-1 et {=-—1 a montré qu'autour de chacun de
* ces points la fonction W qui nous occupe est uniforme (*). Elle doit donc étre
uniforme a 'infini, ce qui implique (en excluant les cas p.=o et p.= o qui
- seront examinés & part) une premiére condition pour «: .

4) , ‘ Vi+4a - (entier).

Réciproquement, posons y'1+ 4o =p. Si p=o0, V, est & remplacer par
Vi=lim (“___" “""') =V,Lz+3go(é>,
) Vi—V, 1 1 T\ 3
af>y. >3

. Q. étant réguliére a l'infini, et I'on voit facilement que W ne peut étre
umforme Si p est un entier >1, les coefficients de W, sont calculables de
~ proche en proche, tandis que ceux de W, sont indéterminés (punpau‘) ou en

général infinis (p pair) 4 partir de a,, (*). En exprimant alors W & I'aide du
seal W, '
A e—-fwﬂl:’.

—sfw,dz
f e U+t

—7 “+ Lk'— p? s
[W,: il R 4 _P ~+..., " : constante arbnralre], on constate que,

W=W,+

2¢ (2+p)3

- (1) On ne peut 'affirmer avec certitude que si le développement de W est convergent.
(®) Les coefficients de W, sont désignés par a,, ai, ..., ceux de W, par a;, a;, ...
(les coefficients de rang pair a,; sont tous nuls). )
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. ; 41
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si p est impair, W est uniforme; si p est pairJ W n’est uniforme qu'a la condi-

T ' :
tion que a,,, soit nul; corrélativement, a,,, prend la forme - - et la série W,

est indéterminée (elle représente alors I'intégrale générale W a l’exceptlon )

de W,).

Cette condition (a,,, = 0), qui vient s’ajouter & la condltlon 4) dam' le cas
oi p est pair ('), établit entre &’ et p une relation (4') qu’il n’est pas besoin ici
d’expliciter (?).

Moyennant (4)et (4'), W est uniforme & l'infini quel que soit y*; de plus,
toutes les zntégrales (sauf une) ont le méme ‘résidu et T'on peut écrire (en
excluant le cas u*= w):

1+Vi+4a

K.=a), x<2ni= —.—2—211:1'.

Condition de quantification

7 —
E——;ﬂzl—i—\/—k—kq (g entier 20)
ou, en remplacant « et k par leurs valeurs et posant .

Im|+g=n (n entier 2! m|),
Vi+ha=2n+1 ° [ce quisatisfait a Ja condition (4)] (*),

et enfin
a=n(n—+1),

résultat conforme & la formule de quantification classique (*).

INFLUENCE D’UN CHAMP PERTURBATEUR FAIBLE. — Supposons que I'équation

a2
(1) dx(g+H(.z)q/::0
ait été étudiée pour H(x)= H,(x) et soient Y, une fonctlon propre, W la

.

dérivée logarithmique correspondante. Posons

H(z)=H,(z) + A H,(2), S

(') La surabondance de la condition a,,, =o dans le cas ou p est impair est accidentelle
et provient de ce que, dans I'exemple traité ici, H () admet un developpement pair.

(2) La relation (4') s'écrirait : P_z—— —/1— £’ entier 2o.

(%) p étant impair, la condition (4’) disparait. On von de plus, qu'a l'infini W_.W,
n’aurait pas convenu, tandis que W —= W, serait rentré dans le cas général.
2 2
(*) On traiterait de la méme facon ’opérateur de Fourier %—2 et'équation %I: —E¢=o
[intervalle : o<x</; conditions aux limites : ¢ (o) ={¢ ({) = o] aprés le changement

liminai T __,
preaminaire COS—I—- =
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A élant un coefficient constant supposé petit. 1l parait légitime d’admettre
que, sous des conditions assez générales, a chaque fonction propre du premxer
probléme (dit non perturbé), correspond une fonction propre du deuxiéme qui
“tend vers la premiére lorsque A - 0. A 41., correspond ainsi §(, 1) que nous
supposerons développable suivant les puissances de A

= qo':q‘o—*—)\ql.i—*—...
_ et dérivable terme a terme. :
Nous ferons les mémes hypothéses pour W

W=W,+2iW,+..

-1l est facile d’écrire les équatlons auxquelles doivent obelr les termes suc-

cessifs W, . ... Substituons dans 'équation (2)

W, AW, i (W24 22 Wo W, .. .) =+ Ho+ 2H, =0

et égalons a.zéro les coefficients des pulssances successives de A (*). Le pre-
* miér est nul par hypothése, W, étant solution de

Wi+ Wi+ Ho(z) =o.

Bornons-nous au terme en A (effet du 1 ordre)
5y Wi+ aWo W, H,=o

donne W, comme solution d’une équation linéaire.

Proposons-nous d’appliquer la méthode des résidus a la fonction W du
probléme perturbé. Notons toutefois que nous ne savons pas a priori quelle
solution convient pour W, parmi ’ensemble des solutions de I’équation (5).
Si @, déSIgne le rang de cette solution (?), nous pouvons la représenter par
W, (@, ).

Si I'on a le droit d appliquer 4 W la formule fondamentale (3), on peut

. écrire pour chaque résidu

—fwar-__fwod‘“fwiaz =Ko MKt

Par hypothése, K, ne contient pas explicitement y,, rang de ¢, (ou de W,).
Supposons que, de mér.ne, K, ne contienne pas explicitement ., et négligeons,
comme nous l'avons dit, les termes en A* et plus. On a, pour le probléme
perturbé,

(Ko)e + A(Ki)o = (Ko)a+ 2(Ki)a+ (Ko)s+ MKy )o+. ..+ g x 27,

() Le raisonnement vaudrait encore dans le cas plus général d’une fonction H(z, i)
développable suivant les puissances de A.

(%) Par rapport a deux intégrales particuliéres choisies une fois pour toutes.
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tandis que I’on avait, pour le p'robléme non perturbé,

(Ko)o = (Ko)a+ (Ko)s+...+ g x a7,

avec, pour ¢, les mémes valeurs dans les deux cas (*).
Les valeurs propres E du cas non perturbé se trouvent ainsi remplacées par
des valeurs voisines E 4 oE, E étant de 'ordre de &.

Remarques. — Dans le calcul des K,, on peut s'aider des remarques sui-
vantes : : -
a. Si W, est de I'ordre de y— H,(3), W sera, en raison de la continuité
admise pour A = o, de I'ordre de
H,
— (Hy+2H,) ~/—H — A ———.
V= (HohHy) ~ Y —Ho — 2~ =T

. - H
Par suite, W, sera de 1'ordre de ou, ce qui revient au méme, de - -
[]

- 0
On pourra souvent, grace a ce renseignement, reconnaitre l’mtegrale W, qm .
convient (voir I'exemple ci-dessous).

6. L’intégrale générale de I'équatien (5) est la somme de l'intégrale gené-
. rale de I’équation sans second membre

W, +aW,W,=o
[qui donne W, = ud;*] et d’une intégrale particuliére de 'équation compléte.

Si donc §;* admet un développement ne contenant pas de terme en -; (ou

en

; . ->, K, sera indépendant de .,.

Exemere (*). — Effet Stark du premier ordre (atome d’hydrogéne). — Si 'on
suppose un champ electmque uniforme, d'intensité F, paralléle a O3z, 'équa-
tion de Schrédinger s’écrit

(6) Aq;—h-snz,:no(E-k——Zri—el"..)xp—o

Une difficulté se présente il faut séparer les variables avant d’appliquer la
méthode, celle-ci n’opérant que sur une fonction d’une seule variable (com-
plexe); or, en coordonnées sphériques r, 6, o, elles ne se séparent plus (seul,
¢ se sépare encore par suite de la symétrie de révolution); il faut donc tout
d’abord chercher de nouvelles coordonnées pour lesquelles les trois variables

se séparent.
/

(*) Si toutefois A n’est pas trop grand.
(*) Voir un autre exemple au 2° Complément, p. 325 et suiv.
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. . . »
a.’ Séparation des variables. — On y réussit en prenant des coordonnées

paraboliques §, 1, ¢. Sil’on pose
$ (& N, ) =®(9)X(%)Y(n),

ae
@ se sépare 1mméd1alement [dq»'

se séparent et les equatlons qui donnent X et Y s’écrivent, tous calculs faits,

=—m*®, avec m entier zo]. Ensuite £ et v

d(.,dX) 27 m°[E’+Ze’ ﬁ_e_li?_ m2h? ;]X:o,
2

d: ;Tlg— h? 8mim, ¢
d dyY am2mg [ .. . L eF . mh® 1 .
717;(”%)4- e [hn+Ze +‘3+Tn_——8n‘-’mo§ Y=o,

@ étant Je paramétre de séparation. Ces deux équalions sont de la méme forme

o ‘%{+§‘§—{+<A+g+g_xs)f:o,
“sil'on pose respectivement
a3
A_QR;:”’E B_.Mr mo(Ze’ 8%, C:_rz_z,‘ ).:in:;:i“eF.
* b, Application de la métlwde/ des résidus. — En faisant le changement

f:—_%V,'('y).devient

V”+(A+B+g—)\s) =o0 [C’:C'—i—%]-

Nous nous proposons de traiter comme une perturbation le terme — As
supposé petit (revient & supposer F petit).
Résolvons d’abord le probléme ron perturbé

. ~
W'.,+W§+A+E+(%:o.

On retrouve I'équation de la page 310 (A, B C’', W,, s remplacant respecti-
vement «, 3, v, W, r),
En supposant 1 — 4C'>0 ") (ou c< %, ce qui a bien Iieu>, il vient, comme
condition de quantification,
B i4y1—4C

\/T: 2 —+q (q entier 20),
2\ —

(*) Cette légere modification par rapport a la page 311 provient de ce que nous avons
lclf—- \—/—V au lieu de R = —V
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° *
que nous devons appliquer aux deux équations séparément. Utilisons I'indice 1
pour I'équation en X, 2 pour I'équation en Y et remplagons C’ par“sa valeur

B1 l+lm| .
= >
a\/—_A— 3 —+q4 (g1 entier 20),
B. 1+ |m]| cs
Vi = : + g2 (q: enuer:q).

Ajoutons membre 4 membre pour éliminer {3

B,+ B.
2y/—A

=1+ |m|{+ g, +qg.=n (n, entier 21+ | m|).

Cette condition redonne la condition de la page 311 sous une forme équiva-
lente (pour le voir, poser par exemple ¢,=1{—|m|, avec [ entier 2|m|,
et g,= q entier 20).

Etudions maintenant le probléme perturbé.

L’équation (5) s’écrit

W, 4+ 2W W, —s=—o.

Pour chaque résidu, nous chercherons une intégrale particuliére par la
méthode des coefficients indéterminés, connaissant le développement de W,.
Comme précédemment, nous ne nous inquiéterons pas de la convergence et

\

o ’ A I
porterons notre interet sur le terme en P

Les points singuliers sont ceux de W, et de H,, clest-a-dire 1’origine et le
point a I'infini.

Calcul de (K ,),. — On a trouvé page 310 (nouvelles notations)

a a
Wo=ap+ — + — +... (1),
s 52
avec '
—_ B - a;,—al—C'
00:—\/—1\, ay—— ——» g —— L
- 24, 24,

(5) s’écrit donc, au voisinage du point a I'infini,

a Qs
W, + 2<a°+"sl + 5 +...\)W1—s:0.
Il existera une intégrale particuliére dont le premier terme sera du méme
. H .
ordre que celui de v~ si H, ne s’efface pas alors devant W'. Posons donc
[ .

W4=bs+b0+%}+...,(5) devient

b a a b
—;}—...—a— 2(a0+ '&1_*_s_ﬁ%+"'>(bs+b°+?i+"'>_s=°'

(*) On doit calculer un terme de plus que pour le probléme non perturbé. -
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Idenuﬁons a zéro -

2ayb—1=0 donne b —=—,
. 2ay
?’. B
: 14-2a
. b+ 2(asbo+ ayb)=o donne by=— ———
. . Lal
s g : SR a1+ 2a}—2ma
ayby+ asby+ ay6=0  domne b= G+ 20y — 300as

A _ hag
,‘:'W,'é.t'ant de I'ordre de V= H';,,Yl'ei remarque a de la page 316 é’applique :
W, doit étre de I'ordre de % ~ s; Par ailleurs ;" ~ ™. L’unique intégrale

"qui puisse convenir est donc Dintégrale particuliére calculée ci-dessus. Il en
Fésulte que | |

3B o -
. (Ki)»z b( x 2ﬂi— A—'—_’iﬂﬂi.
i ‘ L A=A)

" ‘“Caleulde (K,),. — On a trouvé page 310 (nouvelles notations)
o . w°:g+ao+.. y

(5) 8 écm donc, au voisinage de I'origine,

W'1+ z(? + a(,'+"'. . ) Wiv—-‘s:o‘.
C}n ést‘vcon/duit a cher&fi‘t une intégfsﬂe particuliére de la forme
o ' . W;_ bys®+
Comme W est de l’ordre de \/—o, W, doit étre de 'ordre de W~
,ﬂn y a donc pas de terme en et (K))o=o.

-.La condition de quannﬁcatzon s'écrit alors, pour ’équation (), a 'approxi-
manon Tetenue

RO 3B C

RN M }; L .- B Y — — )
Y ey A ;:Iﬂ/; i<y
B T TR A(—A)

_ Nous devons lécmre séparément pour chacune des deux equauons en X et
‘en Yj il vient, en posant A= Trep

h? ’
I 5 ’ 322_0, :
LN | = 1+ | m] -+ (g1 éntier 20),
WoA L g—a
3B}
Bg i A _l-i-im

- —A_ o A)%* 2 +Lq,A (g2 entier2 o).
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Eliminons B,

T pe__ R? . )
B+ B, QB, B2=1‘+|m|+ql+qg—_—n (n entier 21+ | m|).

. = B! — B! .
Dans le terme correctif en A, on peut remplacer ——— par sa partie
' (—A)P

principale pour A ~ o (elle n’est autre que la valeur de ladite expression dans
le cas non perturbé). On a

B,-—i—Bg n B1"—B2 q q .
—— NS y ___N 1™ 29
2y —A ay—A
avec
Amtm ;
&+m:*v°ha

On en déduit
B:— B 32n‘(g:— qa)

(——A)% > (B1+B~2)3
D’ou
Bi+B, 200t (g1 —qs) 5 [ 2[;n“(q1—92)iw
Y SRS RS S|

En tirant de 1a A, développant la puissance — 2 du crochet jusqu’au terme
en X, remplagant les lettres par leurs valeurs et simplifiant, il vient finalement

22 myZ2 et Jh*n(q,— q.)

b=— h*n? 8nimole

A

F,

formule déja établie dans I'ancienne théorie des quanta par Schwarzschild et
Epstein et retrouvée par Schrodinger en Mécanique ondulatoire par une voie
différente de celle que nous avons suivie (*).

e COMPLEMENT.

a. ForMULES POUR LE cALCUL DES REsipus. — On établit facilement les formules
suivantes qui dispensent de refaire, dans chaque cas particulier, les opérations
de développement indéterminé et d’'identification nécessitées parle calcul desK.

«. Point & I'infini. — Hypothése

H(z) ~ ayz* (&% o, p.’entier).

4{!) La méthode utilisée par Schrédinger, dite méthode des perturbations, donne non
seulement les valeurs propres modifiées, mais encore les fonctions propres modifiées. Mais
elle exige, dés le départ, la connaissance des fonctions propres du cas non perturbé et
nécessite des calculs longs et compliqués. Elle est, par suite, moins avantageuse que celle-ci
lorsqu’on ne s'intéresse qu’'aux valeurs ‘propres. Toutefois, elle resté seule applicable
lorsque la perturbation fait disparaitre la séparation des variables. :
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Si le point fait partie de U'intervalle de configuration (* ):
po. K;:-—f\/—H(:).ds—%)"x 2mi
C

(le radical désignant la détermination positive pour z = z positif et trés grand)

4 appliquer lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales W ~ == —a, 2
donne une fonction ¢ ayant le comportement voulu (?).

p—=—1. K,,:—f\/-—H(z)—}— lodz—i—ixz‘ni
A 4z 2

(le radical désignant la détermination positive pour z = positif et trés grand)

li\/l—aao I
2 z

a appliquer lorsqu'une, et une seule, des deux intégrales W ~

donne une fonction ¢ ayant le comportement voulu.
Dans le cas ot les deux intégrales conviennent et ou 'on sait, par ’étude
des autres points singuliers, que W doit étre uniforme & 'infini

K”:+\/‘\/—H(z)+%ds+-‘-x2ni,
c bz o2

sous réserve que V1— 4a, soit un nombre entier r >1 (le casV1—4a, =1,
qui correspond 4 @,= o, est i considérer  part) et, en outre, que le coefficient

1+7r
2.2

.

de x—+" dans le développement de W = ~+ .. soit indéterminé <de la

forme (9)) (3)

pg-—z, VK,,:a'rri

a .applique.r lorsque l'intégrale générale W ~ é donne une fonction ¢ ayant le

comportement voulu (*); K
=0

Qo
ap+1

a appliquer lorsque I'intégrale particuliére W~ — x*r+', et elle seule,

donne une fonction ¢ ayant le comportement voulu.

(*) Si-p est pair, nous supposons que z atteint I'infini du cdté positif seulement.

(2) 11 s’agit ici de la fonction ¢ antérieure au changement éventuel destiné a faire

. d .
disparaitre le terme en —¢ : . » .

dx
. o 1—n . . . - *
(3) Exceptionnellement, l'intégrale W = —5 - exigerail le signe — devant f .
c

Qo

(*) Toutefois 'intégrale particulitre W~ — ; p 2. donnerait un résidu nul.

7
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Si le point ne fait pas partie de Uintervalle de configuration :

- — 1 I .
p=-—1. K,,:+.[\/—H(z)+mdz+;><21n
(le radical désignant la détermination positive pour 3 = x positif et trés grand)
sous les mémes réserves que ci-dessus. .
ps—a. K.=ani ().

8. Point a distance finie (x = o). — Hypothése
H(@)~ %  (ay3o, p entier),
St le point fait partie de Uintervalle de configuration (*) :
p2a. Ko:+f¢°317z—)dz+§xani

(le radical désignant la détermination positive pour z =z =-c¢) 4 appllquer

lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales W ~ = *—— ' % donne une foncuon ¢

ayant le comportement voulu (*). -,
1 1 .

pP=1I. Ko—“"‘[\/—H(»)—i—wd,«-}—;XQﬂ'l

(le radical désignant la détermination positive pour 3 =z =-¢) 4 appliquer

W ~ 1+=V1— ha, 1

2

lorsqu’une, et une seule, des deux intégrales donne une

fonction ¢ ayant le comportement voulu.
Dans le cas ou les deux intégrales conviennent et ou I'on sait, par ’étude
des autres points singuliers, que W doit étre uniforme pour z = o,

1 1 .
:—/\‘/—H(Z)+/—ddz+—x27§l,
o/t 45 2

sous réserve que v 1 — 4a, soit un nombre entier r >1 (le cas Vi— 4a,=1,

qui correspond & a,= o0, est a considérer & part) et, en outre, que le coefficient

de x'~' dans le développement de W = l;r —+... soit indéterminé (de' la
O\ /s

forme - > M.

pSo. Ko=o (pas de singularité).

(*) Méme remarque qu’a la page 321 (*).
() Si p est pair, nous supposons que z atteint zéro du cdté positif seulement.
(*) Méme remarque qu’a la page 321 (2).

(*) Exceptionnellement, I'intégrale exigerait le signe + devant f

id
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8i le point ne fait pas partie de I'intervalle de configuration :

p=rI. . Koz—f\/—H(z)+4—;_idz+-;-><2ﬂ:i

“(le radical désignant la détermination positive pour 3 =ax =-¢) sous les
mémes réserves que ci-dessus.

pso. K=o (pas de singularité).

b. RELATIONS ENTRE LA METHODE DES RESIDUS ET LES METHODES DE MM. BriLoun,
Wentzer er Kramers. — La méthode des résidus permet d’éclairer d'un jour
nouveau les formules de quantification approchée proposées par MM. Brillouin,
‘Wentzel et Kramers. ' .

La méthode dé MM. Brillouin et Wentzel revient atracer un contour fermé I’
longeant le segment (z,, z,) de l'intervalle de configuration le long duquel H(x)

[remplacé par h?

. F}’(w)] est 2o, et & écrire

(8) dez::q X ami (g, entier 20),
r

en assignant & W un développement en série suivant les puissances de /4 dont
lé début peut s’écrire ’

i‘(\/—:ﬁ—%+...>.

On voit que le principe de la méthode des résidus est inclus dans cette formule.
L'identité devient compléte si I'on désigne par I' un contour fermé entourant les
2€T08 3, , 34, ... de Y intérieurs 4 (C) et extérieurs aux pelitscercles¢’, ¢’, ... (*).

MM. Brillouin et Wentzel se limitent ainsi a I'hypothése, communément
admise, ou tous les zéros caractéristiques (*) de { sont réels et situés sur (z,, x,).

D’autre part, ils uytilisent des expressions approchées de l'intégrale du
premier membre, obtenues en limitant le développement de W a ses termes
de rangs successifs, ce qui introduit un raisonnement délicat au voisinage des
points , et &, ou le développement est divergent.

La méthode des résidus montre que, si I'on admet que tous les zéros de ¢
(autres que ceux qui se trouvent éventuellement aux points singuliers de H ou
a l'infin1) sont réels et situés sur (z,, x,), on a

dez=dez—/'Wdz—dez—...,
T C L c”

ce qui permet la quantification exacte chaque fois que 'on sait calculer les
résidus.

(') Voir p. 306. . .
(*) Clest-a-dire dont le nombre est égal au nombre quantique ¢.

42.
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En remplacant, dans la relation (8), W par y— H—[,—H’ on trouve la -

premiére formule approchée de Brillouin- Wentzel, . .
(9) af ﬁdxz(q+ §>h. Do

Celle-ci est rigoureuse si y(3) n'a pas de singularité & distance finie, ‘1‘1_e'
s’annule pas en dehors des points x, et x, et est & Vinfini (que I'on doit
supposer faire partie de 'intervalle de configuration) de I'ordre de 3? (*). En
effet, on a alors :

[Wdz:dez:—f\/—Hdz—lXQﬂ'i *) ) -
Jr c ' C 2 =

f\/—Hdu_—$>{2f. V7 da.

Si y(3) a une smgulamé a distance finie (par exemple, a lorlgme), ]g
formule (g) n’est plus rigoureuse. _
La formule approchée améliorée proposée par Kramers pour le cas 01‘.’1 y a-

2
une singularité a l’origine revient a remplacer dans (9)y par y*'=y — x_g{* ;:E, B

el

et x,, x, par &,, &,, zéros de_y
Elle est rigoureuse si, l'origine et V'infini appartenant A Iintervalle de

configuration, y est a 1'origine de ’ordre de — & I'a pas d’autre smgulamté_

a distance finie ou infinie et ne s’annule pas en dehors des points z, et , ( ).
En effet, on a alors

dez:dez—dez_-——/‘\/—Hdz——{[\/—H+fz-;dz—i.-i-xa‘mfs (“)'-
fy—Hd»—i—f\/ H—+——dﬁ i
1

(*) Tel est le cas de l'oscillateur linéaire harmonique.
(?) Voir 1 Complément, p.320.— H désigne la determnnauon positive pour z réel et

trés grand.
(®) Tel est le cas du mouvement de Képler et, plus généralement, d'une foncuon de

a b
forces de la forme = (a, b : constantes). Noter que, & étant trés petit, y* ne s’'annule

~

pas en dehors des points ) et z,, trés voisins de x; et z,.
(*) Voir 1* Complément, PP- 320 et 322. Dans la premiére intégrale, \/— H désigne la,

/ oo,
détermination positiye pour x réel et trés grand; dans la deuxxeme, V —H+ e désigne

la détermination positive pour x — + e.
(*) La détermination posztwe a l'infini est la méme que la détermination négative pour
‘& =+ ¢, car elle change de signe en contournant soit I'origine, soit la coupure (2, — ).
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En dehors de la détermination rigoureuse ou approchée des valeurs propres,
les méthodes de Brillouin-Weatzel et de Kramers fournissent des expressions
approchées des fonctions propres qui conservent tout leur intérét lorsqu’on
utilise la méthode des résidus. Elles permettent en effet de se représenter, une
fois les valeurs propres déterminées, les fonctions propres correspondant a ces
valeurs. ‘

2¢ COMPLEMENT.

App’lication de la méthode des résidus a Uétude mécanique de la molécule
assimilée a un solide de Lagrange.

Supposons d’abord le champ électrique extérieur nul.

Ea rapportant la molécule & des axes Oy z de directions fixes issus de son
centre de gravité O et prenant comme paramétres les angles d’Euler ¢, 0, ¢,
on sait que les variables se séparent; on est amené a poser, ¢ désignant la

fonction d'onde,
v =0(0) eir¥+ol (7, 7/, entiers Z o).

L'équation qui donne ©(0) est, en posant cosf = £, de la forme

(x —Zz)t—z&—? ——25%? +<a +ﬁ%‘£}>(~):o
avec '
TR
k=—(*+1%), f=217.

= (1= A)e

Le probléme est donc trés analogue au probléme du rotateur spatial (?) et
ne s’en distingue que par la présence du terme en f§.

Intervalle de configuration : —1<E<+-1.

Conditions aux limites : =0 pour £ === 1 [toutefois, sit=<'=o(k=f=0),
il suffit que @ soit borné .

” a k’+f3 7o
V+[1—’f;2+(1-——£‘1)ﬁ V=0
K+ f:
-+ v ’»
Eﬁ (I_Qz)-

Le changement © = ——I-_fg.— V donne

(K =k +1).

a€
W+ W2 -

=0

Les points singuliers sont les points 41 et — 1 auxquels on doit ajouter,
pour le calcul des K, le point  I'infini.

" (*) A et Csont les moments principaux d’inertie.
(*) Voir page 311 et suivantes.
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Calculde K ,,. — Sil'on pose £ =1 ¢, il vient

H(e)= k’[:gf-i—....
Utilisons la formule du 1* Complément, page 322 (le point fait partie de
'intervalle de configuration, p=1, a;,= k%‘) .
K. = +/\/— /‘J,+-f+...+,—12ds-+; : X 2Ti,
he i€ 2
1+ \/1_:—/7—— I

car, seule, l'intégrale W ~ / ; donne, en supposant y1— &' — f

réel (1—4 — f2o0, ce qui a bien lien), une fonction. ® (N é‘;JWdE) nulle .
(ou bornée si k= f=o0). o

On a aussitot.
/ J—
\/-_"ff+...+_' Viek—f ..,

he? he? 2¢
d’ou v -
—— .
K= <\/'—2-'—/ —+— %)axm.
Calcul de K_. — On trouve de la méme facon

Calculde K ,. — H(§)=— &

Utilisons la formule du 1 Complément page 321 (le pomt ne fail pas partie
de 'intervalle de configuration, p=-—1, a,=—a; W, uniforme autour de
+1 et de — 1, doit étre uniforme a l’inﬁni) «

a 1 1 .
Ke=-+ = et dE -~ X AT,
e A?‘i DY
/¢ - s

sous réserve que 1+ 4a soit un nombre entier r >1 (') et, en outre, que le

coefficient de £-¢+") dans le développement de W = I;r-i—. .. soit indé- -
terminé.
On a aussitot
S = e

AZ’ 25

K.= (‘/‘+“°‘ 2)21”

D’ou

(*) Lecas 1+ fa—1 (a= o) est a considérer a part.
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Condition de quantification

T i L
\/1—:4a+_1_=\/1 I3 f+l+\/l K+ f

+ =+ (g, entier 20)
2 2 ] P 2 9 q q’ = b

\/1+[;a=v¥—k'-——f+\/l—/€'+f+2q+l
=|t—7|+|t+7|+2¢g+1

—a(g+T)+1
=an—+1, N
en posant
— T .
r':“ [+ 17+ I, n=q+r1 (n, entier 27*) ().

2

La condition V1 4a entier >>1 est satisfaite pour n>1 de méme que la
condition relative au coefficient de £-(»+ [101 E-2men],
On a finalement

a=n(n—+1) (n, entier 27" et 21),
E= oo i gag(r+ 0+ g s h? (é A)z'z

Examinons & part le cas n= o(cc= 0):

On a forcément v* =0, 1=1'=0, k= f=o.

A D'infini
4 . » H ‘ = IA :-I—
| W= TE T
Dot
K.=an:i (2).
Au point E=41
1
H(S): 4—554—....
D’ou
L,:%xzm’ (*).
De méme i

i .
. K_,=-2- X 2aTi.

La relation de quantification 1= g + % —+ g est vérifiée pour ¢g=o0. La
.valeur n = o est donc acceptable.

) ™ est la plus grandé des deux valeurs || et |7'].
(*) Voir page 321.
(%) Voir page 322.
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INFLUENCE D’UN CHAMP ELECTRIQUE FAIBLE. — Supposons l'existence d’un champ
électrique uniforme de faible intensité F paralléle a 'axe Oz.

En désignant par p. le moment électrique de la molécule (moment paralléle
a I'axe de révolution O3z, ), on doit tenir compte d'une fonction de forces

p-Fcosh = pFE.

L’équation qui donne ©(9) s’écrit maintenant

a0 de . k+
(1_52)-“?—2575 +(a+7\;+ 1—{22)6=°’

2 . . » .
avec A= E% 1.F supposé petit, ét I'équation en W

a+7.£+ k+f8

!
W+ W2 — (I_Z,)z_o.

Posons
W=“ro+ ).W1+. .

avec
o k+ft

= o —
—& oy

Wi+ Wi+ -
~On a, en se limitant au terme en A (effet du 1 ordre),

. .
, ; o
(IO) W1+2W0W1+ 1—;2?:0. .

Les points singuliers sont toujours + 1 et —1, auxquels on doit ajouter,
pour le calcul des K, le point a l'infini.

CalculdeK,.—Wo=%‘+%—|—.... |
En portant dans W + W, — E% + 513 ~+...=o0 et identifiant, on tro-l'xve
—a,+at—a=o, dou a,:-————-—-—l_‘_\/;_—*—m F
—2a:+2a,a,+ f=o, d'ou a,:—.— ﬁ,

en supposant toutefois a, # 1, ou & %2 0 (*).

(1) Voir page 312 la remarque sur le développement de D'intégrale générale W.
(%) Cela exclut du raisonnement la valeur n =10 pour laquelle a, serait indéterminé

(f=o0).
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L’équation (10) s’écrit alors, au voisinage de l'infini,

a a 11
W’1+2(€‘+§5+...>W,— z—-?—!—...:o.

Posons
. b
W= b+ —E‘ “+...

et identifions. Il vient
LR 1
2a,b,—1=0, d’ou by= 23’

—_ b1+ 2'(a161+ a;bo) =o0,

2a, by - Ay _ 1/
2a,—1 ay(2a,—1) 2a\/1+[;a

by——

Comme ;> ~E™* et que, d’autre part, 24, >1, (K,), est indépendant
dep, (*)etl'ona ‘

1'+\/1+£|a+ A _>21:i.

K.=— Ab f— AP
(a+ sz ( 2 evisia

Caleul de K.,. — (10) s’écrit, en posant { =1+ ¢,

I 1

W, +2W W, — — — — — ...=—o.

Comme W, est de 'ordre de y — H,, W, doit étre de I’ordre de LI const. ;
° b

. I , e z .
il n’y-a donc pas de terme en -; le résidu complémentaire est nul; de méme

pour K_,.

Condition de quantification (cas perturbé)

— —
1+ 1+l;az+ Af :\/-1 k f+l+\/l—/€-'-f"+i+q (¢, entier2o0),
2 20\ 1+ fa 2 2 2- 2
T L/ )‘f * *
Vi+ha+ —=——=—232(¢q+7)+1=2n+1 (n, entier 27*).
a1+ fa
On peut, dans le terme correctif en A, remplacer A par sa partie
ayi+ fa
principale pour A ~ o, autrement dit remplacer « par n(n 1)
. T 7 — Ay — As 2
Vidha=ant1— oo —y  e=rnt)—omey O

(*) Voir la remarque b de la page 316.
" (*) En négligeant les termes en A et suiv.
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“D’ou finalement

R h* (1 1\ ,, pre’ .
B=gin(ns+ g (g - 1) aham® O

La valeur n =o, pour laquelle « est nul dans le cas non perturbé, est exclue.
La méthode ne permet pas de calculer SE dans ce cas (?).

(1) Ce résultat a é1é trouvé par Fr. Reiche (1926) par une méthode beaucoup plus longue.
(?) En reprenant 'étude dans ce cas particulier (t=—=1"=k = f =0), on constaterait
que le résidu complémentaire (K, ). dépend du rang p, de W,. -




