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Sur les couples de surfaces applicables avec conservation

des courbures principales. Systemes cycliques ;

Par Berrrano GAMBIER.

’

4. IntropuctioN. — C’est Ossian Bounet qui a eu I'idée d’étudier les couples
de surfaces applicables tels qu’aux points homologues les rayons de courbure
soient respectivement égaux d’une surface a l'autre; pour abréger, appelons
déformation O. B. ce genre de déformation.

J'ai obtenu, dés 1922, un certain nombre de résultats intéressants sur
ce probléme et en ai donné une partie dans une Note des C. R. de Paris
(t. 174, 19 juin 1922, p. 1613). M. Elie Cartan a publié au Bulletin des
Sciences Mathématiques (2° Série, t. LXVI, mai-aott 1942) un article de
30 pages ol, par la méthode du triédre mobile et les propriétés des systémes
en involulion, il retrouve les propriétés signalées par Ossian Bonnet et les
géomeétres qui avaient repris la question; mais M. E. Cartan réalise un grand
progrés dans le champ réel. J'indique la liste des divers travaux parus :

O. Bonner, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables (J. Ec. Polyt., 42,
1867, p. 72-92).

L. Rarry, Sur certaines surfaces W (Bull. Soc. Math. France, 19, 1890-1891,
p. 158-169). )

L. Rarry, Sur une classe nouvelle de surfaces isothermiques et sur les surfaces
déformables sans altération des courbures principales (Bull. Soc. Math. France,
21, 1893, p. j0-72).

J. N. Hazzioaxis, Biegung mit Erhaltung der Hauptkrimmungsradien (J.
Crelle, 117, 1897, p. 42-56).

R. Servant, Sur les formules de Gauss (Bull. Soc. Math. France, 29, 1go1,
p- 142-145).

W. C. Gravstew, dpplicability with preservation of both curcature (Bull.
American Math. Soc., 1924, p. 19-27).

W. C. Graustel, Duke Math. Journal, 2, 1936, p. 177-191).

Dans le domaine réel, M. Cartan a montré le premier que, pour un couple
is0lé, la solution générale dépend de quatre fonctions d’une variable et qu'il v a
Journ. de Math., tome XXIIl. — Fasc. 4, 1944. P 33
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une infinité de solutions réelles; les lignes caractéristiques du probléme de Cauchy
sont les lignes minima des deux surfaces et les lignes qui ont la méme eourbure
normale. Dans le cas de déformation continue a un paramétre, il y a une infinité
de surfaces 1éelles. M. Cartan donne quelques propriétés des trois classes &
déformation continue qui se présentent, et que Hazzidakis s’était borné a -
signaler par leurs formes fondamentales, sans se préoccuper de la réalité : en
particulier, la seconde classe ne comprend que des surfaces imaginaires. :

Dans ma Note de 1922, que M. Cartan ignorait, j'avais, pour la premiére
fois, signalé ce dernier résultat. J'avais montré que, sauf le cas des surfaces.
minima, on n'a jamais de déformation avec réseau conjugué permanent, ni
méme de réseau cinématiquement conjugué permanent. D’autre part, javais
signalé que I'on peut profiter de surfaces imaginaires obtenues -dans les-
diverses classes pour obtenir des s_ysti’mes cycliques réels, ainsi que des systémes
triples ortlzogonaux réels; il arrive mémeici que I’on puisse obtenir des exempies :
algebrzques J’avais montré aussi que, pour les sufaces de la troisiéme classe;
les o surfaces se déformant au sens O. B. les unes en les autres ne sont qu'iine’”
seule et unique surface aulo-deformable, complétée par une surface emcepv';
tionnelle (révolutive ou hélicoidale) qui peut étre considérée comme une auto-
d('formee a la limite de la surface unique trouvée.

Je vais ici ticher de faire une synthése de tous. les résultats jusqu 1é1
connus; je suivrai la méme méthode que J. N. Hazzidakis (qui se borne &
amorcer les diverses questions sans aller jusqu’au bout et ne donne pas
P'origine des découvertes qu’il a faltes) :

Le paragraphe 2 donne la mise en équation du probléme et traite du cas»
de déformation non continue. o

Le paragraphe 3 indique comment le cas de déformation continue & un
paramétre se décompose en trois classes; & propos de la premiére classe,
composée de surfaces minima ou & courbure moyenne constante, j’indique des
exemples particuliérement simples de systémes cycliques ou triples ortho—
gonaux, dont certains sont algebrlques

Le paragraphe 4 montre pourquoi, si la courbure moyenne de la surface
est variable, nous trouvons deux autres classes de surfaces a déformation O. B.
continue, qui sont la deuxiéme ou troisiéme classe annoncées.

Le paragraphe 5 montre que la seconde classe ne comprend que des surfaces’
imaginaires; elle comprend des surfaces W (qui lui sont communes avec la
troisiéme classe). Ce paragraphe se termine par deux exemples de systémes
cycliques algébriques ou triples orthogonaux'dont le second est aussi algé-
brique. ‘

Le paragraphe 6 montre que la troisiéme classe comprend deux types
distincts, étudiés respectivement aux paragraphes 7, 8 au point de vue de leur
autodéformation et de la représentation plane de leurs lignes de courbure
quand ces surfaces sont réelles.

3
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Le paragraphe 9, est consacré & la recherche des équations en termes finis
des surfaces, hélicoidales pour la troisiéme classe premier type, ou révolutives
pour la troisiéme classe second type qui sont les autodéformées a la limite des
surfaces de la troisiéme classe et ces surfaces spéciales hélicoidales ou révo-
lutives sont étudiées en détail aux paragraphes 410, 11, 12. Dans la recherche
des surfaces @ déformation O. B. continue s’indroduit une équation différentielle
ordinaire d’ordre 3 dont Hazzidakis a donné, sans explication, une intégrale
premiére du second ordre : la recherche des surfaces hélicoidales ourévolutives
conduit, d’une facon naturelle, d trouver cette intégrale premuiére.

Ce sont les paramétres des lignes minima de la surface qui donnent les
"calculs les plus simples (mais néanmoins assez compliqués comme nous le
verrons). M. Cartan emploie, au contraire, des coordonnées paramétriques
réelles qui, suivant la remarque faite par lui-méme, rachétent le désavantage
de la longueur plus grande des calculs par ’'avantage de ne faire intervenir que
des quantités ayant une signification intrinséque.

En raison des circonstances curieuses, que j’ai signalées le premier en 1922,
et que M. Cartan a retrouvées en 1942, sur I'autodéformation de eerlaines
surfaces, j'ajoute une note complémentaire pour montrer la généralité de ce
phénoméne.

- 2. Mise eN EquatioN pu prosLiME. — L’élément linéaire de la surface est pris
sous la forme

(1) . ds*=2Fdpdyq.

J'appelle D, D’, D" les coefficients primitifs de Gauss [ on se rappellera que
la plupart des géométres modernes adoptent une autre notation et désignent

par D, D, D" le quotient par VEG =T (qui ici est {F) des coefficients
usités par Gauss]. On a donc

dr dr dx v |0 dx Pz
dp 9q dpog|’ ~|op 9g 9¢*

)

— |9z 0z 0 :
~|dp og p*

et nous nous rappellerons que I'échange de p avec ¢ remplace D, D', D”
par— D", — D', —D.
Nous posons, avec Hazzidakis et M. Servant,
(2) D=dJdF=AF D'=4dF? D"'=¢"F2=A"F,
de sorte que la seconde forme fondamentale de la surface est
{(Adp*+ 20'Fdp dg + A" dg?).
Les relations de Gauss-Codazzi sont

pO¥ 08 L0¥ 0 AL dlogF

3 ) = a8 ey Lo fogr
) dp dg dq ap’ F: &+ F dpog —
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La courbure d’une section normale est donnée par

) { __ddp*+ 20'dpdq +8'dq?
Vo R 2dp dg )

Les courbures principales se calculent par les équations

. PR 1 1 . ” 1 /1 1\2
—=3dd"— 92 E+—E;:—216, 33}:-——(——-—[).

() R AV

Les lignes de courbure ont pour équation
(6) ddp*— d"dg*=o.

Si deux surfaces S, S, ont méme ds* et mémes courbures principales,
on voit que F, ¢', 28" ont les mémes valeurs aux points homologues; en
comparant A, A” sur S et A,, A} sur S,, on a aussitdt, pour remplacer le’
systéme (3) relatif a S, les équations
(7) A,:A_ll)-, A’{:A”—(—l), AP +A"Q—1=o0, -

X

ot P, Q sont des fonctions respectives de p seul ou ¢ seul; donc, pour-que S
soit déformable O. B., 1l est nécessaire et suffisant que Uon puisse trouver deuz
Jonctions P de p, Q de q, telles que AP + A"Q —1 = o.

Si l'on pose p=/(p), g=2(g); on a

3=(Ya, w={%\a;, F=4¢,
dp dq

de sorte que, si I'on prend (%): P, (d—Z')z:—Q, on a
. r

(8) A —=A—1, Al=A"+1, A—A'=1.

Ces notations ont été choisies parce que, pour une surface réelle, aux points
réels on peut prendre p, ¢ imaginaires conjuguées, ainsi que A et —A".
Adoptons les nouvelles variables p, ¢, puis supprimons le surlignage : autre-
ment dit, nous réduisons P & 41, Q & —1. Nous écrivons, pour un couple
(qu’il y ait ou non déformation continue)

A— % ~+ A, A= — i + i, A=A 1=A,
(9) - '
’ ) 00" .0A 1 & logF 1 os,\ 1
—_— = —— N =l _— =\ 7 2 ) 6,1.
P()p 1()(/’ dgq ldp’ F dpoq <5+' >F’+

N

. ~ 0 . .
Les variables &, - F, si les surfaces sont réelles, doivent prendre des

valeurs réelles quand p, q sont imaginaires conjuguées, F devant de plus étre
positive.
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Les trois équations de la seconde ligne (g) sont un systéme de trois
équations aux dérivées partielles par rapport aux trois fonctions incon-

!
nues F, 6—1., X qui doivent étre réelles pour les points réels d'une surface réelle
(donc pour p, ¢ imaginaires conjuguées); une fois ces fonctions obtenues, les
formules de la premiére ligne A=A = ;— +ALA=A,=— é -+ Aipermeltent

d’obtenir intrinséquement le couple O. B. correspondant : on sait que la
difficulté est ramenée 4 la résolution d’une équation de Riccati (dans le domaine
complexe). Le systéme (g) n’est pas mis sous la forme normale qui permet de
montrer que son intégrale générale dépend de quatre fonctions d’un argument.
Mais la réduction s’opére aisément en posant

pi=hp+kq, q=hp+hkaq,

ou k, k, h,, k, sont des constantes numériques; écrivons aussi s’ = iy et nous
avons le nouveau systéme

op op> 2 oA ( dp. ()p.) oA P
: F +h k—+k Flhks— +k =h e+ Iy =
(o) g ( op, 10, dp1 ' 9q,’ op, 19q, ()pi t 9q,
) 0°F ?F /1 , R
hkm‘f‘(hkl-‘-}hk‘)m—}-h‘ 15 ,—(Z—!-).)ﬁ—p..
On peut résoudre les deux premiéres par rapport & -, I g p1__j2 #0
P p p PP ap.’ I ’
»F
((l)«: sorte que, supposant A& s£--k, hk £ o les équations (') résolues en P
o

ap:’ ap, Sont sous la forme canonique et que la solution générale est déterminée
1 1

par la donnée des fonctions A(o, q)), (0, q,), F(o0, q.), :))TF(O’ g:); la solution

générale (donnant un couple de deux surfaces) dépend donc de quatre
fonctions d’un argument. Pour rester dans le champ réel, on peut prendre
‘pour nouvelles variables

p=p+q  =ip—q)
ce qui donne le systéme

I Y 8 A FgeF
(9") £ = & d J :('

32 I a
’ Ft=— — — + = Z+I'->'F—2_“_

"o = o dg: 9.’ 9pi T Iqi
(en vertu de h=#k, h,=—k,, ce systéme n’est sous la forme canonique
ni pour p,, ni pour ¢,). :

M. Cartan réalise, au point de vue réel, un grand progrés en étudiant le
probléme de Cauchy : on donne deux courbes orientées C, C,, par lesquelles
doivent passer respectivement les deux surfaces inconnues S, S,; C et C, se
correspondent sur S et S, : on a indiqué le point de C, qui correspond aun
point donné a priori de C, de sorte que, les points correspondants de C et C,
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sont ceux qui ont la méme abscisse curviligne comptée & partir des deux
premiers points homologues; on donne arbitrairement la développable circons-
crite a S le long de C, de sorte que I'égalité de la courbure géodésique donne
la développable circonscrite & S, le long de C, ; si les données sont quelcongques,
le probléeme est déterminé et I'on obtient un couple réel : cela résulte des énumé-
rations de fonctions arbitraires qui ont déja été faites; on a trouvé guatre
fonctions, strictement nécessaires et suffisantes, d’un argument pour avoir le
couple général, et ici on y a ajouté une fonction arbitraire complémentaire
d’un argument, pour obienir une courbe quelconque sur I'une des surfaces du
couple ce qui doit donner cing fonctions arbitraires d’'un argument; en effet C
exige le choix de deux fonctions d'un argument (z, y fonctjons de s sur C);
la développable circonscrite a S le long de C fait intervenir une troisiéme
fonction; la donnée de C, donne deux fonctions arbitraires nouvelles. On sera
donc sar d’obtenir tous les couples en nous bornant, par exemple, & une
courbe C plane, et I'on n'introduit ainsi que les quatre fonctions strictement
nécessaires. Je renvoie a I'article de M. Cartan pour le résultat concernant les
caractéristiques : les caractéristiques sont les lignes minima des deux surfaces
et les lzgnes qui se correspondent avec conservation de la seconde forme fonda-
mentale, c'est-a-dire avec conservation de la courbure normale. Ces dermeres
forment sur les deux surfaces deux réseaux orthogonaux et isothermes.

Si nous ne démontrons pas ce résultat, nous pouvons néanmoins le vérifier
de la fagon suivante. Les formules (4) montrent que les courbes dont la courbure
normale (et par suite la courbure) se conserve dans la déformation O. B ‘sont.
fournies par I'équation

(A — A,)dp*+ (A"— AY) dg*=o,

de sorte que, si nous avons adopté les variables normalisées p, ¢ qui
conduisent 4 A;=A —1, A, =A"+ 1'[voir formules (8) et (9)], nous avons
I'équation dp*— dp*=o0; comme l’équatlon des lignes minima est dpdg =o,
nous constatons bien que le systéme en jeu est a la fois-orthogonal et isotherme ;
les deux formes ds?= 2F dp dq et (— S dedox)=—i(Adp* -+ 28'Fdpdg -+ A" dg?)
permettent de calculer le rayon de torsion géodésique des courbes d(p=F=g)=o0:
il est égal a 2 pour l'une des courbes, @ — 2F pour Uautre sur la premiére
surface et aux valeurs opposées — 2F et 2 F sur la seconde surface. Supposons
donc que, reprenant le probléme de Cauchy comme plus haut, les deux
courbes C, C, soient choisies de fagon a avoir la méme courbure (tout court)
aux points correspondants; en raison de la conservation de la courbure
géodésique, R et O sont les mémes pour C et C,, donc aussi les courbures

cos0 : oble j
normales, —— sur les deux courbes : mais alors, le probléme, d’aprés ce que

nous venons de constater, est impossible st les torsions géodésiques ne sont pas
égales (ou du moins C' et -C, seront des lignes singuliéres des surfaces
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éventuelles); ce phénoméne d’impossibilité (ou du moins de singularité) sufjit
prouver que les lignes qui se correspondent avec conservation de la courbure
normale sont des caractéristiques. Il résulfe aussi de cette discussion que le
_probléme ne peut devenir possible (sans singularité) que si C, qui a méme
courbure normale (donc méme courbure tout court) que C,, a sa torsion
géodésique opposée 4 celle de C; mais alors on connait en chaque point de C,
(quand C est donnée ainsi que la développable circonscrite le long de C 4 S),
a la fois R, et T,; donc C, est déterminée d’une facon intrinséque; les données
“ dépendent donc de trois fonclions arbitraires d’une variable (par exemple, R,
T, 6 en fonction de s sur C) : il existera donc des cas ot & ces données corres-
~pondront une infinité de solutions du probléme, ces solutions dévendant néces-
sairement d’une fonction nouvelle d’'un argument, puisque nous savons que le
couple général S, S, dépend de guatre fonctions d’un argument. La discussion
ainsi présentée n'indique pas quelles sont toutes les caractéristiques (M. Cartan
a.montré que les lignes minima sont aussi des caractéristiques et épuisent,
avec les courbes précédentes I’ensemble des caractéristiques) et ne nous dit
. pas, pour le cas précis que nous venons d’étudier, si nous avons ou non épuisé
les conditions de possibilité. Nous avons en méme temps, en posant p=a+ (3¢,
g =a— B, donné la forme réduite et intrinséque | T,|(da®+- dB*) de I'élément
linéaire des surfaces a déformation O. B. rapportées au systéme isotherme dont
la courbure normale reste invariante dans la déformation (*). 11 s’agit, d’ailleurs,
d’une propriété qui est bien caractéristique des surfaces admetiant une défor-
matior O. B. : la surface est rapportée a un systéme orthogonal et isotherme;
-gon ds? est E(da®+df3?); le rayon de torsion géodésique des courbes a=const.

2

est EDE,Q, celui des courbes 3 = const., D;,E, ou ¢ est + 1 ou — 1 (mais le méme
dans les deux cas) et ou D, D', D” sont les coefficients primitifs de Gauss
(calculés avec les variables «, 3); dire que E est la valeur absolue de ce rayon
revient & dire que D’===E; mais alors, en posant p=a+ 3i, ¢=a — i,
ceci se traduit, avec les notations (2) par A — A”==E1, ce qui est précisément
la forme réduite de la condition nécessaire et suffisante, AP +A"Q —1=o,
pour une déformation O. B.

3. DEFORMATION CONTINUE. PREMIERE CLASSE. SYSTEMES cYCLIQUES. — Nous
allons donner de suite un résultat fondamental : si une surface S admet deua
déformééTO. B., S, et S,, elle en admet une infinité ¢ un paramétré. En effet,
on a des équations

AP, +A"Qy—1=0, AP,+A"Q,—1=o0,
('0) — I‘ " ___ " 1 . 1 " " I
Ai-——A————i) . l—A_'T\T;, Ag—A——.-;i ,:A—(\sz

(1) Ce résultat m’a été signalé dans une lettre par M. Cartan.
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ou P,, P, dépendent de p seul et Q,, Q, de ¢ seul. On peut donc, avec un
parameétre constant A, écrire

APithPy Qi+ RQ,

—1=o0,

(1) 1+ h 1+ h
. 1+ A v An i+ h
A‘h'—A_P1+hP2 UI)—A _Qi—l—hQ'z.
Chaque valeur de la constante h donne une déformée O.B.; la valeur h=— 1

redonne la surface S; A=o0, h=oo donnent S,, S,. La relation

A(P,— Py) +A"(Q1— Q) =0

. ’ .
Qs
de sorte que S (et par suite toutes ses déformées O. B.) sont isothermiques (*).
Réciproquement, st une surface S admet une déformée O. B. et est isothermigue,
elle admet o' déformées O. B.. il existe en effet deux relations

=0,

. . ~ 2
donne & I'équation des lignes dereourbure de S la forme 5 dp 5+ Q dq
17— 2 1=

AP, +A"Qi—1=0 et Af(p)+A'p(g9)=o0

qui entrainent
A[P,+ hf(p)] +-A"[Qi+ he(g)] —1=0,

ol % est une constante arbitraire, de sorte que

- 1

A=A — ————— A= A"
P+ hf(p) et a a

1
T Qi+ h9(q)

donnent, A variant, o' déformées O. B.

. dp\* Tdg \*_ .
Le changement de variables (ﬁ) =P, —P,, (d—q,> =Q,—Q,, si l'on
prend les notations (10), donne des valeurs nouvelles de A, A” pour la
1 Q
P+Q Q:— Qy

supposons donc ce changement de variables déja effectué, de fagon &

. Nous

3 XA ANz kY \ P
surface S, a savoir A, A" égales a rou P=5—5-, Q=
A 2

I

P—¢

avoir A =A"= i%Q pour S et alors la surface S, définie par A,=A—
I

A=A"— , ou ¢ est une constante arbitraire, est une déformée O.B.de S
! Q¢ ’ ’

P

(') Nous écartons le cas ot A ou A’ est nul; si A= A"=o, les asymptotiques sont lignes
minima, la surface est une sphére, pour laquelle une déformation O. B. est une symétrie,
ou un déplacement, cas écarté. Si A seul est nul, une famille d’asymptotiques est minima,
donc formée de droites isotropes; on sait que la courbure totale d'une surface réglée iso-
trope est constante le long d'une génératrice, de sorte que dans toute déformation de cette
surface en surface réglée (forcément isotrope) la courbure principale (uniqye, car les deux
systéemes de lignes de courbure coincident avec le systéme des génératrices) reste constante :
nous écartons aussi ce cas.
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car A(P — )+ A"(Q—+¢)=1 revient A I'identité (P — tlz ;': (QQ +1)

ces notations la surface de départ est obtenue pour ¢ = .

Sauf le cas des surfaces minima, il n'existe pas de réseau conjugué per-
manent; pour une surface minima, la famille O. B. obtenue est évidemment
constituée par les surfaces minima associées : le réseau conjugué permanent
est celui des lignes minima. On sait qu’un réseau conjugué est permanent
s'il est conjugué sur trois surfaces applicables entre elles; supposons que
So; S:, S. admettent un réseau permanent, qui divise donc harmoniquement
les réseaux asymptotiques qui sont

=1; avec

(A—%) dp*+280Fdpdg+ (A"—6> dg*=o,

I 1

_—— / n_ 2 —
(A P_t>dp*+26dedq+ (A Q+t>dq =o,
A dp*+ 290'Fdpdg+ A’ dg*=o.

L’existence d'un réseau conjugué commun aux trois surfaces exige que les
coefficients de chaque forme quadratique soient liés par la méme relation
linéaire : autrement dit il est nécessaire et suffisant que le déterminant

1 , s T I I
1 , ” 1 =d'F 1 1
A—p— IF V—g P ° T 0+
A dF A A I A’

soit nul, ce qui entraine &'F (P + Q)=o0; comme F ni P+ Q ne peuvent
étre nuls, il reste ¢’ = o qui caractérise les surfaces minima.

De méme il ne peut exister de réseau cinématiquement conjugué permanent;
en effet pour S, S, le réseau cinématiquement conjugué est celui, déja

. . . . . . . dp? 2
étudié, de courbure normale invariante; il a pour équation P i s+ Qdi =0
et il varie quand ¢ varie (car P 4 Q n’est pas nul). .

Ces généralités exposées, reprenons le systéme fondamental (3) avec

1 . , .
A= A" = P30 et nous obtenons les trois ¢quations fondamentales pour la

suite (oﬁ P’=‘;—f}; Q’=il{—3>

Fda' Q 99’ P’ T 1 0*logF

(l2) ‘$+(—m—)—2:0, /2

o T PEQr =" FP+Qyr T Fopog

Les trois classes annoncées en introduction s’obtiennent en étudiant ce
systéme; on apercoit aussitot que, si &' est une constante, P et Q sont
constants : on peut, sans restreindre, en effectuant au préalable un chan-

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 34
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gement sur p et un autre sur ¢, supposer P =Q =33 ¢’ est une constante .ai,

I
d’ou - ( t+ R’) = a; si a est nul, on a les surfaces minima. si a est non nul, on

a le cas étudié par Ossian Bonnet des surfaces @ courbure moyenne constante;
F doit vérifier I'unique équation ~

1 dlogF 1 , '
) ¥ opoy — U
et I'on peut prendre ‘ -
t+; z—i
(13") . A= T’ A/ = O=ai
t— - t—+
2 2

On a ainsi retrouvé la premiére classe O. B. ; nous nous bornerons & i'appeler
le résultat curieux obtenu par Hazzidakis : I'équation différentielle des [igneé

de courbure est ( > dp* — (t— -) dg*=o, de sorte que si tt'=; P les

hgnes de courbure de S, et S, se correspondent mais si R,, R, sont les rayons

de courbure principaux de S, pour le premier et le second systéme, les rayons

correspondants sur S, sont R,, R,; on peut, sans restreindre, se bormer &

t=o0,t=oc pour un tel couple; I'équation des asymptotiques de S, est

—dp*+2iaFdpdg—dg*=o et cellede S,; dp*+ 2ia Fdpdq+ dg*=o, de

sorte qu'aux points homologues sur un tel couple d'Hazzidakis ’angle V des.
asymptoliques de S, est remplacé par = — V (si a est nul, il n’y a pas lieu de-
s’occuper d'un tel couple, car les asymptotiques se correspondent et I'on a

simplement remplacé la surface minima par une symétrique relatwement é

un point).

Nous pouvons maintenant donner des exemples de systemes cycliques réels.
Si(X,Y,Z), (X, Y,, Z,) sont deux courbes minima conjuguées; au lieu de
prendre la surface minima réelle S, (X + X,, Y+ Y,, Z+ Z,), nous pouvons .
étudier la surface minima S (X+ X, Y+Y,, Z—1Z,) : celte derniére
surface S, pour un couple de points conjugués pris sur (X, Y Z), (X,,Y,,Zy)
donne un point dont deux coordonnées (z,y) sont réelles, mais la troisiéme,
(3), imaginaire pure : le ds*, somme de la forme définie positive (dz?+ dy?)
et du carré, réel mais négatif, dz? est réel : pour un champ de variatiom des
paramétres tel que [ (do?+ dy?) + dz*] soit une forme définie positive, nous
pourrons donc trouver des surfaces réelles X, telles qu’a un point (z, y, 3)
de S, avec x, y réels, z imaginaire pure, corresponde un point réel (z,,¥,3:)
de T dans l'application; en faisant rouler S sur X, on obtient un systéme
cyclique réel, un systéme triple orthogonal réel. Faisons bien remarquer qu’ict,
nous profitons de notre étude pour obtenir une surface S qui admet une déformée
O. B., mais que X n’est pas une a’eformee O. B., de S, mais simplement une
dé formee quelconque.



SUR LES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 259

" Faisons encore une remarque, spéciale aux surfaces minima. Nous sommes
partis d’une surface minima S, réelle, qui peut étre considérée comme lieu des
milieux des segments réunissant chaque point d'une certaine courbe minima C
4 chaque .point de la courbe conjuguée C,; nous avons remplacé C, par sa
symétrique I relativement 4 un certain plan P; si nous remplagons P par un
autre plan P/, nous obtenons une courbe I", égale aT', se déduisant de I' par
un certain déplacement; dans ces conditions la surface minima S, déduite du
couple (C, I'), et la surface imaginaire (C, I') sont différentes, mais elles se
correspondent avec conservation des lignes minima, des lignes asymptotiques et
des lignes de courbure, d’aprés une étude que Goursat a faite aux Acta Mathe-
matica, 11, (2), 1888, p. 135-186; nous pourrons donc, avec la méme surface
minima réelle S, de départ, obtenir des surfaces minima S contenant trois
paramétres et assez différentes : nous allons avoir un exemple particuliérement
frappant en utilisant la surface minima d’Enneper, que nous définissons par
- les formules classiques

(14) 22=8p—p'+3g—g’, ay=i3p+p—(Bq-+g’), 2:=3p+3¢.

Son ds? est ds’=9 (1 + pq)* dp dq et les points réels sont obtenus par u, ¢
imaginaires conjuguées. Si nous prenons la surface

(15) 2X=38p—p*+3q9—¢’>, 2Y=i[Bp+p'—Bq+g¢), 22=3p—-3¢,

puisque dZ?=d3*— 36 pgdpdgq, on a dX*+-dY*+ dZ*= 9 (1—pq)* dpdg,
.de sorte que, pour p, g imaginaires corjuguées, X et Y sont.réels, Z imaginaire
pure et le ds* défini positif (sauf si le module commun de p, g est égal &4 1); on
peut donc trouver une infinité de surfaces S, réelles, applicables sur S dans les
conditions indiquées : en. particulier, de simples quadratures fournissent des
surfaces 3, de révolution. Nous pouvons remarquer qu’en posant ¢ =—gq,
le ds* de S devient — 9 (1+ pq,)* dpdgq,, ce qui est le ds*, non pas de la sur-
face minima d’Enneper S,, mais de cette surface qui aurait été soumise a une
homothétie de rapport ¢; 6r les surfaces minima qui ont un méme ds* sont des
surfaces assocides; d'autre part la surface minima d’Enneper (qu’il s’agisse de
S, ou de ¢S,) est égale & chacune de ses surfaces associées : donc la surface
minima S que nous avons définie, 4 partir de la surface d’Enneper réelle S,, au
moyen des formules (15), est égale a la surface (S, et 'on s’en assurerait
aisément. ‘

Nous allons avoir besoin de la développée X de la surface minima (14)
d’Enneper; elle se compose de deux nappes égales d’ont 'une, en posant

p=a—1iB,qg=a-- 1B, est représentée par les formules paramétriques donnant
le point courant (&, 7, {) et le ds

p— 2 3 3
(16) E=6a+6aPr+2a’, n=—4p", '§=§(12+52)?+312—352—2’

ds*=36 (1+ a*+ () [da®+ (adx + BdB)*].



260 _ BERTRAND GAMBIER.

Cela posé, nous allons étudier une surface minima particuliére, qui a été
injustement dédaignée sous prétexte qu'elle est imaginaire; nous verrons
qu'elle dérive aussi de la surface d’Enneper par la construction qui a été
indiquée (symétrie effectuée sur 'une des deux courbes minima génératrices).
J’ai signalé cette surface S au Bulletin de la Société math. de France, 56, 1928,
p. 224-239; ¢lle est de révolution, autour d’un aze isotrope, algébrique et de
degré 4. Elle a pour équatiop cartésienne

(17) (& +yr+2) = (2 —iy),

ce qui justifie 'extension de 1'expression : surface de révolution, bien que I'axe
(& — 1ty =0, 3=0) soit isotrove. On peut prendre comme représentatlon
paramétrlque :

u? .
(18) x+i‘y=<—?+uve)z, x—iy=iu, 3= uv. S
Le ds* est u? (du®+-dv*), caractéristique des développées de surface minima (*).
En posant u=p+-g¢, ¢ =1 '(p— q) de fagon a rapporter la surface a ses llgnes
minima, on trouve <

z+iy:-—%-l(p’+q"'), z—iy=1u1(p+q), s=i(p*— q*),

(19) _f(_2P P (_ 29 q) _ 2p*  pP\_729 . ¢
l‘”—'(—T+a>+‘ T3 L) YET\m ) T\ e )
3=1i(p*— q*). ’ -

Ce résultat prouve que la surface est minima. Nous voyons que la courbe
minima C ‘ : :
_(2P_r ; p?
< 3 -+ 2)’ p

est associée, pour engendrer la surface de translation, non a la courbe
conjuguée, mais a la symétrique de cette derniére par rapport a yOs. La
surface minima S, obtenue en associant C & sa conjuguée C, donne un ds?
égal a celui de S augmenté (& cause du changement du carré dz?) de (4 p*—1)
(4¢4>—1)dpdg et comme le ds* de S est (p-+ q)*dpdg, celui de S, est

(4pg + 1)*dpdq, ce qui, en posant 2p =p,, 2¢g=gq, est 2(1 +piq.)? dp, dq.;

(C) (=2E+2)s

(1) On sait que toutes les surfaces de ds? égal a u® (du?+ dv?) sont des développées de
surface minima et réciproquement; toutes ces surfaces sont donc applicables les unes sur
les autres; cela entraine que I'une, X, soit appllcable sur toutes les surfaces homothétiques;
en effet, en posant u =pu,, v =pvy, on a le ds* = p* u? (du? + dv?), de sorte que le point
(4, v) de X vient, dans 'application de 2 sur la surface (p22), recouvrir le point (u,, ¢y)
de (p*%), avec uy=u: P, v1=v:p.
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si donc on multipliait toutes les coodonnées de S, par 6, on retrouverait le
ds?=9 (14 p, ¢,)* dp, dg, indiqué plus haut pour la surface minima d’En-
neper; or-un ds? de surface minima définit o' surfaces associées, et toute
“surface minima dont le ds? est de révolution est égale a ses associées; donc la
sarface S, est une surface minima d’Enneper, de sorte qu’a partir d’une surface
minima d'Enneper, pour une position convenable du plan de symétrie qui
transforme l'une des courbes minima génératrices, on obtient la surface spéciale
de révolution trouvée ici. Réalisons maintenant l'application de S sur la
surface ¥ homothétique dans le rapport o* A la développée X d’Enneper
indiquée plus haut (X' est le lieu du pomt 0%, p?v, p?{ ou p est une constante
d’homothétie); le ds* de X' est p* (14 a’+ (3?)" [da®+ (ada+ Bdﬁ)’]
. L’applicabilité de S sur X' s’obtient en écrivant

(30) \/_(H—a + %), v =pya(a+ C),

“out C est une constante arbitraire; ce résultat montre que le roulement de S
sur X' conduit & o? systémes cycliques réels algébriques, dépendant des
constantes arbitraires p, C. Il s’agit maintenant de trouver les systémes triples
orthogonaux qui en résultent; on sait (voir Darboux, t. 4) que I'on doit
chercher le systéme conjugué commun a S et X'; or les asymptotiques de X'
sont représentées dans le plan waf, oli wa, wB sont deux axes rectangulaires,
par ’équation dua?- df* = o, de sorte que les réseaux conjugués de X' sont ceux
qui ont pour image plane un réseau orthogonal; les lignes de courbure de S sont
données par dudv=o, les lignes de longueur nulle par du®—+ dv*=o0, donc
les asymptotiques par du?— dv*=0; les courbes u — v=C, ont pour image

Clv;
P

commun F (1,0) et de méme les courbes u+ ¢=C, les cercles de centre

sur waf les cercles concentriques a’+ 3’ — 20 = —1+2C, de centre

F' (—1,0) d’équation %+ pt2a= 029\/2 —1—2C; dans le plan waj, au

point M(«, ), les images des directions conjuguées communes sont les
bissectrices des tangentes (ou des normales) des deux cercles en jeu issus
de M; les normales des cercles sont MF, MF'; le réseau conjugué commun a

donc pour image 'ensemble des coniques homofocales de foyers F,F', d’équation
2 2
7% + % —1==0, ol A est une constante arbitraire : les systémes cycliques

sont donc algébriques.

Nous allons fournir un autre exemple qui réusssit d’'une facon encore
plus miraculeuse si j'ose dire. Nous avons dit que la surface minima réelle
Se (X+X,, Y+Y,,Z+Z,)nous avait conduit & étudier la surface minima
imaginaire S (X +X,, Y+ Y,, Z—1Z,); la surface minima adjointe de S,,
soit S, (!X —iX,, /'Y —iY,, 1Z —iZ,) conduit par le méme procédé, pour le
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méme plan de symétrie zOy, a étudier la surface

S’(ix— l.Xi, 1Y — iYi, iZ+lZ1)

qui est l'adjointe de S. Prenons donc [’adjointe.de notre surface minima
algébrique de rotation : nous allons découvrir I’Aélicoide minimum algébrique.
En nous reportant aux formules (19), nous avons, pour définir cette nouvelle
surface,

: 2¢° ¢ (2 P\ (24 4
@) &H{FTF T T3 ’_‘[ (3 +,a>+(3 +2)]’
s =—p*—q* .

dont le ds? est encore 4 (p + ¢)*dpdg = u* (du’—i— dv*); pour p, g imaginaires
conjuguées, (ou u, v réels), y et z sont réels et = imaginaire pure. Nous
réalisons I’application de S’ sur X’ par les mémes formules que plus haut
(puisque S et S’ sont applicables par les points de mémes u, ¢ ou mémes p, 9);
donc les systémes cycliques obtenus sont encore algébriques [ et le raisonnement’
prouve que, quelle que soit la surface minima S, de départ adoptée, si. la.
surface S obtenue fournit avec une certaine surface X des systémes cychquyga,
réels et algébriques, la surface adjointe S’ donnera, par son roulement sur Z,
des systémes cycliques eux aussi réels et algébriques; on peut méme remarquer
que les surfaces réelles associées 4 S fournissent, avec le méme plan. de
symétrie, de nouveaux systémes cychques réels, et algébriques si S a réalisé .
des systémes algébriques; cela tient a ce que S conduit & X 4 e~ Xd,
e°Y +¢eY,, e*Z+e 7, ou w est réel, et le plan de symétrie donne
ei”X—i—'e‘i"’X,, e*Y +e¢™Y,, eé*Z —e 7L, qui est une surface associéde
a S]("). Pour obtenir le réseau conjugué commun a §' et X', il faut prendre
I'image sur waB des asymptotiques de S', ou, si ’on veut, des lignes de cour-
bure de S; on a les courbes du dv =0 ou u=const., ou a’~+ 3?=const.,.
et les courbes ¢=const. ou a=const. Le méme raisonnement que
plus haut nous fournit les paraboles homofocales dont le foyer est I'origine &
et 'axe la droite wa. On a encore des systémes triples algébriques. 11 est bon de
donner ici quelques propriétés de la nouvelle surface que nous venons d'intro-
duire. En reprenant les formules (21) on a

3_ g3
(21) x+iy:[ﬂ3—q—)’ Z—iy=—p+¢q, s=—p'—q.

(*) On voit donc qu'une surface minima réelle S, fournit co3 familles de surfaces minima
imaginaires, les surfaces d’'une méme famille étant associées; si, dans 'une des familles,
une surface donne un systéme cyclique algébrique, toutes les autres surfaces de la famille
donnent des systémes cycliques a]gebnques mais si le systéme triple orthogonal fourni
par une surface est algébrique, il n’y a aucune raison pour que les: systemes triples fournis
par les autres surfaces de la famille soient aussi algébriques.
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On en déduit iy = % (p— ) (P*-+P1+ )= § (& —¥) (s — pg); puis
(x —1y)*+ 3= —2pq; I'équation de la surface s’obtient donc aussitot :

Clest une surface réglée cubique; les génératrices s'obtiennent en écrivant
x—1iy=3C, x+iy=6C[z+3C?]. Chaque asymptotique curviligne
admet les génératrices pour normales principales, de sorte que les o' asympto-
tiques curvilignes sont les courbes de Bertrand, dites cubiques de Lyon, dont
les rayons de courbure et torsion sont constants. Inversement, une cubique de
Lyon engendre, par ses normales principales, une surface minima (le raison-
nement est le méme que pour I'hélice circulaire); ce qui n’était pas évident,
c'est la fagon dont cet hélicoide minimam peut se rattacher a la surface minima
d’Enneper. :

Enfin, il est intéressant de montrer que les surfaces minima associées aux
deux surfaces précédentes (surface minima algébrique de révolution et
hélicoide minimum algébrique) conduisent aussi & des systémes triples
orthogonaux aelgébriques, dans leur roulement sur la surface I'; nous devons
en effet chercher I'image des asymptotiques de la surface minima sur le plan
waf3; or les diverses surfaces minima en jeu ayant le méme ds®, u* (du’®-- d¢?),
qui fournit une représentation conforme sur le plan (u, ¢) et les asymptotiques
.de I'une étant représentées par du dv = o, c’est-a-dire par les droites paralléles
4 Ou ou Oy, les asymptotiques des autres surfaces sont représentées par deux
faisceaux de droites paralléles using—vcosgp=C,, ucoso—+ ¢sin e =0C,
d’aprés les propriétés bien connues des lignes asymptotiques des diverses
surfaces minima associées entre elles; sur le plan wa8 on trouve donc

a?+ (32— 2 @ cot ¢ = const., a?+ 32+ 2 atang ¢ = const,

\

On trouve ainsi, par le méme raisonnement que plus haut, pour image du
réseau conjugué commun, les coniques homofocales de foyers (cot o, o),
(— tangg, 0); quand o varie, ces deux foyers se correspondent dans une
involution & points doubles imaginaires. Nous avons donc établi notre résultat
et obtenu ainsi, grdce aux trois constantes ¢, C, ¢, une triple infinité de systémes
cycliques ou triples orthogonaux, tous algébriques.

Rappelons que la surface minima d’Enneper S, devait, par variation du
plan de symétrie P, nous donner o * surfaces minima S susceptibles, par une
déformation convenable, de nous fournir des systémes cycliques et triples
orthogonaux (réels, mais en général transcendants); la surface minima
d’Enneper (comme toute surface minima applicable sur-une surface de révo-
Intion ) est égale & chacune de ses associées; il n’y a donc pas lieu de considérer
les surfaces associées & S; mais ce que I’on semble perdre ainsi, au point de
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vue de la découverte de systémes cycliques réels, se rattrape aussitét en
remarquant que, si X est une surface réelle applicable sur S dans les conditions
voulues, la surface X est aussi applicable de o' facons sur elle-méme, point
réel pour point réel, et que, par suite, chaque systéme cyclique obtenu en
faisant rouler S sur X fournit aussitét o' autres systémes cycliques; nous’
avons eu méme la bonne chance, avec la surface minima algébrique de révo-
lution et I’hélicoide minimum algébrique, d’avoir, non seulement, une suface =,
mais o', & savoir X (développée de la surface d’Enneper) et toutes ses homo-
thétiques.

-

A. SECONDE ET TROISIRME CLASSE DE LA DEFORMATION CONTINUE. — Nous prenons le
systéme fondamental (12)

) F(—)ﬁ-i—‘ Q' —o 9@_’_ P’ —0 l_d’logF+ 1
op  (P+Q)y " “d¢ (P+Qp " F dpdg " F:(P+Q)

—d't—o,

avec

A=At pr—pi=P

A=A 7’ t+Q'.

y__ 1
—P+Q’
Le cas P'= o0 ou P constant permet de supposer P =0, A=A"= é; &' est
fonction de p seul, et I'on a
d (1N d¥
F:——(— P ds=2Fdpdq;
ag\Q) @ DA
F est produit d'une fonction de p par une fonction de g, de sorte que la surface
est développable; nous laisserons ce cas de coté en renvoyant, pour son étude,
au Mémoire de M. Cartan, )
Nous supposons donc P'Q’z£o0 et en égalant les valeurs de F(P 4 Q)*
donnée par les deux premiéres équations (E), nous avons.
) 199 o2
(23) P op Jq 0
et nous introduirons une fonction P, de p, une fonction Q, de ¢ telles que
I'on ait
’ I U
(24) Plz’ﬁ’ Q1=Q‘/’ .

et nous remarquons que P, (ou Q,) est comme P (ou Q) une fonction effective
de p (oug), et quel’on a
dpP, _dp _ dp, _(dp\*__ [dP,\*
(25) 71;‘—‘7]-)’ dp*=dPdP,, -7 =\zp) = d_p .
L’équation (23) s’écrit donc -

a9’ a9’

(26) 5—])1 = d_Q . ou 8,=.f(l)‘_|—(2')'
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Dans cette relation f est une fonction, non constante, de 'argument P, 4+ Q,,
et I'on a, en tenant compte de (E),

— F(P,+Q, =1 =1, F=-_—PQ
(27) Pt Q) P=pr G=g (P+Q) S
_(P+Q)f —_ t+Q " ___ l/t—P,
d=¥=—p W= A=Y
(29) @+ QrpeQel s+ (LY ] =Ko
Clest I'équation (28) qui donne la clé de lasolution; comme P = ‘-;%',

dQ,
- @
o= Q, nous désignerons P, par U, Q, par V; on a donc

»il y a avantage & prendre comme variables indépendantes u = P,

dp*=dudU = U'du?, % =T,

quand on fait ce changement de variables sur p et ¢, le nouveau coefficient &

se trouve remplacé par le produit de sa valeur primitive par % %; donc ¢ est

remplacé par —(P—TQ?—)f Q' ou _(T+“_Q_f' ou encore — (P + Q)f'i&, ce
qui, avec les notations définitives, donne

= e
(29) T _
R O e e A et
R SN L
(E.) . (u+v)UV[f’+ (f)] =4 +a.

Dans ’équation (E, )f, est une fonction de I’argument unique o =U 4 V;
S'y ['signifient = a, f Tout d’abord, Hazzidakis (auquel les résultats de ce

paragraphe sont dus) remarque quef, -+ 2 =o0 entraine f= _?_ 0 ou Cest

une constante
— 2 bl 2

'=ezor F-aexc 7

et, par suite, 'équation (E,) se trouve vérifiée parce que les deux membres sont
nuls; ce cas donne la seconde classe (qu'Hazzidakis détermine complétement).
La troisiéme classe (qu'Hazzidakis a simplement effleurée) correspond au
cas ou les deux membres de (E,) sont égaux sans étre nuls.
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. - 35
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8. SEeconpE cLAssE. — Sil’on a
2
f=grvze
on peut prendre comme fonction de u, non pas U, mais U=U+—E— et de

méme V=V —l—% au lieu de V; supprimant le surlignage, on a les mémes

formules ou C est remplacé par zéro. On a ainsi

U4V 2 2 2 U (u+v) 2 V(u+v)

9 __ ) e —_— N s 2 N7~ "7

ds —< ) dude d=gay d=tmigmh = UV '
_2Uu+v)t+v ” 2V’(u+v)t—u
T AUFV)Y t—u’ (U+V)y txv

(30)
o

Hazzidakis remarque que les équations classiques permettant de trouverz, y, 3
s'intégrent complétement; on a, & un déplacement prés,

_n(1—¢*)+¢ (vt (u—1)
= ———t1, nN—=—" 7,
2 u—+v
|- [ Vdo Utdu :
(31) )’t—-nq’: f V+t)2 (u___t)z' =
: , . Vde  .[ Udu
=, (+¢)—09], =i Gro ) oo

On a donc quatre intégrales simples a calculer, une fois U, V choisies. Ce
calcul donne S,, pourvu que ¢ soit fini; or la surface de départ correspond
at=oc: en ordonnant en séries procédant suivant les puissances croissantes

de %, on obtient les coordonnées x, y, 5 de la surface de départ

/ —1 1—y2
rT—=— . 4 %o, cpo:fV2d0+U’dU,
s u—+v 2 2
(32) y=u+v¢o, %:idev—Udu,
i /1 2
Z:——(+q’o+@o>'
2 \u—+vy !
On pourra remarquer les formules simples
. . P
Tt iE=—Y g,  THiE= = Qo
. . —1
—_ el — 15 = - M
(33) T, — iz3;=1, xr—1 s
h P+ al= x? JTRPL RS — LI
T+ yr+at=mn9, +y+ P

Comme vérification, on pourra remarquer que, si dans les formules (32) on

P 1
ecrnt y —= ——
u

1—1

1 . .
» V=5 les formules (32) prennent la forme (31), et ceci
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confirme que, dans la famille obtenue en faisant varier t, les diverses surfaces
Jouent bien le méme réle.
Toutes les surfaces obtenues sont imaginaires : cn effet, on a

1 a0 —hi <1 1)’_—16U’V’(u+v)2

R"R-U03v \RTW U+ Vr

Si donc la surface est réelle, aux points réels UV est imaginaire pure,

T 2
. dse—dude (L + V) :

w—+y

dU + dV aussi; (—:f—t:_d—:)z, en ces points, est donc négatif; donc

I 1\*_ —16(u+rv) dudv
ﬁ“i)?)‘ dudy UESA

et par suite dUdV sont positifs; puisque
" (AU —dV)*=(dU +dV)*— 4, dUdV;

I’expression dU — dV est imaginaire pure; comme dU +dV Test aussi, dU
et dV sont imaginaires pures. Mais alors, allant sur la surface d’un point
réel (u,, v, ) & un autre point réel (u, ¢) par un chemin réel, I'expression U—U,,
obtenue par une série d’accroissements infinitésimaux tous imaginaires pures,
~ a sa partie réelle nulle identiquement; comme c’est une fonction aralytique
de u, elle se réduit & une constante; or nous avons écarté ce cas; la surface est
donc tout entiére imaginaire.
Cette seconde classe contient des surfaces W (nous verrons que ces surfaces
spéciales sont un cas de dégénérescence des surfaces de-la troisiéme classe).

, . I I N . I 1
En effet, pour une surface W, P’expression & — & doit étre fonction de ¢ + s

de sorte que les expressions, rappelées plus haut peur ces deux expressions,
montrent que log[ U’ V/(u+¢)*] doit étre fonction de U+ V. Or, pour la
troisiéme classe, puisque les deux membres de (E,) sont tous deux non nuls,
U'V'(u + ¢)? est une fonction de U 4V, de sorte que toutes les surfaces de Ia
troisiéme classe sont W et que, parmi celles de la seconde classe, celles qui
sont W s’obtiennent aussi comme cas spécial des surfaces de la troisiéme
classe : nous y reviendrons plus tard.
On peut chercher les surfaces de la seconde classe applicables sur une surface
_ de révolution; on a une équation assez compliquée en écrivant que les courbes
ou la courbure totale reste constante sont géodésiquement paralléles; mais on

obtient une solution particuliére en prenant U= u?, V=—i?, de sorte que
U+v_ . 2
Py =i(u—v) et ds*=— (u —v)*dudy;

si 'on pose u= A -+ ¢B, v= A — B, on obtient

ds*= [, B*(dA*+ dB)
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qui est le ds* caractéristique des développées de surface minima. Nous allons,
avec cet exemple particulier, obtenir des systémes cycliques réels et méme
algébriques; nous aurons méme, avec I'un des deux exemples qui vont étre
fournis, obtenir des systémes triples orthogonaux, non seulement reels, mais
encore algebrxques

Prenons, pour U =u?, V=—_%?, lasurfacez = = [formules (32) ou(33)];
ona

A _ut
Po=— 5 o= 3
. (u—+9)?
(34) x+zz=—4—5[5(u’+v-’)—(u+0)3],
. =1 R S .
T —iE= o y_—g(u——uv—i—v).

En posant u 4 ¢=C, u*— u¢ + ¢*=1y on a, avec les parametres C, vy,

. —1 .
(35) x+;z_—[3[5cy_ca] @ —is= 5 y:—%,.
de sorte que C =const. fournit une famille de droites; l’équation de la
surface est ' - -

(36) 45(x—iz)(z+iz)+15y(x — iz +1==o0.

On a une surface réglée de degré 6, admettant le plan isotrope x —iz=o0
comme plan directeur; u, ¢ réels ou imaginaires conjugués donnent un point
de coordonnées x, y réelles et z imaginaire pure : le ds® n’est réel et positif que
pour u, ¢ imaginaires conjugués. Appliquons ceite surface sur la développée
de la surface minima d’Enneper; rappelons que toute surface S dont le ds?
est 4B2(dA*+ dB?) est applicable sur toutes les surfaces homothétiques;
nous nous reportons aux équations paramétriques (16); en posant

(37) A—l=pa, 2B=p(1+ a®+ %),
ou p et A sont des constantes, 4 B?(dA? 4 dB?) devient
p* (1 + a2+ (32) [da®+ (ada + BdB)?];

donc, en nous reportant & Darboux (Théorie des Surfaces, t 4, p 123 etsuiv.),
en faisant rouler la surface imaginaire sur la surface £ 3 E, 3 11, 6 C one=-41,

et nous bornant & «, 3 réels, c'est-a-dire (A, B) reels, (u, ¢) imaginaires con-
jugués, nous obtenons des systémes cycliques non seulement réels, mais encore
algébriques, dépendant des deux constantes arbitraires p, A. On obtient du
méme coup des systémes triples orthogonaux réels, a condition d’intégrer
I’équation du réseau conjugué simultanément sur les deux surfaces applicables.
Or le réseau asymptotique de la développée (16) est fourni par da’*+ d3*=o,
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celui de la surface (34) par (udu—vdo)(du—+dv)=0 ou dAd(AB)=o,
c’est-a-dire BdA? + A dBdA = o; la suite nous prouvera qu'il y a avantage
a adopter les yariables A, B plutét que a, 3; nous transformons donc
da’+4dB*=o, ce qui donne pour les asymptotiques des deux surfaces les
équations
- 2 BdA*+ 2 AdBdA = o,
(2B —p)dA?~— a(A — A)dAdB + pdB*=o,

et le réseau conjugué commun est fourni par I'équation
(38) (Ap+2BA—4AB)dA*+ 2pBdAdB + ApdB*=o

qui ne semble pas rentrer dans un type intégrable, de sorte que les systémes
obtenus sont, vraisemblablement, transcendants.

Passons maintenant a la surface t=o, toujours pour U=4u?, V=—1¢",
'On a alors
. —(u+v) . v
(39) x+zs=(—3—-)—, w—zz:ulf‘_p, y=uv.

Si 'on regarde u—+¢ et uv comme les paramétres, il est clair que
u + v =const. fournit une droite paralléle au plan isotrope x+iz=o0;
’équation de la surface est

(40) . ‘ 3(x+iz)(x—iz)*+ y*=o.

La surface est algébrique et de degré 4; les asymptotiques ont pour
équation ,

(udv — vdu) (du +~dv)—=o ou dA.d(KB>=0 ou AdBdA — dA*=o;

les formules (37) donnent I'application de cette surface (39) ou (40) sur la
méme surface E%QE) s%’n, e%zl (avec u=A +iB, v=A —iB), de sorte que
nous avons encore des systémes cycliques réels, et méme algébriques, dépen-
dant des deux constantes arbitraires g, A. Pour les systémes triples, nous avons
a trouyer le systéme oonjugué commun, c’est-a-dire divisant harmoniquement
les deux réseaux asymptotiques
2 BdA? — 2AdBdA =o,
(2B—p)dA?— 23(A — K)dBdA —pdB*=o.

On peut remplacer le sgcond réseau par o dA*—2AdBdA + pdB*=o, de
sorte que I'on obtient, pour le réseau cherché, I'équation homogéne en A, B,
donc intégrable

(41) (Ap—2BA)dA*— 2BpdAdB + ApdB*=o.
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L’intégrale est méme algébrique :

(42) B+-j¥-_'-\/B“—+—2APBl—A2=p,

ou . esl arbitraire; cette fois les systémes triples sont algébriques.

Les surfaces correspondant a U=iu*, V=—v et t quelconque sont trans-
cendantes, mais donnent encore des systémes cycliques ou triples orthogonaux
réels.

6. TrosieME cLAsSE DE surraces. — Nous revenons aux. équations(29)et (E, )
que je recopie

— 2dud )
dsgzwj_—:f)z;,, 0=— (u+¢)fU, o=/, 6”:—(u+v)jj’.V’,
(29) L+
—(u—l—v)f’U’ —’ 6,"_—(u—+-v)f’V’t+V
(E,) (wrepvV s (£) ] =5+ |

ot f est une fonction de 'argument & = U + V; U est fonction de «, V de vet
‘nous supposons ;—\i + 2 5% 0; nous avons été déja, au paragraphe précédent,

conduit a remarquer que (E,) entraine que (z+¢)*U’ V' est fonctionde U+ V;
donc les dérivées partielles de log[(u +¢)?U’ V'] sont proportionnelles & celles
de U+ V et 'on a ainsi une condition ou f ne figure plus :

3 ‘IU”.2 _L\_’_"+~2.
(30) U W_’-u—a—v —V\V u—+v

Sil’on pose

~

cette équation s’écrit )

2(Uy— Vi) + (e +¢) (V; —U})=0;
en dérivant en u, puis en ¢, on obtient

Vi —Uj=o, dou Uj=Vi—=2aq,
ou a est une constante; on a donc

—au+2bu+c,

ou a, b, c sont des constantes et, puisque sil'on choisitu =¢,v=—1,0na

Ui(2)=Vi(—1¢),

on a
Vi=avt—a2be +c¢
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et I’on constate que I’équation
a(Uy— V) +(u+9)(Vi—=U{)=0
est vérifiée; nous en avons donc la solution générale.

Cette équation (E,), quand les deux membres ne sont pas nuls, entraine, comme
cela a déja été dit, que la surface est W ; ainsi, toutes les surfaces des classes 1, 3
sont W ; mais les surfaces a dé fo;manon 0. B. non continue et les surfaces de la
classe 2 (sauf celles qui rentrent dans la classe 3) ne sont pas W.

On voit immédiatement que, si I'on effectue la substitution

_aw+B _—an+p_aT+p
Tiumre T Tye =3 = yT+3

(de sorte que u, —v, t subissent la méme transformation), les expressions
de ds*, 8, &, ", &, 8, au moyen des nouvelles variables u,, ¢,, T ont Ja méme
forme que précedemmem, mais permettent de ramener les quadratures
donnant U, V a savoir

___f dv v_/‘ dv
—J auvt+2bu—+c “Javr4+26v+4c

a I'une des deux formes canoniques

sz;‘ib“;, —fsz (b#Zo0);

du dv
U= - V= - (cZ0),

suivant que les racines de au®~- 2bu—-c sont distinctes (la substitution les
remplacant par o et + ) ou confondues (la racine double se trouvant rem-
placée par x); mais alors, puisque ¢ subit la méme transformation, les valeurs
t=o0 ou o dans le premier cas, ou = dans le second correspondront a des
sur.faces remarquables dans la dé formation O. B. & un paramétre. La troisiéme
classe se partage donc en deux types.

* 7. TrotsiEME cLASSE. PREMIER TYPE. — Nous avons
u = etV o — e—2b(V—Vy,
u 2
() UV = —(u+ ) _ - (; ‘*‘1) _ — [P U=V V =V 2
4 b2uv 4 b u 4 b2 o U—Un +25(V—V,] H
(4

—2dudoU'V 2 62dUdV

(42) = WUV T FORBU— U 6V = Vo))
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D’ailleurs (E,) fournit

(43) b°(§f ) + [ ' (;,—”)I]Clﬂ[b(U——Uo)—t—bv(V—Vo)]zo.

Ceci améne a faire le changement de variables

u=et,  BU—U)=U, s=—e%  b(V—Vo=V,+ T,
FULV)=bfi(U+V),  flo)=bfi(w1),  bo—b(Us+ Vo) = ;= Uy+V,.
Ona

(44)

df _bd b*d ) . 2
R I

f/l _ bf! j—-/r ’ bz " )
7=rr (7)=2()
De la sorte, l’ équation transformée de (43) ne contient plus le paramétre b,

sil’on emp101e les variables U,, V,, w, et la fonction f,. On a [d’apres les for-
mules (29)] pour les nouvelles valeurs de 8, &', &”

(45)

S=—(uto)f g = (e e

On écrit donc

— (e2V— e—'zv,)efzv,bf'1
—>

— (e2Ui— V1) e—2Us p £
8= - n=bf, =20,

(46) ‘d — 2dU,dV,
s* 5 f Sk (U, + Vq)

C’est pour des raisons d’opportunité que nous aveons préféré employer la
fonction S plutét que Ch; nous verrons, én effet, comment le second type de
la troisiéme classe peut se déduire, par continuité, du premier en posant

U,=aU,, V,=aV,

et faisant tendre a vers zéro. Nous avons voulu respecter, autant que possible,
les calculs tels que Hazzidakis les a amorcés; il eut été peut-étre preférable de
remplacer ¢ par (—¢) et V, par (— V,), ou V par (— V). Les formules (46)
prouvent que la constante b n’intervient que pour réaliser une homothétie, car si b
varie, bx, by, bz restent-constants. On peut donc, d une similitude prés, écrire,
avec un changement de notations, les formules définitives

—szdV ;o . ® 'y T "___ — (- 'y
ds?— = PSR UV U+ V=0, d=—e*Shaf, &d=f, =—e9Shaf,
6_.._ = ,L—e?Y S p— , t—e?
(47) — Qhwf —r 0'=—e “Shaf Py

VAR S
( +/= Sll’o) © flSh*w =0
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La suite prouvera que ’équation différentielle fournissant f en fonctionde w
admet l'intégrale premiére

(48 ({" %hm>2+iz7zfm+ 7 §’+2f/_k

i
fl

donne des surfaces particuliéres de la troisiéme classe appartenant aussi a la

ot k est une constante arbitraire. Nous avons fait déja remarquer que < +2=o0

seconde classe : dans ce cas, la valeur de k est 4 [mais pour k=4, l’équa-
tion (48) est encore du second ordre et a d’aulres mtegrales que celles qui

vérifient j:,z + 2= 0].

Nous allons montrer que la surface S, (ot t n’est ni nul ni infini) n'est ni de
révolution ni hélicoidale, et que la variation de t donne simplement une surface
unique avec ses auto-applications; S,, S, sont des surfaces exceptionnelles qui
peuvent étre regardées comme des auto-déformées a la limite de S,; dans ce
premier type S, S_ sont hélicoidales et égales chacune ¢ une symétrique plane de
Uautre.

Considérons en effet la surface S, obtenue pour t =1 et soient
(49) X=A(U,V), Y=B(UV), Z=C(U,V)

les coordonnées du point courant de S‘ ; les fonclions 3 8' 8” relatives a S St
? LA R]
SOllt, en posam t—=¢e" '

® , 1—e Y , y ® , 1—et
6,:—e Shw.f-—T, 6:]; ' =—e" Sh&)f —vv’
I— e—2V+h I — e2(U—h)
— ev .
o=—e“Shw.f- v

n___ — 4
T 6, =—¢ “’Shwf

- La comparalson montre aussitot que si 'onpose U—A=U, V=V 4 2 les
formules qui définissent S, au moyen de U, V et celles qui deﬁmssent S, au

moyen de U, V sont les mémes, car on n'a pas & changer w non plus que f();
la surface S, est donc égale i la surface S, (un point U, V de S, ayant pour
homologue dans la superposition le point U, V de S, tel que Uet U, Vet V
prennent la méme valeur numérique), et de plus, S, est applicable sur S,,
I'applicabilité ayant lieu par les points de mémes coordonnées curvilignes U, V
(de sorte que cette fois U est égala U—h, et Vav+ h); la surface S, est le
lieu du point

(50) X=A(U—h,V+h), Y=BU—hV+h), Z=CU—h V+h)

ot A, B, C sont les mémes fonctions que dans (49) et ce point X, Y, Z est lui-
méme un point de S, ; le passage de S, & S, estdonc une auto-dé formation de S,
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 36
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Quand U, V restent constants, la variation de k2 déplacele point U — A, V + A,
sur la courbe w = const. qui passe par sa position initiale, courbe que nous
pouvons appeler paralléle, en employant la dénomination méridien ou paralléle
pour une courbe de cette surface O. B. qui se transforme en méridien ou paral-
léle effectif quand on applique la surface O. B. sur une surface de révolution
de méme ds. Il est facile de calculer la longueur d’arc MM du paralléle entre
les points (U, V) et (U — A, V + h); si M reste fixe et si k varie, on a mani-
festement

. 2 dh? T 2
ds _f—’(w)Shz(m)’ arcMM_lhl\/f—————,(m)Sh!w,

de sorte que, si ¢ tend vers zéro ou l'infini, le point M s’éloigne indéfiniment
sur le paralléle; cette remarque montre méme (en admettant provisoirement
que toutes les surfaces S, sont réelles, résultat établi plus loin), puisque 4 se
calcule en posant t = e**, que ’on passe de S, & S, par une déformation, réelle
st t est positif, et imaginaire si t est négatif; autrement dit, la surface S, se
compose d’une nappe S’ réelle et d’'une nappe S” imaginaire, mais on peut
concevoir un déplacement imaginaire qui rende S’ imaginaire et S” réelle; il
suffit de songer aux deux surfaces -

(51) e*+ e+ e*=1, et 4 ey —e¥=1,
qui sont égales, puisque la translation paralléle a Oz définie par
s=z'+ (2k+1)iT

suffit & faire coincider les deux surfaces, une nappe réelle de 'une devenant
imaginaire, tandis qu’une nappe primitivement imaginaire devient réelle; en
revenant a notre probléme, on voit que, la donnée de ds?, g, &', 8" donnant une
surface 4 un déplacement prés, on peut s’arranger pour que S, soit représentée
par une nappe réelle, puis, indépendamment des calculsrelatifs 4 S,, s’arranger
pour que S_, soit représentée par une nappe réelle, mais alors S, et S_, sont
égales, exactement comme les deux surfaces (51), un point réel de chacune
ayant pour homologue sur I’autre un point imaginaire et inversement, tandis que
I'on peut appliquer S, sur S_, point réel sur point réel, de =o' fagons. '

Le raisonnement qui précéde prouve aussi que ni S, ni S_ ne sont égales
4 S, (ni d’une fagon générale a S,); en effet quand nous passons de S, 4 S.
nous avons vu que le point U, V de S, a pour homologue dans la superposition
de S, et S, (mais non la déformation de S, en S,) le point de S, qui a
pour coordonnées paramétriques U—~%h, V—+h [comme le prouvent les
formules (49) et (51)]; or, si ¢ est voisin de zéro ou l'infini, la valeur de A
>st de plus en plus grande en valeur absolue, et ce n'est donc que dans sa
région définie par des valeurs infiniment grandes de U, V que S, est recouverte
par S, ou S,.
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Nous allons bien comprendre ce phénoméne (que j’ai signalé en 1922 et que
M. Cartan a retrouvé) en prenant un exemple plus simple. Soit une hyperbole
quelconque H que nous déplagons dans son plan d’'un.mouvement de translation
continu paralléle & une asymptote A; nous trouvons ainsi une famille de oo
courbes, toutes égales entre elles, mais contenant une courbe parasite isolée,
non égale aux hyperboles, a4 savoir I’asymptote A elle-méme. Le calcul est
immédiat : £y — a = o est I'’équation de H rapportée a ses asymptotes et nous
avons envisagé les hyperboles x(y —A)—a=o0, ou A est quelconque;
quand A, valeur absolue de la translation convertissant H en H’, devient trés
grand, H' se réduit & = o qui est ’asymptote A ; laraison est facile 4 donner;
le segment d’hyperbole H, compris entre y =2\ et y = A1 par exemple,
s'éloigne & I'infini si A augmente indéfiniment, mais se rapproche asymptoti-
quement du segment (A, A—+1) de I'axe Oy ; pour constater empiriquement
ce fait, on peut supposer qu'un observateur placé au voisinage de O fasse
déplacer ce segment de H d’'un mouvement de translation, d’amplitude 2,
paralléle 4 Oy, qui améne 'origine de ce segment sur Ox; 4 mesure que A,
variant d’une fagon continue, augmente indéfiniment, le segment transporté
de H vient de se confondre de plus en plus avec le segment (o, 1) de I'axe Oy,
et c’est pour cela que le calcul donne brutalement Oy au milieu de toutes ces
hyperboles égales H'. On peut dire, en abrégé, que Oy résulte d’une portion
infiniment éloignée de B, dontla translation, paralléle a Oy, est devenue infinie;
de méme, en revenant & la déformation O. B., la surface S, et S, peuvent étre
placées de facon que S, soit asymptote & S;; nous pouvons nous borner a la
portion de S, comprises entre les paralléles w,— k, w,~+ k; sur le paralléle
médian w,, prenons les points équidistants (U,, V,), avec U,+ V,= w,,
(Uo—h, Vo+h), (Uy—2h, Vo+2h), ..., (Us—nh, Vo+nh), ...; les
méridiens issus de ces points partagent cette bande de S, en guadrilatéres tous
applicables les uns sur les autres en totalité; quand n augmente indéfiniment le
quadrilatére derang nsur S, tend a se confondre avec un quadrilatére de méme
rangsur S, ; surS,, qui est hélicoidale comme nous allons le voir, les quadrilatéres
successifs sont tous égaux; supposant donc S, et S, liées invariablement, nous
pouvons concevoir le mouvement hélicoidal continu qui fait glisser S, sur elle-
méme : S,, emportée par ce mouvement, fait apparaitre, quand 'amplitude
de ce mouvement devient trés grande, le quadrilatére de rang n de S, en face
du quadrilatére de rang 1 de S,, et ’on peut dire que S, résulte d’un déplacement
hélicoidal infiniment grand de S,, qui fait venir a distance finie les portions
infiniment éloignées de cette surface; i ce point de vue, on peut dire que S,
représente la portion a l'infini de S, Le raisonnement pour S, est le méme :
chaque paralléle de S, s’¢loigne d’ailleurs indéfiniment, d'un cété vers S,, de
I'autre vers S_.

Montrons que S, n’est ni hélicoidale ni de révolution; en effet, dans ses auto-
applicatious, S, est remplacée par S,; or I’équation des lignes de courbure
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de S, est, en vertu de 'équation (6),

2 U 2 —2V
(52) 5 ,dU _ ¢ dv?

S (eT=¢p (e—ev_t)z'

Le changement de ¢ en ¢, change I'équation, de sorte que la proposition est
établie. Pour S_ I'équation des lignes de courbure est e*'dU?— e—*'dV?=o0 et
ne change pas si I'on remplace (U, V) par (U — &, V + k); or ce changement
applique S, sur elle-méme et ne change ni &, ni &, nid’, de sorte que cette
application de S_ sur elle-méme est un déplacement; mais U+ V = const.
n’est intégrale premiére pour aucun des deux systémes de lignes de courbure
de S., de sorte que S, est hélicoidale, sans étre de révolution. Raisonnement
semblable pour S, et méme conclusion. :

D’autre part S_ est égale a une symétrique de S, par rapport ¢ un plan. En
effet pour S, on a (avec w = U+ V)

— 2dUdV)

SR (UV)’ do=—e*Shaf, d.=f, Oo.=—e*Shaf..

(53) ds*=

et, pour S,, on a

—2dUdV

j———Sh vy So=—e*Shawf, 8o=1, 6:;=—€“’Shmf’.

(54) dst=

Pour la surface S, faisons un simple changement de notations, U=V, V=0 :
la fonction 3., qui se calcule avec un déterminant d’ordre 3, devient —3&.;
le changement des noms de U, V remplace en effet le calcul de & par celui
de &” et inversement; il faut de plus, quand on échange U et V, échanger entre
elles les deux premiéres lignes du déterminant ; comme &, et &, sont identiques
et de méme 3, et 5., on voit que 3., si I'on supprime le surlignage, est égal
a (—28!); de méme 3, est égal & (— 3,), et &, égal a (— &,) (finalement nous
n'avons fait qu'écrire V a la place de U et inversement); donc les deux
surfaces S_, S, ont (quand on a échangé U et V dans S.) leurs ds* et leurs,
secondes formes égales et de signe contraire ; c’est bien le fait caractéristique ;
pour deux surfaces dont chacune est égale 4 une symétrique plane de I’autre
un point de coordonnées paramétriques (U,, V,) sur 'une a pour homologue
surl’autre le point U=V,, V="1U,.

Occupons-nous maintenant de la réalité. Nous avons écrit plus haut
I’équation (51) des lignes de courbures de S, ; or on a

U__./7 U —vV__\/7 _ " —V
(55) dlog <e Vt) = 2\/Z.e dU, dlog (c \/l): aVte dV.
e

U\t el—1¢ eVt eV —1¢

Supposons d’abord ¢ réel, U et (— V) imaginaires conjuguées; « est donc
imaginaire pure, Shw aussi; Sh?w est réel, négatif. Si donc nous suppo-
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sons f'(w) réel, négatif, pour w imaginaire pure, le ds* est défini positif; nous
pouvons poser, d’aprés un calcul analogue 4 celui qui a donné les relations (45),

f(w):ifl(a)l), [ = @y, fl((o)::z—‘:;:—%::—f;(wl),
7 d 1’ . " "
(56) ro=L==tain, L=l

' ﬂ ,—— - d " . fu

\ <f’ ) - (fi) ( \
L’équation différentielle obtenue en (47) devient donc, avec une variable w,

réelle, une fonction f, (w,) réelle

o ()it

sinfw;  fisinw,

L’intégrale premiére, en conservant la constante k qui figure dans (48), est

(58) (f‘ > )2+ i 2 i L p—f

fi tang w, tangw,  sin‘w, f)

Cette équation peut s’écrire

" 2
(58) <f—,1 + lanzgw,) + f"siiical [(fi+ f1cosw sinw, )i+ fi2sin*w] = — &,

et par conséquent, pour une surface réelle, 4 doit étre négatif (é titre de

vérification, les solutions particuliéres pour lesquelles '5—7 —+ 2 est nulle corres-
. . L.
pondent & £ =+~ 4 etne peuvent donner de surfaces réelles)- Sous les condi-

tions qui viennent d’étre précisées, st t est posztzf, écrivons pour définir les
variables réelles £, v -

. \/t ., 2e'dU.
£+l1)—v7210g \/t d(E—I—lY))——m,
~vV__ —VdV
(59) Cine Lo NV —iny= 2V,
° : m_vz log eV 4/t A= in) “v—t
eldU e~ dV . eldU e=VdV
l df= eV eV ¢ ldn—e’”—t +e—"’-t.

Les lignes de courbure de la surface S,(¢>>o0) sont représentées par
£E=const., =const.; on a

. —be"VdUdV (eV—0)(e*V—1t)
6 de? T =
( 0) E+dﬂ (e"’—t)(e—”—t)’ ds 2f/((‘))Sh7m

(& +dwn?).

On peut remplacer le produit /’(w) SA*w par f/(w,) sinw,, avec &, = i®.
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Nous avons ainsi retrouvé ce fait que les surfaces étudiées sont isothermiques.
Les rayons de courbure principaux sont réels, car I'on a

I

R’: 2 L f, <I—I‘— %)2—_——-466”:—4Sh’c.)f’2:[|sin2w,f'i’;

le ds* étant.défini positif pour U, — V imaginaires conjuguées et f'(w) réelle
négative [ c’est-a-dire f,(w,) positive pour w, réel] la surface S, est réelle; la
recherche des coordonnées effectives revient a la résolution d’une équation
de Riccati.

On remarquera maintenant que, si ¢ est négatif, 't a pour imaginaire
conjuguée — Ve et log—l—t —:%
quantités &, v définies par (58) sont encore réelles : donc nos conclusions
subsistent et la surface S, est encore réelle.

Tout est donc ramené & intégrer 1'équation (57) pour w, réel et & ne
conserver une intégrale réelle f, que dans les intervalles ou f, est positive;
or k étant négatif, on peut définir une intégrale f, en donnant les valeurs de f,
et £ pour une valeur numérique donnée (w,), de w,; on peut effectivement,
en prenant (f;), positive, obtenir une nappe de surface réelle [quand k est
donné, et négalif, I’équation (58") fournit une nouvelle inégalité & vérifier
par (fi)es (f3)e; si I'on se reporte seulement & ’équation (57), on peut
choisir ( f1)o, (/7)o €t (f7)a]-

Bien entendu, les résultats relatifs a la réalité s’appliquent a la surface S,
mais les calculs pour obtenir, & la limite pour t= oo, les formules (58) ou(59)
sont légérement différents; ’équation générale (6) des lignes de courbure
devient ici edU? — eV dV2=o0, de sorte que nous écrivons avec des
variables £, v réelles (et la variable w, réelle égale 4 /w) '

a pour conjuguée log de sorte que les

E+in=¢"Y E—in—e*v dE+ dn*=— e®=V)dUdV,
(61) 2eV— 2 (dE2 - dn?)

ds?— W (d ‘-dn?) = £2+n2)f’(w])sillﬂw|

Les mémes raisons que plus haut montrent que S, est réelle. Inutile de faire
le calcul semblable pour S, qui est égale & une symétrique de S_ (en tous cas
le calcul permet de retrouver ce fait).

Supposons maintenant que t soit négatif : alors \/t est imaginaire pure et a
pour conjuguée — Vt; sidonc U et — V sont encore imaginaires conjuguées,

log ©—V*a pour conjuguée une détermination de lo —viﬁ et les quan-
8 Vi p jug E Vi q
tités &+ v, E—m définies par les formules (59) sont encore conjuguées,

grice au facteur — qul précéde le logarithme; les formules (60) subsistent et

Vi

les conclusions relatives a la réalité de S, subsistent.
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Mais il y a un autre type de surfacesréelles : on Uobtient avec U, V imaginaires
conjuguées et t imaginaire, de module égal a 1. Cette fois la quantité conjuguée

v_ L
‘ i 7 —V
de eu__\/g est Ve o \/ff'e . on pose donc
'+t eV L Vit+eV
Vi
v__ /7 tedU .
£+ in=log & : d(E—I—in):Z\/,;ue;—;
(62) eVt 7 e
. t—eV . "“2\/23—vdv
E—ln:log\\g_}r—r;, d(E—"’)):W'
Ona
I
..(e’”——t)(e’v— —)
. U+Vv
(63) dprtdp—_4°7YdUAV L2 (der+ dt).

(0—)(ev—1) 27 (@)5hw

Si nous remplagons la surface (47) lieu du point (z, y, 3) par la surface (=,
3

- X
Y1y 31) avecx,=z.y,=%,z,= A

» nous trouvons pour la surface (z,, y,, 3,)

{ 3 3 0 ___p8n — —2dUdV
| (63') 612 b&, 6,:1)6}’, 6‘_b5 3 dszmm
avec

I 1 1

I __ : 2____ 2QAh2 0 f'2:
E+W__2lb‘f, (E—W>— 46 Sh wfa

on voit que, si w est réel, f(w) fonction réelle de w avec une dérivée f' positive,
b étant imaginaire pure, R et R’ sont réels et le ds? devient
—! 20 __yfe2v__ 1 052 4 dn?
zbff(w)Sh*m(e t)<e t)(d{’ + ),

expression qui est une forme définie positive, de sorte que la surface est réelle

et rapportée a ses lignes de courbure £=const., n=const.; l'intégrale
premiére d’Hazzidakis

(64) (}f + %) + ST:T;’ [(f+/'ChoShw)— f2Shw] = k

ne fournit plus cette fois de condition pour le signe de # (mais, comme

—2
(w =+ C)?

surfaces imaginaires)- Cette fois les deux surfaces exceptionnelles, hélicoidales

vérification, la fonction f== :_ ¢’ ou Cest réelle, donne f'= et des

comme plus haut, sont imaginaires. La surface S, n’offre plus la particularité
d’avoir deux nappes; l'une réelle, 'autre imaginaire, susceptibles, par un
déplacement imaginaire, de devenir, la premiére imaginaire, la seconde réelle;



280 BERTRAND GAMBIER.

elle n’a qu'une nappe. réelle; les diverses auto-déformations s’obtiennent en
prenant ¢ = ¢* ol ¢ est réel : la variation de ¢ dans l'intervalle (o, 2%) par
exemple s’effectue sans rencontrer de valeurs critiques, tandis que dans I’autre
hypothése, ¢z, variant dans le domaine réel, rencontre deux valeurs critiques
o et .

Cette discussion minutieuse a été guidée par les résultats relatifs aux lignes
de courbure ; nous pouvons, puisque toutes les surfaces S, sont applicables les
unes sur les autres par les points de mémes coordonnées U, V, les mettre
toutes en représentation conforme sur un méme plan auxiliaire et appeler
réseaux O.B. les réseaux du plan (ou des surfaces S,) qui sont les images des
divers réseaux de courbure. D’aprés ce qui a déja été dit, 'équation ‘en termes
finis deslignes de coarbure de S, est, suivant le systéme adopté, :

SVier Vi, eV eV

(65) d ‘ . ‘
eVt eV \/t byt eVt

Prenons le premier cas étudié ici (qui est le cas A de M. Cartan & qui est due
cette idée de définir et étudier les réseaux O. B); c’est le cas ou U, (— V) sont
imaginaires conjuguées et ¢ réel; posons, avec X et Y réels, :

(66) V=X + 1Y, e V=X —1iY.

Les lignes de longueur nulle U = const., V = const. sont représentées sur le
plan (X, Y) par les droites isotropes, de sorte que nous avons une représen-
tation conforme, qui reste la méme quelle que soit la valeur de ¢, tandis que
précédemment nous avons obtenu une représentation conforme sur le plan &, v
variable avec z. Si ¢ est positif, C est réel et C’ imaginaire de module unité;
si t est négatif, C est imaginaire de module égal a 1 et C’ réel; si ¢ est positif,
les équations (65) peuvent s’écrire ' ’

(X_\/——{)Z—_FY—?:C, X4+ Y?—¢t—2C, Y=o,
(66) (X-+y)+ Y

C'= e%?, C,=\/tcotg.

Nous voyons que les lignes de courbure de S, sont représentées par deux faisceaux
de cercles orthogonauzx. Nous allons pouvoir présenter le résultat synthétique-
ment en suivant le procédé de M. Cartan; comme le groupe conforme des
transformations du plan X, Y laisse le résultat invariant, nous constatons ce
qui suit :

Les lignes de courbure du premier systéme donnent ' faisceaux, si t varie;
chacun de ces faisceaux comprend un cercle fixe T |axe OY avec les
Sormules (66)]; les points de base décrivent, t variant, un cercle fixeT', orthogonal
a T |avec les formules (66), ', est 'axe OX] et découpent sur T', une involution
a points doubles réels, a savoir les points communs a T et T', [avec les notations (66)
les points doubles sont les points d’abscisse ==yt sur OX]. Les lignes de
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courbure du second systéme donnent les . faisceaus respectivement orthogonaux
aux précédents; chaeun de ces nouveauz faisceaux comprend un cercle fize qui
est justement T, ; les points de base de ces nouveaux faisceaux sont imaginaires
conjugués et situés sur T', et sont conjugués par rapport aux poinls communs
alel,.

Si t devient négatif, les cercles T' et T', ne changent pas, mais leurs roles
s’échangent ; c’est le second faisceau de cercles qui a ses points base réels et non
Plus le premier, et inversement : cela se congoit assez aisément en remarquant
- que les équations (66) s’écrivent, si 'on veut,

1+GC C’

(66") X’+Y°+t—2\/t — X=o, X’+Y2—t+2z\/t -

_0,

'

et que les paramétres Ve i__‘— g el 1\ ii g, sont réels, soit dans le cas :

t positif, G réel, C'imaginaire de module unité,
soit dans le cas :

¢ négatif, G imaginaire de module unité, C’ réel.

Ce résultat se voit trés simplement, géométriquement, en donnant 4 T et T,
une forme circulaire et non rectiligne; I' et I', sont réels tous deux et ortho-
gonaux et ont pour centre deux points O, O, : on considére un angle droit

-variable dont les c6tés passent en O et 01 ; le coté issu de O donne, par son
intersection avec I',, les points de base du premier faisceau (points de Poncelet
- du second), et le cdté issu de O, donne, de méme, sur I les points de base du
second faisceau. Comme I' et I', sont orthogonaux et se coupent en deux points
réels A, B, on trouve les faisceaux singuliers qui correspondent soit a S,, soit
a S_ en supposant que les cotés de 'angle droit sont, soit OA, O, A, soit OB,
0, B; les lignes de courbure de S, (ou S, ) sont représentées par deux faisceaux
" de cercles tangents entre eux dans chaque faisceau. On se rappellera d’ailleurs
que les diverses surfaces S, sont, si ¢ est positif, les auto-déformées d’une seule
et unique surface réelle, S, par exemple; si ¢ esL négatif, ce sont les auto-
déformées d’une unique surface S_, par exemple; S, et S_, sont égales, mais
un point réel de I'une a pour homologue sur I'autre un point imaginaire : toutes
ces propriétés se retrouvent en partie sur les images des lignes de courbure
réelles. ‘

Passons maintenant au second cas que nous avons étudié (cas B de
M. Cartan) correspondant & U, V imaginaires conjuguées et ¢ imaginaire de
module égal & 1. Nous posons e'= X + 7Y, e'=X —iY, t=cos2¢ + isin 29

_ .
ouX, Y, osontréels; v/ est égal & cos 9 + isin ¢ la fonction = - — (cosg + Ising)
el+ (cosg + ising)

a pour conjuguée
e¥— (cos¢ —ising) _ cos@ + ising — eV
e¥+ (cos@ — isin®) ~ COSQ + iSInQ + eV
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. _37
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De la sorte les intégrales premiéres des équations des lignes de courbure sont
X + Y — (cos ¢ + ising) X —i'Y — (cos ¢ — isin ¢)
X +7Y + (cosg+ising) X —iY —+ (cos ¢ — isin @)

X+ iY— (cosg+ising) X —iY + (cosg — ising) e .
X+iY+ (cosg+ising) X — 7Y — (cosp — ising) =G (Cy=erh, § réel).

=C, (C, réel),
(67) :

La premiére équation définit un faisceau de cercles

X°+Y2+1—-2 (Xcoscp+Ysmq>)—-o
qui comprend, quel que ‘soit qa, toujours le cercle I'y X*+ Y24 1=0; les
points de Poncelet (cosp, sing), (— cose, —sing) décrivent le cercle
fizeT',, X*+ Y?*— 1=o0 orthogonal a [ et se correspondent involutivement sur T,
(diamétralement opposés, donc conjugués par rapport aux points d'intersection
de T et T\, si I'on veut rester dans le domaine anallagmatique); la seconde
équation définit un faisceau de cercles

X2+ Y2—1__ 2(Ycosg — Xsing)

cosy sing

qui, quel que soit p, comprend toujours le cercle X*+ Y? —1=o0 qui est le
cercle T', déja rencontré; les points de base du faisceau en jeu sont les points
(cos@, sing), (— cosp, — sing) déja rencontrés. Ce second énoncé est analogue
au premier, la différence est que les cercles I', I'; sont cette fois 1'un réel,
l'autre imaginaire et d’équation réelle; les deux surfaces hélicoidales (égales -
chacune a une symétrique de I’autre) sont imaginaires. '

8. TRoISIEME CLASSE. DEUXIEME TYPE. — On a trouvé

dU_SJCLt, dV:%), u=c(U—TU,), v=c(V—V,);

R . U+, ., —2dudy
(68) d=— c f’ a—fi d'= P f} ds_(u-}—v)’f”
N__ kv t+u w__ u+v l—u
o= pat A — —u % == ft+v
et f étant fonctionde U+ V =w, on a l’équation
el (F)1=7
E ’ :—,‘+2
( l) f/ f
On aict

u+v=cw—c(U+ V,);

posonsf(U+V)=\cf.(u+v), u=v¢=a. On en déduit

, __df __cdf, __ cidf, ) BN\ s
re=g=g=0 re=g( E)‘cf“

p=ei (7)=2(7)
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et équation (E, ) se réduit a

N\ 1 f2
-+ 23
[ (F) =7+
de sorte que, avec un changement de notations-qui consiste A écrire f au lieu
de f, et w & la place de «, nous pouvons écrire, avec f fonction de w =u v,

dst— — adudy Ut =
- M Py T =
o d=—(u—+v)cf, '=cf, '=—(u+v)cf';

l+(

6:——(u+v)cf’

32;cf, 6,":—(u+v)cf'z: ;
“"2[ ’+(§)’]=§' N

‘La oonstante ¢ a disparu de 1'équation différentielle qui donne f en fonction
de »; si, pour ¢ =1, on a une surface lieu du pomt (x, y, 5), la surface (z,,

l.y., '3,) avec x=cx,, y =cy,, 5 =2c3, est celle qui correspond aux formules
(69), de sorte que c est une constante d’homothétie; il suffit, pour I'étude
~théonque, de se borner 4 ¢ = 1; mais, dans les applications, il y aura lieu de
wvoir si 'homothétie a effectuer correspond dune valeur de ¢ réelle ouimaginaire
pure. Nous avons une ‘intégrale premiére de 'équation en f

,(70‘) (f:’ \) +"—Lf+—f—+2f':lc.

Pour la solution particuliére /= E——%—C » la constante £ est nulle.

Comme plus haut, sila surface S, est définie par le point X=A(u, ¢),

Y =B(u, v), Z=C(u, ¢), on voit que la surface S, est le lieu du point
X,=A(@u—t, v+1), Y,=B(u—t, v+1t), Z,=C(u—t,0+1), qui est
“manifestement un autre point de S,, de sorte que nous retrouvons bien une
surface unique S, et ses auto-déformées; mais la surface S,, qui est notre
surface de départ, est obtenue parun point de S, qui s’est éloigné indéfiniment
sur la courbe u -+ ¢ = const. qui en est le lieu quand u, ¢ restent fixes et que ¢
varie. L'équation des lignes de courbure de S, est i ttf;) (tii:-v)z o et
sur S, du? — dv*=o0; sur S_ le changement de u, ¢ en u — ¢, v+ ¢ ne change
ni le ds?, ni 3, &, &, de sorte que S est de révolution ou hélicoidale; comme
'équation des lignes de courbure est satisfaite pour # 4 ¢ = const., la surfaceS.

est de révolution. L'’équation des lignes de courbure de S, donne parintégration

(71) (u—t)(v+20)=C, (u—t):(v+t)=C

avec les constantes C, C' arbitraires. St u et ¢ sont imaginaires conjuguées et t
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imaginaire pure, en prenant C réél, C' de module égal & 1, et, posant t=1:9,

7\ . . , . ,
C= A_: iz, u==Et—+ v, v=E — iv, on a les équations réelles-
(72) CEsm-p=c (=122,

de sorte que les lignes de courbure sont,dans la représentation conforme de la
surface sur le plan §,n représentées pour S, par des cercles concentriques pour
Uun des systémes, et par des droites concourantes dans Uautre; quand t (ou 0)
varie, le centre des cercles concentriques décrit la droite Ov (qui est un cercle de
Uautre famille, en se placant au point de vue anallagmatique).

On peut donc dire, toujours du méme point de vue, que les o' réseauz
obtenus comprennent d abord : les cercles orthogonaux a un cercle fixe réel T,
puis les cercles issus d’un point fize F situé sur T' : en prenant sur I un point
arbitraire F, le second faisceau de cercles se compose des cercles issus de F
et I’ et le premier du faisceau dont F et I sont les points de Poncelet ; on peut
donc dire que ce type (qui est le cas C de M. Cartan) est intermédiaire entre
les cas A et B qui sont caractérisés par deux cercles I' et I orthogonaux. Si T
est fixe et si le centre de I" est extérieur a I', on ale cas A; quand le centre
de I se déplace et tend vers un point de T', on obtient le cas C; ensuite le
centre de I entrant dans T', on obtient le cas B. '

Si u et ¢ sont tels que u et (— ¢) soient imaginaires conjuguées, et si ¢ est -
réel, on pose v =—,, u =§+ 11, — v=9,=E —i7 et les images des lignes
de courbure de S, sont v

E—t
E—tr+w=C,  5-=3,
et la disposition des o' réseaux est la méme que précédemment sauf que les.
roles de O& et O s’échangent.

Pour le cas C étudié ici, il y a un réseau exceptionnel correspondant a S, : on
l'obtient en supposant qae F' vienne en ¥, on a ainsi d’une part les cercles ortho-
gonaux a T en F et d’autre part les cercles tangents ¢ I en F.

Si nous nous rappelons les résultats

r 1 - ., —2dudvy
R R="2 (R R’) —hlurepef, dt=Gm
on voit que si #, v sont imaginaires conjuguées, et ¢, ¢ imaginaires pures, en

. , . = . d ors
supposant f fonction réelle de la variable réelle w =u + ¢, si % est positive,

le ds? est réel, défini positif, les images des lignes de courbure sont réelles, les

rayons R, R’ aussi; donc les surfaces S, et S_ sont réelles; I'intégrale premiére
V7 .

s'écrit : :

(LF+2)+ g r+orr=
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Les conditions indiquées exigent que la constante k soit positive, de sorte que,
pour k= o, on ne trouve aucune surface réelle, ce qui est bien d’accord avec ce

fait que la solution f= u%C » qui fait retrouver diverses surfaces de laseconde

famille, ne donne aucune surface réelle. On remarque encore que £ = o donne
. . c . - - . , .
aussi la solution /= — qui conduit au ds* du plan, mais nous avons écarté

les surfaces développables.
Remarquons enfin que sil’on prend u, —¢imaginaires conjuguées, c, t réelles,
f imaginaire pure, f” réelle négative, on a aussi des-surfaces réelles : mais il
suffit de poser u=1iu,, v=1¢, pour étre ramené au cas u,, ¢, imaginaires
conjuguées; en tous cas, cela nous confirme bien que le cas C est le cas inter-
médiaire entre les cas A et B. Comme précédemment la surface S, est une
" auto-déformée & la limite de S, et peut étre regardée comme provenant de S,
aprés un mouvement de rotation infiniment grand.

Y. SURFACES REVOLUTIVES OU HELICOiDALES. INTEGRALE PREMIERE D’Hazzipakis. —
Harzidakis n'a pas dit comment il a découvert I'intégrale premiére de 1’équation
différentielle qui détermine f en fonction de U+ V. Nous allons y arriver en
déterminant explicitemennt les surfaces hélicoidales ou révolutives qui figurent
dans la famille O.B.

Avant d’aborder cette question, signalons que la plupart des résultats relatifs
au second type de la troisiéme classe peuvent se déduire, par passage convenable
a la limite, des résultats relatifs au premier type.

En effet, prenons les formules (47) et posons

U=¢u, V=csu, f(m):'f(su+sv):%f,(u+v): if,(w,);
o=U+V=¢(u+v)=c¢tw, U+v=uw,;

df- d d
F@=g=1 E A= 5 A)=5/0);

retr f=if (=i

On remarque alors que I’on a, en reprenant les formules (47),

ds*  —adudy T\ , fi € o
I shsw,\*’ <71> +/i— (_7_{+2) (shawf) =
5=

€

. S . . x 3 .
Si donc nous considérons la surface lieu du point o %s —» nous aboutissons,

en faisant tendre ¢ vers zéro, aux formules qui définissent le second type de la
sRew,

troisiéme classe, puisque tend vers w,; ceci explique aussi, pourquoi,
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au point de vue de la réalité, les deux espéces différentes

go— _—2dUdV_ . adudV,

fshr(U+V)’ Sism*(U,+V,)
ne conduisent qu’d une espéce unique dans le second type de la troisiéme
classe. Cette remarque nous servira pour simplifier I'’exposé relatif aux sur-
faces exceptionnelles, hélicoidales ou révolutives. Elle explique aussi pourquoi
il était opportun d’adopter la fonction sh(U + V) au lieu de ch(U ~+- V) la
fonction sh est plus commode pour le passage a la limite.

Prenons maintenant le premier type 4 la troisi¢me classe et écrivons les
formules

N\ ! 2
(7)+7 = s = =
Nous avons expliqué que ces formules conduisent & une surface hélicoidale;
on sait, par quadratures, obtenir tous les hélicoides définis par leur ds* (4 con-
dition de connaitre aussi les paralléles : ici U + V = const. donne ces courbes);
mais il sera plus avanlageux de suivre la méthode d’'Hazzidakis, qui consiste &
former les équations aux dérivées partielles fournissant les coordonnées du

point courant d'une surface dont on connait les’deux premiéres formes fonda-
mentales.

(73)

ox

Si I'on pose w4—3—f, Ty = 5y la théorie de la déformatlon mortre

ue x,, x, satisfont aux équations linéaires
) 2

dlogz, _ f" 2chw “e?shof dlogz,

dU ~— f 7 Tshe Fa av_ "’
(74) dlogxs _ f" 2chw e “shwf dlogax,
o —  f T The T f au

Hazzidakis fait remarquer que [’équation en z, ‘s"z'nté'gre complétement, au
moyen d'une quadrature, si {'on en connait une solution particuliére : en prin-
cipe, cela exigerait que f soit déja solution de I'équation différentielle rap-
pelée en (72), mais ici nous n'aurons pas a invoquer cette propriété. Ensuite,

’ . ().Z’lz dx1 ‘. .
I’équation en x,, compte tenu de 3T = v’ fournit x, en termes finis

(parce qlie x, satisfait & deux équations linéaires simultanées); or, et c’est la
que I'on trouve l'intégrale premiére d'Hazzidakis, la quadrature nécessaire
pour avoir z, se fait ici sans imposer de condition & f; mais, comme cette
condition ne peut disparaitre, on la retrouve au moment de calculer x, sous
une forme différente de celle déja obtenue, f figurant encore au degré 3, et
cette nouvelle équation renferme une constante arbitraire : 'élimination de la
dérivée troisiéme fournit donc l'intégrale premiére annoncée.
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En posant 5 =loga,, 'équation qui fournit x, se raméne & l'intégration
des équations

] dU_  av ds .
7% T_ﬂe“’shw—l.—- f_ache
f _jf’ sh
a dw .
- On forme aussitdét le rapport ————— égal & chacun des précédents;
. +e?sho= :
posons I er's (A)f
[ o— [ (dU— dw __[(e®shafdU—fdV __ ddU + ¢'dV
- 1+e“’shm—’_f eshw f'+ f _f s—o
(26) d |

f"  2chw
T e=uU +fﬂ, cp(w):f_ (7 MIE )fdm.
0—¢o e9sho f'+ f

~ Léquation 53— ¢(w)=1logH(®) ou, si I'on préfére, z, =H(0)ev» ot H(0)
est une fonction arbitraire de 8, donne I'intégrale générale de I'équation en z, ;
il faut montrer que la quadrature ¢ se fait en termes finis, quelle que soit la
fonction f; on a, en effet, comme on le vérifie aisément, possibilité d’écrire,
en choisissant la constante d’intégration

(0} h 7
(77) _ e?;(e—s}%ém_k—f):—(e‘”sh of +f)F.

L'intégrale qui figure dans 6 ne se calcule pas en termes finis. Donc &, est
fourni par I'équation

(78) » @, = (8 — &")FH(0),

ou H est une fonction arbitraire de I’expression 9, ou 0 est donnée par la qua-
drature indiquée en (76); j’écrirai

. » - (" Vdw
(77) 0=U~+1, I“fﬁ'

Pour la méme raison, on trouverait

@y = (8"— &)FK(n),

—v ddo _ (8dU+3d"dV _ [e“shwf'dV — fdU
n= +f6”—6’_ 0" — ¢ _f e~ “sho '+ f ’

(80)
. o' dw
. n=V+/J, J:. m,

v se calcule au moyen de la quadrature J; K () est une fonction arbitraire
de-n. Or, si nous appliquons la méthode suggérée par Hazzidakis, nous
écrivons la seconde équation ( 74) sous la forme

0, (_/" 2chm) 0" O,

(81) - wm\F e )Ry au
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. d 0.2‘,
Nous dérivons en U et remarquons que 55 = oV

0z, I 2 (f” 2chw) dz, d (9" 0z,
®2)  Gw=— [(7) - 'shﬁm]% 7+ he ) oV 90 (6_' W)'
C’est une équation qui donne x, en termes finis dés que l'on a calculé z, ; autre-

ment dit, si dans (82) nous remplagons x,, z, par leurs valeurs (78), (80),

nous avons une relation liant les fonctions H(0), K(7); mais alors il revient

A . v . . 2. Oy
au méme de partir des équations (78), (80) et d’égaler St et o 50 on trouve

—< ce qui donne

ainsl

¥ = =K [(6"-— §)F] 4+ (8'— a')FK' ¥ S

H = [(a— ¥)F|+ (3 — ) FH 5=

-

Or, d’aprés les équations (3) du début,

do’ F d6’

d — ’/
7 B)=FZ, L (Fa="70.

La relation que nous obtenons s’écrit donc sous la forme trés simple

dF ' B
K _ e . aH , dK
(83) T—K=TF (H a0 K= d6> i

F n’est pas une constante (le cas des developpables exclu); dF n’est pas nul

et H'— K’ ne peut étre nulle, 4 moins que H—K ne soit nul aussi, c’est-
a-dire si H et K sont égaux a ume méme constante; si H et K sont variables,
nous pourrons considérer w et U comme variables z'ndépenjantes; en écrivant

6=U —}—f & d(g/, N=t— U+fa6 do . et dérivant par rapport a U I’équa-

tion (83) nous obtenons
(84) - (H'+K")(H—K)— (H?—K"*)=o,

ou cette fois nous n’avons plus que deux arguments 8, v (qui peuvent étre regardés
comme variables indépendantes) et les fonctions H(0), K(v). En dérivant en 6,
puis v, nous obtenons H"K' — K”"H'=o0 : le' cas H'=K’=o0 a déja été

considéré et a fourni pour H, K la méme valeur constante; donc, en dehors.
de ce cas nous avons iy Hm I]{J, = a?, ol a estune constante, puis " =a*H +- b,
K'=a*K -+ b,, H”= a’H?+20H~+¢,K*=a’K*+2bK +-¢,, 0014, b, ¢, b, c,
sont des constantes; (84) se réduit alors a (b, —b)H —c=(b—b,)K —¢;,
el, puisque nous avons supposé H, K non constants, on a b=25, c=c,, de
sorte que nous avons le résultat définitif

(85) H:=a’H*+2bH+¢, . K2=a?K?4+2bK + ¢,

et nous avons deux cas & distinguer : a5£0, a=o.
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" ‘40. TROISIEME CLASSE, PREMIER TYPE, SURFACES HELICOIDALES, PREMIERE SUBDIVISION.

~ Nous prenons d’abord a 7 o; I'équation différentielle qui donne H contient

les trois constantes arbitraires a, b, ¢, puis l'intégration donne une quatriéme
- constante; nous pouvons donc écrire avec-trois constantes arbitraires nou-
-yeles A, B, C, ‘
. £86)

-/On vérifie sans peine que 'on doit avoir

-

Ar—

H = Ashaf + Bchat 4+ C.

B:=

a*

- de sorte que, si nous écrivons de méme

)

" BOus aurons -

—B*=A} B},

ate — b .

b

’ C:—-go
pe;

"K=A,shan + B,chan+4-C,,

C,=C;

pmsque, prov1s01rement 8 et v sont définis & une constante additive prés, on
peut écrire vy, =1+ Mo, OU Y] est la nouvelle vanable et v, une conslante quel-

conque on a alors

K = (A chan,+ Byshan,) shan + (A;shan,+ B chano)chan + C.

Si la différence A* — B? =

" pombres tels que A* — B? soit égal a A{—B{ ou A*—

choxsu' 7o, de sorte que

A?—B: n'est pas nulle et si A, B sont deux

A,chan,+ B,shan,= A, ‘

A shan,+ B,chan,= B,

B”, on a possibilité de

car on a un systéme linéaire en chav,, shay, dont le déterminant est égal
i A! —B?; il sera avantageux de prendre A=A, B=B, de sorte que K

: sexprlme au ‘moyen de v, comme H au moyen de 6. (Il arrivera aussi qu’on

pourra étre amené & prendre A = A et B—=— B). Ecrivons donc, ce qui ne
restreint pas la généralité quand A? — B? n’est pas nul,

(86') H:Asha9+Bcha0+C, K = Ashan + Bchun+ C:
La relation
H—K 1 dF
: _ H—K  Fdo
devient, par un calcul aisé,
Ash (a~.6+n)+Bch (a.e—n> "
(88) a. 2 _ j_ B zchw.
Ach (a.e_:n)—i—Bsh( 0_:71) J sho

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944.
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‘C’est une équation en termes finis qui détermine (8 + 1) en fonction de w, de
sorte que les deux quadratures nécessaires pour obtenir 0, v reviennent en
réalité & une seule : nous allons voir, dans un instant, que ceci conduit & l'in-
tégrale premiére donnée par Haszzidakis pour l’équation d’ordre trois que
vérifie f(w). L’équation (88) fournit explicitement au moyen de f et ses
0+ n) o '
2

dérivées la fonction Gha (

SiI’on suppose A? — B? = A} — B} =0, on a l¢ choix entre

1° ‘ H=Bes® 4+ C, - K:B,e“"’l +G;
20 - H=Be 34 C, K =B,em + Cj
30 H=Be® +C, K=B,e+C;
4o H=Be'+ C, K=B,e*1+C.

Le cas 4° revient a 1° en changeant a en (— a); de méme 2° et 3° reviennent
au méme; il suffit donc d’étudier 1° et 2°. Le cas 1°-est impossible; on aurait

en effet

H—K _ 1dF —1

—_— A — aw — s _
H-K —°TrFds 990 F=le=gmamg "
D’autre part 'équation (71) s’écrit
| SY_a P,
f’) sh*w — fish*w —J .
. —I
or, puisque F est Ty’ 00 A
1 dF _  f" 2che |
Fdo™  f “sho'’
n AN
si % % est égal 4 q, (%) — sh%w est nul et par suite on aurait
, :
ézsﬁ_w ol e est 1;

—_ —a(n). - . .
cette équation est incompatible avec f' = T;Tw' Il reste donc & étudier le
cas 1° qui donne

H—K _ Be4 Bem
H—K ~ “Ben—Be®

1 dF
F dw
a (88), qui détermine (0 + 1) en fonction de w.

Si I'on prend la forme réduite (86’), on peut encore la simplifier en
remplagant 0, v par 6 +a, y+a, ol « est une constante et la réduire

4 H=Bchab+ C, K =Bchan+ C; supprimons le surlignage, on a ainsi,

en égalant ce rapport a » On a encore une équation, au fond équivalente
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‘en écrivant (86') et (88) avec A = o,

H=Bchat +-C, K=Bchan + (,

a:lh(a.o-:n): f 2(:}"‘).

(89) —
Vi shw

Rappelons maintenant

6dU+6dV U— Sfdw
. _f = fe“’shwf’—i—f
s _ _ 6'dU+3”dV f fd&) .
(90) . n f 3 — o — e""’shmf’+f

(08"— ) dw (f?sh®w — f2)dw
L (0 —0")(0"—79") " J S+ aff'shochw+ f2shw

9+n._.

Nous avons ainsi, en dérivant la derniére équation (89), ou les deux membres
_gont des fonctions de w seul,

_(‘..j a’ ‘ ) e+n N f’lsh!w',__fil - f” ! f"’shi ___j
(e ?[‘_CM"'(“‘ 2 )sz+sz'shm+fwsh=m— (f’) e Fshe

-[Le. dernier membre est obtenu en tenant compte ds (73)]. La quan-
tlté S'sh?w — f? ne peut étre nulle : la vérification, en effet, a eu lieu un peu

plus haut. 11 reste donc, en tenant compte de la valeur de th( ¢ “: ’") donnée
par (89), l’mtégrale premiére de Hazzidakis ‘

2(f* +aff'shochw + fshtw) [(f" ache\?
(92) r= J'sh?w + Vi * She ) ’

La forme réduvite H=Be~*+ C, K = B, e™+ C peut s’écrire

‘ H — ¢—20-0) -+ C, K = e2m—" - C,

ou simplement
: H:e“‘e+ C, K=e"+C,

‘en faisant rentrer 0, et v, dans 6, v, qui ne sont définies qu~f—x une constante
additive prés; cela revient 4 avoir remplacé B et B, par I'unité; on constate
alors que la derniére équation (89) est encore vérifiée. Nous avons ainsi vérifié¢
que les constantes A, B, C, A,, B,, C, qui figurent dans (86) et (87) ne jouent
finalement aucun rdle pour la détermination de I’équation d’'Hazzidakis.

‘On pourra faire une remarque utile pour la suite : la quantité connue en

termes finis est th a(O—:n)]’ de sorte que a<0+n

) est connu 4 un mul-
tiple prés de in; si donc 6 a été choisi, la quantité v se trouve déterminée a un
multiple entier prés de %; cette remarque pourra jouer pour l'étude de la
réalité, car 0 et v pourrdnt étre soumises & des obligations telles que celles-ci :

9, v imaginaires conjuguées ou 0 et v -+ 2% imaginaires conjuguées
o juguees.
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Nous avons obtenu ces résultats en étudiant la coordonnée 3 y et 3 eon- -
duisent nécessairement au méme résultat pour l'intégrale premiére d’Hazsi-
dakis, de sorte que a* reste e méme (remplacer a par — a est indifférent );
quant a 0, v, elles sont définies intrinséquement, donc restent les mémes. Donc
chaque coordonnée est fournie par une quadrature de la forme o

:v__f [(6—@&" ) A chad + B shad+C )dU+(6” 6’)(A,chan+Bishan+C)dV], .

(93) f r(a &)(A’chad+ B'shal+ C' ) AU+ (3"—& )( Aschan+ B, sha-n+C’)dV),

5= f F[(3=-3')( A’chad + Bshad -+ C) dU- (3'— a')(A"chan+B"sham—c')w]”fi

C’est maintenant une pure question de p’atience»-‘de déterminer les QW

stantes A, B; ..., C" de fagon 4 obtenir le ds?, éghl a .-,—,h—f%J——_m,' m‘l ﬁéﬁg

expressxons
Acha9+BshaO+C " "A’chab 4 B'shab + C, A”cha0+B"shao+C'i"» %

‘ :»,‘s.::

doivent étre les paramétres directeurs d’une direction isotrope-: pab unq

orientation convenable des axes, on peut les réduire a .
. : “ SECETE

Achal, —Aishal, ‘A
Mais alors I'expression « + iy est telle que la fonction H(0) correspondante |
est Ae?, de sorte que la forme réduite de la fonction K.("q’) corr’esp&ndame

est A('“”" la fonction H relative & 3 est A ;  ce stade, il n’y a plus qu'un léger
effort pour obtenir A et I'on arrive ainsi aux formules définitives -

::—lfF[(s—6’)chaOdU'+(6'f__Br)chandV].,; - ,

(oh) y= ifF[_(a—a')'shaedu+'(a~a_a')shandv|, -

i fF (6—6’)dU+(6'— 6’)dV]

Les vérifications sont aisées & faire; le ds? est bien égal é 2FdU dV et l’on a
bien, pour les coefficients de Gauss,

_|ox 9z 9% ] __ s e r :
(ear on pourrait craindre d’avoir D =—¢F?, D'=—¢'F?,. 6" =— &"F?).

Il est facile de retrouver les conditions de réalité; nous avons trouvé
deux cas: e
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Premiérement: U et (— V) imaginaires conjuguées, donc  imaginaire pure;

d
(w) est une foncuon imaginaire pure, de sorte que f'= f est réelle; nous

_avenms vu que f’ doit étre négative. Nous avons vu que lc, égal a a’, est
négatif _pour une surface réelle; donc a est imaginaire pure; les expressions
de F‘—f, o d=—evshof, ¥=f, 8" =— e~shw f’ montrent que 3, &, 2"
ont pour conjuguées —&", —3, — Set que F est réel négatif; larelation (89) qui
0+ 7 .Tr]

2

donneﬂ -+ v, montre que ch( ) est réel et que 'argument [

est réel (ou égal & un nombre réel augmenté d’un multiple de =) si la valeur

de th(a

gu'en posant f=if,(v,), iv = w,, 'intégrale premiére de Hazzidakis prend
“la forme (58’) que nous recopions

0 . Sy pae .
—;—n est extérieure & l'intervalle (— 1, +1); or nous avons vu

(58’) ' (‘ﬁ + )'—i- .29 [(f. +f; cos wlsin‘wl)*—i—f;"sin’w,] =— a?,

Ji  tangw, J1sin?w,

.ot f est réelle positive ; (— a*) est réel, positif, et

0+ i(f 2
1: Th{ a ny—_ 1t ).
T2 a \f) tang w,

Draprés (58'), la quanute réelle 11

‘ tangm.

a son module inférieur a celui de

la quantité réelIe‘i; par suite th (a 'n,) est réel et a son module supérieur

4 1; par suite, les quantités 0 et (—“— —*q) définies par les intégrales

8dU + &' av &dU + 8"aV
f S — o 9 _f 3 — o

~peuvent étre supposées conjuguées, et alors, puisque @ est une imaginaire
b+m
pure, (a

‘nous avons ainsi une vérification précieuse des prévisions données au para-
graphe 7. Les cosinus directeurs de la normale peuvent étre pris égaux a

— n— {
—ich(un 0) sll(an 0) ch(an#— ,)
2 2 _ 2
b b
sh(aﬂ) sh(an+0) sh(czn+6>
; 2 2 2
et sont réels. Les courbes v+ 8 const. ou w = const. sont ce c}ue nous avons
appelé les paralléles de Phélicoide; elles sont des hélices circulaires et, le long

de chacune, la normale & la surface fait un angle constant avec I'axe de
I'hélicoide : les formules (95) prouvent que cet axe est paralléle a O s.

'ﬁ ’ y_* M ’
—1 -2-) est réel. On vérifie sans peine que z, y, 5 sont réelles, et

(99)
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Deuxiémement : pour la troisi¢éme classe O.B., premier type, quand U,V
sont imaginaires conJuguees, on obtient des surfaces O.B. réelles, auto-défor-
mées d’une surface réelle unique, mais la surface hélicoidale exceptnonnelle
est imaginaire ; nous ne nous en occuperons pas davantage :

Pour déterminer les hélicoides, nous avons suivi une trés bréve indication
donnée par Hazzidakis (qui n’a fait aucun calcul précis relatif & ces surfaces
ni indiqué comment il avait découvert son intégrale premiére). On aurait pu
suivre une méthode beaucoup plus élémentaire — peut-étre méme plus natu-
relle —, mais qui donne des calculs assez longs et tout & fait inélégants *
néanmoins la comparaison avec ce qui précéde devant donner quelques
résultats intéressants, donnons un aperc¢u de cette méthode. ' A

On sait, par deux quadratures, déterminer les o« ? hélicoides qui ont un ds*
donné de révolution. Ici nous avons non seulement le ds?, mais encore la
seconde forme quadratique : le ds? est . ‘ ’
dsz—f-,% U+V=w, U—V=ip,

(96)

1 1

2 — ()2 2 2 2 1 -
ds*= ? (dw®+ dv?), wi=— Fle)Sha’

avec ce ds?, sans avoir aucune hypothése a faire sur la fonction f, nous avons,
en utilisant les résultats classiques, ? hélicoides dépendant des constantes
arbitraires &, m par les formules

xr=pcosy;, y=psiny,, 54+ 9(p)+ Ay,

— m? : m?2dw — dv - 2MShtwdew
(97) p= \/2f' Sht h, de= m"+2h”j'Sh"w\/R’ doy= mt mi+2hf'Shw VR,

R— m? S' | aChw\* 1 R
T 8f'Shw 7+ Shw 2 f'Sh*w  m?’

h et m sont deux constantes arbitraires; les formules (97) s’appliquent, quelle
que soit la fonction f(w) pour donner les oo? hélicoides dont le ds* est donné
par (96); la seconde forme fondamentale d’un tel hélicoide est

dy , , . .
p dp — 2 hdpdo, + p dv} .
dpz dp — o1 Y]
(98) VBI > le:’l +p <I+ dp

En identifiant cette forme (g8) avec celle que nous connaissons a priori pour
I’hélicoide O. B., & savoir

L 1 072 — ’ IV '
(99) FShe [e*Shw f'dU?— 2 fdUdV + e=®Sh o f'dV?],

nous avons trois équations liant k, m et la fonction f(w), jusqu’ﬁ ses dérivée‘s

d’ordre trois inclusivement; il suffit de rémplacer dp par -~ dw, (:Z)
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d’p
pa Z:S — i% 3 ‘pour obtemr, au Ileu de (98), la forme
a; -
oy ) [ de  de dot i
@ 7 P(m“%@ (dU + aV) zh £ (au +av)
‘ I AN dw
dU—dV  2hf'She*(dU +dV)\/I_{]
> x ; 2 T FIQ)2
im mi+ 2h? f'Sh*w
dcp B
dU—dV  2hf'She*(dU+dV)yR |
dp im mi+ 2 h®f'Sh*w ’
do

En identifiant avec (g9g), nous obtenons

. d*p
e d'¢ dy do* hdp( 2h f'sh*w /R )
"\do* do dp dw m? + 2h? f'sh?w
dw ,
de :
do [ 1 shf'shrwy/R
. + ¢ dp (m_'_m‘l+2h‘1f’sh’m) zshw\/ v
dw
dip
0 d’¢  de dw* dw? ik dp JS'sh2y/R
_ de? dw dp do m*+2h*f'sh*w
(99) | o /s do
\ R do [ 1 b fsh*e. R
e a'_p-[n—z2 (m’—i—zh‘%j’shim)"] i’ sh w\/ v
dw
. d»_)p -
YRR Y IRV
do® dw dp dw | im m2+2h? f'shiw
do
dy
) ,dw [(—1 2hf'sh?e.yR
+P-..W (i_m_+m2+2h2f's}1?w> tshm\/ "
K 5 |

Nous remarquons que Z%. %, R et R, contiennent les dérivées de f jusqu’a

. . ok d?
I’ordre 2; les seuls termes qui contiennent les dérivées d’ordre 3 sont -Cﬁ?

d =P, donc si les trois équations (99) sont schématisées par (g9,), (99,),

(99,), les deux combinaisons que nous schématiserons par (g99,)-(99,)
et (99.)-(99:) ne contiennent plus que les dérivées secondes de f, et les
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constantes &, m. On peut résoudre ces deux équations par rapport & Aet m et
I'on obtient ainsi I'intégrale premiére d’Hazzidakis par des calculs assez longs,
mais n’exigeant aucune ingéniosité spéciale. Comme nous n’avons pas l'inten-
tion de faire ce calcul, nous en indiquons le résultat en comparant avec la .
méthode que nous avons suivie au début de ce paragraphe (méthode qui a été
suggérée par une remarque d’'Hazzidakis).

Nous avons constaté que la surface définie par les formules.(g4) est un
hélicoide dont 1'axe est paralléle a Oz, exactement comme celle que définit la
premiére ligne (97); donc on peut supposer que les deux surfaces (en choisis-
sant convenablement les constantes d'lntégratlon) comcldent cela entrafne
donc en  comparant les cotes 3

dw

d¢4—hdm__—{ﬂsm

(f+ f'shochw)+ tdv;

En égalant les coefficients de dw et dv, on a

" 2 2 fTch? 2 £ 2 » . 2
he_ ™ (f 20h&)> _8hfshw_i+811fshm( S chm>=o.

a S shw m* m?* m* S'sh?w + shw

Nous pouvons donc, en nous reportant 4 l'intégrale premiére trouvée par
notre méthode, écrire

-
4 R .
kK a m' 4
‘ . . m . .
Ces deux équations sont compatibles avec A =— = et nous avons ainsi
P a
2¢& — 2¢& .
= = h = mt—=2¢h).
(100) n ot o ( eh)

Donc le calcul que nous n’avons pas fait pour obtenir 4 et m nous donnerait,
par la résolution en m et k des deux équations indiquées plus haut,

s (.;:’ 2‘;":’) ['f:ll:z shiw ;’ + Zf’
| h=—"T.

\ o

(101)

Hazzidakis n'a pas dit comment il a obtenu son intégrale premiére; il était
nécessaire, pour la satisfaction des chercheurs, d'indiquer au moins une
méthode : nous en avons indiqué deux. Nous avons encore a4 énoncer quelques
remarques : les formules (94) semblent exiger quatre quadratures : d’abord
celle qui donne 6 (ou ¥}, puisque 0 + v est obtenu en termes finis ) puis les trois
quadratures de différentielle totale constituant ces formules mémes. En réalité.
il suffit de deux quadratures indiquées en (97) servant & calculer ¢ et ¢, ; on

remarque alors que l'intégrale premiére d’Hazzidakis donne yR sous forme
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dégagée de radical, a savoir

(102) VR= ) (f+f'shochw) (m:%f,hz_l{).

af'sh*w at

Ensuite 0 et v, eux-mémes s'obtiennent sans aucune quadrature, car en
différentiant z=pcosv,, y=psine¢, et identifiant le résultat avec ce
que donnpe (94), on a

% (8—¢")chal(dw+idv)+ -f—a (8"—0")chan(dw—idv)=dp cos vy — psin v, dv,,

—_ g (6—0")shab(dw +idv)+ i—i (9"—98")shan(dw—idy)=dp sin v, — pcos v, dvy,

(103)

soit un total de deux équations linéaires fournissant chaf, chax, et deux autres
analogues fournissent shaf, shan par formules dégagées de tout signe d’inté-
gration et de tout radical. Ce dernier résultat n’avance d'ailleurs en rien pour
Pintégration de I'équation différentielle d'ordre 2 que vérifie f : il tient
simplement & ce fait que si une équation différentielle entre la variable x et la
fonction y est ramenée a la forme

d
Pz, 0, 00" )= Q&0 s "),

la quadrature f (Pz,y,y,y", ...)dx se fait en termes finis, quand y est une
intégrale de ’équation.

44. TROISIEME CLASSE, PREMIER TYPE. SURFACES HELICOIDALES, SECONDE SUBDI-
vision. — Cetle fois H'?, K2, si nous nous reportons 4 I'équation (85) qui ter-
mine le paragraphe 9, sont deux polynomes du premier degré en H ou K,
H?=2bH+ ¢, K'*=2bK +c. Un changement de notations permet d’écrire

H=a®+2560+4c, K=an+2bn+c avec b2— ac =20} —ac,,

ona
H?={4aH +4(b*—ac), K?*=g4aK+ 4(b}—ac);

il résulte de 12 que si a est différent de zéro, on peut, en augmentant v; d’une

constante, supposer H = a9’ 250 4-¢, K =an*+- 2567+ c; en augmentant §

et v de la méme constante, on peut encore obtenir la forme plus réduite
H=al*+c, K=an*+c;

on a alors

H-X__ 2 _ f Che
(104) -ﬁ—:ﬁ_@—i—n__f"ﬂm'

Si a est nul, on a b,=cb(e==*1), H=2b60+4c, K=2cbn+tc,, et
si b n’est pas nul, on peut adopter la forme réduite H=2560, K = 2¢bv;
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 39
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le cas ¢ =1 entraine f'sh?w = const., relation incompatible (calcul déjk fait)
avec celle qui donne /'; on a donc la forme réduite

—K 2
H—-K 0+n

H=1250, K=—2bny,

et nous retrouvons la formule (104). Si I'on dérive la relation (104) en se
rappelant que
(f*Sh*w — f*)dw

0+n= JP+2ff'Shw Chw + f?Shtw

[ voir formule (go)], on a la relation

— fShw — f2 _ (f”)’+ 2 _ [Shte—f

(O+n) fir2/fSheCho+ fShte ) T Shte Sk
J S
Comme plus haut, le facteur f?— f">sh?w n’est pas nul, et nous obtenons
(105) (5 + s )+ Jrageg P+ 247 Sh o +frShw) =o.

C’est I'intégrale premiére de Hazzidakis, ou la valeur de # est nulle. Fina-
lement, et c’est tout a fait 'analogue de ce qui s’est produit au paragraphe
précédent, nous avons les trois formes réduites (H=10%, K =?), (H=49,.
K =—1y), (H=1, K=1), el nous arrivons aux formules, obtenues par les
mémes idées que plus haut,

x=fF[(6—'6")ﬂdU+(a”_a')L”zdﬂ,
(106) y:if [(6—6')9;[0&’-1-(6” &) —1

c= if— FI(3— ) 0dU — ('~ ) ndV].

Les cosinus directeurs de la normale sont

i(1—=n0) 1+ n0 0—7). 4
n+0 n+0 n+0

Nous savons que la surface obtenue est toujours imaginaire; elle rentre
d’ailleurs dans la seconde classe.

Il est intéressant de montrer comment cette seconde subdivision s obtlent a
partir de la premiére subdivision. Supposons en effet que la constante a qui est
intervenue au paragraphe précédent [formules (92) et (94)] tende verszéro; la
relation (g2) se réduit a (105); 0, v sont toujours définies par les quadratures

8dU +8dV  [8dU +8'dV
f S — o o' — o
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a(b+n)

et la relation (89), qui donne a : th » se réduil a I'équation (104) qui

. haf
donne g _?_ -3 dans les quadratures (94), §Ta tend vers 0, 5% vers v; en for-

, d’aprés (94),ona

z + iz _wa ChaO Chab —1 oy F(3'— )Chaa:)_ldV.

x +
mant

On trouve donc, comme limite, si @ tend vers zéro,
fF(a —nLaurr@—Tav,
Formons de méme
a(x —iz) =fF(6 —d')(chal +1 ) dU + F(8"—d")(chan+1)dV.
Si a tend vers zéro, on trouve comme limite
| fF(S—S’)sz+F(6”—6’)de.
~ Orlasurface (X, Y, Z), déduite de la surface (z, y, 5) par les formules
X +il= Z (+i3), X—il= f; (z—iz), Y=y,

correspond a la surface (x, y, 3) par un déplacement imaginaire, et 4 la limite
la surface (X, Y, Z), quand a tend vers zéro, devient la surface définie par (102),
a part I'ordre des coordonnées.

42. TRoISIEME CLASSE. SECOND TYPE. SURFACE DE REVOLUTION. — Nous pourrions
recommencer les mémes operatlons que pour le premier type de la troisiéme
classe : mais nous avons pris soin, au début du paragraphe 9, de montrer que
I’étude du second type de la troisiéme classe se déduit, rout entzére, de I'étude
du premier type, de sorte que les surfaces de révolutz'on se déduisent, elles aussi,
par passage & la limite des surfaces hélicoidales. 11 suffit donc d’écrire les
fermules suivantes, qui ont la méme forme (extérieure) que précédemment.

Premuére subdivision. — Nous reprenons, purement et simplement, les
formules (94) ou F, ¢, &, &" se rapportent au nouveau ds?; 8, v sont encore
donhées par les intégrales

6 — ddu + d'dv o'du + 0t dp
- S — o I f 6”——6'

(nous écrivons u, ¢ au lieu de U, V) et 'on a

(107) . a:Th(ae_:n) :_5_’7’,_

€lo
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La fonction f satisfait 4 I’équation

- (F)r-sfms

et & 'équation, intégrale premiére,
(109) (‘; -+ = )q 2f,(f+cof’)’—-a’

Seconde subdivision. — On a fait tendre a vers zéro et 'on a

(110) __2__.:-___”_

0+ J

’

eiw

f sauisfait a I'équation (104) et & l’équation
LA - e

On recopie purement et simplement les formules (102) ou F, §, &, 3” se rap-
portent au nouveau ds*. '

NOTE COMPLEMENTAIRE. — Auto-déformation d’une surface; surface asymp-
tote. — Si une surface S est auto-déformable, son ds? est de révolution; en
écartant le cas des surfaces & courbure totale constante, S admet exactement oo
auto-applications sur elle-méme. Il peut arriver que la nappe & l'infini (réelle
ou imaginaire) de S soit asymptote & une surface £ de révolution; nous suppo-
serons que, sur S, les courbes que nous avons convenu d’appeler paralléles
s'étendent toutes a 'infini; par conséquent le cas ot S est un hyperboloide et X
son cOne asymptote ou tout autre hyperboloide homothétique est exclu. Dans ces
conditions X a le méme ds* que S (tandis que dans le cas exclu a I’instant ou tout
cas analoguelesdeux surfaces S, Zont des ds? différents);lacirconstancetient 4 ce
que nous pouvons tracer sur S deux paralléles différents P,, P, définissant sur S
une région en forme de ruban illimité, que nous décomposons en quadrilatéres
curvilignes par des méridiens M,, M, ..., M,, ... issus de points m,, m,, ...,
My, ... équidistants pris sur P,; tous les quadrilatéres curvilignes tels que
celui de frontiéres M,P,, M,,, P, sont applicables les uns sur les autres dans
toute leur étendue; d’autre part, puisque S est asymptote & X, les paralléles
(ou méridiens) de S sont chacun asymptote & un paralléle (ou 4 un méridien)
de T, et chaque quadrilatére curviligne de S devient, quand son rang augmente
indéfiniment, asymptote & un quadrilatére correspondant de X; comme la
distance d’un point variable de S au point correspondant de X devient infi-
niment petite, le ds* de S tend vers celui de Z; mais le ds* de S est fixe dans
chaque quadrilatére, donc le ds* de X est identique a celui de S. Il ne serait
pas difficile de présenter cette démonstration intuitive sous forme parfaitement
rigoureuse.
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Nous avons rencontré un exemple de ce phénoméne avec les surfaces de la
troisi¢me classe d’Ossian Bonnet. Nous allons en donner un autre exemple. Je
reprends la développée de la surface minima d’Enneper; elle va jouer le role
de S; elle est auto-déformable et posséde méme un réseau conjugué permanent :
ongle voit en rappelant les expressions des coordonnées [voir plus haut, for-
mules (16)]

E=6a-+6afi+aa’, n=—4p, (= g (*+f*)+3ar—30— 2,

(1)
ds?=36(1+ a?+ B*):[da+ (ada + BdB)?].

Le point de coordonnées curvilignes a,, 3, s’applique sur le point a, (3 sil’on
écrit, avec une constante arbitraire C,

(2) wy=a+C, al+pl=ar+f, PBi=yp—2Ca—C.

Pour chaque valeur de C on a donc ainsi réalisé une auto-application de S;
le point M, (a,, {3, ) engendre une portion S, de notre surface, dont les asymp-
totiques sont figurées par da;-+dB3]=o; ce réseau, quand cette portion S,
s'applique sur S, a pour image, sur S, le réseau défini par -

(B*—2Ca — C?)da*+ (BdB — Cda)*=0 ou B*(da*+ df?)— aCda(BdB + ada)=o;

puisque C figure au premier degré dans cette équation, on voit qu'il existe un
réseau conjugué permanent : on le détermine en prenant (dans le plan auxi-
liaire waf rapporté & deux axes rectangulaires wa, () les bissectrices du réseaun
déterminé par da =0, 3df + a de =0} ce réseau se compose des droites paral-
léles & wB et des cercles concentriques de centre w; on peut tracer, non pas les
tangentes, mais les normales pour en prendre les bissectrices : on reconnait ainsi
que le réseau conjugué est formé, dans waf, par les paraboles homofocales de
foyer commun w, d’axe porté par wa; une parabole de ce systéme, d'équa-
tion aj+ B; — (a,— A)?="0 ou k est constant, est remplacée, en passant de S,
& S, par la parabole a?+ 32— (« + C — k)*=o0 du méme systéme.

Nousconnaissonsle théoréme : soit un ds? donné ds* =Edu® + 2 F dudv + Gdv*
et un réseau défini in abstracto par !’équation A du*+ 2Bdudv+ Cdv’=o,
parmi les surfaces représentatives du ds*, il y en a exactement o, 1, 2 ou ' sur
lesquelles ce réseau est conjugué; quand il y en a o', les surfaces correspondantes
dépendent d’une constante arbitraire, que on peut faire varier d’une facon
continue.

Ici, pour notre développée S, nous avons donc un réseau conjugué perma-
nent formé des paraboles indiquées a I'instant : les o' surfaces correspondantes
sont X et ses auto-déformées; mais alors nous constatons, avec une certaine
stupeur, que la surface H minima réglée imaginaire (indiquée plus haut para-
graphe 3) est, elle aussi, une déformée de S avec ce méme réseau conjugué. l.e
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paradoxe se léve en raisonnant sur le mode affirmatif au lieu du mode négatif :
le théoréme est vrai, donc H figure parmi les auto-déformées de S; elle n’est pas
superposable a S dans une région A distance finie, mais, comme pour les sur-
faces O. B., elle représente la région & l'infini de S ramenée 4 distance finie par
un déplacement infiniment grand.

Nous allons le constater trés simplement : £,, v,, {,, coordonnées carté-
siennes de M, s’expriment en a,, 3, par les formules (1); nous allons exprimer
a, et B, en et B (et C) et nous avons ainsi les expressions des coordonnées de
M, ena, et B:

h=—12aC+6C(B2—a?)+6a+6af?+2a*+(6C—4C3), °
(3) t1—_—12aC+g(a“+ﬁ2)’+3a2—3f32+(6C’),
m=—~41(C+2Ca — ﬁ’)%

Quand C devient trés grand, &,, {, grandissent indéfiniment par valeurs
réelles (a, B, C étant supposés réels) et v, devient infiniment grand et imagi-
naire pure : en passant, remarquons que nous sommes dans les conditions
voulues pour obtenir des systémes cycliques réels algébriques et des systémes
triples orthogonaux algébriques, puisque 'application de S, sur S se fait
algébriquement et que le réseau conjugué commun est algébrique; quand C
est fixe, I'inégalité C*+ 2Ca— 32> o fournit la région de S telle qu'a un
point réel de S corresponde sur S, un point dont les coordonnées &,, {, sont,
réelles et v, imaginaire pure. Nous allons développer en série ordonnée suivant
les puissances décroissantes de C la coordonnée v}, en écrivant

y ,

n1:—4i03(l+ -2(—:2 —_ g)zy
(4) _ v
Ja(at+fB2)?

Yo mmmmnatit

in=(4C)+122(C?+6 C(a?—B2)—6 a 32—2a°+ % (a2+p2)2—

Nous effectuons une translation de S, en écrivant
L=+ (6C—4C), m=n—4iC, L=¢+6C,

ce qui revient, au fond, & négliger les termes constants dans &,, v,, {,. On voit
alors qu'il est naturel de former la combinaison &+ C{’ pour faire disparaitre
le terme en C?; comme nous devons effectuer une substitution orthogonale,
g+ Gy Gy—

Vi+C ’ Vi+C
sances décroissantes de C, ce qui revient a écrire

nous calculerons les expressions

;développées suivant les puis-

1 1 3
=t ey
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et nous avons

Z:EI:;_C(C:; =3[ﬁ’-—a2+ (—a24;ﬁ2)'2] —+ -é (eve)y
(5) . X=:76,_:;:;=-—1910!C’+6(3(@2—<7t")-|—(iac(32+2az3
1+

1 3a

_;%(a2+ B2y 4 G [— - = Japr— a3]1+....

Substituer ainsi (X, Z) a-(¥, {’) revient a faire tourner le triédre w&'7'{’
autour de wy (dans un sens convenable) d’un angle ¢ tel que cotg =C (de
sorte que, si C devient trés grand, ¢ tend vers zéro). On remarque alors que X
et (—im') ont les mémes termes en C?, C, C°, C—'; donc nous allons

former X+ i/, X— v/, puis remplacer X+ in' qui est de 'ordre de —(.l.—,
X—in

Ci
effecluer une rotation d’amplitude imaginaire pure autour de OZ, rotation
infiniment grande si C est infiniment grand. Les nouvelles quantités X, +:Y,,
X — 1Y, Z restent finies quand C est trés grand; en nous bornant, dans les
séries obtenues, au terme indépendant de C, nous avons la position limite £
que prend S,, aprés cet ensemble de déplacements, quand C est trés grand. On
trouve ainsi pour définir X

pérX, +iY,=C'X+in)et X —iypar X, — Y= » ce qui revient &

s_x—%—iy:— §§- —3aft—a’— 37« (a2 + B2)2.

(6)

xz— iy =—24a,

z :3[62—01‘3-6- W+ﬁ"')2].

On apergoit aussitot les relations, indépendantes de (3,
3a

T H+iy+az—=— — —fa?,
) ; i 2

x — 1y =—24a.

La surface est donc réglée, les génératrices correspondant a4 a = const. Les
asymptotiques de S,, pour C trés grand, sont données par da(ada—+3dB3)=o;
la forme du ds* prouve que sur_toutes les surfaces représentatives, les courbes
définies par da = o et a da + 3 d = o sont orthogonales; mais, sur X, ce sont
les asymptotiques; donc X est une surface minima réglée; c’est I'hélicoide
minimum algébrique imaginaire. L’élimination de « est immédiate : la surface
a pour équation algébrique

2 24 243
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Une rotation (imaginaire) autour de Oz remplace la surface par

; 7/ 3 g _ . 3
(8" M+ iy)= (z_‘_ ;> xﬁﬂl}’ + 4(243;3)') :

ol A est une constante : en prenant A’= [%8’ la surface (8') coincide (sauf

translation paralléle & Oz) avec la surface définie par 'équation (22) du
paragraphe 3.

Rappelons que si I'hélicoide minimum algébrique est imaginaire, c’est un
accident — regrettable évidemment pour beaucoup de géométres qui ont:
horreur des imaginaires, bien que I'étude des surfaces minima réelles soit fon-'
dée sur I'emploi d'étres géométriques imaginaires — mais enfin cette surface
posséde de nombreuses propriétés intéressantes : avec 1’hélicoide minimum
réel et transcendant, ce sont les deux seules surfaces ayant «? réseaux conju-
gués persistant dans une déformation, et sur ces ? réseaux, ily en a o' qui
sont formés de géodésiques; ces deux surfaces sont les seules ayant ! réseaux
conjugués formés de géodésiques.



