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Sur les multipli&ateurs d’interpolation ;

Par J. FAVARD.

Introduction.

Pour une fonction f () définie et continue dans Iintervalle o<z <1, et
satisfaisant éventuellement a d’autres conditions qui seront précisées, j’appelle
multiplicateurs d’interpolation une suite de fonctions

A¥(z) (k=o,1,...,n—1; n=1,2, ...)

définies pour o<z <1 et telles qu’on ait

| Zf( ) Ak(2)

Une telle suite s’introduit naturellement dans ce qu'on peut appeler le deuxiéme
probléme de Uinterpolation :

- lim
ny>o

=f(x) (pour o < & <<1).

. ., k. . » .
Connaissant les valeurs de f(x) aux points —» trouger une suite d’expressions

analytiques tendant vers f(x). Dans la premiére Partie de ce travail, j’établis
(n°® 3) deux résultats fondamentaux, l'un relatif aux multiplicateurs non
négatifs et aux fonctions continues, ’autre relatif aux multiplicateurs de signe
quelconque et aux fonctions 4 variation bornée.

Ces résultats s’établissent ecomme leurs analogues relatifs aux intégrales dites
singuliéres, et ce rapprochement est & ’origine du travail.

A coté de diverses remarques dictées par cette analogie, on trouvera aussi
dans la premiére Partie un résultat général relatif & I'approximation, et deux
résultats relatifs aux multiplicateurs d'interpolation pour les fonctions de deux
variables. ,

Dans la deuxiéme Partie nous examinons des exemples de multlpllcateurs,
les A* (@) sont des fonctions analytiques, car si I'on n’exigeait rien de tel, les

2

a imaginer [a commencer par celui de la fonction

d'interpolation linéaire dans le segment ( l'—i, k—_:—')J » mais de peu d’intérét; en

exemples seraient faciles

fait, et par diverses transformations, nous essaierons d’obtenir pour les A% ()
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220 J. FAVARD.

des polynomes, ou des polynomes trlgonometrlques dans le cas d une fonction
périodique.

Cependant dans le cas des multiplicateure positifs, la somme écrite au
premier membre de I’égalité ci-dessus peut étre interprétée commec une
espérance mathématique relative & une certaine lov de probabilité (c’est ce qu’on .
peut faire pour le premier en date des exemples de multiplicateurs d’lnterpo—
lation, les polynomu de Bernstein qui se rattachent & la loi normale), et c’est
sous cet angle que j’ai voulu examiner des exemples, mais on ne doit pas perdre -
de vue que beaucoup d’autres auraient pu étre trouvés a l'examen des intégrales
des équations aux dérivées partielles de la Physique mathématique : 1'étude des
multiplicateurs provenant de la loi normale revient en effet, a ce point de vue,

a ’étude de certaines intégrales de I’équation de la chaleur I'étude de ceux
provenant de la loi de probabilité de Cauchy revient & 1'étude de certaines
fonctions harmoniques. Les équations de la Physique mathématique fournissent
aussi des moyens divers de résoudre le deuxiéme.probléme d'interpolation sur.
des courbes ou des surfaces, probléme que je ne fais que signaler.

Quant aux multiplicateurs de signe variable, je n’examine que ceux provenant
du noyau de Dirjchlet pour les fonctions périodiques. Les fonctions satisfaisant
a une condition de Lipschitz permettent un tel jeu dans 1'application des
multiplicateurs provenant de ce noyau, qu'on peut se demander si I'on ne se
trouve pas la devant une propriété caractéristique de ces fonctions.

Je n'ai pas traité ici de la rapidité de la convergence des expressions trouvées
suivant les hypothéses faites sur f(x); cependant, a propos des multiplicateurs
déduits du noyau de Dirichlet, et de ceux tirés du noyau de Féjer, je remarque
qu'ils possédent la propriété que j'appelle I'égale convergence dans le champ
des fonctions analytiques, propriété qui semble assez générale et dont on peut
se demander si elle n’est pas sans rapport avec la loi dite du logarithme itéré,
pour le cas des multiplicateurs rattachés a la loi normale; mais je ne dispose
présentement d'aucun document me permettant de décider (Cet article est -
écrit en captivité, 1944).

4. MuLTipLICATEURS POSITIFS. — A tout nombre entier positif n, nous falsons
correspondre n constantes non négatives AL(k=o,1, ..., n— 1)

Supposons que A7 tende vers une limite A lorsque n augmente indéfiniment,
que le nombre

n—1
s,,EZA;
k=0

tende lui aussi vers une limite S et que, si faible que soit le nombre ¢ positif,
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les nombres (') (8n)

S» (6)-—21\

tendent aussi vers S; on aura de ce fait

n—1
. k — .
lim E, An )=o.
"> N L4
{npn)+1

- Soit & présent f() une fonction bornée définie pour o <z <1, mais telle que
f () tende vers une limite f(—+ o) lorsque = tend vers z€ro, posons

. , %zzf(g)AL
’ k=0

je dlS alors que

(1) lim SL=Sf(+0)+A[f(0)— f(+0)].

Désignons par M une borne supémeure du module de £(=) et ¢ positif étant
donné choisissons & assez petit pour qu’on ait R

[f(z) —f(4+0)<e (o<z<9),
il s’ensuit

0 Bn]+1 [Bn)+1

d’ou .

n—1

|84 — Sa(8)f(+0) — A2[f(0) — f( 0)][£eSa(3) + M 3 AL,

[Bn]+1

Choisissons maintenant n suffisamment grand pour que

n=—1 (
DA <s, [A2 — A|<e,
. . Bn]+1
il vient
|7~ Sf(+0)—A[f(0)]|<e(S +4M),
inégalité qui démontre notre résultat.
Remarque. — Dans les applications nous supposerons la fonction f(x)

continue, alors l’hypothese relative & A est inutile et S/ tend vers S f (o)
Ce théoréme n’est intéressant que.si 0<(S <+ o, hypothése qui sera
réalisée dans tous les exemples que nous traiterons; qu1tte a faire la division

(*) Dans ce qui suit nous désignerons par [z} la partie entiére de .
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nécessaire, nous pouvons alors supposer, soit que S =1, soit méme que S,=1.
On voit également que
[6n]

lim gf(f,j)Az=Sf<+o>+Arf<o>—f(+o>],

(

quel que soit 3 donné tel que o <8< 1.

" 2. MULTIPLICATEURS QUELCONQUES. — Supposons & présent que les A’ aient un
signe quelconque, mais que, en dehors des hypothéses précédentes

lim S,=S;  lim S,(3)=S,

nyw» ny>®

on.ait aussi, d’une part, uniformément en n
? ’ L]

[

lim » AX=o}
ny> e
k=X

quels que soient les entiers A et . (A < 1) tels que, si petit que soitd > o, avec
[on]<A<psn—1,

ue, d’autre part, il existe une constante K telle que, quels que soient A et
que, parti, que, q q . ]
i
ZAf‘z

Soit alors /(«) une fonction a variation bornée pour o<x<1, continue pour

=0, avec | f(z)| <M, je dis que (')
(2) - lim S/ =S f(o0).
ny>w

<K (oA < psn—ru).

11 suffit de considérer le cas d'une fonction non décroissante ; en posant
Sf(x)=/f(o)+ F(x) (IF(z)|<2M; lim F(z)=o0),
. n> o

on aura

n—1

S{:S,,f(o)—a-ZF(é)A*

n—1

il faut montrer que

(*) Si f(«) n’est pas continue, le second membre de (2) est & remplacer par
Sf(0) + A[f(0) — f(-+ 0)], ot A est la limite de A% supposée existante,



LES MULTIPLILATLURS D’INTERPOLATION. 223
Or, ayant choisi d assez petit pour qu’on ait
o<F(x)<e pour oSz <9,

il vient en écrivant .
{8n) n—1

Sr(fn=3+ 3

[Bn]+1

et en appliquant alors le théoréme d’Abel a chacune des sommes du second

membre, o
, 2 | F(3)| Max

A p. [6n)

p, .

b ot
A

Choisissons alors n assez grand pour que

n

k
Su
A

<|F(3)|k<ke,

<2M Max
> [8n]

ZA" Se (X p>|{dn],

on a, en définitive,

n—1
S
[}

¢ étant aussi petit que ’on veut, cette inégalité démontre le résultat.

Le(K+2M);

Remarque. — Les deux théorémes précédents sont vrais si, au lieu de
. . k .
prendre les valeurs de la fonction /(&) aux points =» on les prend aux points

si(0<sk<n; sk < s*), & condition que les hypothéses faites sur les A* soient
énoricées avec la condition st < 8.

3. Les résiltats ci-dessus seront utilisés sous les formes suivantes, que l'on
démontre immédiatement en reprenant les raisonnements précédents pour
chaque valeur de « :

PREMIER ENONCE. — Sotent
Ak (z) (h=o0,1, ..c,n—1;n=1,2,...)
une sutte de fonctions non négatives de x définies pour o < x <1; supposons que :

1° En posant

n—t

sn(x)zzAﬁ(x)

k=0
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il existe une constante S telle que, pour o < x <1,

lim S, (.z:) =S.
n)w
2° Quels que sotent x et 8 positif, on a

[n{r40))

(3) . lim ¥ A E(z)=S.

> ®
" k=[n(x—¥8))

Désignant alors par S (&) une fonction définie et continue pour o<x<1,0ona

(4) llm} ( )Aﬁ(w)i:Sf(m) (pour o < z <1).
Iz)-uc f—o }
DEeuxitMe ENoNcE. — Les fonctions réelles A’ () ne sont plus supposees non

négatives, les hypothéses précédentes sont également admises, mais on suppose de
plus que :

3¢ Il existe une fonction finie ®(z) telle que :

®
EA{:(m) <®(x) (oSh<psn —1).

k=X

4° Posant, quels que soient x et 8 positif donnés
) q q P ’

n
ZAfl (z)]|=

k=n

Max L.(z, 9)

dans les deux cas ot

[r(z+d)]<h<p et A<p<[n(xz—20)

alors on suppose que .

(5) lim L,(z, ) =o.
n>lo

Deszgnant alors par f(x) une fonctzon continue ¢ vartation bornée pour o< a’:<1 )
on a Uégalité (4) ci-dessus.

Remarque. — Avec quelques modifications sur les hypothéses, les résultats
ci-dessus sont faciles 4 généraliser dans le cas ou l'on suppose seulement

Pexistence de f(x + o) et de f(x — o).
Si les A*(x) ne sont pas nécessairement positifs, mais s'il existe une

constante K telle que

n—1
L AL) | <K
0
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et si on a 1'égalité (5), on voit facilement que le premier énoncé s’applique.
A. UNIFORMITE DE LA CONVERGENCE. — 1° Reprenant le cas ot les A () sontnon
négatifs et supposant que la limite (3) soit auteinte uniformément, quel que soitd
"pour '
a<z<f (oSa<Bsi),
alors S,(x) tendra uniformément vers S dans le méme intervalle; on voit
immeédiatement que f(x) étant continue, la convergence du premier membre
de (4) vers S f (@) est uniforme dans a < & < B.
-.En désignant par M une borne supérieure de |/ (x)|et par & un nombre
‘tel que ,
',‘| |f(z+h)—f(z)|<<e  pour |h|<3S,

kun calcul facile donne

) n—i . [ n{e+0)] N
BBt —ss@)|salsum —s Mk [s— B M eSu(a)
e . 1 [n(x—38)]

or, par hypothése, on peut trouver un nombre N, tel que, pour <N, on ait

[n(x+0))

B>

[r(x—8)]

’

|Sa(2) — S| <e; <e  (agzsP),

de la

$e(3M S +¢),

o
gf(;)mw)— S /(@)

inégalité qui démontre notre résultat.

2° Dans le deuziéme cas, si f(x)estune fonction continue a variation bornée,
la convergence uniforme est assurée pour a < x < B, et si, outre 'hypothése de
la convergence uniforme de S,(x) vers S, on suppose :

a. Uexistence d’une constante K telle que
o (z)<K;
b. la convergence uniforme de L,(x, &) vers séro, uniformément en x pour

a < x < B, quel que soit 8> o. En supposant f(z) monotone, et en désignant
par M une borne supérieure de son module, on trouve en effet

nz_lf(é)A.ﬁ =87

k=0

EM|S,(z) — S|+ 4ML,(2z, 6) +2e®(x).

8. Les conditions de convergence ct d’uniformité prennent une forme simple
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dans le.cas ou

A’,i(x):B,‘(k;—l . >_B (f -a:> .(k=o, Lo, n'-l'),. )

B.(x) étant définie pour —1 <xlr.
Ona

w , v v
I3 o +1 ) A ,
ZAn(x)—Bn( - x)—&(;——d:) (oSd<psn—ru), o

et les condluons précédentes seront satisfaites pour o < x < 1, lorsque :
a. les fonctions A () étant non négatives,

Bu(1 — &) — Ba(— )

tend uniformément vers S, quel que soit (0 < & < 1), ainsi que

Bn(0 —z) — By(— 0 — z),
quel que soit ¢ positif donné et = compris entre o et I—-

b. Les fonctions A’ ‘(x) ayant un signe quelconque, si l'on a de plus .

| Ba(2') — Bo(2) | <K,

quels que soient x et 2/, et ~
| Ba(2') — Ba(2) |

tendant uniformément vers zéro, quels que soient x et &, tous deux supéneurs’
4 8, ou tous deux inférieurs a 8 (quel que soit & positif). a

6. La forme précédente des A,’l(w) provient de la comparaison, origine
de ce travail, entre les sommes examinées et les intégrales dites s1nguheres
et de la forme

[,L(x)zf f(t)cp,,(t, x)dt.

Rappelons donc les résultats fondamentaux relatifs a ces intégrales pour en
tirer quelques conséquences pour les sommes. :

Intégrales a4 noyau positif ('). — En supposant

¢n(f, z)20 (052215 08250),
1 r+8
lim Pn(t, x)dt =38, lim Pn(t, 2)dt =8 {pour o<z <1)
n o 0 ny o r—38 .

(') Le résultat s'étend facilement aux noyaux de signe variable pour lesquels on a

R z—8 ’ . 1
f lon(t, )| dt <K; limf |on|dt=0; limf |cp,,.[dt=o.
o nywJy n>®Jr4 s



LES MULTIPLICATEURS D'INTERPOLATION. 227

on sait que, pour toute fonction continue dans (o <z <1) f(x), on a

lim I (2) =S f(z) (poura<n<p).
nya»
Prenons alors

k—+1

Ak(z)= n,lt, dt
<ac>fé 9u(t, )

*

et posons .

L+1
n—1 n—1

(x)-Zf( Jak( )-_Zf(,,) [ onlty @) dt,

.on voit 1mmedlatement que

n—1

Ax)——Jnm—}‘,f |f(t)— (£) [onter 22

tend vers zéro lorsque n augmente mdéﬁmment en vertu de l'uniformité de’' la

contmuzté autrement dlt on a .

limJ,(2) =S f(x).
ny>w

7. INTEGRALES A NOYAU DE SIGNE QUELCONQUE. — Lorsque ¢,(t, ) change
de signe, si I’on suppose que, pour o<z <1,
.

2 +0 T
L 1° . lim u(t, z)dt =S, limf 9n(t, ) dt =S8,
. x—0G

ny>»»J, nyw

lf"cp,,(t, x) dt|<(D(.z')

quels que soient u et v (0Su < ¢<1), ®(x) désignant une fonction finie; 3° que
‘posant '

f @nlt, x)'dt'< ®,(x, d)

pour
. z+0fu<<elr’ et ofu<<vix—a,

®,(z, ¢) désignant aussi une fonction finie, on ait
lim ®,(z) =o;
. "o

on sait alors que
n>wo

pour toute fonction f() continue a variation bornée.

Journ. de Math., tome XXIIL — Fasc. 3, 1944. 30
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On voit immédiatement que si l’on pose
kero e

Ak (z) = f onlt, z) dt,
k

~

les fonctions A\(x) satzsfont aux conditions du numéro 3 et U'on a, par suite,

k+1
n—1 —_

limd, (@) = lim Zf( ) fA " oult, ) dtl =S f()

n .

pour toute fonction f(x) continue et & variation bornée.

On appelle module de continuité ou oscillation dans un intervalle d ’amplitu’iie? '
d’une fonction continue pour o<z <1, et nous désignerons par m(3‘) la borne

supérieure de
—f(w)l pour }w—x|§6.

La fonction 9,(¢, ) étant Supposée sommable, posons

1
f | on(t, z) | dt = Mp;
o .

en se reportant a l’expression de I,—J,, on voit immédiatement que, pour
une fonction continue,

In(@) = Jn(@) S0 (5 ) Mnr

donc, si la convergence de I,(x) vers S f(x) est assurée, par les propriétés
spéciales du noyau 9,(t, z), pour les fonctions ayant ®(8) pour medulé
de continuité, alors J,(x) convergera vers S f(z) lorsque, de plus, le produit

I ’
w(-’;)- M, tend vers zéro.

De méme, pour toute fonction continue pour laquelle l,,(x) converge
vers S f(x), on voit que, quel que soit m entier, :

k41
m—1 —

lo(a) — Zf(%)ﬁ " onlt, @) ;w(%)Mn

D
m

et, par suite, en choisissant 7 (fonction de n) de fagon que

. 1
lim w(—)M,,: o,
ny o m .

k—+1

il vient _
'\m 1 =
J;n;? > f( )f‘ ol 2yt p =S f()

. \ m
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‘et on a lé un procédé régulier d’approximation des fonctions continues dans
la classe du'module. de continuité w(3).

Al . .

8. a. Sﬁppos()ﬁs a présent que %&Pi‘ existe pour toute valeur de z, qu’elle soit

hornée et déstgnons alors par Mi(«) une borne supérieure de son module

p\odr k <g< ; admettons que
5(6') L | . - ,gni-g;:w.(w):é,
:#tpasons L
e o= 51 (e).
- n(w)-Zf(f—‘,)fk [t u—mn(—,w)]dt
O e (o)
',fjc'loxib ‘ " o

k+i
n—1 n—1

et — n(xn<M2M'f<w>f (t——)dz_,—,ﬁzwm,

.ce qui, ’moyennant (6), montre que
P , . _ lim K, (z) =S f(2).
nyw
b. Au lieu de considérer la division de I'intervalle (o,1) en parties égales,
prenons une division au moyen d’une suite de nombres

ok — it o—
sp (k=o,1,...,n—1,n;Rn=1,2,...),
sa<sit';  sh=o, si=1,

dense dans tout 'intervalle, c’est-a-dire telle que, en posant

max (skt1— s ) = 0,

. 0fk<n—1
. on ait
;o lim 8,=o.
N

Consndérons alors la somme

skt

J:(w)—z,f(s*) f $u(t, ) dt,

k=0
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il vient

’ sk+1
1 (x)—J*m:Z [ o= s, =) de.
e=0” Sk
Dans le cas oa la fonction f(z) est continue et ol q),, est_non négatlf )
. on a donc. :

(@) = Ta(@) [$0(3) [ on(t, ) d.

J:(«) a donc la méme limite que [,(x), c’est-a-dire que I'on a
limJ5 (z) =S f(z). '
On voit aussi que, lorsque ¢,(¢, ) change de signe, mais satisfait aux
conditions du numéro 7, I’égalité ci-dessus a également licu pour toute fonc-;
tion continue a variation bornee

9. Terminons enfin par une remarque simple sur 'approximation- des fonc-
tions a dérivée m'"™ bornée et sommable par des sommes J () ou les A" (w) :

sont des polynomes de degré n positifs.
Supposons que I'on ait une inégalité de la forme

(7) ISf(x) = In(2) [ M Kou(n) (,EI;I;K,,,(n) =o)
pour tout polynome f(x), M,, désignant une borne supérieure de ]f*’”’(.z),
et K,,(n) une fonction de n (dépendant de m). Je dis qu’ine inégalité analogue

aura lieu pour toute fonction /() & dérivée m"™ bornée et sommable.
ans cette classe de fonctions la meilleure approximation est'deé la forme
D tte classe de fonctions ] 1k PP t t'dé la f

Mm’li’il, ou K,, désigne une constante; la fonction K,,(n) sera donc t'ell’e'.qt.'xe;'
. i K V

(8) [\m(n),> n—m!

ou K’ désigne urie autre constante. D’autre part on sait que pour toute fone-

tion de la classe il existe un polynome P,() de degré n tel qu’en posant-

J(z) =Pr(2) + Ro(2),

on ait .
R <M Kn e [PUM(@) | <K'M,,

K” désignant encore une constante (‘ ). Or, écrivons

J,l(x):’i‘l ( )A‘ 1)+ZRH< )A‘(a,;),

k=0

(') Pour ces résultats, voir, par exemple, mon travail Sur les mezlleurs procédes
L’approximation (Bulletin des Sciences mathemauques)
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?at}‘»ﬁypo;hése ona
PR A ( )A"(x)—aP,.(x)+6K”M,,,K,,.(n) (101<1).
S k—" .

* o n—1 - -
Comme ZA"(:::) tend vers S donc 11 existe une constante H telle que, pour 7

0

' sufﬁsamment grand, on:ait

n—1

ZA"(w) <

k=0

:’ (4) Ak

<HM,, K . . N

De lh en vertu de (8),
|Sf(.z:)—J,,(x)|<K”M K,.(n) 4+ (H 4+ S)M,, Kn " M, LK (),

Ca .

ot L désigné une nouvelle constante et cette inégalité exprime notre résultat.
- Celui-ci est egalement vrai pour les fonctions périodiques et se démontre
de ta mémé fagon lorsqu’on prend pour A“ (") des polynomes trigonométriques
ot lo?squ on suppose vraie l'inégalité (7), f(z) deSIgnant cette fois un poly-

nmne tngonométrlque
"On remarquera que I'hypothése essentielle dans cette démonstration est le

fait que les opérations effectuées sont linéaires; il s etend donc facﬂement a
d autres formes de polynomes d’approxnmatlon ; g

"10. FONCTIONS A PLUSIEURS VARIABLES. — Nous nous en tiendrons aux fonctions
h deux variables f(z, y) définies et continues pour oLx<1, 0Ly <1, et satis-
faisant & des conditions qui seront précisées, mais ce que nous dirons s’étend,
.dans certains,qas,'aux fonctions bornées, définies et continues dans un ensemble
ouvert- contenu dans le carré précédent (il suffit de poser f=o en dehors
de Pensemble). On pourrail aussi étendre ces résultats aux fonctions continues
sur des courbes, ou d’autres ensembles; mais 'exposé de telles généralisations
ne semble pas nécessaire; on pourra former des exemples en se reportant au
calcul des probabilités.

‘ Paaumn ENONCE. — Sozent N
A,",;"n(»x,y) Ak=o, 1, .t,m—1;l=0,1, ..., h—.—x; M=1,2, ...;0=1,2,...),

upe syite de fonctions définies et continues pour : o<@<1, o<y<1, et nop
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négatives, posons
Sma(, y)= 2 Alin (@ ),
.i_ ll-—1

el supposons que.

(9) . . lim S,,, (2, )')—-S (0 < S < w)

m,n>

o

et que, quel que soit o posm f, pour x ety quelconques, mais tels que o <a:< 1,

oly<1 4 ‘ .

. . SN

. Al . :
(10) S Jim ¥ ALL(@ ) =S '
m,ny o
|k—mx|<mé

, |{—nx|% nd
alors on a ‘

lim ‘ Z f('li’fl>Afn’n(-t,.}’) =S‘f(,x:}”)j ' (o§x<x,o<y<1)~

La démonstration est immédiate.

DEeuxikNE ENoNcE. — Les fonctions A% (=, y) peuvent. changer de szgtw a:,
avec les hypothéses (9) et (10), nous admeuons de plus :

R -

10 Deistence d’une Sfonction _ﬁme O(z, y) telle que

(11)" 2 A ) [S®(z, ) (0Sh<hkfm—1;08L<hin—1);

ki SkSh
IAYEYA

v

2° que, pour S positif et x uelconques donnés, on a
que, p P Y q 9

_
lim z Anin (2, 7)

n,n» o k!<k<L!
IXSESA

=0,

pourvu que, pour tout systéeme de valeurs k, 1 fi gurant dans la somme cz-dc::u:,
les deux inégalités -
'Ik—mz|<m6 [l —nx|Eno .

ne soient pas vérifiées toutes les deuz. Nous deszgnerons alors par L,,, (2,75 3)
la borne supérieure du module de ces sommes.
Considérons alors une fonctmn f(=x, y) définie et continue pour (o <x1,

o' f

oSy <r),s0it M une borne supérieure de son module, telle que la _fonction 9z dy
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‘eciste pour presque tous les couples (=, y), que cette dérivée soit sommable et qu’on
ait de plus g

f(asy)—ff,, da dy + 3(x) +$(7);

les Sfonctions <p(a:) et \[a( y) étant & variation bornée.
Nous posons

- ffld }"’“dy .

qt Vnous désignons par L un€ borne supérieure de la variation de o(z)
dans (o< <r) et de d(y) dans (o <y <r). Les inégalités

|f<w,y>—fwy>|<ff|,, away 1o —oin) w<a,

y|da«,dy+|¢<y>‘— YOO V<) o

lf(z‘,.}’) (‘”’}')I<

ont pour conséquence immédiate que, pour y donné, la fonction f(z, y) est
& variation bornée [nous en désignerons la variation par V.(y)] et que, pour x
donné, la fouction de y : f(x, y) est elle aussi & variation bornée, nous dési-
‘gnerons par V() sa variation; on a, de plus,. '

V() SK+L; Vy(z)sK+L.

: ' : N .
Dans ce qui suit nous désignerons par V8 la variation d’une fonction d’une
variable, # ou y, 4 variation bornée dans 'intervalle (a, (3).

Ecrivons

mn

f(k l)f\,ﬁi(r YY=Tnn(z, ¥),

je dis que l'on a’ " .

lil;l Jn(z, ¥Y=f(2, ¥) (pour o < <1, o<y <{1).
Retranchant de f une constante convenable, nous voyons d’abord que I'on
peut supposer f(z, y)=o0; en vertu de (10), il suffit alors de prouver que

" lim Jpp(z, y)=o.
) m,n> e

Nous décomposerons cette somme en cinq parties

Jnn (2, ) =3n+Imn+Tmn+Inn+ Tm n
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avec (voir figure)
4

e me=X . meX

lk—mx|Smb o<k<mx+m8 o<k<mx—m5
10— ny|<nd 031< ny —g8° ny—ni 5<l<n—l
JZJ::}S mn"}ﬂ ' -7
. y . -
me—m8<kSm—1 mr+m8<k<m—1 ' o
ny+n8<1Sm—1 0<1Sny+nd
v
I
I R
* _
Vv
I

et il nous suffira de démontrer que chacune de ces sommes tend vers zéro.
Considérons en géneral la somme

(12) ' - D saAni(@, ¥)
. . 0SxSp
0<a<y
en posant

, ax,)\:ZAw,)"(.Z‘, ¥) . (6_yx»=0,0¢,_1;=o0 pour —1<x'<x et — 1<7\’< 2,

oSwlx
0<N<A

on 'écrit

M

Sx,0 (O, — Otk — O, 31+ Ox—1,2—1 ),

w
v

CRC)
IANIA
AIA

puis, en rassemblant les termes en s, ;, elle devient

: E G, (Fx = Swet,n = Swibt = Fxet,nt )
< x< w . 4
2<v

1I/\H
AL

a condition de poser

Sp+1,0= 0, Sa,v+1— 0.
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Si P’on désigne par o une constante telle que |o,;|<g, on voit immédia-
-tement que cette somme est bornée en module par

(13) B o Z | B, — B 1,5 — w01 + Byt et ]e

o<x<p
¢Z;Zv

‘Pour notre objet, posons
" T ) Byt =J ("—" -_—

_on. gﬁiﬁ; r:én général,

1 1+1 14—1’

L : k+ k+1
- o n 02f < m
“‘; "x,l“ z‘x-}-i A= Bt~ Bt bt | = dzdv dxdy = d 0 dz d)’

n
[4

~ Lé point (2, y) étant donné, choisissons & suffisamment petit pour que le
—.carré centré en ce point et de cotés 2 paralléles aux axes, soit intérieur au
carré (o<x <1, 0<y<r) et considérons la somme J!, ; on peut I'écrire sous

- la forme (12) en prenant

x:k——[mw—Ama]; Z#l—[/ly—~ﬂ6],

K

_ on trouve, en effectuant la transformatlon precédente, et en vertude (11) et

~de(13),
5002, 7) M,fy:a %o L2 lf( ) (5|
. 1 [m+n6]
+ B () (e
petrmend .
delé

Tons @G )| [ x:’ [ _:6 (s 20|

+V{.i‘§ [f(w )'l If( mw+m6]’[iy+n6])2..

m n

o f

Comme TEom oSt sommablé, que £ (&, 1) est continue et a variation bornée

pour £ donné et pour v donné, et que f(x, y)=o0, on peut choisir 3 suffi-
samment petit pour que chacun des termes de la somme du second membre
soit aussi petit que 1’on veut et, par suite, pour que J‘, , soit également aussi
‘petit que 'on veut. _

Journ. de Math., tome XXIIl. — Fasc. 3, 1944. 31
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La démonstration étant la méme. pour les quatres autres sommes,
faisons-la pour J), ; on la raméne & la forme (12) en posant

x=k—[mw——m6]: A=Il—[ny+nd]l—ru,

puis, en opérant.comme ci-dessus, on obtient .

.. 1 1 . B
|35 | S L a7 )’ﬁ)%'f f 2 d»dn+Vr_a[f(g,n_‘)] A
B . -8y +3

R R e

Pour les autres sommes on doit intervertir le sens de. vamanon de: l'nn des
couples d’indices x et £, A et ], ou des deux; finalement on trouve

»

PN RS [ QN LTS P O 6){3K+4L4~4M‘}.

N \_(

Or, & étant donné, L, (2, y; &) tend vers zéro lorsque m et n augmentent
indéfiniment, la somme précédente peut donc étre rendue aussi peute que. l’on
veut, ce qui acheve la démonstration. .

On voit que 'hypothése ensentlelle de la demonstranon est que la quantlté

e

y

k { A 1
2 | 5k, 0— Bkaa,0— 3kt Shit lo | [z&,/=f<ﬁ» 5 |» ou zéro pour kgmou‘lgnﬂ] :

1<k<m—1
oilin—i

reste bornee, mais sous cetté seule hypothése la condition relatlve a f(w, y)
au voisinage de tout point du carré est un peu longue & énoncer.

L’hypothése de la division du carré en rectangles égaux peut etre facllement
abandonnée pour un résultat plus général. :

On a montré que J,, .(x, ) tend vers f(x, )'lorsque metn aug’mentent '
indéfiniment mdependamment I'un de I'autre, c’est pour cette raison que
f(2,y) doit jouir de propriétés différentielles assez restrictives. Des exemples
le multlphcateurs possédant la propriété précédente sont donnés par

A% n(@ 7)=Bn(2).Co(y),
>t les By, et les C;, jouissent des propriétés indiquées au numéro 3 (2°énoncé).
Dans ce qui suit nous ne traiterons donc pas en particulier d’exemples de mul--
linlicateurs pour les fonetions de plusieurs variables. '
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II.
Applications.

11. Les appllcanons que nous allons faire, relativement & des multipli-
cateurs positifs, proviennent en grande partie du deuxiéme théoréme asympto-
tique du calcul des probabilités, dans le cas d’expériences dépendant toutes
d'une méme loi de probabilité.

Le schéma-de Bernoulli donne le résultat de S Bernstein : pour toute fonc-
tion f(x) définie et continué pour o <x <1, la suite de polynomes

)
Ef(g)Cﬁr"(l — z)rk
k=0 .

tend uniformément vers f(z) (*).

Le deuxiéme théoréme asymptotique du calcul des’ probabilités apprend
que la loi normale des écarts est un phénomeéne asses général, nous sommes donc
‘conduits d’abord & I'étude des multiplicateurs provenant de cette loi.

[ ]

12. Soit f(x) une fonction continue définie dans —oc x4+, et
telle que’ ’

AN . . " f@) ] < Aeh,

ou A et B désignent deux constantes positives.
On démontre immédiatement qu’en posant

L@=\/2 [ soenra,

n désignant un entier positif suffisamment grand pour que I,(x) ait un sens,
on a.

lim I, () = f(.r).
o

la convergence étant uniforme dans tout intervalle fini.

: ky ' . 1
(*) En remplacant j'<z) par sa valeur approchée rationnelle & — prés, on a une suite
n

de polynomes 4 coefficients rationnels tendant vers f(x). L’hypothése de la continuité n’est
pas nécessaire, mais nous 'admettrons dans tout ce qui va suivre pour ne pas surcharger
les énoncés.
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Considérons alors la somme

Ja (x)—'\/ Zf —"u-,rl'dt;

s'il n'y avait qu'un nombre fini de termes, notre théoréme général (n° 3)
trouverait son application, car les égalités

o~
+

e
k+1

\/ 2 o (nd] - Vaind]
== gt = \/ f et du = f e=dp
/; (n o] \/—

lk—nx|Snd H —Vnr[nd)

montrent que la somme du premier nombre tend umformement vers-1,-si
petit que soit & positif.

Dans le cas général, en écrivant

k+1 * R

In() —f(w)—\/ 2| ) s | f Te—"(t—w?'dz,

n

pour démontrer que J,(x) tend vers f(x), on voit qu'il suffira de prouver que
chacune des deux soinmes ~
> a3

k< n(e+8) k>n(x+8)

tend vers zéro. Or, pour la deuxiéme, par exemple, on a

ket
Vi S )] [ e
T n )
k>n{x+38) él
ket A . : A k+1
lf ()| f H e~ =gt 4 '——l 2 k T —n{t—} g
A g . \/‘F: ) S n A e .-
k>n{x+0) F . ; k>gie+8) £ ) .
On voit d’abord, en se rapportant a (14), que 3 -
ks o
n Bt Bt L, n3dt
\/ |f(=) | f ity < AC f etdu < A2Z. —;
K>n(1+8) = \/77-' 8:1% ' . Zﬁ nto

la premiére somme du second membre tend donc vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment ; quant 4 la seconde, nous écrivons d’abord, en vertu de-(14),

%)

. kye :
< Aeb pour kA <<o . et f(:,—z><AeB('7) pour k2o,
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AEMI e

il vient alors

k>n(a:+8)
k+1 k41
< \/\ A b 2 f + \/7 2 Ae’ f
lc>n(.z'+5) 3 k;n(:c+6) g :El
d’ou :
) k+1
\/E | ( ) f e‘”’ e“”’a’ . A_f” -u’+B(——+.z-) du,
1Irl:>n(.w-+-5) ‘,;; 2 \/ﬂ: n 8 \/TC max(/n 8, —vax)
[ ] .

et sous cette forme le résultat apparait. La démonstration est .analogue pour
‘I’autre somme et finalement nous obtenons

lim J,.(w).zf(.z'),
ny>'w

la convergence étant uniforme dans tout intervalle fini.
Examinons le cas ou f(x) est uniformément continue dans (—owo<l x <+ %)
"[ce qui entraine f(#)=O(x)]; en introduisant le module de continuité (%)
de cette fonction, on voit immédiatement que, quels que soient x et &,

. f(@) — f() |Sw(0) (1|+ le2el),’
dela-

——--.1'

|J () — j(a:)|<m(0)\/ 2 +[£f —n(t—u’dt
<w(0)31+0\/ f ue"""duz_w(ﬂ) 6\/nn>

I
et enﬁn, en prenant § = 7
e =@ <ao( 7),

la convergence de J,.(z) vers f(x) est donc uniforme dans (— o <z <+ ).

13. Considérons a présent.la somme

Ka(2) = _Zf( £Yenloe),
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On a, £, désignant un nombre convenable,

()

[ Ja(x) —

| te— x| e—n(Ee—a) . (f <hig k41 )

\

Remarquons que, pour $ suffisamment petit, on a, quel que soit x,

AP << 2 Ae? pour |.z—.fc’|<8

et que la fonction ue™ croit, pour u positif j Jusqu a son maxlmum ‘/_, attemt;
2e-° :
pour u—-\7=. pour décroitre ensuite jusqu’a zero, il vient alors, pour la:

premlere somme,

[[7aN

2 S ['i e 1 8ASY em;-&'
\/nﬂ["_2-‘<a_\/ T zl‘<a\/2en 2em

n

Quant & la deuxiéme somme, lorsque n > etn> 2B on trouve -

2 ~ A B Y k % —u -——L ’.
H—‘I—T'k}" £ \72;—;‘2 e (") (ﬁ _ ) )<3A\/7 2 ( ) k_i(t___x)e—m:—a) de |

I—l—-:z'>0 - —-.1>0 l -—:t>'4

- % 0 1 . as
é \/ enlsf [e_,,/td[ ki ‘/ (l . ;L’)en(’+") —n({t—x) dt

w 1
max (.1:+0— -y 0)
n

. Bx? Bt
< A eB® [,,A ue""" Bt gy SAe x 4A e"e‘ Bz du
- \/mr yanJ, =Vnm \/n‘rr
Bt A B 2B ﬂi‘_ﬂ
S Ae * __f e-—nu‘vtB u+1‘)’+udu_... A:r + AA e'B'l ~—2B .
- \/nfc \/n‘n: —w Vrr  Vr(n—2B)

On trouve une borne analogue pour la troisiéme somme et ainsi, nous
voyons que J,—K, tend vers zéro uniformément dans tout intervalle fini;
c’est dire que l'on a

limK,(z) = f(x)
n> o

uni formément dans tout intervalle fini.
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44. Si, d’autre part, on considére la somme

+n?

om g S5

“on voit que, pour [#|< , on a, pour |k|>n?,

.k k

[ ==|> )

doit
. T i . i k\® k\2
' IKﬂ(w)_Ln(x)|§22f\zen(ﬁ)_n(g)

n+1

et le second membre tend vers zéro avec ,il, done
AN
limL,(z) = f(z)"
- nyw
uniformément dans tout intervalle fini.

H suoffit enfin de remplacer dans chaque terme I'exponentielle par le début
‘de son développement en série entiére jusqu’é un terme d’ordre suffisamment
grand (par exemple jusqu'a n*) pour avoir une suite de polynomes P,(z)
telle c que

nt

i B o B e
-

nywo
_uniformément dans tout intervalle fini.
18. J'ai tenu a traiter directement cet exemple d’une facon détaillée, car les
exemples qui proviennent de 'lois de probabilités tendant vers la loi normale
donnent lieu 4 des considérations a peu prés identiques, quoique notablement

plus simples lorsqu il s’agit de fonctions continues dans.un intervalle fini.
Parmi eux citons d’abord le noyau

ﬂ(l;tz)’lr

pour lequel on a, d’aprés la formule de Wallis,

i e I <
31;!1\/;[(1 t)dt._fg, (o<<l&1).

Pqur une fonction f(x) continue pour onﬁl, si 'on pose

P»n(w)—\/ Zf x—(z—x)zj
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on aura en conséquence (')
’ li;lle,.(w):f(w) '(0<x<_1).

Posant aussi

Quala) = \/MZ/‘( )-G-=) T
on aura également |
lim Qu(2)=fl@)  (0<z<n);

ceci se démontre en appliquant le résultat du numéro 8 (moyennant la
remarque 1—t< e~ pour 0St<1) et en falsant des évaluations analogues
aux précédentes. :

Le noyau : : v a

n 1
T 1+ o)y

(qui correspond a une loi de Cauchy) traité par des méthodes analogues donne
an procédé régulier d’approximation, au moyen de fonctions rationnelles, ou
méme de polynomes, des fonctions continues pour toutes les valeurs de & (ou
lans un segment) et satisfaisant a certaines conditions de croissance. o

La loi de Poisson, sans transformation préalable, donne le résultat sxmple
ci-dessous : :

Soit f(x) une fohction définie et continue pour 0 <& <+, on a

2f< )em ‘)“-

iniformément dans tout intervalle fini, pourvu que f(z) satisfasse & une
sondition de croissance de la forme ’

lim
ny o

=f(z) (0Sx<+w)

(@) < A€t

Mais il convient de remarquer que ce résultat se raméne aux précédents,
sar la loi de Poisson n'est pas stable, mais se stabilise au vonsmage de la loi
10rmale.

(1) Pour x =0 et x==1 la lLimite de Pin(z) est seulement éf(x). On obtient des

. n .
olynomes P.,(z) et Q.,(x) qui ne renferment pas 7 en remplacant \/?r par l'inverse

+1
lef (r— e2)yndt.

—_
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ngnalons enﬁn le noyau bien connu

S : 1 n 0052" .CP

(0<w<am)

;‘ ’il fom-mt }eg polynomes d’apprommanon ).

' ) 2km N K '
1 2k [1+cos<—-;r——x>].
nnS...zn“LZf( ) : " -1 -

.gﬁ‘de de lms ne tendant pas vers la’ 101 normale c'est le cas des lois stables ‘dont
nQus o exammerons qu’umn exemple la loi de Cauchy, et nous ne CIlel‘OIlb qu’un

g ‘.lOn sait. que, pour toute fonction S(x) contmue et hornée dans
- -—m<x<+oo),lexpresslon

v ) At® d :

A4 (x— ()}

'-l'gpl“és‘et‘lte ];_i fonction harmonique définie dans le demi-plan y >0 ot telle que

U(z, o) = f(z).

Marquons surl axe des « une suite de points z,(—oc < k <+ ©; 2, < L),
‘n’ayant aucun point d’accumulation 4 distance finie el Lelle que oscillation
de f(x) soit, dans chacun des intervalles (x, /., ) inféricure & un nombre ¢
posmf donné; soit 6, 'angle sous Jequel on voit le segment (z;, ;.,) du point

X ’ . L . . ’ ' )
_ . [ - . .
.(*) On a remplacé \/;par une constante plus favorable qui, pour f(z) =1, donne le
: . \ :
.. cos 1z ' *
polynome d’approximation 14 <=
. 2 . §
Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 3, 1944. v 32
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(z, y) du demi-plan y >> o; alors la-fonction harmonique

V(z, y)=2,f<xk>ek

differe de U de moins de ¢ dans tout le demi-plan.

Tel est le résultat d’interpolation, bien connu et 4 peu prés évndent auquel
nous conduit cette loi de probabilité; on peut s’appuyer sur‘lui pour obtenir
des suites de fonctions rationnelles ou de polynomes tendant vers /(:v) dans
tout mtervalle fini. : , S

17. Comme multiplicateurs a 51gne vamable, nous ne signalerons que ceux
provenant du noyau de Fourier et n'examinerons que les multlphcateurs
provenant du noyau de Dirichlet pour les fonctions périodiques.

Pour simplifier, considérons une fonction continue & variation bornée dans
un mtervalle ﬁm (0,2m) par exemple, on sait que

f f(t)smzrcn(t x)dt S : .

tend, vers f(z) lorsque n augmente mdéﬁmment (o<x<9—n) : clest le
résultat classique pour le noyau de Fourler A
Posons maintenant

n—1 o (k+1) - .

5 / | (@)= 2f<27rk)‘/°‘—7".‘smr;(—t;-x)dt}

ek

on a aussi (*) ' ' | : .' o
. ] lin‘iJ Az)y=f(z) (uniformément pouro <z << 3n).

Les muluphcateurs satisfont en effet aux conditions du numéro 3 (2° énoncé)
et 4 celle du numéro. 4, en vertu des propriétés bien connues du noyau de
Fourler : ) . l

18. Le raisonnement class1que permettant de passer du noyau de Fourier a
celui de Diricklet nous montre aussi que, pour une fonction périodique, de
période 27, continue et a variation bornée f(x), les sommes (*)

. 2 (I:—H)

1 (2k+ 1)1 sin l(2”+'l)t_Tw] -
L0 2k R >

sin

.n

(") Pourez=ovetaz= z‘n, Jn(x) tend vers —f(x)
(*) Nous avons mis f[M] dans Sp(x) pour des. raisons de symétrie, mais ce

A , . Ic7r Ir+ 1)1:
nombre peut étre remplacé par tout autre compris entre f{ — ) et f 2k+om
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tendent uniformément vers f(x); d’ailleurs, sur ces multiplicateurs, les condi-
tions du numéro 3 (2° énoncé) et du numéro 4 peuvent se vérifier sans peine
directement. ‘

Les fonctions S (w) sont des polynomes trigonométriques d’ordre n —1.

. An(x) —zf[(2k+l)7r] Z"‘s"’l’ Zf[(?k—f—ﬂr] [(_g_/_f_—T*l—_l_)_T_" ~x] ;

. On pourralt faire sur ces mulnphcateurs une theorw de la convergence locale
cﬂlqué’e sur celle de la série de Fourier; mais proﬁtant des résultats acquis
,pour cette série, nous nous contenterons de remarquer que la différence entre
Sa(z) et'la somme des (2n 1) premiers termes de la série de Fourier est
-inférieure en module 4

Wl an—+1

. ar1, )
I 2 s
&),(E)— : —_— dt:&)(—)/‘n,
n/m .t n
sin -

/0 2

;bl“l w( ) dés1gne le module de continuité dans un intervalle d’dmphtude =

: On sait que les constantes A, sont de I'ordre de logn; si donc on a
| )‘ - <7r ) ' < l >
N A |- }=0 ’
: . n logn

la sérle He Fourier et les polynomes S, convergeront en méme lemps vers j(x),
or on sa‘lt que s1 .

L | w(h) . i
| | ‘ [T‘”’ A

converge, la série de Fourier converge vers f(), il en est donc de méme des
S.(x) pourvu que w(h) satisfasse aux deux conditions ci-dessus.

En particulier les polynomes S, () tendent vers f()lorsque cette fonction
satisfait & une condition de Lipschits.

Remarquons ¢nfin. que le polynome S,(x) est la somme des (2n41)

. . . . , \ vk T
premiers termes de la série de Fourier de la fonction égale a f [(lj;—'wJ dans

. 2kt 2(k+1)7’] e . . . .
Pintervalle [T" (Tl)], mais, ni la division. en parties égales, ni la
division en n parties né sont obligateires. La division en plus de n parties

-donne au moins la convergence dans les mémes conditigns que ci-dessus, mais,

pour une fonction satisfaisant a une condition de Lipschitz d’ordre « par
. G
exemple, il suffit ‘de diviser le cercle en k, parties, le quotient [~ A ~ augmentant

indéfiniment avec n, pour obtenir la convergence.

.
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Je n’examinerai pas si‘la réciproque de cette propesition est exacte, ni dans
quelle mesure on peut I'étendre & d’autres familles de. polynomes, ni ¢’} faut

faire des hypothéses plus larges pour obtenir cette réciproque; si celle~ci était
exacte il y aurait la un caractére mt-,eressant des fonetions de ceite GLaSSe‘

=]
-

19. Les divers noyaux employés dans la théorie des séries tngonometnques
nous donneraient d’autres mulupllcateurs veici un dernier exemple, se ratta-
chant au noyau de Féjer, la démonstration est semblable a celle du théoreme
de Féjer.

-
.

On sait que-

2

A
_sinn

. t—x
sin

est un polynome trigonométrique d’ordre » —1 et I'on a

2kw 2

n—1

. n R
N7 —— . . T,
- =n¥ : : ’ '
2kT !

. n : ,
sin —————
2

k=0

/ (a;) désignant alors une fonction continue périodique, de pérlode 2% conSI-
dérons la suite de polynomes trlgonométrlques

-

LY Y

Z L
. n .
1 2kT s 2 -
'l‘n(x): P Zf( ) . .

2kT

Y
—z o
. , . .
sin ——— |-
2.

On a, en désignant par M une borne supérieure du module de f(2),
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L.hmsnssant alors  suffisamment petit pour que w(&)soitinférieur a ¢ donné;
ct ensuite n suffisamment grand pour que

aM t . .

P

sin? -
2

on aura-
{To(x) — flz) ] < 28,

la convergence de T.(z) vers f(x) est donc uniforme.
Regardés comme positifs, ces multiplicateurs se ratiachent & la lot de P oba-
: bzhte de Cauchy

20. Si l’on forme la somme S,(x) du numéro 18 et la somme T,(x)
ci-dessus pour cospx el sinpx respectivement, on trouve que l'erreur est de

'ordre de K%, o K désigne une constante. En_appliquant le résultat du

numéro 9, nous voyons donc que, pour une fonction ayant une dérivée m°bor-
née, ou pour une fonction analytique, I'ordre de grandeur de I’erreur commise

I . T o . “ e .
sera - au moins, c'est-a-dire que des hypothéses plus restrictives que celle de

lex1stence d’une dérivée premiére bornée, n’aménent aucune amehoratlon
dans P'ordre de grandeur de 'approximation.

Ce phenomene, qu’on peut appeler I’égale convergence a’ans le champ des
fonctions analytiques, semble étre & peu prés général pour les expressions
considérées ici; il serait intéressant d’en trouver la raison.

Je ne veux pas dire que 'approximation soit toujours de I'ordre de - pour

. 3 n
les fonctions analytiques; j’ai méme démontré l’existence de multiplicateurs
polynomiaux pour lesquels il est de I'ordre de ~ pour les fonctions. a dérivée

m*™ bornée, c’est-a-dire de I’ordre de la meilleure approximation dans la classe
[voir mon travail : Sur I*interpolation (i

14



