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JOURNAL

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES.  

Sur le schénia_ de ' Helmholtz-Kireh/zofl';

Pan A. OUDABT.
(Suite et fin.) CHAPITRE V.

rnEonEnss D’EXISTENCE. — PROBLÈME un SILLAGE.

50. GENERALITES.

500. MM. Jean Leray et Jules Schauder, dans un Mémoire paru aux
Annales Sczkntzfiques de l’École Normale Supérieure intitulé « Topologie et
Equations fonctionnelles » (" ), ont généralisé la notion d’indice des solutions
d’une équation.

M. Julien Kravtchenko, dans le paragraphe 28 de sa Thèse, rappelle les
principaux résultats et donne en note les définitions nécessaires.

Je crois utile de rappeler ici très brièvement le critère qui en découle ().
501 . Critère d 'eæùtence.
5010. Considérons un espace abstrait E linéaire, normé et complet, un

élément a: appartenant à un domaine borné D de cet espace et les transfor—
mations'fonctionnelles suivantes :

1 =F .z k( ) )’ ( , )
l

_
(k étant compris dans l‘intervalle fermé K : o, 1).(a) y=x—F(æ,k)l

5011 . Supposons que ces transformationsjouissentdes propriétés suivantes ':

1° la transformation (1) est complètement continue par rapport à av et
uniformémentcontinue par rapport à A, il en est donc de même de (2). et ceci
permet de définir l’indice total 1(k/_\)des solutions de l’équation fonction- 

… A.S. E. N. s., 1. LI, 1934, p. 45 %("‘) J. K., Thèse, p. 201 à 206. "‘—‘
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nelle œ—_ F (.::, lc) pour toute valeur‘ le de l’intervalle K, cet indice étant donné
parl’égalité '

(_3) :'(/r): d[x—F(æ, I:), D, o]; ( )
2° pour toute valeur !: de l’intervalle K, les solutions éventuelles de l’équa—

tion æ——_. F (a:, I:) sont bornées a pri'on, aucune d’elles ne franchissant la
frontière D’ du domaine D, ce qui montre que z(k) estindépendant de I:;

3° on sait déterminer le nombre i(o), indice total de l’équation æ= F(æ, o).
5012. Dans ces conditions si 1°(o)# o, i(1) sera également difl‘éreñt de o,

et l’équation x: F(æ, 1) possédera au moins une solution dans D.
,51. PROBLÈME DE REPRESENTATION co1woamaDE HELMHOLTZ.

510. Notre but est de ramener le problème à l’équation fonctionnelle
_x-.. F(æ) ’ "

Tout d’abord nous devons bien préciser ce dont il s’agit:
« Détermine1 un mouvementà la Helmholtz qui correspondeà une configu—

ration donnéedes éléments rigides, la vitesse à l’ infini aval étant égalea l’unité,
hors du sillage et parallèlea chaqueparoi, la vitesse à l’infini amont ayant une
valeur oOnstante et étant parallèlea 033 et le canal ayant une largeur bornée. »,

La configuration qui fera l’objet de notre recherche se précisera au fur et à
mesure que nous apparaîtront les difficultés de la solution du problème posé.

Nous nous cantonnerons au cas du sillage: B confondu avec P,, C confondu
avec P (cf. figure 1).

511. D’unemanièreprécise, soit un arc BË et deux parois indéfiniesu.. etp.,l
Nous supposerons que cet arc et ces parois ont une tangente continue en

chacun de leurs points. - v

.112. En ce qui concerne l’obstacle, nous aurons a10rs
(_l) ' $:$( 1)»

les points B et C correspondant à et et B avec 0 < 015123
Nous supposeronsque

_

"
- -

Ï.\

…) - sâ$(l)gn—s, ' '

et que ô(l) possède un module de continuité hôlderien
(31 i$(l/)—.$(1)lgAllf_—ua (o<a51).

‘ 5131. De même le long de p., et de 11.2, nous aurons
1 1 > ‘Il" :: ‘F1(l, ), fonction continue hôlderienne de [1 (T— oo < h< + co),
(21 ‘F:‘F._,(l,), » I.,( —rœ<lz<.'+œ),
la valeur — oo correspondantà l’infini amont, + ce à l’infini aval., (’) dL«l‘—F(w, I:), D, oJ=degré topologique au point 0 de la transformation

_1' = .:r — F (.1'. k) opérant sur D. '
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5132. Nous‘supposerons de plus“que le canal est monotone convergent (ou
divergent), ce qui signifie que :

. ’

- ll)“, est une fonction négative (positive) de I,,
‘P', est une fonction positive (négative) de l,;

ces fonctions prenant des valeurs comprisesentre 0 et 11.
’

5133. Nous supposerons encore qu’il existe une» direction asymptotique
funique en aval et en amont aussi bien pour le canal convergent que pour le
canal divergent; donc que

W,(+œ)=W,(+œ)=W,(—œ)=W,(—œ)=o.
5134. Nous prendrons poUr paramètres fixant la position du canal par

rapport à l’obstacle les distances ( ) d et d, des points C et B aux asymptotes
, en aval à p.. et p.,.

Nous appellerons A et A, les distances des points C et B aux asymptotes
les plus voisines de ces points, ce qui, dans le cas du canal convergent,

donnee! =A,,‘d,=A,.
Nous supposerons A. et A, positifs de façon que les asymptotes encadrent

\

l’obstacle.

5140. La donnée de (Ë(l), 1P',(l, ), 1F,(l,), «, 3, d,, d, définit complè—
‘ tement la configuration des éléments rigides, ce que nous pouvons appeler

le squelette du schéma.

5141; Remarque. — Si l’on se donne de tels éléments, on peut construire
dans le plan z ce squelette. Pour être assuré que ce squelette a un sens vis-
à-vis de notre problème, il faut que la courbe (Î)(l) (aîlëB) ne soit pas
recoupée par les courbes ‘F. et ‘F,, ce qui, dans le cas du canal divergent, peut
n’être pas réalisé par des fonctions données a priori. Par contre, si l’on se
doi1‘ne un squelette convenable, les fonctions et données mathématiques du
'n” 5140 sont déterminées, ce qui est l’essentiel.

515. Conditions à l’infinipour les fonctions ‘F, (I. ) et l:l",(l,).
5151. Je dis que ‘P' (! ) ne peut avoir une valeur asymptotique égale à

%.
car la distance d’un point l° à l’asymptote est donnée par

:|:n] sm‘l"dl,_fsmwïlJ‘d/1_/Ç"dl,NBloulfi( (!,—+00),
11

qui augmenterait indéfiniment.

 
'

5152. Mais‘ il suffit que l’on ait une valeur asymptotique de la forme
B“> » “(AFM—warm

\:

tn>l);

(‘) Comptées positivement vers le haut pour n', et. A,, vers le bas pour (l., et. A,.
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' dll N B [ .

fwdli= Bf li(logll)" : 1—n (logl.)"*' + ("

5153. Nous supposerons que 1I".(l.) et 1If°=,(lg) possèdent de telles valeurs
asymptotiques(5152. I) à l’infini amont comme à l’infini aval.

car on a alors  
52. DEUXIÈME CONDITION DE M. M. BRILLOUIN. — Afin d’obtenir à coup sûr un

domaine simplement connexe, nous devons supposer que le schéma satisfait à
la condition de non-recoupement des lignes de jet. Nous supposerons que le
squelette choisi permet dedire (: priori que les lignes de jet sont divergentes.

Dans cet ordre d’idées, nous connaissons le cas du théorème 2 du n' 412 de
l’obstacle tranchant et du canal monotonedivergent.

55. PROBLÈME nu SILLAGE.

531. Ce problème reste posé dans les termes mêmes des pages 170—171 de la
Thèse de M. Kravtchenko. Nous n’y reviendrons pas.

532. Notons que nous devrons introduire ici, en plus del’espace E(a, @, s)
auquel appartient la fonction Œ(l), un espace F(—œ , + oo, .::) auquel appar—
tiennent les fonctions 1P',(l, ), 1Ifi_.(l.).

533. L’espace E(oc, 5, 5), comprend toutes les fonctions réelleség'alement
continues de la variable (5) pour l’intervalle «, B fermé. La norme d’une fonc-
tion f(s) de cet espace est

Lif<.s) il : maxi/(5) %-

On sait qu’un tel espace est linéaire, normé et complet.

534. L’espace F(—— œ, + oo, a:), comprend les fonctions réelles également
continues de la variable (J)) pour toute valeur de la variable et. dont les
valeurs asymptotiques sont nulles et de la forme (5152.1). Cet espace est
linéaire, normé par “f(s)fl=Max|f(s)|, et complet comme le montre le
théorème d’Arzela (‘ ).

535. Nous aurons aussi à introduire les espaces Etat, 15, s), E,,(a, 14,3),
auxquels appartiennent les fonctions !, (s) et l;.(s). '

536. Les modules de continuité ont été précisés ou seront précisés aux
paragraphes 512—5131 et 557. '

Noter que l’espace F (—œ, + ce, a:) est complet parce que compactd’une
part et fermé de l’autre. 

«
‘ ) Sur l’égale continuité et le théorème d’Arzela, on cousultera avec fruit l’ouvrage de

\1. Paul .\onrm. : Leç0ns sur les familles normales des fonctions analytiques (Gauthier-
Villars, 199.7 !.
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54. MISEEN ÉQUATION DU PROBLÈME DU SlLLAGE.

541. Donnons-nous une valeur de chacun des deux paramètres a, b telles
quea<—1 etb>1.

Dans ces conditions les équations (15. 4), (15. 5), (16. 3), (15. 3) et(17.4)

définissent
ou,, m,, q, 7 et s.,.

5420. Donnons-nous les éléments l(s) de l’espace E(o, 11, s), l,(s) de
l’espace E,(s,, n, ,s'), l,(s) de l’espace E,,(s,, o, s); la condition d’unif0r—
mité (211.2), compte tenu du changement de fonctions (3615. 3) et des défi—

nitions des fonctions ci-dessus (512—513), s’écrira

(‘n) 1rs,=f’Î>[l(s)]ds—f”Œg[lg(s)]ds—/’\F,[l,(s)]ds

ce qui définira le domaine d du plan Z.

5421. Une difficulté se présente ici selon le choix de l(s), l,(s), l,(s),
car (1) peut être très petit et ‘F, et 1lf2 importants, de sorte que s,, peut alors
être>nou<o.

Cette difficulté ne se résenter:1 as si l’on a ar exem leP P P P

…' , ,.,,< $,Ïg
:cl—3

condition remplie pour un canal divergent dont la pente est inférieure à celle
de l’obstacle, celui-ci étant tranchant également par rapport à Oy, par
exemple.

On n’aura aucune difficulté dans le cas du squelette symétrique en choisissant
!,(s) =1,(1t —s) [ce qui est tout à fait indiqué], car alors les deux intégrales
en ‘F, et ‘F, seront égales et de signes contraires.

ILen est de même si l’on a

_

(3) ”A

— TC
«b 57: et w |

g & < -2-.

Dans tous les cas énumérés ci-dessus, on aura donc 0 < s,, < TI.

543. L’égalité (14. 3) définit alors un rapport ‘» 2 t_o—au)
- ï—,—

u_,_,
Les équations

(a)
;

CD(s): Îlÿl(s)ÿ|—- : pour oîsês,,,
,…“: $[l(s)] |…11rsogsgr: *

(3) ;‘lf(s)=‘F,[1,(s)l
pour s,ësêr.

W(s)=‘F,[/,(s)] pour oêsés,.
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et léquation (211.1) permettent alors de construire Q(Z), donc ®(X, Y)
et T(X, Y).

Les équations (2213.1) et (2213. 2) nous donnent les expressions valables
sur les circonférences[Z |_—— 1 et [Z1_— (1, c’est-à-dire par (2711.2) et (2712. 2) ,

les valeurs de T (3) et T.,(s).

544. La diflérentielledf(Z) est connue d’après (l4.8), (17.5) et(17.6) au
facteur (tl/, + %) près.

Le deuxième membre de (331.2) que nous désignerons p'arÏl—L estconnu‘ à

ce coefficient près. et de même pour chaque paroi, le deuxième membre
de (3410.1) que nous désignerons par——dL

setd;‘——’-
Naturellement, on trouve, [

en général,
dL,_ ,,dl ._Œ#îs’ ((S ,

d—S «

(1—1, 2).
v

. L . .
'

.
'

La conna1ssance de %; nous donne L(s) à une constante add1t1ve pres, et
toujours, au facteur («P.—i—th) près; les équations L(o)=a et L(1‘t)=pï
donneront la relation

. …: /‘ je—T“’“ldf

qui définit q.,+q...
"

On a alors

… , L<s>== V[l<s>. l.(s>. !.…. 1»: Î(l){‘lf.(l£). WL). a. 5],
(3) L,(s)=V.[...................],
(4) L.(s):V,[.........................'....................].

Les constantes d’intégration disparaîtront dans L. et La si ‘nous convenom
de choisir 14 = 2 = L, = L._, = 0 pour une certaine valeur (a: = 0 pour 'fixerles
idées) de l’abscisse ac.

545. Les‘équations(543. 1) et (544. 1) définissent tl». et 11», par leur somme
et leur quotient.

Les équations (14. 6 ) et (14.6) defin1ssent cp, et %. _

L’équation (544 1) nous montre que 4». + % est positif: (“]—a est en effet
positif par définition, et lon &

_‘«l—'1+Ÿ2 _J.(t—to)
.’df_ 1r (t—a)(t—b)dt‘

_

l’inégalité o 535 11 entraîne — 1 5151 pour la circonférence de rayon 1, de sorte
que (t —a)(t— b) est négatif. Mais j(t— t.,) est pOsitif, donc l‘élément est
positif et il s’ensuit que tlJ, +-tla2 est bien positif.
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q..Susl’équation (543. 1) nous voyons immédiatement que(,J——— est positif ni nul,
ni infini. De sorte que 111, et 1.1». sont positifs.

Concernant cp. et go., considérons

41. &!»le ! ——
_

l-——l)/_ rl’“t.—b—ÎO t.'——a
  

Si t est réel et compris entre a et b, tout est réel et a], = 0: on a alorsf: a;

et <p=o pourt=t,.
Mais d—f— (1—3s“annule our t—_ t… est + our t> t,. est —-— our t< t., ded—;_ 117

p p ? p
: sorte que <p est bien minimum pour f——_ t,. On est donc assuré que cp. et cp. sont

' positifs. (

Le domainef est donc défini et le potentiel complexe également

546 La fonction z est donnée par
. 7.

z(Z)=[ e'Qd_/.

- Les distances des points C et B à l’aSymptote
aval

correspondante sont
.‘

‘
\ _ \

__],

““'(l) " , ,:fP(”_T Sin9dÇp—l—‘lü,
' —1

“(a) .

' '
- D.: P“Tsin@dcp+tpg.

, - » ,,

547. En résumé, aux cinq éléments donnés ®(l), ‘P (1, ), ‘F, (1, ), a., B, et
aux cinq éléments arbitraires l(s), [ (3), I. (s), a, b nous avons fait corres-
pondre des fonctions <I>(s) et 1F(s) qui par les formules du schéma de
Hélmholtz conduisent à-des éléments L(s), L,(s), L.(s), D, et D., d’où au
système des cinq équations fonctionnelles

l(s)_—— V[l(s), 1,(.ç),1.(s). a, b; Î>(l), l1f.(/.), ‘P.(l.), 01,5]
, l,(s)= v,[.........................................,. . ..].

(I)- ' l,(s)=V.[.............................................],
‘

‘ .

(
d,:D,[............................................]," d.…D.[.............................................].

Les deux dernières équations fonctionnelles représentent des conditions aux
limites.

55. Érnnss PRÈLIMINAIRES.

550. Pour poursuivre cette étude, il est nécessaire de montrer que la solu-
tion éventuelle appartientà un certain domaine borné, (1où la nécessité de
limiter certains paramètres.
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Nous supposons donc que la solution du problème posé (510) existe et
satisfait au squelette initial. ,

551. Limitation du paramètre q.

5510. Le paragraphe 24 de la Thèse de M. J. Kravtchènko, comme il le
remarque lui—même, est valable sous condition que le domaine fluide soit d’un
seul tenant et sous réserve de modifier l’inégalité (J. K., 5. 28).

Reprenons les notationsdu paragraphe 20 de ladite Thèse(‘) et plaçons—nous
dans le cas de nos figures 22 et 23; ceci suppose que A, et A2 sont positifs
comme nous l’avons posé en hypothèse (cf. 5134). f

5511. Nous prendrons la sphère tangente au plan horizontal en un
point H, de H.H',. Nous supposons A.SA, [cf. J. K., Thèse, p. 180, d,gd,].
Nous prendrons pour diamètre D de cette sphère de Riemann la distance ‘

de H' aux sommets D, et C| les plus éloignés du rectangle qui circonscrit
l’obstacle parallèlement aux axes, ce qui implique le choix de H, sur l’axe-de .

ce rectangle parallèle à Oy [cf. J. K., Thèse, p. 181,fig. g).
:*rD2 101 on ne peut plus maprer c: par

2 ; de sorte que la deuxième partie de la
formule (J. K., 5. 27) devient ‘ '

(i) aënD’.
Il n’y a pas lieu de changer un mot à la minoratiôn de A, de sorte que l’on a

(2) A > —A—-

5512. L’inégalité (J. K., 3.2)

\

( 1)

d’où
(2) gge—fi (%)?»

qui remplace l’inégalité (J. K., 3.28) de la page 183. 
(?) Signalons que le ”lemme fondamental de M. J. Kravtchenko (J. K., 20) a été

obtenu grâce à l’emploi de l‘inégalité de Schwarz et qu’il se rattache par là + et par ses
ramifications — aux récents travaux de MM. Arnaud Denjoy', J. Wolff et M"° Jacqueline
Ferrand. Bibliographie dans le Bullelin de la Société Mathématique de France (1942).
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5513. On en conclut encore que A. (et A,) étant minorées positivement
et D étant fini par construction, on a alors (; majoré par un nombre < 1, de
sorte que le domaine (d) du plan (Z) ne dégénère pas en une couronne infini—
ment mince.

Il est donc nécessaire que A —+0 pour que g —> 1, c ’est—à—dire pour que
-a —->—1 ou [)

——> +1 ou les deux (Annexe 5, n° 59).

5514. Reinarque. —‘- Soient C. et C, deux arcs de courbes dépourvus de
points communs. Traçons un chemin joignant un point M. de C, à un point M,
de C, dépourvu d’autres points communs avec C, et C,, et soit lla longueur de
ce chemin. -

On appelledistance au sens de Fréchet la borne inférieureode I. Il est clair
que,dans le cas de figure considéré, 8 est plus grand que A, qui peut jouer le
rôle de 8'.

Il n’est nullement évident a priori que la plus courte distance au sens de
.‘ Fréchet sur la sphère de Riemann soit la transforméede ‘o" de la figure initiale,

mais il existe un arc de grand cercle sur cette sphère qui en joue le rôle. Et
c’est la seule existence de celui-ci qui entraîne la validité du raisonnement.

L’interprétation est beaucoup plus simple dans le premier cas, mais nous
» avons là une extension de la démonstration.

5515. D’autre part le raisonnement de la page (J. K., 185) concernant le .

théorème de la page (J. K., 184)qui repose sur l’hypothèsede non—recoupement
des lignes libres (52) est encore valable, les parois des images p., et p.,. étant
intérieures aux petits cercles images de la droite H. H', qui remplace p., et de la

droite H,H’, qui remplace p.,. Le théorème précité devient alors :

THÉORÈME. -—, Soit un régime à la Helmholtz correspondantaaa: éléments intrin—
sèques Î(l), ‘P'.(l, ), lI"(l2 ), oz, @, d.. , d,; si l’on fait varier les données de
manière à faire tendre q —+ 0, la configuration des éléments rigides se déformera
de manière que les parois p.. et 11.2 s’éloignent à l’infini.

Il est donc nécessaireque A. —+ 0 pour que c} —> 0, c’est-à-dire que a et b —+ oo

[Annexe 5, n° 55].
5516. Conclusion. — Le squelette du schéma de Helmholtz choisi assure

l’existence des inégalités
1 < | al < 00,

_

1 < !) <oo.
552. Limitation de \l), + ill.,.

5521 . Étude de $[l(t)].
55210. Nous tions plaçons dans le cas du n° 52, de sorte que le domaine a

(407) est limité par une courbe de Jordan sans points doubles, qui, sur_la
Jour-::. de Math., tome XXIII. — Fasc. 1. 1944. 2
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sphère de Riemanndu paragraphe (J. K., 26), donne un domaine fermé simple——
ment connexeà contour rectifiable,et nous supposons que e<5_<_11 — s(5421.3).

55211. Le raisonnement du paragraphe (J. K., 26) est idmtiquément
valable sous condition que les asymptotes aux courbes p…. et y., soient à des
distances A. , A2 positives des points de’détachement respectifs.

On a donc encore les résultats suivants :

|y<t)——y<fl>lë—“"“’—“"‘—. pour—lâtêt’êr-
log—

 f—t'l l
Le coefficient 2\/2 est ici remplacé par 4, car a est majorée par it(B— ou)5 au
lieu de————“(52— a)!-

Cette inégalitépeut être améliorée par la méthode du paragraphe (J. K. ,22),
c ’est-à—dire par l’emploi de la transformation (J. K. 5. 8) z, = z”, et l’on en
conclut que y(t) appartient à l’espace E',_,£(t),c ’est—a-dire E,, (t) quel que soitn.

Cec1d1t l’inégalité(5äfii.3)
e‘DS_[l(l)]<n-—e,,

0 < ; < %:
montre que

dy__ . — .-Ë __ sm d>> sms,

de sorte que l’on a

dl<È. et U({)<l(fl)l<M,
SIDE SIDE ‘

.

ce qui entraîne que l(t) appartient à l’espace £,,(t).
De plus

lîÎl=lcos®l<cose<1
entraîne -

ldxl<ldll et læ(l)—w(t')l<ll(t)—l(t')l,
ce qui entraîne que æ(t) apppartient à l’espace B,,(t).

55212 Supposons maintenant, comme déjà dit, que Œ(l) sOit hôldérîen,
donc .

!ô(1).— cî>(l')l<All— ms.
Il vient

.

k 1

(sins)a
|
log

‘
t-,__ tllna

? I5 [l…] $…… | <

ce qui entraîne encore que d>[l(t)] appartient à l’espace E,,(t), quel quesoitn.
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La fonction Œ(t),'qui estégale à

<Î>|l(t)] — t pour —ikgtgto,
<$|l(t)| pour t... 5t51,

—_ appartient donc à l’espace E,.(t), sauf en t: t., oil elle est discontinue.

5522. Étude de Q(t) et T(t) sur I'obctacle.

Le théorème du n° 2821 joint à la remarque n° 2827 permet alors d’énoncer
'

qu’au voisinage du segment — 1, +1, la fonction Q(t) appartient à l’espace
B,,(t) sauf au point t… puisque ®(t) appartient à l’espace E,, (t) et que W(t) est

{ bornée.
… Il en sera de même de la partie imaginaire T(t).

55231 Étudedu point t.,.

Tant que;
—— 1 <t # to<1, T(t) appartient à l’espace E,,(t). Il en est donc de

'

même de eet de e—T(t— t0) qui reste borné.
Si t— t., ——>o, les numérosA 312,A 314 et A 321 montrent que lz(t)_— ®[l(t)]

'

appartenantàal’espace 13(t) quel que soit 71 (donc n > 1) T(t), est infinie en

€. IT est alors infinie comme
|Î——tole

et
e“Î(t—t.,) est supérieurement bornée en module e“T|t——to| ayant pour

’li1nite 1.

'_ t=t,,, comme logr, soit log|t—t,|;e

5524… Limitation de <_|J, + :|;,.

55241. — Rappelons que |a| et b sont > 1 et bornés
Reprenons l’égalité

@_ =‘i’i+‘i‘=
+ eflr|’_‘0|

_(be—t_—Î_—(t—a)d"
 

L’on a évidemment

%+'—P= - %+% _.41r|a|b _|
e T|t_o—t ldt<fi_1<n(b—H(1+a)fVT t——to|dt. 

_55242. e“‘|t——to| est toujours positif, T est borné sauf pour t: t,, donc
e“’|t—t,| n’est pas nul; pour t=to, e*T| t—t0 |

= 1, de sorte que
+1 'f €“

|
t— t,

|
dt n’est pas nul et 41, + '.|J2 est supérieurement borné, d’après la

..} .
‘

première inégalité et est positif d’après la seconde.
.

_ —‘—1

55243. 64
|
t—t.,| est supérieurement borné, donc f e“’| t — t.,

| dt est
—1

supérieurement bornée, de sorte que '.IJ, + % est inférieurement borné d’après
la seconde inégalité.
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553. Élllll(’ de 1l". [l. (t)] et de Q( !) dans tout le_fluidevif.
5531. Étude de 1F,]I, (t)].
553“). Nous avons supposé que ]“

._\

 
      21.3).

Posons
:——i.‘._:’b—— \r-

2
Cette inégalité

]1F ! SE
montre qu’une parallèlea Oy ne rencontre la paroi ]L, qu ’en un point, de même
que la paroiu…_ d’ailleurs.

5513“. Dès lors prenons M et M’ sur p., et la sphère de Riemann de
diamètre A égal à deux fois la largeur totale du canal, tangent en M’ et de ‘

pôle P diamétralementopposé.
La droite parallèle à Oy passant par M’ donne un cercle méridien, la partie

(t’, t,——_ oo) de u. est d’un côté de ce plan, la partie (t’, t, I)) de p., est del’autre
côté de ce même plan diamétral.

On ne peut donc aller de l’arc correspondant à (t, t. =œ) à l’arc corres—
pondant à (z, b) sans traverser le cercle méridien. Mais le cercle1mage de
l’asymptote la plus éloignée de … descend bien en dessous de l’équateur de la
sphère, de sorte que l’on ne peut, dans le domaine simplement connexe, image
du fluide vif, aller de l’un à l’autre de ces arcs sans rester un certain temps
sous ce plan équatorial.

Cela suffit pour assurer que tout chemin allant de (t’, z,=œ) à (t, I)), traversant le fuseau (PM . PM’), est mînoré par x
 

—a; . ‘l, et Il en est de meme du
1 .

plus court chemin .\.
Soit donc

l,=»— %, l;.=b, I;,::I et [À:/',
il vient alors (’./. K., 3.1, p. 140 et dernier alinéa p. 144.)

. /“E&
-—L[—’—î avec afnA" \

log 1 ],.
 

 
 
   

 

et
!—œ<l’<1<b avec I'-—I<;-

Mais (.I. I\"., 3.1’)
__ t’—l t,—b
'“fl-bn—f

Tant que 1 reste fini, :, étant infini,
[1—“b ] l,—b=] (:'( ——=-,——.l,——l I' I——( 
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d’où
-

1 l’——b 1

_ (t’ ——b)-
log—; __ log

l’—— t.
__

2_ _|05 l'—— {+ log
b————{_ t

  
Or uel ne soit t’ b (m’ eut choisir ! com ris ar h othèse entre t’ et b deq ‘] 1 P P P YP ,

(t’
telle_faconque %> 1 , comme c’ — test positif, il suffit que t’ — t<(t’ — b)“-‘;

. on aura alors   lotr
’ étant > (» ainsi que logMn°c’- t »t’— t

(t'-— I))2
"_

1 1log t’ [ + lOg—-,—-:—— > l(),? t} et l0gr >—îtl0g'I——

d’où
. ,

‘ 7:A 5 ’

(') 1.r'—.1:5<__4__V__—l.
log——I——

’

|t’— :| 

læ(t) appartient donc à l’espace
"DL

(t), sauf pour t: oc et t = b.

/ On démontre1ci encore par la méthode du paragraphe (.I.11.,22) que cette
inégalité peut être améliorée et que æ(t) appartienta B,,(t) quel que soit n.

Ceci dit, l’inégalité _; montre que
 
 

 
  

( ' . ‘

d—l,
: cos‘l’. > cosa,

de sorte que l’on a

dl1<—c—iï' et jul)——l,(t’,|<J…)—-”(Ul_
eos; (055

et l. (t) appartient à l’espace Œn(t).
De plus

_ 1 ;|d—-Ill=j in P.l<sin <|
entraîne

ldJ’l<idl«l et vm—ww:<;am—mm
ce qui entraîne que y(t) appartient à l’eSpace J£,,(t ).

55312. Supposons maintenant, comme déjà dit, que ‘l", [. ) soit holderien,
donc

[
‘F1(ll) —— lI»"1(I’1 )

[ < H ) l, — I'‘ R‘, pour /l fini.

Comme [. (t) appartient à l’espace L‘”,,(t), tant que test fini, [. est également
fini, et dès lors ‘F.[L (L)] appartiendra à l’espace .L“n(t), sauf pour t: I), et t = ac.

5532. Étude de W., [[2(t)J.
Pour les mêmes raisons ‘F2[Ig(t)] appartient à l’espace fin(t), sauf pourt: a et t: œ.

'
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5533. Étude de Q(t) et T(t) sur les parois et dans le fliude m]. —.L.e
_

théorème du n° 2821 permet alors d’énoncer que Q(t) et T(t) appartiennent ,

à l’espace fi,_.(t) quel que soit 71, sauf aux points t,, t,: ce, a, 6 [puisque “

®(t) et ‘P(1) appartiennental"espaCe 13,,(t) dans les mêmesconditions],et
ceci tant 5111 les parois et dans le fluide vif que sur l’pbstacle.

554. Étude de l(t) et l(s).

5540. Considérons la formule

_‘l’i+‘l‘2 CJM—lol(Il—_
n (b—t)(t—a)dt

55—41. «l).+dg, est borné _supérieurement (5524); e"' appartient .à,
’ '

t'—-— t., _'‘) (5— a) '

dl
_

est une fonction analytique; donc 3- existe et vérifie une
condition J.”,…(t)

dans l’intervalle —— 1 <_t# t.,< I. - '

l’espace !Î,,_,(t) puisqu’il en est ainsi de T, sauf pour t=t,; (b—

5542. Pour t=t,, e“T(t—to) a pour limite 1 (5523) et est continue,—)
' dlles deux nombres dérivés $ à droite et%:à gauche existent donc et sont
' l ' .egaux :

ä—t
ex15te etest continue dans tout l’intervalle;

. dl . . . . .5543. Il en resulte que & eX1ste et est cont1nue dans l’intervalle oâsën},
même pour ‘s =:., et vérifie une condition 12,,_._(s), sauf peut—être pour s: s;,.

5544. Ceci lixe l’espace auquel appartiendront les fonctions appro—’
chées l(s.) Naturellement les fonctions L(s) qui en résultent appartieùdront
au m‘- me espace. —

555. Etude de 15(t) et [,(s).

dt
extrémités de l’intervalle.

- . l. . , . . .
‘

.155l. lc1 encore d— ex1ste et verifie une cond1t10n E,…(t), sauf aux-

55521. Considérons la valeur t = a. Nous supposons le problème résolu :

nous supposonsdonc qu’il existe pour la configuration donnée, un schéma de
Helmholtz pour lequel « la vitesse à l’infini aval est égalea 1 et parallèle à la
paroi », c’—està—dire ici à 0.1: (510), de sorte que par hypothèse T=o
pour t—_ a.

55222. De même, puisque nous supposons le problème résolu, nous
supposons que pour le schéma obtenu « la vitesse à l’infini amont a une
valeur constante et est parallèle à 056 ». Il est presque évident que cette
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valeurà l’infini amont est bornée non nulle si le canal a une largeur bornée
non nulle. '

Le calcul ci-dessous va nous le montrer.
L’égalité différentielle dz_— e‘0 df donne, puisque Q= @ + 1 'I',

__ dz=cr"el®df= e*‘[cos®+isin®] [dqa+id«ÿ],
d’où -

, '

' .dæ=e—T(cos@dç—sin®dw) et dy:e“"(sin®dcp+œs®d@ÿ
.

%
_

La largeur du canal y,,—_y. à l’infini est égale à la limite de dy pour
_q,,

a:: const. quand a: —+ oo.
' Pour æî==c0nst.., e“T est bornée tant que nous sommes à distance finie.

L’égalité dæ——= o entraîne a10r5

0050 dcp...— sin @ dq;,

'.

— :d’où  -

_
-'l'a e—Ty,—y,=

l1111/_4) 0059 41.4;

. La continuité de ®,dans le plan Z au point s. et l’application de la formule
" de PoisSon. à la représentation de la demi-couronne sur un cercle, montre
que @ est voisin de O et est continu au voisinage de s., donc [@ ] < a, « étant
aussi petit qu’on veut, de sorte que «:“T étant essentiellementpositif % e_1‘ ' l _ 1 'l':

Td
_qhcos@dg”

est ega &
cos°À<z £-b.e_

’P’

où 71 est un nombre < 1.

Quand a: —> — ce, le point M, intérieur à ou frontière de la demi—couronne
+r—‘.*=qe‘_“, T fonction continue à l’intérieur, tendra vers une limite finie ou
non, mais unique par hypothèse. !.

.Mais si T devenait infinie, positive ou négative, e" devenant nulle ou

, infinie, fee“qu; deviendrait nul ou infini, de sorte que y,, ——y. serait nul
ou infini contrairement à l’hypothèse. Ainsi donc T- reste borné dans les
deux sens. On a alors

"l‘"-"+ "l“l , e_T——‘y__y__l
_

)’2 ““)/1 qJ:+_—kll—i
 T(—œ)=log

\ 5553. Nous venons de voir que pour t: a, T = 0; il vient donc

ë£e_e—rfl'—_‘Pi+% …,
dl— dt— : (t—a)(t——b)’ 

et l,(t) est de la forme A log(t — a)

%=MÊLÎÏËŒ’Wa2—IHb_a)îÎ—Ï[VËlÎ——Ï+OU)] aveco(a)=o,  
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d’où l’on tire par un calcul déjà fait au n° 371

%=— Ê—°+…
(Ko>o) et lg(s)est dela forme —K.,logs.

5554. Nous venons de voir que pour t:=— qe , on a

de sorte que

% _ e__T 4/1 + 4“; ! —-. lo ”l'a—”V1 [ —' Îo _>dz r: (t—a)(t——b)‘ 7: (t—a)(t—b) ”’  
(il—; m }'2“_Y1 t2 __

f
;4

'

\Æ=wi_î—{l—'În) m—Bt[l+0(l)l ‘

devient infini comme t.
On en tire, comme au n° 381,

dL;_ K1
ds —s-—s1
  +...(K,>o) et l,(s)=KJog(s—sÿ+……

5555. Remarque. — Nous avons vu que si 1I",—(l,:) ont des valeurs asympto-
tiques de la forme au moins, les parois ont desiasymptotes.A

li(‘°8l lil)"
Nous venons de voir que le canal conservant une largeur bornée non nulle

par hypothèse, l,; est infini comme B log] e—s,| (en s. par exemple), de sorte que ‘,V,-[li(s)] satisfera à une condition log] 5 _ … [log] log(£ _ … …-
Mais si A > o, logA est < A, et cette condition est moins restrictive qu’une -

condition L,,(s). .

_

\

Ceci prouve que le théorème 3413 s’étendra à une telle condition; cela ne
peut nous étonner puisque nous n’avions qu’une condition suffisante.

5556. Ce que nous venons de voir sur la solution éventuelle du problème,
en ce qui concerne l,(s) et l.(s) fixe l’espace auquel doivent satisfaire les
fonctions approchées [1 (s) et [,(s). Naturellement les fonctions L. (5) et Lg(s)
qui en résultent appartiendront au même espace. _….- , aIL2 ._ _Tdf dt

_
. _dj‘ dtooo/. Le signe de Î _e äü} est celui de

_— Ît’ car Îs est <0,
cif_ r-. z—zo _

- - dL: :,
(fl — —

r_ (_f—a) (t—b) est pos1t1f sur …, donc
713— est < 0

comme È°Ç
. dL,

_
dl,De meme —(75— est > 0 comme Ê'

bâti. Substitutionsde fonctions bornées à [, (s) et l2(s). ‘

5561. L’espace E, des fonctions l.(s) Comprend les fonctions réelles‘et
dérivables' de 5 dont l’argument est compris entre :, et 11 et qui sont infinies
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comme log|s_—s. |
au point s., comme log(n — s) au point 11 et dont la

dériVée est d’ailleurs positive.
L’espace E de ! (3) comprend les fonctions réelles et dérivables de : dont

.15argument est compris entre 0 et s. et quissont infinies comme log|s—- s. | au
"point :. ,\ comme logs au point 0 et dont la dérivée est d’ailleursnégative.

É 5562. Au lieudes fonctions 1, et I, qui_ont le tort dedevenir infinies, nous
allons introduire les fonctions

(1)
.

h,:arctangh, 2=arctangl;..

. _A l’infini, on a
.

'
_ — _

. ’ ‘ __ Tr 1

_
’! =arctangAlog(s—s.), dou la _ ; —— …»

\';_‘Î\g

de sorte que la a un module de continuité y, (s— s.)‘a l’infini et est dérivable
partout ailleurs.Il en sera

de même de H- (5) qui est également continu avec h (5).

5563. Nous introduirons donc l’espace abstrait E'(s., n, :) [E'.,_ (0, s., :)]
’ qui comprend les fonctions h(s) réelles‘ croissantes (décroissantes) et
également continues de s dans l’intervalle(s., n) (o, s. ), et dont le module de

continuitéest y,. aux deux extrémités de l’intervalle et qui est dérivable dans}?restedel’intervalle.
Cet espace est linéaire, normé par |h(s)| et complet en vertu de l’égale

continuité et du théorèmed’Arzela.

.- 5564. Nous sommes alors-conduits à remplacer dans le système (5471)
_

les fonctions l,(s) et l,(s) par h.,(s) h2(s). Les fonctions 1F.(l,) et 1IJ°2(Z2)

deviennentalors des fonctions ‘F, (h4 ) et 1I".(IL_.).
' ' L’espace F(— œ, + ce, a:) devient l’espace F

’<
—

%. Ë’ h) qui comprend les
’ fonctions réelles également continuesqde la variable réelle h pour toute valeur

. .__ TU TE - . TEcomprise entre — ; et +
-2—

et qu1 pour les valeurs d:
-2-

s’annulent comme

___—LIT (n>[)_
tangæl log] tangæ|l

'
A

557. Espace des fonctions !(s)
L’espace E’ des fonctions [(s) est le sous-espace de E(oc, B, :) des fonctionsréelles également continues de la variable réelle : dans l’intervalle ou,&ÿéfiuæ,qui admettent un‘e dérivée vérifiant une condition E,… (5) pour …f'%s., et-

continue même en : =s., fonctions d’ailleurs croissantes. 931 2?1? % -'Ï'\ J ":
Journ. de Math., tome XXIII. —Fasc. 1, 1944. _ %m,’fi."

—.
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558. Remarque.

5581. Nous avons donc défini les espaces linéaires, normés et complets
auxquels appartiennent les fonctions <b(l),‘lJ4(h ), ‘P'_(h,, ) d’une part, _

d’autre part ceux auxquels appartiennent les fonctions l(s), h (s) et h2(s), les
paramètres a et b appartenant à l’espace euclidien.

5582. Nous avons montré que la solution éventuelle appartient à ces
espaces et est normée a przorz.

56. THÉORÈME D’EXISTENCE.

5611. Reprenant la méthode de M. Kravtchenko, nous considérerons une
grandeur v constante, ayant les dimensions d’une longueur et nous écrirons” le :

système (546. 1) modifié par (556) sous la forme
l($)=V[l(8), f…), he(S), au a. «r…, mum. w.<1:.,«,e], 

  
h1(S)=V1[.-.],
Ila($): \72[. . u],

(1) ’ u
b’ —-_b’+a cta «

_

}
“

“°1d_1_11.1...J ’

a’ =a’+a1ctang
id-— D%i

Où nous substituons aux paramètres a et b, les paramètres
1 1

'

q’= arctang
a 1

, b’= arc tang
b _

les arc tang étant les déterminations comprises entre —
Z;—

et + E/'
Ce système remplace le système (J. K., 3 . 37, p. 208).

5612. Grâce à .ce système, les fonctionnelles du second membre font
correspondre à un ensemble l(s), Il (s), la(s), a’, b’ un ensemble d’éléments
de même nature L(s),H.(s), H(s), A’, B’.

Nous introduironsdonc un espace abstrait E*(s, a’, b') d’éléments
æ=[l(s), h.(s), h:_»(s), a’, b’]

sur lequel opère la transformation

Êî{æ; Œ(l), W1("1); ‘F2(h‘l)y du d‘!) CZ, ô}:
définie par ce second membre, de sorte que le système (1) se réduit à
l’équation fonctionnelle unique
(1) æ=fî{æ;$(Z),W1(hl),‘Fg(h1),dudæa;Ô’ÿ
du type même envisagé par MM. Leray et Schauder.
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5613. Nous allons introduire le coefficient [: de l’intervalle K : o, 1.
En posant \
, ‘Fî(l,)=k‘F,(l,), .

w;(lg)=k‘F2(lg)ç AÎ=A1}'

… *_ _' ä*(l)=kô(0+Ü—k)gr A._kA,+(. , km,.

Ce faisant, pour le: 1 nousavons affaire au problème posé et pour [:= 0,
nous avons affaire à un canal rectiligne perpendiculaire à un obstacle de
longueur B—oc, lequel est placé symétriquement dans ce canal, cas pour
lequel on sait qu’il existe une solution (résolution directe ou application du
théorème d’existenceétabli par M. Kravtcbenko, @

28, p. 207 à 21 1 ).

" 5621. Les paramètres A: {et A; ne sont jamais nuls et la couronne (d)* ne
dégénère pas, q*< 1, |a*+ il) 0 ainsi que b*— I.

5622. Les'grandeurs d: (et d;) se calculent à partir des nombres A? (A;)
- et de W:(l.)[p‘Fg(l,)] dans le cas du canal divergent monotone et sont par

’ conséquent minorés par AÏ(AÇ).
Elles sont égales à A: (et A:) dans le “cas du canal convergentmonotone.
Ce sont des fonctions de k virtuellement connues a priori, mais qu’il n’est

' pas nécessaired’expliciteret qui restent bornées.

__ 5623. Les fonctions Ï>*(l), ‘P“,‘(h.), ‘F‘;(h,) vérifient les mêmes conditions
que (Î)(l),‘lfi(h,), ‘F,(h,). (Cf. 511, 512, 5131, 5132, 5133, 515).

5621. Nous supposons que (52) est satisfait, ce qui est essentiel, pour toute
valeur le de l’intervalle K-

_

Ceci sera le cas pour l’obstacle tranchant et le canal monotone divergent
en vertu toujours du théorème 2 du n° 412, quelle que soit la valeur de 1— dans
l’intervalle. '

563. Dans ces conditions, l’équation du problème (5612. [) s’écrit encore

…“
_ æ*=5[æ*; $*<z>, ‘Fî(h,)g w;m,>, dç. d;. et, el.

ou: tout simplement sous la forme
2(2) _

‘ æ=s[x;k;ä(n,‘w,(h,),\t°.(/z,),d,,d,_œ,@J.

5640. Il s’agit d’établir que cette transformation jouit des propriétés
énoncées au numéro 501.

5641. Les espacés abstraitsen cause, y compris l’espace des nombres a’
et b’, sont linéaires, normés et complets; il en est donc de même de l’espace

Zi.
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“’l\f'f

E* [s, a’, b’] auquel appartient l’élément au, la norme en étant  
  

] .
'. \+:—||æ|=fll(s)l+|h,(s)l+lh—;(s)l+‘ arctangbl_ll+ arctangâ

5642. La transformation _

(l) _}’= 5'|iæ ki (”(!), wi(hi)y W2(h2), dl dz: a:Bl
est continuepar rapport à :::, car la] et 6 étant distincts de 1-,l’élétn'ent L(s),
H; (3), H,(s), A’, B’ dépend continument de l(s), Il (s) h,(s), a',b', 113713 "

\tf..(h), ‘F…(h) a,l3-
.

On voit d’après (55%) que la| et !) étant bornés et distincts de 1 WÂÎËÏll‘W) ll» Il ‘1"4(l}llæffÎ
'! et W! 11 en résulte que ||L<s>u, HH.<s> ” et. l|Ha(f)fl

seront majorés par les mêmes quantités, de sorte que, à tout ensemble borné
de l’espace E*(s, a’ ,'b ), correspond un ensemble borné du méméespace, :

'

Le principe de Weierstrass—Bolzanos'appliquant à E*(s, a',b’), ce _ ; Ï/Î _

ensemble est compact, ce quimontre que la transformation 5 est complètement ';
continue relativemefit‘a x. . — -

4 .

Dautre part cette transformationest uniformémentcontinue relativement
a'k en vertu des égàlités (1) et du numéro 5622 pour o<lq_<1, les arcs
tangentes restant continus pour D et Dnuls.. .

     
        

 
                                                     
  
        

 
       

  

3643. Enfin les éléments l(s), la (1), Il,(s'), a’ et b’, qui définissentla
solution éventuelle de l’équation æ—... .41“'(æ, I:), vérifient les inégalités î

‘»,_._;v,x.t ,

||
Hs)“ < const,

||
h;(s)l< const.. l]lL,(3)||< const, |a’ | < £,

,

|
b' | < E,, j:t

\

de sorte que la solution x est supérieurement normée quel que soit le et reste
intérieure à un domaine borné D de l’espace E*(s, a' ,.b’) '“-î‘

565. Le critère d’existence est alors applicable Et comme le‘pr0blème’a'i";
une solution pour [:= o, i(o)7£ o. Il s’ensuit que z(1);£o, et l’équa—

'

tion æ_-—- fi,(æ 1) a une solution au moins.
Ainsi se trouve démontrée l’existence d’une solution au moins au problème :

posé au n° 510.

57. Résumä.

571. Nous avons ainsi établi l’existence d’une solution au problème du.
_

sillage dans le cas ci—dessous.' -

L.’obstacle et les parois ont une tangente continue hôlderienne en
'

chacun de leurs points.
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Cesparois s0nt monotones, le canal convergent ou divergent, et
» admettent une direction asymptotique unique.

‘—' «

-.

'

-É°'.3L’obstacle est tranchant et coupé ‘en un seul point par une parallèle.1 la
drrect10n asymptotique ci—dessus.
 
4°, Les [| asymptotes parallèles sont‘ distance finie et ne recoupent pas

l’obstacle, la valeur ‘? de l’angle de la tangente avec la direction donnée
est

…de la forme -

/ B/ i‘l"g—————— n21 ourl='ioo 'Y
« l(l°glll)", ( — _P >

'surchaqueparoi 
i"4'îg;5° La…pente ‘? des parois et la pente <Î? de l’obstacle satisfont à une   

    
"‘Fl<s<®<n—s

 :6héma initialet ceux que l’on obtient par la transformation (5613.1).

.. 572. Application. — Le théorème2 du numéro 412 nous apprend que pour
ÎÏl_m canal divergent monotone et un obstacle tranchant la condition 6°,
c1—deSsus est satisfaite. Pour les squelettes qui satisfont aux conditions 1°, 4°
1—'ct_ 5°ci—dessus, nous sommes assurés par conséquent de l’existence d’une
solution(au moins) dansce cas.

ANNEXES.

Annexe !. ——_-,SU11 L_E PROBLÈME DE D1mcntar cExEa1mstz.

A10 « Le problème de la représentation conforme offre des liens étroits avec le p10-
‘ blème de Dirichlet ». « En particulier, étant donné un domaine D limité par une seule

'

ç'out‘be fermée C, on saura résoudre le problème de Dirichlet pour ce domaine. si lon sait
- ï-efl'éctuer la représentation conforme de D' sur la surface d’un cercle » (’ ).

' All. Soit
'.(14) ” ' ’

.=<c>

ila fonction analytique qui transforme D en A de frontière I‘ et
‘,_f

,_' f(-Ïa>_.ïfl \ f(z )=fœ<m…:\\

la formule qui réSout le problème de Dirichlet pour D, o(z) étant la fonction donnée égale
à la»

partie réelle de f(z) sur C.

(’) GOURSAT. Cours d’Analyse mathématique. t. 3. 2° édition. 1915. 5517, p. 212.
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Appelons 7(Ç), etc, le résultat de la substitution z(Ç) dans], etc. nous aurons

3 ÎœwÎ[=œnä,'d ,d'.( ) /
T‘?

C C )d—Ë C

\
On remplace donc k(:-, :-’) par

m) k10)»“näp
A12. Cas du cercle D de circonférence C. Méthode imitée de M. B. Demtchenkb (‘).

 
A 121. Le théorème de Cauéhy appliqué à :. intérieur donne \ \

l
I /(‘)

_

f(5—)
2—Æff(î—');,_—Jd… ,.

_Î: est extérieur à'D et le premier théorème de Cauchy appliqué à

f(z’)—
_1

(%: imaginaire conjuguée de :)

donne
/

<w °=fŸVW£ Id

d’où pour la valeur imaginaire conjuguée

(371
‘o‘=ff<z—'>——‘—ËEÆ(: __/__ Ë_

Si C est le cercle de rayon 1, Êosonss': c"°‘, j'(;’) : q>(oz) + idy(a), (1) et(3) deviennent
__

./ ._ —L 7, )ei°‘da(_4) _/(‘-)_lml:fU o(_ac)jÎÎî—+—ifm 'i"°‘> _57]
JUL)c>=[

Ÿ(__Œ)—i+(a)
:e—i“da, dom-

£—fi[
“__—Q(î)_i+(a)z «:o.

.

  
P_()°‘Ïl_] . ei…—

A_|0utant(l1) et (5), il vient
27: la .. 27: il "'. 1 e +” ' e _”

f(3)=Î—E[[ @(a)eia_;da+l Qi)(a)eiz_zdtz—l.S‘“ 0

  
La deuxième partie du crochet est une constante imaginaire pure.
Mais. d’ap1ès (4),

n

_/(o‘)=o(u)+z'$(o)=â[j cp(a)da+i [phil/(a)
dac]

,

d‘où la formule bien connue
_ 1

:: ei°‘+( b ) (: :: — (0 oz ,./ )
27".£ |

( )el.L__

( ') Problèmes mixtes harmoniques, p. 2 et 3.

‘!’R Îdoc + it!/(O). 
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Retenons
er:

:. <?o=2—I:f
?(d)da£.

A122. La justification que f(z) jouit des propriétés de limites dési1ées a été traitée pa1

M. H. Villat ( ). Nous n’y reviendrons pas.

A 13. Cas du demi—plan T.

A 131'. M. B. l_)emtchenko résout la question directement. On peut aussi passerdu cercle
au demi-plan t 'par la transformation homographique 

    __ÿ at+b t °°» 01 "
là—Ct+d ; _[, +1) 0 ’3'

qui donne z= :Ï ;: 011 t_-— a il ;; d’où, à partir de (A. 121.6)

_

’

1 Î”çp(t’)dt' ', , (t’)t’dl’
…_

(I)
_I'

f(t)=
äf_æ t’— [ +'lk0 avec ko: Ll'°+_;f:n (?

[ +”___—___!—

intégrales du il s’agit des valeurs principales de Cauchy.

A132. Pour interp1éte1 ko, nous 1eviendrons à (A121.6) que nous mett10ns sous la!
forme

, flm=Ë%£ www—w5fiäîfiæw+wœæ+wo
d’où '

,

f(—t)=—fî[?(«)—@—1]î%—lî+da+°—n+two=Q—i+il—n
d’où ‘

+” , l’dt’ “ ’t’ t"dl’

ko=î(Œ)—%f_
l?(£)—@(°°)JTT—tn+,%f %“

‘
+q>_(_œ}

*” t’dl()oo .-1+t’*
Il s’agit encore de la valeur principale de Cauchy, laquelle est nulle; d’où

 
 

(2) 7‘
|

æ=+<œ>.

,A 111. De là on passe au cas du rectangle (R) (fig. 5) en posant u—
! dt

avec R(t)= (t——a)(t'———1)(l b).
_

_»VRu)
De —

dt:p’ä [
p<u+ä>du 

(") Bulletin de la Sociélé Mathématique 'de France (191 1).
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A. 0UDABT." ontire

7p’—
£—C+ Y

2

Y
: ’

JDE—P “"—;)
d’où —

4

Y p<u'+%)—p<u+ä>tl t=‘plî T‘ Y Y Y
'

___.— " _. ___— ..
- [& P(“+Jllh P(“+a)]—

Portant dt' et (t’— t) dans A (131. 1 ), il vient .

“ I I }:
,

‘
'

/ ':‘ÏA-“îä
fw)——W(œ)

___l_ÿS'
q>(u') P(u+zJ> dd"Î_+ + D

… + ,
—p<+

+> + «+ + i) +(u +ä-)

d’où,‘ par un changementde fonction etdc variable immédiat (v = u + %) ,.
‘

V. .

»
\ . . _,

.. _[‘_._

… F(vv)==—25€W' pJ’Wpd_v'+iK…- - 
qui résout le problème de Dirichlet généralisé dans un rectangle construit sur

..
» œOA: (th, OB :_—

—5

A 15. De là, on passe dans la demi—couronne (d ) (fig. 6).

\ œ ' -, .hn posant : V : (n, + œ,,—
—_Ê

logL, on obt1ent
1

V

/ il _°ï (," /
(… Œ(Z)p(œ,+œ, ifilocL’)dZl“(Z) L__Î ——_;._g> ,
77 (d)

Lp(œ,+œ;—' %logZ') ——p<œ,+œ,— —logZ)]Z’
 +1K,,

Dans le cas particulier du schéma de Helmholtz-Kirchhotl‘, ®(Z) est nul le long de ÔX,
—_

Dans le cas général, si l’on connaît la partie réelle de f(Z) sur les arcs de circonférence‘S
et la partie imaginaire sur l’axe OX (Problème mixte) en considérant ‘

F(z)=f(Zül—iKo
_ “_

#

p’(£_—TîlogZ)

1éel sur les arcs de circonférences et sur l’axe réel, nous pourrons résoudre le problème‘
mixte ainsi posé.

Pour le cas du schéma de Hélmholtz-Kirchhoff, l’introduction de cette fonction F(Z)
«onduit 310l5a

(Il j(Z)=—(I,--L)+iko
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' avec \

p’ wl+œ —&a)(| 1 :; TE,@

11——fI<ÜTÊIOgZZ)
(8)

001
'

&)1

/p/%sp(œi+w3—Fe)—p<wi+œn—ŒlogZ)
ds,  Ï’-_‘

. .
,

.

.

p'<°h
ce,

__>
-— n . .

_ “.°
.Ië:f p’<îÏ-% logZ)

‘F(e)
.

1:
de.

x

..'«.

’%e+…) p<œ1—— %e)—-p<tm +œ—— l—logZ)
" On voit facilement que la formule ci-dessus peut se mettre sous la forme donnée par

’ M. \H.‘Villat d’après les pôles et résidus des fonctions sous les signes[ et compte tenu de
, la;condition de régularité.

\

‘ ’

Annexe 2. — Sun LA CONSTRUCTION DU MODULE DE CONTINUITÉ (‘).

'A21i Nous ne donne10ns iciqu ’.unexposé t1ès succinct. Nous avons 1epris la démons-
.t1àtiôn de M. J. KravtCheflko, en précisant l’inégalité ligne 20 de la page 67, ce qui nous
a conduita scinder l'intervalle d’intégration en intervalles d’amplitude plus petite que

l’unlteo ' ‘

Soit donc un intervalle E:?; — a. g

Considérons

I
?, _/r

’

-‘ __ "AU: U(s.)—U(E)’“j {llf(s.sî:llf(s> __ W1.;_Îm)1d()

Nous voulons montrer que :
'

Si ‘F(e) appartienta‘ l’espace 1:‘,,(a), U (5) appa‘rtient à l’espace J:‘,… (e) (J. K.. p. 66 ).

A22. Nous supposons &, > a et divisons E en trois intervalles : E‘., E2, E3 par les nombres
& —Fn, s1+n où n=e,-— a; chacun de ces intervalles est traité par un procédé difl‘érent
(E, comme E:.) dont nous ne pouvons donner le développement ici, faute de place. Le
principe pour E.(E3) consiste à mettre le 1 ] sous la forme

æws)…wçe.)
_ w<…… lF<e>’ ]: (8-8)(E.—8) °’+ 8—5

et à chercher la contribution de chaque terme de cette somme 51 AU.
'

Pour EE, on cherche la contribution directe de

_ _

.

‘F(e,-)—‘F(s) (I:=O !)’
E:-—S

, .

A 23. S1 l’intervalle excede a—»(ou pour toute autre raison), on est amene a semder l’1nter-
valle (A, B pour fixer les idées) en trois intervalles E’, E, E” par les nombres a, ]) satis-

! 
(‘) Notons que l’on doit à M. J. Kravtchenko l’introduction systématique du critère

L,.(s) ainsi que de nombreusesapplications.
Jour». de Math., tome XXIII. —— Fasc. 1, 1944. 4
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faisant à A<a<a<m<b<B avec b—a<
—;—-

En ce qui concerne E’ et E”, nous

ll‘ail0nS le CPOChet comme pour E1(Ea), mais par un raisonnement beaucoup plus simple.
On constate que la continuité de ‘If dans ces intervalles E’, E” n’intervient pas, mais

seulement son bornage.

A 21». On établit aisément que les discontinuités de première espèce de ‘F(s), et même
de deuxième espèce d’un ordre a < 1, n’interviennent pas lorsque 8, si appartiennentà un
intervalle de continuité, de sorte que le théorème de M. J. Kravtchenko s’applique.

A25. L’extension à la valeur principale de Cauchy n’offre pas de difficultés et
s’établit en scindant le crochet comme pour E1(E3)E’(E”).

\
..æ

Annexe 3. —— Sun ne COMPORTEMENT D’UNE FONCTION ANALYTIQUE A LA FRONTIÉRE (1).

A 31. Cas du cercle de rayon 1 .

A 311. Reprenons la formule fondamentale A 121.6 et supposons que 0(s) possède une
discontinuité de première espèce au point s——__ 3… Nous mettons la formule A 121. 6 sous la
forme  I "'°+neissZ—l—
… f(m=;;r e »_®(s)dsri%.

s,,——7t

Soit
(D(s)=®(so+o)+h(s) pour so<sgso'+7r ‘ h = .®(Û=Œ(s«—o)+h(w pour -"0""7T58<.so

ave“ (so) 0

L’intégrale (1 ) est alors la somme des trois intégrales

. . ._
’ .…7; ”'+z .(3) j1(5)+f2(5)+13(5)=à îls_zll(s)ds

30°“ :.

CDs ‘0 S°+nei°‘ ; (Ds—o s°e"‘ '+ (o+ )f + + (0 )
. +”d

 
. ds .

211: e”—z 27r flef’——z. I-‘n so —

A 312. La première intégrale a un sens quand :. —> e‘°'° si le(s) converge assez rapidement
vers zéro. On montre qu’une condition gif,.(S) n > 1 en 51:30 suffit. Cette intégrale a alors
une limite égale à

.

.\‘0+T Il(3)__
___s—:s_ds: iB (B réel et borné).

‘n'—T— tangs———'-0 . . eis z . . .A 3130. Le ralcul de fe"s+ _ ds se fait en posant e”: t, ce qui donne

5 -— e""‘olog—__ — T: et 13: 10°“°z+e"—“°
,/’

'N.i

ba 
(‘) Consulter sur ce sujet les travaux et ouvrages classiques de M. Gaston Julia sur la

Représentationconforme et en particulier ses Exercices d’analyse.
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--

' , ts.+iË+iœ
'

, , 4 “‘.—> _
,

Posant z : e“°+ re - . &) etant ] angle du vecteur e“oz avec la tangente & la CII‘COU—

férence de rayon 1 au point s.,, il vient ,

;- iso "
L 7

log2—Ë% :log(2 + ire”°) —— logr—i(£ + m +
2h7r>-

'-_Al3131. Et L;=Ê [log(2 + ù'eiw) _ logr] ——‘2[m+(2 K+1)1r].

Pour z :o <r: I, co: E)’ ou a directement ' -

S.,—rfi

L_.=f
ds=Tr, d’où K.=——l.

-, A3132.* Et I;,=—— Ë[log(a+ fre“°)-—— logr] + 2(œ — 2K'Tr). _(

|

" Pouriz =(), on a directement
_\ . L,: T': , d’où K': 0.

A‘3it. 11 vient at…
7r — (»

7r
 + (Mao—io); + %logr[‘D(&,+ o) +_d_)(so—-— o)'|

——Elog(a+ire'w)[Q(so+o)+d>(so——o)]+i(B+%)+Q+L£—_.,‘\
o_ù_

'

s,, 52.—>o avec ".

Souscette forme, nous voyons_que-

”A 315. Si @ s est continue et converoe assez ra idement A312 , la artie réelle de ' :),
_ _

- 5 P P
_prend bien sur le contour la valeur ‘D(so) et la partie imaginaire reste bornée. La première

partie de ce résultat est bien connue (Scientz‘a, n° 38, p. 9). ‘

A3l6. Si ®(s) possède une discontinuité de première espèce pour s ::.;0 et ce dans les
conditions de (A 312), la fonction harmonique, partie réelle [f(z)], prend toutes valeurs

- comprises entre ®(s.,+ o) et ®(so—o), et ceci en éventail. [Résultatbien connu, établi dans
’

Picard (t. 1, 3° édition, p. 315 à Sig) à propos de l’intégrale de Poisson]. Quant à la partie
imaginaire, elle devient infinie et sa valeur asymptotique est égale à

Ô(so+ o) —_<D(so—o)
_

7:
log/. 

!
A317‘. J’ai établi, par application de ce qui précède, en Annexe du Cours de Mécanique

desFluides de l’Ecole Nationale Supérieure de l’Aéronautique (1 ) que l’on pouvait calculer
. +

0 l . . ‘la resustance complexe (R sans se souc1er des pomts smguhers de l’obstacle (_‘-’). sauf peut-
être si le point de bifurcation est un rebroussementvers le fluide mort

[0(so+_0) —— (D(so»— o)_< 27:],

ceci d’ailleurs en fluide indélini.
) 

(‘) 1942—1943. M. l’Ingénieur en Chef Giqueaux du corps de l’Aéronautique. Professeur
à l’E. N. S. Aé.

(’) Ce résultat a été établi dans la Thèse de. M. H. Villat pour un cas particulier.
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_

'
’

'

/A 32. Cas d’un domaine simplement connexe borné au non.
'

— '.

A 320. On représentera le domaine (z) sur le cercle (Z-)._
. . . __ _ _ _ d; " ».,\321_51 le pomt de la front1ere est ord1na1re, on a —— ni nul ni infini, la fordZ

mule (A 31h.1) reste valable, so rep1ésentantalors l’arc de la frontière.
A322, Si le point de la frontière est

a:guleux,
on a———

d.: =AdZä, car_ la dérivée est?
0dZ

ouooave1v>o,51d =oetv<o si =.oo. ’ ”" .. t’ildz ’ .Tz * ; \,
Posons d: = p e“—, dZ : R e“‘—', A = K e“‘, il viendra .

, ”
. ' ., ' : ’

… , (, £ : KRE) ;; -
R

. . . . - , .
_ . , . . ‘ / 5

'

() sera 1nlm1mcnt pet1t d’ordre super1eur ou 1nfer1eur a R selon que 11 est > o. —.
V

Il vient également '
_

,v

. u ‘ '

l.=ot+A —«L— Î-_-A‘ /

A—._ A_—— o, d’où '  TÏ+V
1r\ ", ’«/' “. :. .4
 (2) air) ct ).:A

-\ variant de o à 11', A variera en éventail de o à qo=1r+v;v>o angle obtus, 1:< 6  
angle aigu; cp angle intérieur des tangentes. , …

Remplaçantdans A 3111. 1 valable dans le cercle Z (notaffins'r=iR, m…—— A) 053par s_à

\aleur——-—oîpe 7—Èpar %,il vient
.

' —).
_ '. " ,

.

" ,

" ."(3) _/(z) =(D(a,+ o) ”’
‘?

+ ®(s,— o)é— —_— %logp[®(s.,+o) —— ®(s.,-— o)] +. . .“.

.\ 323. Dans cette formule so n’est plus qu’un repère, et non l’arc du contour.

A 33. Cas du demi—plan T pour :: infini.
‘

I
l

. . . . l “1—La fonct1on de transformanon(: z
1
 

Lramène le point à oo au point- ——_1 et le demi—.
plan T au cercle de rayon 1.

Dans A 315.1, so: 0, nous remplacerons p et m par des quantités équivalentes., '. ‘

Soit
,

. w+ .,
. z - - -

(_1) t=Re‘“?, s=1+pe( '), . d’ou R:;+s,_ <p=n—w.
et

" ' ' ’

… fg>=®(+ oo)’—’—Ë+®(— «»)-È +'%[Q(+ o_0) —<D(—— œ)_llogR—+_—.

A 311. Allure du schéma au point de bifurcation.
A 3111. Appliquant (A 322.3) à la fonction 9 de Levita—Civita (11.2), il vient , _1- 1

… 0(9. l)=@(o, O)’JP
q,

.+9(0,
<?)5 +
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sien posant(fi,ÿ.aa)
.. ’e(o,o)—e(p.x)=n et 0(o,o)—e(o,ç)=q,_

";
“.

"(Œ:.)‘

  
'. ,

‘

-… 1__PLANz

‘TBÉŒŒIE. — La direction de la vitesse en un point voisin des points de bzfureutiorz
“danse l‘angle des tangentes à l‘obstacle sis dans le fluide mort, dans le même rapport
que lerayonpolaire di_w,se l‘angle de ces intimes tangentes sis dans le fluide vif.
_Zx'

:
,.

!;

__._,,

En particulier, la bissectriee de [angle des tangentes est tangente à la ligrce de
courant qui bifurquesur l‘obstacle.

_ __
La formule (1)est d’ailleurs app1icable au cas d'un obstacle formé de deux murs indé—

_Ëfi—nid, la-wit'esse à l’infini amont étant parallèle à la bissectrice des deux murs. A l‘échelle
… iufinitésimale, le champ local des vitesses, et les lignes de courantsont dessinées par l’écou—

leinent dans un angle égal à l’angle moitié des tangentes sis dans le fluide vif (fig. 21) (’).
\

Fig. 21.    
mur fictif  

_A3ll-2. D’autre part on a

T=logV=Ë-ŒEÆÏ—Ïlogp+û‘_2——

“ç—£logp+C,

*l_—_T—Ç ZT——3d’oùV: Ap—? sannule commep =P

(‘) PÉRÈS, Cours de Mécanique des Fluides, 1936, p. 75.
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A 35. Allure du schéma à l’infini amont.

A 351. La formule (A 33.2) montre que les filets fluides s’épainouissenten éventail.
A 352. D’autre part

, ®’ @' , .'l :logV=—+logR+C avecG,_>o>0’,;
(ag—(ag ($;-®; ’

, . . " 1 7= 1 ' “logV est alors negatif et V = A KÎ{>
s’annule comme (fi) '

Si ®',: Si,, on ne peut rien dire : V‘peut être nul ou non.

A 36. Remarque. —— La méthode du 11“ (A 321) permet de démontrer, comme en ASE,-
que le filet fluide qui se détache de la pointe d’un profil est bissecteur de l’angledu bord
de fuite et que la vitesse y est nulle. Dans le cas d’un profil Joukowsky, elle est finie et

’

dans le prolongement de la tangente commune.
4

- Annexe 4. —‘ “nounou ou rmsniÈ’run q (‘).

Ah0. La méthode indiquée par M. J. Kravtchenko dans sa Note des Comptes rendus
(202, 1936, p. 276) peut être améliorée par l’emploi d’une sphère de Riemann convenable.
L’objet de cette annexe est d’explicitersommairementles précisions quantitatives annoncées
dans la remarque de la page 213 de la Thèse de cet auteur.

A M. La figure 22 donne le schéma auquel_sera appliquée la méthode : nous supposons
un obstacle tranchant et nous supposons que les lignes de jet ne recoupentpas e, g, et e,g,_
prolongés et que H1 H2 ne coupentpas l’obstacle.

A 112. Notations. —— 61, largeur de l’obstacle : e, (:2 = g, g.,= &;
62, profondeur & e,,g1 :: e2g2: 32;
33, diagonale « 353: 3% + 3%;
A,, distance de l’obstacle à la bande (h,H,);
A.,, « « (h2 Hg).

Nous supposons A._,>__ A,.
Nous poserons

O)
2 : l.. __"k,, -— = k,.

s» 94
>

Soient a l’ai1e de la projection du fluide vif sur la sphère Z, A la plus courte distance
sphérique su1Ede la projection de l’obstacle à celle des parois, M. J. Kravtchenko, se

__

basant sur un lemme de M. J. Le1ay, & démontré que

Î>IO(l)
. _ log ”V O'

>—Ql—

- . . . . . . A” 1de sorte que la cond1t10n qgql sera sat15ta1te 51 T: -a—g log -— -

l
Le problème revient à majorer a et minorer A. 
(‘) C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721.
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\ Adi—3. La sphère 2 est une sphère tangente au plan du fluide au milieu 0) de e1eg. Soit D
son diamètre. On établit facilement que

\
.

11:D2 2f; 2f1 2f2‘“< T[‘+Î—îî——D'J’
donçencore

‘ ‘ ‘

. ‘ 1':D2 2f,1 2f1 1rD2‘ \2j2,‘°<T[‘+î5 _ Î]<Tl_'+ÎJ';

Rabanan le plan Pe,g, autour de e}g, sur le plan horizontal; A est minorée par °g',"l—l'{. Fig. 22.

, P

OL]
€ € ' O(

\
h \ !,

f.“; 5
? ' w \{3 fil , hz

Il \ , '/ H\V   
           

\ a

e;

.
T

% | ”& 712
|
| ,

: A2
"|l
:
!l7"2'

@ :
21

I,’
h

C II,
P2 h2

92 Hz '

_ _ _     Nous choisirons

'—°l€  -G Il “@ ”
J-\|fi

|
  

dans un but de simplification.

nDï
Il vient

TED” . 1r ‘3
. .a < ——[cosaî+cosag—smfi] < Tp[i+cosa,— smB] < T[2 — smB].
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On calcule aisément
.

_

,
1

J H" '= D cos2 sm @) avec cos2 : —-———-——. ,lgl‘ Y 7 1+4Psm*fi
d’où

smc» - =
A > D . -

'

1.v+ 4À’ Slît2 fi
D‘où les inégalités -

A2 sm’œ
7: __ ‘

' a
avec .

2 >lo 1ñ—Wt ]" %
[N]=cosa,+cosog—sinô ou 1+cosa,—sinfi ou 2—sinfi:

A M». Si l’obstacle se termine aux extrémités d’un segment ô, perpendiculaireà la direÇl
. , , , . . . - J « \ . '

ç
'

tion generale du courant et reste inclus dans le triangle curwhgne amont lu_mté -a‘ 81 et à;

Fig. 23.
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fil l'“: . Hi      
deux arcs de cercles e1g, e2g tracés figure 23; on a alors

, . 1r\‘3 auf—’
,\î_œD. d0u' "'—“l—

ÎIV—]=log-q—i—.

Le diamètre
, , 8

01f1: 1; + Dc…@ = %‘(1 +cotficotœ).
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-" Ak5. Applwatwn au cas de q1= \/ 2 —- \/3 avec paroas rectilignes.

«A NilL’ir1égalité numérique à résoudre devient (par deuxième valeur de1\[l\] )  .
,

œ
sm2 ——œcos’—

, 2 2(À) ‘ ‘

1'2_ - m m _2
':

‘Ï*;' ..
,

_Ll
+ 27?(cos——

—
sin—) ]. ;

.

‘ 2 2
«.“: ": — . \. … \

son Y le premier membre et Z le deuxièmemembre.

— . œ

21+\/251n-; 
A

55211La_figure24 donne l’Ælure du
deuxième

membre de (A) ( 1 < Z< z).
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On montre aisémentque les courbes Y ont que pente plusforte que la courbe Yo dans la
\

?
. . 3reg10n —2gYg2.

A Æ523._ On voit aloré que Légalité (A) a une racine unique œ’.

Journ. de Math., tome XXIII. — Faso. 1, 1944. 5
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All-53. Un calcul d’approximations successives non reproduit donne des valeurs appro—

chées de m’ en fonction de 1, ce qui permet le calculde la et k;,, d’où le tableau des valeurs
minima de k1 et ka :

A . OUDART.

;........ O.. 0,5. l. 1,5. 2. 2,5. ao. ‘

lq ....... 2,7 1,37 10 'i9,6 34,7 53,0
_

oo

lc3 ....... 9,7 3,9 7,1 1o,9 15,6 19,7 '
'\ 00

A 11.6. Dans le cas particulier du triangle curviligne, on aura la condition

1 1
'

-— . œ , —
_. œ '

uFZ—L0g—L1+g/2mn—]:(),53<1+\/251fl—>«_? q 2 ‘. 2
1

\

(B)

Soient Y le premier membre, Z le deuxième membre. La, 1gure 26 niontre que l‘égalité (B)
--_

   a une seule racine. /
Fig. 26.
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1 ’ ,’ _..... /----…--_ 0,33
\(

[Il …
, 1\0 Î

Le calcul par approximationssuccessives conduit à ou: 40°20', d’où k. _= 1,83.

La largeur minima relative du canal est alors de (2k1+ 1) :»4,66.

A ù7. La même méthode serait applicable au cas du canal curviligne, mais on prendrait ‘

la troisième valeur de [N].
'

v
' I ‘

A 118. La méthode ne peut être appliquée pour qâ
ÊÎÇ/Ë

qui intervient dans 1), > o.

l
Annexe 5. — ÉQUIVALENCEDES commons : (] ->o, !a1 ar b —> œ

ET mas CONDITIONS g ——> 1 ET a —»— 1, b ——,»1 ou us DEUX-

A 50. Il semble utile de montrer l’équivalence de ces conditions (cf. M«21).

Ona
+1 dt .

(…:: ;

.[1 WI—t2)(t—a)(b—tl
b

æ_/
dt _/“‘ dt

v

"
1

\/(t"—l)(t—a}(b—t) ,” \/(t2ft)(t—Lt)(b—t)
radicaux pris avec leurs valeurs arithmétiques.
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0113
Œ3

ou _—
_11__'=e ”°*=e—T? avec :_l > 0.q (»' l\ .

. A. 51. La condition q_—> 0 est équivalente à p —>+ oo.
_ Si 17 et a sont bornés #i 1, p est borné.

A52. Si“ 6 est borné et a ——> oo :

(Q:; 1 ...-—__. ,
“

œ=:îi
:\/(z=—x)(b—t)(I—î)

(I—t‘-’))(b—t)(I———)

dt
—.

, œ_;f '/Îî>“<5“ï;
?.

' _iÎ1 +1

_ [ …———l_———Ëî@_ü
qui reste borné.

De même, si a est borné et si !) —> oo.

       

A 53. Il est donc nécessaire que a et b —> oo pour que q —> o.

AäÆ. Béciproquement : si a et ‘b—> 90, alors q —> 0.
On a

003
* "

7“‘“““—+b[ w<——><—g>
—__*___._

' t
‘

“*“b[W—w<——â><—â>
dt

, <—-:;><—g>_
{.[Vw-<<—â><<—%>

qui est borné; mais le numé1aleur & son terme qui tend

    
et     
Le dénominateur —>  

_1 \/1-—t
) de sorte que si 6 —> oo, l’intégrale —> oo comme logt. -VCPS  dt

\/t2 — 1

A 55.11 y a donc bien équivalence entre la condition q—>o et la double condition [a'

et b —> oo.
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A56. Si a—>— ! (ou b—>+I), on‘a
+1 ___—dt ——>œ

_-1 Mr—t><b—t>]<x+t>
w1= (l)3l IJ * dt ,

—

—.— =f __ reste borne, donc p—>o et-q—>1. '

‘
1 [V<t— r><b—t>]<x+t>

A57.Sia—>—1etb—>+x,œ.—>œf

<æ_ ” 'dt -

‘

if[V(t*—r><t—a><b—t> ,
'

,

s’écriten posantt=1+e, b=1+5,a=-1+q
  

€‘gs_
53

‘" -

i _[Ve(fi—e)\/(z+s)(2+e—a)
et posant e = 59  «ga—f

“"’
'

—>f‘___d°_zi_
0

V0(1—6)V(2+56)(2+{50—a)
°»

12\/6(1—0)_2Î :=

doncp—>oetq—>1.
. .

.
.' lA 58. Recxproquement si q ——>1, a —>—— 1 Ou b —> +4 ou lesdeux. ‘

Sinon—, ni a, ni [) ne peuvent devenir infinis, car q tendrait ——> 0; ni rester finis, c_ar w.‘
Ct)3 . . .et ? serment finis et non nuls, donc p ne sera1t pas nul.l . _

A 59. Il ya donc bien équivalence entre la condition q ——>1 et l’une des troie cbnditioù_ä
a—>—10ub-—>+iou les deux. 0. Q. F. D.

' /


