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) ou
«lxmltes pour chacune des expressions

SUR LA CONTINUITE DES DERIVEES DU POTENTIEL. 163

Sur la continuité des dérivées du potentiel;

Par Juiex KRAVTCHENKO.

(Suite et fin.)

- CHAPITRE VL.

' De la continuité des dérivées premiéres du potentiel de simple couché;

-

A2. Aprés ces préliminaires, nous sommes en mesure d’aborder 1'étude des
généralisations des théorémes proprement dits de Liapounoff. Nous commen-

" cerons par la discussion de D'existence et de la continuité des dérivées du
‘potentiel de simple couche U(M’) défini par (44) sur une surface de Liapounoff S.

Voici le plan de notre exposé. Nous établirons tout d’ ‘abord Pexistence des
JuU dU

0z’ 9y’’ 05"
tend vers un pomt ordinaire M(x, y, 3) de S en restant soit dans D soit &
P’extérieur de D; nous construlrons ensuite pour chacune de ces limites un
module de cLontinuité valable sur toute portion réguli¢re S; de la surface S;
nous achéverons en précisant les discontinuités que subissent les dérivées
premiéres de U en traversant la multiplicité-support S des masses attirantes.
Toutes nos conclusions reposent sur 'hypothése que la densité p(P) vérific

v

lorsque le point M'(2', ¥/, )

~une condition (/). '

Clest ici le lieu de lappclcr une fois encore les réserves Tfaites au cours du

paragraphe 9 bis; contrairement 4 cc qui s’est passé jusqu'ici, nous n’explici-

terons pas; au cours de ce chapitre, les constantes multiplicatives qui figurcront

dans ’expression du module de continuité ¢ ct nous écrirons o(MM') pour
constante >< ¢(MM’). Mais les démonstrations sont conduites de maniére a
permettre au lecteur de retrouver dellement dans les (npphcduons, les valeurs
des paramétres en cause. Et nous n’avons fdlt cette omission que pour slmphﬁer
les’ resultats auxquels nous allons aboutir.

: 42 bis. — Soit M un point ordinaire d’unc surface de Liapounoff généraliséc S.
Rapportons S au systéme d’axes Matys déja considéré au paragraphe 22

. . ‘, . ey N )
(l’axe Mz sera orienté suivant la normale extéricure N & S en M). Au:

paragraphe 36 nous avons montr
8
/\

Journ. de Math., tome XXIIL. ~ F43. 3}Q9 f' <\ N 22

. JU . . .
xpression | ——) » calculée a partir
)’ (),4 b
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b

de(44), tc,ndalt vers une llmlte bien determmee, notée (d lji(M)»)i [oﬁ (d gzM)> e],

lorsque le-point M’ tend vers M en suivant la normale intérieure (ou extérieurey

en M-gl S; mous avons appris a calculer.ces expressmns a I'aide de (%) .
Il nous reste donc & établir I'existence des dériyées 2z %Y 5y qui, étant donné"

le choix particulier du systéme de référence, ne sont autres que les dérivées
tangentielles du poténtiel de simple couche U(M) au point M de S.

Soient alors M’ le pomt de coordonnées x'=r (r > o, pour fixer les 1dees),”
Y'=o0, s'=o0, voisin de l'origine des coordonnées M; d(M) la portion de
X(M) correspondant a M deﬁmc aux paragraphes 18 et 26 [cf. (13)] La

demvee <32> exxslera si nous prouvons Pexistence de [ef. (44)] -
(77)" lﬁﬁgi[U(Nl’) U(M) l}mﬂp(l’ (M’P — MP)da
—1 > . do
iz (e )
P)— u(M l(
+ Mtu( )— (M) )
+ (M) o (MP MP) i

Lorsque M’ est sufﬁsammentv rapproché de M, par exemple, si MM/ = r<% :
le premier terme du second membre posséde certainement une hmlte en effet

apres (13), le, domame S —d(M) est extérieur & la sphére L(M R) alors ‘
que — R> >1, en sorte que les dérlvees de la fonction M p sont bornéesf'

dans L<M, Z)’ et nous avons

(78) lim }/ ()2 ——_;)da—jf (P) ds, -
7 A r=0. S—d(hl), ( Mp S—-d(M)P. . oz o
puisque ; o :
- 1 - 1
: [ 2Ge) | _2le)
,T:,I ('WP—’—W. - Jdr |w Oz .

Le résultat: ci-dessus nous incite 4 penser que les limites des intégr’alés
restantes du second membre de (77) seront données par les expressions
suivantes !

1 . . -, _ '.‘,
ﬂ [P(P)—H(M)d(m)d Lt E(M) -d(MIP)da. ./

g e . .
d(M) ] d.’B dM) dx / .
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Tout revient, dés lors, a léglumer I'existence des expressions ci-dessus &t
a justifier les relations limites

f’f?'é)g"f;‘}.ﬂd(,,,l*“f’)"*‘(Mﬂi(ﬁs ) 4= m‘ﬂ[ '(Q“ip')][u(P)—p(M)]da_,
- o(sie)

o : 1 —— ’ .
(8o) lim ﬂ ( )d = 2 do.
(¢ 2oLy \WP T WP A "

En vue de cette discussion, le passage en coordonnées cylindriques est tout
indiqué; les coordonnées nouvelles du point courant P(§, v, {) étant {, ¢, ¢,

—<-— et eu.

d /1 - g pcosq;
nous avons, em observant que ( ) ) MPS 5

MP MP: T MP 'MP
gard s (13), (o) et (4n) -

(80) E(;[“(P) H(M>10<M—P>'d° “f dvfr f(M”d

.! . . - »
P
. f(sinw) SR
. é““[ —plaesice( i)

Cela etabht la convergence de llntegrale du premler membre. L'étude de
l’mtégrale

. . ' o v d( i ) :
' v o : MP - z
(80’) : 1 :f J do—= > do
Lo do) df'” o MP?

-,|m

- .‘.l

est.un peu plus délicate. Comme

do’ pdpd

“Cos(N, N) cos(N,Mz) '

elle s'écrit
AT . N ¢* dp
.\ P ' -1 f cosp d’"Pf cos(N’/, Mz)MP?’

Ccunme cos(N/, Mz)#x dans le voisinage de M, on nc peut prouver la
convergence du. second membre, en remplagant, comme ci-dessus, chaque
terme de 1'élément différentiel par son module; car alors, nous abeutirons

iI\

. ] . s 13 do - ) .
" a une majorante de l&formef : ~Pf, non bornée. L'intégrale (80’) n’est donc
0 ’ ]

- pas absolument convergente. Pour tourner cette difficulté nous utiliserons la
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présence du facteur cos¢ et nous écrirons I

I l . .dp v . -
(81) I_f cosq;dq.lfo [ )z cos(N MZ) 1]—9— -

(p*+¢
puisque : :
-l-f cosy dy = o. :
P 0 ) o *
Nous obtenons ainsi une intégrale dont 1'é lément différentiel comporte un

facteur (le crochet) tendant vers zéro avec p. Précisons ce pomt Son p la
projection de P sur Mzy; nous avons : o »

[RESEFEE!

|\/9 s

Or l’megahte (16) est valable dans le domame d(M) (cf § 22), 1l v1em.
donc, en remplaqant [{]| par sa maJorante .

e )

puisque MP Som Comme sur d(M), szw <- 3‘:’11:2 3—; R<R (car sino> 2
il en résulte [cf (8)] '

PN

d’ou ’

En ¢combinant les derniéres inégalit.és, on trouve

— L Mp p
MP’ MP le_‘“‘l <sin=m>"

3
p
7 — 1

(i +2)°

(82).

D’un autre céié, les points M et P appartenant a d(M); les calculé du
paragraphe 24 s’appliquent; S étant une surface de Liapounoff, nous avons
[ef- (8) et (18)] "

(N, Mz)

sin?

cos(N', M3) |.

1 (N N2 169 : '
. ;mé—s[ﬂl‘“’””m"”f(smﬂ )

1
cos(N’;, Mxs)

(83)

_1|:2

UN

Utiligons alors I'identité

(ef—1)=(a—1)(B—1)+(xa—1)+(B—=1) _
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On ¢h déduit ‘
laf —1|Sla—1]x|B—1|+|a—1]+|B—1]

Si l’o‘n‘pose donc
' ' . - a= L, = e,
T +<z)* cos(N’, N)

cela donne [ef. (82") et (83), ainsi que (8)]

(831') P’ 3 l/ —1 .
(Pz+tz)'f cos(N', N) .
® Mp 1 Mp\? 1 .
<I(MP) 'IIX cos(N’,N)_I +|(W_>_I|+ cos(N', N) !

§15[f(sinp m>]2+ Isf(5i1192“>+f(55'?2‘°>
<4 f(smx ) T

L mégahté precedente montre que [c f. (81)]

. e . o f( 0 ) . . .
" " sin?w o Jp) .. o (10
(83) |11 <8om / .——P—@%SOﬂf' .—p—dp_ngg ER ,

puisque sm’m>~ Cela prouve que Dintégrale (80') est bien convergente, en

sorte que, pour r=o, les seconds membres de (79) et de (80) ont bién un
sens. La vérification des rclations (79) et (80) devient dés lors immédiate.
Partageons le domaine d(M) en deux domaines partiels a’(M)—d(M 2r)
et d(M, 2r), d(M, 2r) désignant la poruon de d(M) dont les pomts se
prOJettent sur le plan Mzy & I'intéricur du cylindre

x2+y’§[;r‘-’, ar %R

II/\

Or, les contributions A toutes les intégrales (qu1 ﬁgurent dans les formnules
en cause) du domaine d’intégration d(M, 2r) tendent vers zéro avec r, puisque
cés intégrales sont convergentes, d’aprés ce qui précéde. D’un autre coté, on
peut écrire pour chaque point P situé dans d(M) — d(M, 2r)

<M’P MP) [< ] =E’DZ]§‘;‘,. |

-

M, étant un point du segment MM’ un raisonnement aussi élémentaire que
classique permet alors d’achever la demonstrallon
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Nous pouvons dés lors affirmer que le premier membre de (77) a un' sens et
que la valeur du second membre est donnée par (78), (79) et (80) Aussi :

Lorsque la densité u.(M) des masses attirantes, répandues sur une surface S de
Liapounoff vérifie une condition ( f) [cf. (41)], le potentiel de simple couche cor-
respondant (44) posséde des dérivées tangentielles en chaque point ordinaire M

de S, données par la formule: .- \
(54) | d—ﬁ— f (P)d(ﬁ>d§ -
o am & ot L . . | ‘
) [ ),
+f p(P) — (“)](—M)da'—i— (M) I;'[P,d," @

d (M)

o d(M) désigne le vomnage de M sur S défini au paragrapke 18 et ot Mt est
une direction quelconque, issue de M et située dans le plan tangent enMa S.

" D’aprés les calculs' précédents, la dérivée tangenuelle ne, subit aucune
discontinuité au point M; cela veut dire que le quotient - ~[U(8)— U(o)] a une
limite indépendante du signe de ¢, pour £=10. On se rappel]era que les dérlvées
normales ne possédent pas cette propriété; nous preclserons un peu plus loin.

Remarque. — De ge que l'intégrale (80’) :

I= £ de .
(M)MP v .

a un sens, on conclut que l'intégrale ~ . -

. f ups do
[ou y(M) désigne un voisinage quelconque de M sur. S, mais dont la fronhere
ne contienne pas M| est également convergente. En effet soit v, (M)la portion

de y(M) intérieare 3 d(M), y,(M) la portion restante de y(M} celle-cl
pouvant, éventuellement, étre vide. Nous avons

5 do f — f + f .
. 3 f
‘/7‘(51) MP AN Jap—y ) Vy.m

L’intégrale du premier membre aura un sens si les deuxiéme et troisiéme inté-
g p ,
grales du second membre ont un sens. Or, ﬁ -est borné dans le domaine

d(M) — y(M), puisque par hypothése M est étranger & ce domaine, et il en est
de méme a_fortiori de y,(M); il Suit de la que 1’élément différentiel des inté-
grales considérées est borné sur leur domame' d'intégration respectif, ee qm
justifie notre assertion. '

¢
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Il faut insister sur I'utilité de la remarque qui précéde; celle-ci serau banale
et, partant, sans intérét si I'intégrale [c/. (80")] '

| >
| ;] d .
g
(M) MP3
avait été convergente; ‘or, nous-avons constaté qu'il n’en était pas ainsi et que

la convergence de (80') était due a une sorte de symetrle axiale.

A43. Il nous est facile maintenant de prouver l'existence de la-dérivée du
potentiel dé simple couche U(M) dans une direction quelconque. Pour éviter
toute confusion, appelons MzsN le triédre trirectangle, désigné par Mz yz au
cours du précédent paragraphe; Mz et Ms sont donc deux axes orthogonaux
situés dans le plan tangent en M 4 S, alors que I’axe MN scra orienté suivant
la normale extérieure & S. Comme les dérivées de U(M) existent en un point
ordinaire M de S suivant les trois difections, Mz, Ms et M\, non situées dans un
méme plan, la fonction U(M) est dérivable, d’aprés un résultat classique, dans
toutes les directions. Si, d’ailleurs, Ozyz est le systéme de référence fixe,
nous avons '

(85) Ju du

R —at—cos(t, ) + Y co§(s, x) + Q[-Jcos(N, x)

ds on

)]
et deux expressions analogues pour -d—b}; et 9’___ 11y alicudenoter quc U - n’apas

la méme valeur de deux cétés de la surface S, par suite, la méme c1rconstance
dU dU d U '
oz’ av

Si M est un-point intérieur 2 D, voisin de M et situé sur la paralléle Mz a Oz,
rous poserons ) .

se présente pour les dérivées —~ ~ dites dérivées obliques du potentiel U.

oG ’1 [U(M) — U(M))
d.'l), “l;nu MM’ ,,

et nous noterons - la limite du second membre el M atteint M par Pextérieur

dz.
deD. Comme les dérivées tangentielles (2—? et (;U ne subissént aucune disconti-

nuité en traversant M, les formules(63') et (85) donnent

g:z == -d—[tjcos(t x) + dd—Uws(s x) +[(%%) “+ T p(M)]gos(N, x),
(85) - - , ‘
‘ gU dd[tJ cos(t x) + %gvos(s x)+[< ) —am ]LOS(N x),

formules ou %— désxgne la dérivée normale du potentlel de 51mple couche,
donnée par (46). Il en résulte, en partlcuher

aC /18]
gz d—ﬁb——ﬁny.(M)cos (N, x),
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relation qui met en évidence la discontinuité de la dérivée obhque de U(M) au
point Mde S. - . i St

44. Nous nous proposoné maintenant de construire un module de continuité

_pour chacune des dérivées obliques, donnée par la formule (85') sur une poruon
réguliére S; d'unc surface de Liapounoff. :

Remarquons & cet effet que les seconds membres de (85 ) se présentent sous.
forme de sommes des produits de deux fonctions. Si donc chaque terme de la '
somme est une fonction continue, il en sera de méme de ces somimes; par
ailleurs, on sait que le produit des deux fonctions, vérifiant une condition ( f),
vérifie encore la. méme condition (voir 1’énoncé plus précis au paragraphe
suivant). Tout revient donc 4 construire un module de continuité commun a

des fonctiohs de M telles que cos(z, ), cos(s Z), cos(N, w) et aux fonctlons

.
dU ‘gj (51£> » lorsque le point M décrit une portion regullere S:de S. En ce

qu1 concernc la continuité des cosinus directeurs, il suffira, pour I’établir, de.
faire appel aux propriétés de définition des surfaces de Liapounoff. Considérons
un point ordinaire M, de S; (don¢ intérieur & cette portion de S; ), voisin de M;’

N la pormale extérieure en M; a S, qui se réduit par contmmte a N lorsqueM
vient en M. Nous avons

Jcos(N, &) — cos(Ny, ) || (N, Np) [S(MM,).

Cela ,élam‘, si M, est un pointde S; suffisamment rapproché de M pour appér- A
tenir & d(M) [¢f. le paragraphe 18], ce voisinage de M peut étre (d’aprés les -
résultats du Chapitre I'), représenté par.une équation de la forme(nous utili-
scrons pendant un instant le triédre Mz y z au Licu MzsN)

s = (I)(/L‘J .7)

1

par rapport a tout systéme d’axes MzsN. On peut Jomdre M et M, par une
infinité d’arcs de courbes, mler]eures a a'(M) et d’équations

)':_}'(‘T)? =0z, y(x)], — zR<xg

ou y(x) désigne, pour fixer les idées, une fonction analytique et regullére de
son argument, et qui soient tangentes al’axe M¢ (ou M=) au point M. Comme
® est dérivable en z et en y, les _parameétres dlrecteurs de la tangente de I'arc
en cause s’écriront '

 cdy. 0b 00 dy
Y dz’ oz " dy dz’
les deux derniers se réduisant & zéro pour @ = o. Comme y(x) est analytique, '

. . - TN .
Y' () vérifie, sur tout I’arc MM, , une condition de Lipschitz (dont la constante
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multlpllcatlve peut étre supposée umformement bornée), donc une condition

a0

- (f);il en est de méme, d’aprés les inégalités (12), de —et Pt PR ® . Cela montre

_que les demi-tangentes Mzet M, ¢, & MM vérifient l’megahte *

- - (Mg, M,t,)<f(MM1)),

en sorte.qu’en revenant au triédre fixe Oxys -
|cos(M¢, O) — cos(Myts, O) |<| (Me, Mty) | < f(MMy). |

Le résultat précédent montre que sur unc surface de Liapounoff on peut
toujours joindre deux points suffisamment voisins par un arc de courbe lelong
duquel [a tangente se déplace en satisfaisant toujours a une condition ( f).
Bien entendu, le point M, pourra atteindre M en suivant un chemin quelconque,
voire non régulier au sens qui vient d’étre défini; 1’1mportant pour la démons-
tration est que chagiie point M, de ce chemin puisse étre relié a M par un‘arc
de courbe régulier. Nous prendrons une demi-tangente au point M pour axe Mz
.du tri¢dre MzsN correspondant qui sera alors complétement déterminé. Et

- puisque deux des cosinus directeurs (par rapport a uh systéme fixe O xyz) véri-
fient unecondition ( /), il en sera de méme du troisiéme. Sur une portion S;de S,
on ‘peut donc tougours attacher a chaque point un triédre MesN dont les
arétes varient de maniére 4 vérifier une condition (f).

AB. " Ainsi, pour construire un module de ‘continuité pour les seconds
. ' . . , e, : . JouU
‘membres de (85"), il suffira de le construire pour les dérivées tangentielles —-

AR
ety . »
potentiel de simple couche vérific une condition (¢)sur S;, plus exactement que

, : : (e .dU
au paragraphe 38 nous avons vu, en effet, que la dérivée normale — du
N ’ ’ d’l

g—g posséde le module de continuité (56), compliqué par la présence d’un
terme logarithmique.

. . dU au ' .
Signalons, toutefois, que ;- et 5 se permutent entre elles lorsque le point M

traverse la courbe deé contact de S avec le cylindre circonscrit 4 S; et dont les
génératnices sont paralléles & Ox (4 l'exception des points de contact
inflexionnels): Dais ce cas, en effet, la direction M, équipollente & Oz, cesse
de penetrer dans D pour pénétrer dans le domaine extéricur 4 D ou vice versa,

en sorte qu il y-a lieu de permuter Z—Q et Zn dans les seconds membres de (85").

1)
II'n’en reste pas moins exact que 5 varle contintiment en. traversant la courbe

de I'espéce indiquée; seulement, la continuité est assurée ici par le' fait que

*cos (N, z) reste contmu et sannu]e sur la ligne' cn cause, en sorte que

JU
5, €0s(N, ) | est trés petlt dans le voisinage de celle-ci. Dans la suite, nous

\' Jowrn. de Math., tome XXIIL. — Fasc. 3, 10f. - 23
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1e nous placerons pas dans ce cas singulier. Ces remarques faltes, revenonsla
[uestion. :

Soient M et M, deux points voisins ordinaires de S;. Nous rapporterons
’espace au triédre trirectangle MisN, qu'ici on peut, sans iriconvénient,,
lésigner par My z. Joignons M et M, par un are satisfaisant aux. conditions

TN
le régularité imposées au precedent paragraphe d’aprés cela MM, possédera
:n chacun de ses points une tangcnte .confondue en M avec Mz, et qui vérifie

a condition ( f) tout lc long de MM Soient M, ¢, 5, N, Ie trledre attaché A M,

cf.le paragraphc 44); x,, ¥, 3. les coordonnées de M,, &, v, { celles du pomt
sourant P sur S, par rapport & Mayz, d(M,) la portion de Z(M ) déﬁme aw
raragraphe 18. Nous avons, d’aprés (84), '

> .‘,‘

oU ' g Tt
(dw) ﬂd(m)P(P)MP’ ,uwi)“l ®) H(M)]'Wdcﬂ—'p('M)ﬂ‘ W'do’

d(M)
at o ) - . ‘ vl;—.
(32) = gtU cos ¢y, x) + %—gcos(s,, z)+ gij-cos(.Ni, z). . A

Les calculs dées paragraphes 34 et 42 prouvent d’abord que les quanutés I % l

’t I I I sont bornées a l'intéricur de Si; il serait facile d’expliciter leur borne-

sommune A ; mais, pour abréger l’exposmon nous ne le ferons pas et nous’
10us contenterons d’afﬁrmer existence de A. D’un autre coté, envnsageons le

riédre d’aréted paralléles a X (ou Me), N et Mz; nous avons
| (Ny, Mz) || (M, M2)| +.§(1 5N =1 5 + (N, N1)|§; +F(MM,).

Si donc nous posons
' (N, )= g -+ a, o
1 vient -
| 2| <f(MM,) -

3t . : :
[ cos (Ny, .T)l:|sina|<|al<f(MM1 .

D’une maniére toute semblable, Ia considération du triédre d’arétes paralléles
wux directions Mz, ¢, et s,, permettrait [eu égard au fait que |(t. , )| <f(MM )]
d’écrire

3

I cos(sy, )| Sf(MM,),

2n sorte qu’en réunissant tous les résultats acquis, on aurait

<2 A f(MM,).

) U
?)'—i:cos(s“ z) + d—mcos(Ni, x)




SUR LA CONTINUITI" DES DERIVEES DU POTENTIEL. 173

Il suit de 13 que pour Justlﬁcr la contmulte de ? I sur S;, 1l suffit d’etabhr
une mégahté de la forme

.

(86) ' 4' - S—Ucos(l,,.r)LﬂJ- <¢(8MM1),

(p(MM ) étant le- module de contmmté associé a f Mais- cos(t,, :z:) est une

fonction continue de M, sur I'arc MM4 , s redulsant a 'unité pour M, > M, de
telle sorte que [cf (8) lorsque MM, < R]. )

(tn'x)

S

O D [f(MMi Iz f(MMl

1 I
|1—-cos(t.,‘ar)|=25m2 ; ;
D aprés le lemme sur le mode de cammuné du prodult de deux fonctlons

continues ('), negahte (86) revient dés lors 4 l’megahte

@ .’ “ (D), ~(%¥) RIS

!6 Reprenons la formule (84) en exphcltant les éléments différentiels de
’son second membre. Il vient, en dérivant U(M) dans la direction Ma:,

[y

' U
(88) ( ) —ﬂ d(u)H(P)MEP" dc+ d(M)[P.(P)_.P'(M)]MP" do+ (M) "ME_P:‘I“

d(u)

R . . U : . .: 2
L’expressxonzde (%) est tout analogue; mais dans la formule precedente
. 1

M,

vxl y aurait lieu de remplacer d(M) par d(M,) et 18 composante £ de MP

suivant Ma par la composante de M P suivant M.z, Comme d’aprés le théoréme
des pro]ecuons cette composante vaut = - ' .

M.Pcbs(M,P M,t.)-_(r—a'i)cos(t, t)+(tn—V.)cos(t,,y)+(§—z,)cos(t1,z),

en sorte que B , C

g

+ [V‘(P)""f"(Mi)J M, P2 do“*‘f"’(M) / Mtl):x }

dMy) 2(My)
Feos(fy F){- i PSS ¢

—.}-cqé(tl', C3 ) DI e e 5

ol les accolades non explicitées s’obtiennem en remplacant dans la premiére

(1) Ce resglta-t s’énonce-comme il suit. Si a(z) et b(x) possedent dans un certain inter-
valle des modules de continuité sespectifs f(z) et o(c) [tels que f(g)<9(e)], le produit
a(z) b(x) possédera sur le méme intervalle le module de continuité o(c) (¢f. [B]. p. 69).
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accolade (§ — z,) par (v —y;) et ({ — 3,) respectivement. Des raisonnements
analogues & ceux du précédent paragraphe montrent que '

|cos(z,,y>|<f<MMi), | cos (£, 5) |SF(MM,).

Comme, par ailleurs, chacune des accolades du second membre est bornée en
module, par une constante convonable A, en v.ertu‘ des -calculs’ du para-
graphe 42 ('), il en résulte - o

sove Y

lcos(ty, y) |-} + cos(ty, :)-‘ c<‘2Af(MM )

Si I'on tient alors compte de I'i

2)|<3 f(MM ), étabhe

au cours du precedent paragraphe on aura

I 0(1 )M, | ﬂ_dmny(P) M, P‘

-+ [1(P) — p(M1)] § P +M(M1)ﬂ‘ M Sps do

d(‘h)

+3Aj(MM,);.'

.De l’ensemble des résultats qui precedent il résulte que si 'on’ néghge des
termes additionnels de la forme const. /(MM, )<const o(8MM,), l’lnégahté (87)
revient a [ef. (88)] .

(89) Hﬂ —d (My) (P) M, P‘ _ﬂ d(M) (P)“]“' % : | : ‘l
P)— (M, —. -
+{j/:m‘)[s<'> i )J do ﬂ“MP) PL(M)]MP*da
+29(M1> ,%—,‘;‘%dv—MM) s

dMy) 1 &l (M)

< p(BMM,),

.

en négligeant éventuellement urre constante multiplicative au second membre.

(') Voici comment on peut établir ce point en toute rigueur. Soient &5, 0, C; les"cdor;
données de P par rapport au triédre M, ¢, 5, N, que pour plus de commodité nous désigne-
rops par M,z ¥y 5,; @, B, ¥ les cosinus directeursede 'axe Mz par rapf)ort a ce systéme de
référence. Comme la quantité (;— z,), considérée dans le texte, n’étant autre que la

e . .
composante de M,P suivant 'axe Mz, elle sera égale & aZ, 4+ Bns+ %, 1l suit de la que
les intégrales telles que

[[‘(“) N] P: ‘ . o .

se présenteront sous forme de sommes d’intégrales telles que

qui, d’aprés les résultats du paragraphe 42 bis, ont toutes un sens. .
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47. La majoration de chacune des accolades qui figurent au premier
‘membre de: (89) présenté une difficulté : les intégrales qui y figurent sont
étendues a des domaines différents. Nous allons montrer tout d’abord qu'en
rnéglig'eant au besoin, un terme additif -majoré en valeur absolue par une
expressmn de la forme cons. f(MM,)< o(MM,)4 on peut assigner aux intégrales
en cause un méme domaine, soit d(M). Reprenons, a cet effet, les domaines
d(M) et d(M,); nous appellerons H la portion du domaine d(M) qui n’appar-
tient pas & d(M,)-et H, la portion du domaine d(M,) qui n’appartient pas
a d(M) Pour toute intégrale double nous avons

[
o (My) o (M)

Sl donc I'élément différentiel de I'intégrale considérée est majoré en valeur
absolue, par une constante A sur chacun des domaines H et H,, on aura

ﬂ(“d “j/d(m

en appélant q(H.) et o(H) les surfages des portions H, et H de S. Tout revient
dés lors & établir I'existence de la borne A ct & justifier les inégalités telles que,

(g0) . Co(H)SAMM,), o (H)Sf(MM,).

A[o(H,) +o(H)],

.

Or, soient P un point de S, p sa: projection’ orthogonale sur le plan Mzy
tangent en M 4 S, p, sa projection sur le'plan M, ¢,s,, tangent en M, a S, p’ la
projection de p, sur Mzy, Q la projection de P sur la droite d’intersection des
plans Mzy et M¢, s, 1l est évident que les points P, Q, p et p, sont situés dans
un méme plan et que le cercle de diamétre PQ passe par p et p,. Il suit de la

AN A~
ppi=PQ SmPPIHS PQ l7ep .

v Mals ’angle algu |pPp, | nest autre que Pangle’| (N, N,)| formé par les nor-
males en M et M, a4 S, done

PPSPPSPQS(MM,),
ce qhi’ suffit pour ‘montrer que ordre infinitésimal de pp’ ' est celui de JS(MM )
.au plus, toutes les f01s, dua moins, , que la distance PQ est bornée (*). S'il n’en
est pas ainsi, I’angle aigu . ‘ ‘

..' a= QPp

du triangle rectangle Q P p est voisin de T ~» puisque les longucurs Pp sont bornées

L
cosa

supeneurement par le diamétre L de la surface S, et que, par suite, PQ<

(*) La surface S étant I enveloppe de ses plans tanoents, on peut toujours supposer assez
petite la distance MM, de maniére que I'hypothése du texte soit remplie.



176 ' JULIEN KRAVTCHENKO.

Pour fixer les idées, admettons que PQ>3L; i’ v1enl;, en supposant que

o

’

w3
WA
A

vIiR

3L¢s> L

. Qp=PQsina23L ~m§

Ceci posé, soitIla prolectlon orthogonale de M sur la droite d'intersection des
plans tangents en M et en M, a S; d’aprés ée qui précéde, Q- sera aussi la pro-.
jection de p sur cette droite. Comme Mp, projection de la distance de deux
points M et P de S sur My, est inférieure a L, I'inégalité précédent\e montre que

Q—'P-s ML

Appelons alors I, la projection de M sur le plan tangent M, t.s. en M '
aS;ona,

. pr,:MII,:ﬁ, -
les deux premlers angles — s'ils sont algus — étant égaux comme rectlhg‘nes‘

d’un méme diédre; sinon, prl et MII sont supplémentaires. Lo
Il en résulte, compte tenu de l'inégalité ci-dessus et du fait que MM, >ML,
les inégalités ci-dessous, valables dans tous les cas,

Mll< MM, _ 2 MM, _ 4 MM, ,MM,

(91) ’ Sillxs‘-——- Ml = QP Si-na PQ :v@ PQ = PQ '

Ces résultats acquis, une simple inspection du quadrilatére P Qpp,, inscrit
dans le cercle de diamétre PQ, montre que, « et 3 étant aigus,

Qp=PQsina; . Qpi=PQsin(a = B).

»

Il suit de la, en supposant MM, assez petit pour que < «, o
pp'=PQ|sinz —sin(z — ) cos3 ;| =PQsinfSsinasinf8 — cosacos§ |<PQ sinﬁ",A .

donc [cj (91)]

- pp'$3MM,<3/(MM,). . .

L’extension au cas ol 3 serait obtus est immédiate.

_Nous pouvons donc conclare : si p est la projection d’un point P de S surle .
plan Mzy, p' la projection sur Mxy de la pr0Jcc,tlon pide P sur le plan M,I.s.,
on a, dans tous les cas,

92) ‘ pp'$3 (MM, )
Considérons alors le cercle C(V[ R,) centré sur Mi, situé dans le plan

M,t,s,etderayon R, égala — R d’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 18,

le voisinage d(M,) de M, sur _S se projette sur M, ¢,s, & I'intérieur de ce cercle.
C(M,, R,) se projette, & son tour, de My suivant une ellipse E. Décrivons
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autour de chaque point de cette cllipse un cercle de rayon 3 f(MM,) et appelons
T le domaine formé de points intéricurs 4 'ensemble de ces cercles ct & la pro-
jection de C(M,, R,) sur Mzy. L’inégalité (92) montre alors que d(M,) se
projette sur My a I'intérieur de I'; par suite, le domaine H, de S, introduit
au début de ce paragraphe, se projette tout catier sur Mzy & l’mterleur‘ du
'domaine de ce plan, limité par la frontiére de I' et le cercle d’équation

oty S%Rﬂ,  n=o,
projection de d(M) sur Mzy. Or, d’aprés sa copstruction méme, I' est inté-
rieur au cercle du plan Mz y centré sur‘la projection m, de M, sur Mxy et

dont le rayon serait egal au grdnd axe R de Pellipse E, augmenté de /( MM,);

et comme Mm,<MM,, ce cercle est, 4 son tour, contenu dans un cercle de
centre M et de rayon .

MM,+ —R+3f(MM )<»4B+4f(’VIMi

D’ apres cela, le domaine H, se projette sur Mzy a'l'intérieur de la couronne
circulaire de ce plan d’équauon
_532<x2+y2<' 3 Ry sy |
169 = =L13 !
Tlen resulte, eu égard 4 (19), que laire G(H,) de H; est mfeneure au double
de la surface de la couronne ci-dessus

U(M,)gsfc[imzf<N1Ml>“]f<MM,>,

I 3

inégalité qui est bien équivalente & (9o) si 'on remarque que f(MM;)<f(L)
et si 'on néglige le facteur borné 8= [;g R+ f( L)] I est clair que 'on justi-

fierait la deuxime inégalité (go) en intervertissant, dans les raisonnements qui
précédent, le role des plans Mis et M, ¢,s,.

Pour achever de légitimer le lemme énoncé au début de ce pdragraphe il
nous reste & établir I'existence ’'une majorante A pour la valeur absolue de
I'élément différentiel de chaque intégrale de (89), la majoration en cause étant
valable sur les domaines H et H,. Admettons, A cet effet, que MM, vérifie
I mégahte (27) : '

MM, <

oo} =

Alors les domaines H et H, seront situés a lcxterleur de la portion commune

aux sphéres L(M R) et L(M., R) il en resulte que les distances PM
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et PM, sont au moins égales :‘a-(% — %)R = 12774 R lorsque P balaie H ou H,,
en sorte que ’
1

0 1
R

3y 4
(9') M it

[1VAN
-
~ |_E\

PM,

Ces inégalités suffisent pour majorer en fonction de it les éléments dllferen-

tiels que nous'considérons, car la quantlte | (P)] est, par hypothese, bomee,
. et cela achéve de justifier le lemme qui faisait l’ob]et du présent paragraphe.

N

48. Posons alors (")

(o) 1 —ﬂ o )[M - Ml Jda,

:ﬂ “]’P‘(])) N P(Mi)_]%da—ﬁumlﬂ(f’) - P’(M)] Mg]):x do

—ﬂ p(P) ~ “*”(M e MP >5d"
d (M)

. - . P ) . * d
lH(M)—H(Mi)JJ/ s 49 J'iﬂ(“)[p(P)—p‘(M1)]m%,

d (M)

(96)- L= <M,>ﬂ e o — <Mjf o do.

’ D’apres le lemmc du precédent paragraphe, L, I, et I, ne différent respecti-
vement des premiére, seconde et troisiéme accolades de (89) que par un terme
additif moindre en' valeur absolue que j(MM ) D’apreés cela, il suffit, pour
]ustlﬁer (89), de montrer que

(97) . CIHSo(8MM,),  [L[<o(8MM,),  |L|<o(SMM,).

(99) 1

.

49. L’étude de l'intégrale I, définie par (94), a été faite, en principe, dans -
plusicurs paragraphes du présent travail. Servoiis-nous, par exemple, des
inégalités (93), visiblement valables pour chaque point P du domame S d(M)
pourvu que .

MM, <

00!55

On vérifie aisément que pour de tels points‘on peut écrire
0 [&i— 11 3E—a) B
dx, \ My Pd - M P M, P’ M P" = R'

J O [i—x\| _ 3(’—-L1)(71—}’1)
dn \ M7 )| = M, P M,l’

II/\

3.4
R.‘l

(1) Notons que la transformation de l'intégrale 1, [¢f. (95)] n’est légitime qu’une fois
elabhe la convergence des intégrales du second: membre. Cette vérification sera faite au

cours des calculs du paragraphe 50.
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On déduit de 13, en désignant par A le maximum de [ (P) ],

Ip.(P)[ MP, H 4|x1|+3|}1|+3|~1lj=

Si donc on appelle o la surface totale de S, il viendra [c/f. (94)]

| 11<[%§3MM,§¢(MM )y MM, g,

ce qui Justifie la premiére des inégalités (97).

80. Occupons-nous maintenant de la quantité I,, définie par (96) On a,
identiquement,

e=[P(Ma)—H(M)Iﬂ(M) Pl>da+p(M>ﬁm[ ez Mﬁ,]da,

"puisque les intégrales du second membre sont toutes convergentes. Or, d’aprés
la remarque finale du paragraphe 42 bis, l'intégrale du premier terme du
second membre en cause est bornée par une constante positive convenable K ;
on adonc-

|[p.(Mi)—y.(M)] (-_“—P—,—)da <K S(MM,)<o(MM,).

(M)

Comme | p.(P)| est borné, la derniére des inégalités (97) revient &

TE—=) € ]
7 D5 D3 do
IS5 =

81. La difficulté primordiale que souléve la discussion de I'inégalité (g8)
réside dans le fait que D'intégrale du premier membre n’est pas absolument
convergente. Nous sommes donc amenés a faire de nouveaun usage des artifices"
exposés au paragraphe 42 bis. Rappelons qu’en passant aux coordonuées

cylindriques {, ¢, { du point P, attachées au triédre Mzys (ou MtsN), nous
avons obtenu la relation

| - o qd
(99) MP‘da_j (‘ow.pdq)f [ ;COS(&,’;) _,] %

(98) <o (8MM,).

.,2

= —-—‘o.——:~co~(\,-) da,
donf (g2 ge) .

dont le dernier membre est constitué par une intégrale absolument conver-
gente. Il y a un intérét évident a effectuer une transformation toute semblable

sur 'expression
JI‘ € —r) do
L) g,
o (M) M P
ou, ce qui revient au méme, sur unc expression qui différe de la précédente par

un terme additif, moindre en valeur absolue que /(MM, ). D’aprés le théoréme
-Journ. de Math., tome XXIIIl. — Fasc. 3, 194). 24
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du paragraphe 47, on peui prendre a cet effet l'intégrale

E— »’”1) ~
4 da
ou encore en se rappelant que £,, v,, et {, sont les coordonnées du point P par
rapport au triédre M, ¢, s, N,,

L_do.
‘ d(M,) M, P
En effet, d’unc part,
ﬂ (EM ln)dc—-cos(t:, x) M&P'J do + cos (8, x) ' Cfg
ap) (M) d(mM P
—~+ cos(N,, x) MClP‘dq

et que, d’autre part, les intégrales du second membre etant bornees, on a,
comme on I'a fait remarquer plusieurs fois,

lcos(tr. @) — 1 |SF(MM,),  “|eos(s,, @) |<f(MM,), |cos(N,,w)|§f(MM.)._

Introduisons alors relativement au triégdre M, ¢, 5, N, le sYstéme de coordonnées
cylindriques {,, ¢,, ¢, ; d’aprés (99 ), nous aurons :

ﬂ‘ & do = P cos(N’, N;) 3 do
- do = — 1) | S de.
My M, ps o (M) (p? . ’ pi

P+

Enfin, cn utilisant de nouvcau le résultat du paragraphe 47, nous pouvons
afﬁrmer que le premier membre différe de f(MM,) au plus de

ﬂ [-L —cos(N’, N,)]%da.
(M) 2 243 pi
(pi+21) .

Ainsi, chacune des intégrales par lesquelleé on a remplacé les intégz;ales de (98)
est absolument convergente ('). Les calculs du paragraphe 42 bi
prouvent d’ailleurs [¢/. (80") et (83")] que I'on a [¢f. (99)]

—i—-—, —cos(N, 5) Eda
d (M, 2 MM,) (Pz+cz)7

ou d(M, 2MM, ) désigne la portion du voisinage de Z(M) de S qui se projette
sur le plan M@y & 'intérieur du cercle C(M, 2MM,) (cf. § 47)

s=o0; w2+y2::!;MM;’.

(1o0) <801t<P(2MM ),

(') On remarquera I'analogie de ce raisonnement qui suit avec celui du paragraphe 29,

par exemple, ou, pour majorer une intégrale telle queﬂ on décomposait le domaine

S N .
d’intégration en X(M)— X(M, 2MM,) et Z(M, 2MM,). Ici, nous opérons avec les
domaines d(M) et d(M, 2MM,).
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Je dis que le domaine C(M, 2MM ) est lnterleur ala sphére de Llapounoﬁ
L(M, 2y/2MM, ) si MM, est assez pem — pour fixer les idées, si MM, < —

16
En effet, dans ce dernier cas, le domaine d(M, 2MM, ) est siirement intérieur

A Z(M); d’aprés celasi P est un point de d(M, 2MM,), la droitc MP est
extérieure au édne de Ginther G(M) (¢f. § 20), en sorte que la cote{ de Pest

telle que
' ‘ IC!éptang%:v%p<pgzMM,.
I suit de 13 que pour tout point P de d(M, aMM,) nous avons

MP2<8MM‘;’,

“ce qui démontre notre proposition.

Cela étant, L(M, 2\/2MM ) est intérieur a la sphére L(M,, 4MM, )(qul

"eat une-sphére de Liapounoff puisque I;MM,gz < R); par suite le domaine

d(M, 2AMM.>) est intérieur d ce domaine X(M,, 4MM,), que L(M,, 4MM,)
-découpe sur S. Et ce dernier domaine est a son tour intérieur au voisinage
d(M,, 4MM,) de M,, qui se projette sur le plan M,#s, & l'intérieur du

-cercle C(M,,[;MM.), 4MM, <~ < R:. En définitive, le domaine d(M, 2MM,
"est mterleur adM,, AMM ). Il suit de la[ef. (80) et (83)]

3
ﬂ -‘—p'—:—tm(‘l’ Ny) C‘l do .
J d (M, 2 M) pi

(pf+¢5)?

_S_ﬂ‘ —L-—-cos(N’ Ny) ~—a’a
: o (M, 2 MM,) ’

(P +¢1)*
<
d (Mg, s MM )

[_P_"_.__ — éos(N’, Nl)] —;li do
(pi—+C1)* i

Par suite, en neghgeant un terme additif dont la valeur absolue est majorée
“par ¢(8MM, )-(*) et sous réserve MM, < ,l inégalité (98), c'est-a-dire, ls

( 100")

<8omy(SMM,).

(1) Le terme additif a écrire est égal a

3 v oz
ﬂ - ———ﬁ—:—cos(N’, N | =
of (M) — ef {M,, £ MM ) 2 23* P2

(r‘f +&; )3
On vérifie aisément que P’expression précédente difiére de ¢ (2 MM,) au plus de

1=

. _.___'O_;‘_::——-COS(N’,N) ;'"—_:;‘/la. ‘
el (M) — o (M, 2 MM 1 (?"’—FC*)T e
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derniére des inégalités (97) revient & [ef. (99) et (100')]

ﬂ Py _ ¢ E . ds
) —dpn, ) | (2 4 r2)E (p? +‘:21

: +ﬁ [cos (N, N) — cos (N, N:)]%dv
(M)—d (M,2MM,) ) P .

1 p'f
+ﬂ s — 1
d () —d (M, 2MM,) [COS(N" Ny) (p?+¢? )i‘ ] ¢

X(f;f— — é) cos(N',N,)do

(101)

gqa(SMM,);

Nous allons montrer que chaque terme du premiier membre de (101) est
majoré, en valeur absolue par un nombre de la forme (8MM, ). :

n’est autre que le cosinus'de l’ang-le b'e

P
»pi+§i

de I'angle v, de M, P avec le plan M, ¢, 5,. Nous pouvons donc écrire

32. Observons d’abord que —£
Ve

que le segment MP fait avec le plan Mzy; de méme

est le cosmus

pi P i
pI+gl P

(102) = cos®y; — cos?y

2 v2 '
__.l——COSZ(M P 1\1)— %c’: % —cos*(M, P, N,). -

D’un autre cdté, il vient ldenthuement

cos(MiP, Ni) :cos(M, P, x)cos (N, z) + cos(M,P, y)cos(Ny, y)

-+ cos(M, P, z).— 2 cos(M, P, z)sn’(N N.)
en remarquant quce
- . (Ny Ni)
cos(Ny, 5)=cos(N, N\) =1 —- 2ssz-
Comme
{— =5
cos(MyP, 5) = Mil’i

Comme MP est extérieur au cone de Ginther, on a
fi—21=] (M,P = MP) cos(M, P, &) + MP[cos (M, P, 2,) — cos(MP, =) ]|
< MM, + MP | (M, P, z,) — (MP, =) |
MM, + 2p| (MB, &) — (M, P, @) |+ 20| (M3, =) — (WP, )|
MM, + 2p/(MM,) - 2p| (M, B, MP)]|. '

[I7AN

[I7AN

lu égard a4 (83;) el au fait que est une quantité bornée sur le domaine

1
Teos (N, N)| |
d’intégration, on déduit aisément de la que les contributions des termes du dernier membre
a la majuscule de I sont inférieures a ¢ (8 MM,).
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(102) pourra s’écrire

" W ! (E—3) Lay &%
cortri— cosr =0 (g — §77p ) 2 P A
~ en posant .
= cos (M. P. 5) sins (0 M)
a =cos(M; P, z) cos (Ny, ) + cos (M, P, y)cos(N;, ) — 2cos (M, P, z)sin —
On déduit de 1a ‘
(103) | costy, — costy | <2 L4, RANRE
C0s* Y4 ST {ips M, P? M, P M,P
33} .
"'Mip"z“‘,“"‘ﬂal |+2|a|MP'

Or, comme nous I'avons déja fait remarquer plusieurs fois,

cos(Ny @) [SF(MMy); | cos(Ne, )1/ (MM,);
lsin (N—’; 1>
en Sorté qlle

(104) y . a|€3£(MM,).

$SHN, N) [S 2 f(M M)

D'un autre coté, (16) est valable pour chaque point de d(M); et comme la
droite MP est extérieure au cdne G(M) (¢f. § 20)

MP : P P <
sinw ~— sin(MP, N)sinw S sin2 ® =20
3
- ;ous avons
4 13 MP 13
(105) |sir| <5/ (Fs ) s 2 ro,
%4 13 ./ MM,
MM,|g g"(smm) s/ (2MM,).

Observons alors que le domaine d(M)—d(M, 2MM, ) est extérieur a la
sphére L(M, 2MM,); I'inégalité 5— M 53 MP [¢f. (32)] est donc valable sur ce
domaine et les inégalités précédentes donnent

Hﬁlﬁf(zp).

’VlM, MM, MM,

(106)
' < MPf(z\IM1)<a S(2MM,) <5 —— . L f(20).

=
Enfin, on peut écrire [¢f. (32) et (105)]
MM,

|M,P — MP|(M,P + MP) ceMML

2 _l_._ ]
-8 IMP2 M,p‘e|=C M, P MP? MP MP:s [f(20)]
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Cette inégalité, jointe & (104), (105) et (106), permet de déduire de (103)

™M
(107) | cos?yy — cos?y |§Iool\—0l [f(20)]24 25

V y

s M (ag) ot vol £ONM,)

. MM,
-+ 0 ——P—f(zp)f(zMM,)
+ 3o f(MM,) f(2p) + 30 MM,

[f(2aMM,) ]2
Or, cosy, et cosy étant positifs, nous avons
jcos®yy — cos?y ' == "cosyy— cosy || cos?y, + costy
—+ cosyecosy,[<leosy — cus v ! (cos v+ cos y)ig 2| cos?y, — cos?y|.
On déduit de la, cu égard & (107) et en remplagant cosy et cosy, par leurs
valeurs (102),

B i a0 R g+ 5 S () P 2N

i
2

(p?+'<‘f)?‘ (p*+5%)*

MM, 1
p f(zp)f(zMM»+6f(MM,>f<ap>+6¥szM1>]z}-

—+ 10

11 suit de lé. en utilisant les coordonnées polaireq e et ¢ dans le plan My, en’

tenant compte de (19) et cn remarquant que p <

3
2}

3 3 E
(108) b F do
lZi()l)—zl\.\l,ﬁ)m,)l:(P'f +13)? (p*+ ) p?

<8oom MM, : '{—f—(—zmdp

2
2 MM, p

..ﬁ“[f(?p)]z do

° MM,

~+ 200t MM}
5

ir

13 dp

2 MM,
3

. ’ 13
-+ 8oow MM, f(2MM,) f(P—iP)dp

2 MM,

+ 8on[ f(MM,)]?

- 240 f(MM,) f(f‘?)d
2 MM,

el dp
-

2 MM,

—+240n MM, [ f(2 MM,)]* -

D’apreés (4') et (8), nous avons en remarquant que sur d(M):2p<R
in

(o) [ LLCOE oy, [ LLCO] e k(s Ryo (4 MM, ).

9

p
° MM, ¢ 2 MM, P

Par ailleurs, dans I'intervalle d’intégration MM, <¢; il en résulte, eu égarcf a
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I'inégalité précédente,

i" 13 »
MM,] COPF oomm, [ L2 g k(s R)0(6MM,).
MM, ¢ ‘ oy, P
Par suite, le quatriéme terme du second membre de (108) vérifie a fortior: une
inégalité analogue. D’un autre coté l'intégrale de 'avant dernier terme de

(108) est visiblement bornée par :p(%g'R),en sorte que le terme en cause
est majoré par : '
| atog( 45 R)f(MMl)gce(MMugcy(z.MMnf

Le dernier terme de (102) donne :

.'i

MM;[f(zMM,)]fm de 1 f(zMM,)< (8MM1)
) 2MM, ‘
Enfin, il vient )

13

Ly

2 MM,

4 . 5 R
?Pg[f(MMi)]“"g(Eé MM1>'
Mais on avu(cf. § 35) que

, f(MMa)lou( 56 M};/l > const.

quel que soit MM, . Il en résulte que la troisiéme intégrale (108) posséde une
borne du type _
. const. f (MM,) S ¢(4MM,).

De I’ensemble des résultats qui précédent il résulte a fortiori

ﬂ‘ Py ¢ £ s
M) —aM,2umy) | ( P’

(109)

<9 (8MM,).

El
P+t ()
| 83.  Occupons-nous 4 présent du second terme de (101). Nous avons
identiquement
|cos(N’, N) —cos(N/, Ny} | =2

sin

(N, N)—(N/, N1)' |Sin(Nl’ N) + (N, Ny) .
2 2

V . . R < .
Comme les faces d’un triédre & arétes paralléles aux vecteurs N, N’ et N, véri-

fient I'inégalité .
: [N N) — (N, Np)LST(N, Np) S f(MMy),
cela donne :

'|cos(N',N)—cos(N',N,)|g§{(N, N IN, N) -+ (N, Ny) € 2 (MM,)[ £ (MP)+ £ (M, P)].
Mais pour tout point du domaine d(M)—d(M, 2MM,), nous avons, évi-

demment
’ M,P<2MP,
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de sorte que

[cos(N', N) —cos(N', Ny ) [ £f(MM,) f (2 MP) < f (MM, )./(49)
Il en résulte [cf. (101)]

(110) U [cos(N', N) — cos(N, N.)]%da
A (D —d (21N, ) p

<am f(MM, )f”f“ )dp—zrrcp( )f(MM)<q>(8MM)

B8A4. Occupons-nous de laderniéreintégralc (10o1). Rappelons la signification
des lettres p, et p qui y figurent : p est la longueur de la projection sur le
plan Mzy du segment MP, alors que ¢, est la longueur de la projection surle
plan M,z s, du segment M P. Il en résulte (cf. le début du paragraphe 52
pour la signification de cosy, et de cosY)

el

(re1) |p1—p|=.] M, P cosy, — MP cos¥ |
= | (M, P — MP) cosy,+ MP(cosy, — eosy) | < MM, - MP | cosy, — cosy [. B

Or la droite MP rencontre d(M), donc £(M) en deux points : elle est parl_'
suite extérieure au coéne de Giinther G(M) (cf. §§ 19 et 20); elle fait done

g - s T . N
avec Mz ou N, un angle supéricur 4 w = 3 Par suite, surd (M), on a
_V3
12 cosy =sin(MP, ~.)>sm 3=

les mémes inégalités valant évidemment pour cosy,. On déduit de la
(111") | cos?y; — cos?y | = | cosy, —+ cosy | | cosyy — cosy | 2| cosys— cosy |

Par conséquent, |cosy, — cosy| satisfera a fortior: & l’mégahté (107). Une
autre conséquence des inégalités précédentes est celle-ci [¢f. aussi (32)] :

1 1 2 1

o M,Pcosy, §73 M, P
Il suit de la[ef. (111)]

[L7AN

<3,  MP=—f_<qp.

A
MP=g’ p MP cosy = cow cosy =]

é ’ P M, P cosYs
p

I pi--pps+p?
2 5 = _—
(r1a) ei ¢ Pl H
1+ P._‘__. 84 8[' '.
gfpl_pl_oﬁipi__&gp_jlpi_plg_‘ [MM1+ZPICOSY1—COSYH'

Enfin, I'inégalité (83,) s’applique a condition d’y remplacer M par M, et
P par M; nous avons donc

(113) ! pi ;— 1
cos(N’, Ny) (0% + g2 )
‘1 1

<to (g ) sboster

sm’
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Nous pouvons dés lors écrire [¢f. (111), (111') et (113)] .

- —1 |z( = — = ) cos(N,N))do
»[L‘(m—d(x,_zun.»[cos(w’ N e gyt ] pr ( )

(pi+&i)

(114)

5

i Zn
13 ’
<67207r[MMf f(4o)dp+2f {cosy, — cosy | Mdp].
2 MM, MM, P

- L’'inégalité (108') montre que le premier terme du second membre est
majoré par ¢( 8MM, ). D’un autre cété, comme f(zp)gf(% R)gf(R), on a

3 : Sk
13 13 P

f | cosy, — cosy | f(ip)dng(R)[ 'COSH—PCOSY—ldP-
MM,

? Jom,

Par suite, le second terme du crochet de (114) sera majoré par le second
~membre de (108) [¢f. (107) et (111')], lui-méme majoré par ¢(4MM,)
(cf. § 82). 1l en résulte que le dernier terme de (101) est borné, en valeur
absolue par un nombre de la forme ¢( 8MM, ), ce qui, joint & (109) et & (110),
achéve de justifier I'inégalité (101), donc I'inégalité (98) et, enfin la derniére
des inégalités (97).

83. 1l ne nous reste plus qu’a légitimer la seconde des inégalités (97); nous
Y parviendrons en majorant chacun des termes du second membre de (g5).
Remarquons d’abord que la valeur absolue de chacune des intégrales qui
figurent au second membre de (95), mais étendues au domaine d(M, 2MM,), est

inférieure a (8 MM,) [cf (80,) etle raisonnement du paragraphe 54 pour la

E(M,ZMM,) *Hdv(.\l‘,?.\ﬂl,)

notre but si I'on justifie les trois inégalités -

5) 1=lﬂ P) — y(M Jﬁ_——L)ida
( - ,I(M)_-(qum,[p( ) — ‘)](M P: — MP°

(116) lLl—IH(M)—H(M)I|ﬂ o

£(M) —d (M, 2MM,)
do
(117) || <\m1ﬂ [p(P) _P'(Mi)] I,P?
£(M)—d (M, aMM,)

La scconde inégalité se démontre immédiatement en remarquant que
| k(M) — (M, )|£9(MM,), alors qu’en utilisant les raisonnements du para-
graphe 42 [c/. notamment (80") ct (83')] on voit que

» '& d 'é ‘ ﬂ‘l E‘
==dg|< ——do| + —= do
lﬂum—dm,:mm.) MP d (M) MPp: . 'l[)l,e)l.\i,)hn)"

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 3, 1944. 25

comparaison des quantités et

]. Dés lors, on aura atteint

<o (8MM,),

<g(8MM,),

<G(8MM,).

2
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D’aprés (117), il vient [¢/. (32)]

g o ff Lo do
[ (M) (M, 2 MM, )} N

3y 1
gSMM,j]_ L0D) dosronmm, [ LU0 4,
M)~ (M, 2MM,) Jouw, P

donc [cf. (4")]

) {1 |16 K (f, 2R)p(8MM,).
Enfin [¢/. (32)]

L} .
M, P24 MP2+4 M,P.MP < 14 MM,

S MM, M, D7, MP? S i

I
lM,l“ N Ml“

car MM, < %; par suite [¢/. (115)] ct la majoration ci-dessus de L]

/(2MP)
MPp?

IT|<14MM, do<28mK(f, 2R)o(8MM, |,

d(M)—d (M,2MM,)

ce qui achéve de justifier les inégalités (97).

56. On peut maintenant résumer comme il suit la discussion des para-
2 e du . . .
graphes 44 a 53; en désignant par (w)m la dérivée oblique du potentiel de

simple couche (44), dérivée donnée par les formules (85') et prise suivant -
la paralléle M & la direction fixe O« en un point ordinaire M de la surface
de Liapounoff S, nous pouvons affirmer que [cf le paragraphe A8 ainsi que

'inégalité (56)] :
La dérivée oblique ( 3—2—) est une fonction continue a l'intérieur de chaque
M

portion réguliére S; d’une surface de Liapounoff -S; toutes les fois que la
densité u.(P) vérifie sur S une condition(f). D'une fagon précise, si M et M, sont
deux points de S;, étrangers a sa frontiére, on a (')

. JdU N JdU
(118) |<%)M—(%>M,

Il faut remarquer une fois de plus que $(8MM,) contient en facteur des

1 R
T < —.
log MM1|’ MM.< 76

<o (8MM,)

constantes qui dépendent de : R étant le rayon de la sphére de Liapounoff

relative &4 M; de par la deﬁnmon méme de R, cette longueur est inférieure & la
distance de M & la frontiére de S;.

(*) Au paragraphe 85 nous avons prouvé que le second membre de (118) posséde toutes
les propriétés d'un module de continuité.
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87. Considérons maintenant un point M, situé sur la normale MN a S au
point ‘ordinaire M de S; admettons que MM’,=%- Rapportons 1'espace aux
_axes M¢s N ou Mzyz, utilisés au cours du paragraphe 23 et formons au point M,
la dérivée (Z—Ei)m prise dans la direction M, z, paralléle & M. Nous avons

[ef. (44)]), si ®,=o0, y,=o0, 3,= 3, sont les coordonnées de M,

(11g) ( ) ﬂ Py & ’)da-ﬂp(P)M;P,da

Il s aglt de montrer que cette expression tend contindment vers la dérivée
tangeritielle (?_g) définie par (84) lorsque M tend vers M,.

Les calculs du paragraphe 42 bis nous incitent atransformer r expresswn (119)

de ( ) et & ’écrire comme suit :
p - 3
: (llvg) ( )u. ﬂ dm - P)Ml o+ d (¥ )[H(P) PL~(M)]M P de

. | y + (M)ﬁ —E_ s
N | , . B, NP

Nous ne vérifierons pas que chacune des intégrales (119') garde un sens
lorsque MM, —o0; les raisonnements du paragraphe 42 b:s se transposent ici mot
& mot. Nous passons directement a la justification de notre assertion et nous

avons [cf. (84)] :
(s

p(P)2 <M ps MPs>d°

[1(P) — H(M)12<—MIP3 — )

S—d (M)

d (M)

=] ( do|.

1
> \ M P >

Les calculs du paragraphe 42 bis s’appliquent mot a mot au premier terme
du second membre de (120): ce terme est donc inférieur & une expression de la
forme ¢(MM,). L’étude du second terme de (120) se fait en décomposant ce

ﬂi‘(m—d(m,mm,) 'ﬂd‘m,smi,) :

a4 (115), se transposent sans changement a notre cas et permettent de majorer
la premiére des quantités envisagées par une expression de la forme o(8MM,).
Quant au terme restant, nous avons [cf. (19) et (32)]

P M E
ﬂ”m‘[u( )= ()] gz

MM,

terme en et

Les calculs du paragraphe 55, appliqués

(78S

rmP)—p(Mnﬁdc

d (M, 2MM,) d (M, 2MM,)

<9 |B(P) — (M) s <36 f

d (M, 2MM, )

AC P)do<367-o(/,MM)
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Tout revient a étudier le dernier terme de (120) que nous décomposerons, en

ﬂ ﬂ .|, Les
v d(M)—d(M,2MM,) d(M,2MM,)

formules (80') et (83') montrent que la contribution & cette derniére quantité

de| [ imd
e o 49
d(M, SMM, | MP?
a4 ceux du paragraphe 42 bis que nous venons de rappeler, montrent que

.—. dO‘
j[i‘(m,smu.) M, P?

placer dans lesinégalités mentionnées MP = /p*+(? par yp?+ ({—3,)*=M,P. |

Il reste donc a étudier la différence

i g da~|I,-—I,] ot
j/:(m —d ¥, mmM ps MP3 ] o

d (M)—d(M, 2MM,)

négligeant le facteur |(M)|<A, borné, en et

est égale au plus & p(2MM,). Des calculs tout analogues

est aussi majoré par ¢(2MM,); il suffit pour cela de rem-

=

Or, aucune des intégrales I, et I, n’est convergente; nous aurons donc une fois
de plus recours aux artifices du paragraphe 42 bis et nous écm‘ons, enﬁ
passant aux coordonnées cylindriques, )

>

: 1 pdp g
l1=” ﬁj(h:f cosy d 3 cos(N', ) ' ,

S d\M)—d (M, 2MM,) 0 2 MM, [P""’ (C—Sa)?]

™

s 3 2 2 ’ ;d
= cosy d [ maled ] 1, _I} _—
>/0‘ vy oy, (1P (€ —21)" 1 cos(N » %) (p*+ 5} )*
et

- . KT wh [— 3 dp .
» 3 Y 1 -
= —= do= / cost d ( ) — — 1]
-ﬂd(.\l)—dllﬁ,‘z.\m,) Mps 0 \]/ ¢ aMy, L Pz +& COS(N” ‘:') P

Il vient alors . L

5

13 ‘ 2 -2 d
sy d ! [ p™+ =4 ] _ P ' ptdp .
f €0 b s, cos(N/, N)g P (L—m) (p’-—i—c’)% (p’—F2§)?

ok
[ cosydy - . —r][——"’—x— i]dp
f oMy, [CO"(I\> N) (p2+12)? (p’-i-zf)’ p

en remarquant que

e

. o
f cosy d P—Pizo.
o ML (p2 + 53)T

Reprenons alors les calculs exposés au paragraphe 42 bis et appelons de
nouveau p la projection de P sur le plan May :

M,P=Vp'+ (C—31)%, Mip=Vvp'+3};

' MP =/p*+ ¢, Mp=p.

\
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Dans le triangle M, Pp, nous avons
C IM,P—M,p|<Pp=it],

:.jtl’oﬁ'[cf. (16) et (32)]

Ml Lol ale] MPY\ R
| “wrlEMriwe $3/\sme )i MVEye

Il en résulte, comme au paragraphe 42 bis [cf fes mégalltes qui conduisent

”f(sz)]

=
=

M. p

1
M, P 5

[L7AN
w

1A
=
<

'fD"‘i.!.prés cela [ef- (16)]
. | Myp? MP2 M.p

1vp‘=+<c—s1>2]|; M, p*

P&

M,P* T MPE| T M, P*I YT e (p2+§")
:‘ [ 169 MP -2‘» 22 B .
: f-?-' - f9 % | (““"’H - 3 (S““"> “‘I}<260 MY fap)
Gl - P+ (P + 5 =TT ’
arfef.(&)] - P SR\
’ . - " f(smm>§f< 13sin >§f(R)§I
- - 'v . 3 .

eff d’apres ce qu’on a vu [¢f. (16)],

e "’-,‘\ 169 MP 120, 16gf ./ MP\T® ,
S MP<ap, CK 36 [f(smm>J MP g?l"f(sinm) P

‘et, enfin

£ I .

Tl %3‘; ILTIp T
' - pr+g PPH+3 T\t P

5 MM, =5 |.

Cela permet d’écrire

3
Fl

W MpE M,p 1\ P

M, P MP’ MIP M_

[ st 1
pr+ (L —2) |

l M, p M/) 2
I (M P Ml’)'
£p* +§’

_|Mypr Mp? /M,p MP)§1600MM1f.(;P)-

=M, Pz~ MP: P MP

11 suit de 1a que la valeur absolue de la premiére 1ntegrale de (121) est majorée

par [ef. (4) et (18))] '

5
13

64007 MM, f(p P) 4o <3300 K (f, R)o(4MM,).

MM,

Occupons-nous de la seconde des intégfales (121). Nous avons, en appliquant
la formule du binome

(P+
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puisque MM, =z, | <2MM, <¢, en sorte que I"’—’l <I.On déduit de la que la

valeur absoluc de I'intégrale en cause est majorée par [¢f. (83 )] .

1.3 f( )
120tMM, ) dp <60mo (4 MM,).

2 MM .

L’ensemble de ces résultats permet de déduire de (120) l’inégalité
: oU '
(122) () (), eetimmos sy

ou nous avons remplacé Mx par Mt de maniére & rappeler la proprléte tangen- '
tielle de la droite M¢, en sorte que nous pouvons conclure : :

Lorsque Mt est une direction située dans le plan tangent Mis en un point
ordinaire M de la surface de Lzapounojf S etM, un point situé surla normale. MN -

en M a S, tel que MM, < %, les dérivées du potentiel de simple couche U(M),

défini par (44), prises en M et M, suivant la direction M3, vérifient I'inéga-
lité (122) toutes les fois que la densité p.(P) est assujetue a satisfaire sur S une
condition (f). .

Il faut se rappeler que ¢(4MM,) contient en facteur des constantes qui '
dépendent de l'inverse de la distance de M aux singularités de la portlon
réguliére S;de S sur laquelle se trouve M. : ‘

Soicent alors O« une direction quelconque, M la direction equlpollente
issue de M, M¢sN le triédre relatif & M. Nous avons, M, étant un point tel -

R
que MMég: ,
JdU JU dU*"
'1__ <3z>‘“l COS([, Zl') —+ <W>M‘ COS(S, Jf) —+ (Z{;)M’ COS(EN, .7/'),

JUu
(123) <()_I.>\
L o . C . ‘ dU 3
les dérivées du sccond membre’ étant prises [cf. (63) pour (E[) ] dans les
. . M,
directions Mz, Ms ct MN. Si M, se déplace sur MN de maniére a venir se
confondre avec M, chaque dérivée du second membre tend vers sa hmlte‘

donnéc par (63) et (122). On conclut de la que l'inégalité

(1264) : |<%)l— iy

dx 8
est valable toutes les fois que M, est sur la normale en M & S, la dircction M

(&> lg@ZAMMn,’ Mm, < R

étant absolument quelconque. Bien entendu,.les valeurs limites (%—E—)M sont

différentes suivant que M, est extéricur ou intérieur a S.

58. Nous sommes- maintenant en mesure d’établir, relativement aux
dérivées obliques du potentiel de simple couche U(M), un résultat analogue a
celui du paragraphe 51 et qui concerne le potenticl de double couche.
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Reprenons toutes les hypothéses du paragraphe mentionné et soit C un
chemin quelconque aboutissant au point ordinaire M de S et dépourvu de
points communs avec S, son extremlte M exceptée. Soit M, un pomt de C;

_nous supposerons encore I'arc MM de C intérieur a la sphére L(M ) de
fagon A pouvoir appliquer les inégalités (118) et (122). 1l s’agit de montrer
éiue ( %g) donnée au moyen de (123), converge vers sa limite (%—%)M lorsque

‘M, tend vers M en suivant le chemin C.

~ Or, au paragraphe 34 nous avons montré qu'a chaque point M, de C on
pouvait associer un point M, de la partie réguliére S; de S, dont M fait partie,
point tel que la droite M, M, soit normale a S en M,. Dans ces .conditions on
_peut encore répéter mot A mot les raisonnements du paragraphe précité, et

;'remplacer leé chemin MM, par le chemin rectiligne M, M, normal 4 S, le long
“ duquel, par suite. est valable la majoratlon (124), et pour un arc de courbe

réguliére (cf. § 44) M.,M tracé sur S;, le long duquel cst valable la majo-
ration (118). On en déduira, comme au paragraphe 31, I'inégalité ~ °

fy_;(.;a,ﬁ) (%), — (5). | soemmo

-valable dans le voisinage de tout point ordinaire M de S.-On se rappellera que
‘suivant la position de C par rapport & S (le chemin C peut étre intérieur ou

MM<R ~

log MM, ’ =16’

exténeur au domaine D limité par S), on prendra pour (‘;lj) l'une ou I'autre

~des expressions définies par (85'). Enfin, on étend l'inégalité (125) a tout
pomt M’ de I’espace en reprenant les ralsonnements du paragraphe 31 bis.

S -

CHAPITRE VII.

De la continuité des dérivées secondes du potentiel newtonien.

_ 39. Reprenbns ’étude des dérivées secondes du potentiel newtonien ; nous
ferons les mémes hypothéses qu’au chapitre V. Transformons d’abord I’expres-

“sion (73) de —x Soit d, un domaine intéricur & D mais contenant la
“sphére L(M, R) & son intérieur. Nous avons I'identité

ﬁ_ — ;ﬂ
. D—L(M,R) D-—d d—L(M
el P 118

. (E—a)» , 3(5—.x) i
. (l) [ dr——m‘ J'(I) o (hl i 5 ] %
M—L(M,mp Mps . Ml’ . «/-—L(.\I,Ih[ pP) = p(AD] | M Mps

3(:—.r)
v 7 | - ]
d—LOLR) MPp: '\ll’
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Comme le point M est cxtérieur au domaine d— L(M, R), nous pouvons
écrire, la dérivation du dernier terme portant sur 1’élément différentiel et non
sur le domaine d'intégration, ‘

05 o= T )= ]
gL, R) Mps MP? d— L(M,R)dx2 MP /. dz* d—L(M,R)MP

Introduisons alors de nouveau le potentiel auxiliaire W, (M’ ) ﬁ[ —T) etz
[M R)
rappelons-nous la relation B

T,

< oW\ (()w,) . ’
<d‘lw,> im A 97w Ja’ .\1'_—_.\1__[ o ﬂf dr ] 4
7 ). = 11n = -
M=M L(M,R)

wrE o I oz M'P T3

établie au paragraphe 59 [¢f. le passage de (69) a (70)] -Les deux derméres
relations permettent d'écrire

' "3(:— ) ] hoo oi'[ a'r‘l
Y T ST d’l‘ = - vt R
f”l,_m’m[ MP> MP 3 o | [l), MP

'expression du second membre ayant un sens d’aprés la fagon méme dont ellé
a”été obtenue. L’ensemble des résuliats qui précédent permet dé déduire de
(73) la formule '

6 AN k P 05(@1‘?’)&, (P M dﬂ(M_lP\)d
(126) (W)“—ﬂ_'dl"( )~ T+ﬂ[#( )= )]—_0-_1?"'_._ T
: - : 0* dr’ .
. + (M) 50— [ i M—;J '
plus compliquée que (73), mais qui permet de former les expi'essions dv;e‘svE
dérivécs du potentiel W en deux points & l'aide des intégrales étendues 4 un

méme domaine. En particulier, prenons pour d la sphére L(M/, R), intérieure
a D et centrée sur M'; comme

LN T
d.‘l‘l‘, .L[”L(M',R)MP‘ -_—‘ 3 ’

d’aprés les résultats du paragraph’e 39, (126) s’écrit

EAY
(126") ( ) [ P
oz !/n L n

Nous avons ainsi unc extension de (73) au cas ot la sphére L entourant M ne
serait plus concentrique a M.

. i
T

MP ﬂ[ [(P) — p(M)] —E d, dr—%np( ).

L O, R)

60. Soient alors M et M’ deux points intérieurs 4D admettons d’abord que

(127) _Ml\l’gg- L
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Le pomt M’ dont les coordonn&es sont notées z', Y, & est aussi intérieur
a L(M, R), elle-méme supposée avoir un rayon assez petit.pour étre intérieure’

a‘rD;\( )J pourra alors étre calculé au moyen de (126"), oui I’on permuterait
M et.‘M’ Il vient ’
J dr

<) — (M)

) I(w), (%), .

. N .)2+ o di_L)
T .-‘ - ﬁ.uu R)M(P)[<( dﬁg?)-—( 0-1‘2[)/
Iﬁ(”“‘("" M'>1< L >

,:.\, B ': v A . () 1 .
TN B [ IP(P)—H(M)J<——ME>0JT
N ) Lwn ‘ ax?

pre'fmiél: terme du seéond membre est majoré par 3 j(MM’ ), donc

& Q(MM’) D'un autre cote, le crochet de 1'élément dxﬂerentlel de la

t:de'M dans le domame D L(M,R), ceci en vertu de (127) Nous pouvons,
:&és lors, éctire le developpement limité, ou M, (=,, I 3,) désigne un pomt du
segh:ent'MM’

:I (x’—}:)[’f’(é — ) _ 9(£—$1)]

;': .. 4 1 1
L * WP *” §p
9 \oe ) \Tw / M, P M

O - L TBE—a)m—y) 3=y
Mo | - T y)[ M, D’ M, P
' . ¢ 155 —#)* (L —31) 3L —=)
sz S g _
_ 6o :‘,/60 2* ..
‘M MM'L MM,

Ly 8 |f—a L , e
puisque g < SR’ _MIT1 <1, ete. et |/ — x| SMM, cte. On déduit de la

o d"( _ ) P
M'pP MP -
. (P)[ — — ]d
)HD‘—L(M,R) it | ox .0.1?-

ol A‘d‘ésigne comme toujours, la borne de | 1(P)|dans D et ¢.le volume du
jam.nne D. Il nous reste a étudier le troisiéme lerme de (128). Nous décom-
poserons, comme toujours, son domaine d’intégration L(M, R) en domaines

parti€ls L(M, R) —L(M, 2MM’) et L(M, aMM’). Or, en passant aux coor-

Journ. de Math., tome XXIIL. — Fasc. 3, 1944.- 26

o A o
<2 ‘la Av MM’< LIS AL o(MM'),

(130) R R
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données polaires p, 6, ¢ d’origine M, il vient®

/- *“P)—MMH[?’(%\«;:”) — ]
<4f dcpf sm()dof f(P)dP_lﬁmp(gMM')

De méme, observant que L(M’, 3MM')-est é la fois intérieure & L(M R)
[ef. (129 )] et contient L (M, 2MM’) et en utilisant les coordonnees polal'res [
W, ' d'origine M’, on peut écrire . .

ﬂuu,mm[ M'p¥ MPs [(P) — p(! )] 3

3(E—)
< .
= \ﬂ‘m MM

M
La contribution de L(M, R) — L(M 2MM') au tr01s1eme lerme de (128)
s'écrit

- / 3(»’; — ) I
(131) ) .“"(M) _ P’(M )J*‘ML;M,R)—L(M,‘-’MM’)[ MPs MP'"] dr

. . L] d’ ) d‘ - .
P) —p (M [< M,l> < M.P)Jd..
o e pon | (SEE) (S -

Or I'intégrale du premler terme s ecrlt en passant aux coordonnées polaires p,

0, ¢, ‘
f dpf d¢f sind(3sint0ooty —ndo=o.
MM ‘

_Pour majorer le terme restant, servons-nous du développement.limi'té(129),
qui s’applique au domaine L(M, R)—L(M, 2MM/) duquel le segment MM’
est étranger. Il vient alors .

— 55 | [B(P) — ) | dr 16 (3 MMD).

M P‘MM’ -

ou M, -désigne encore un point du segment MM'. Comme la‘di-stan_ce de M, 'ﬁ
tout point P.de I'ensemble L (M, R) — L(M, 2MM’) est au moins égale éé MP (* )5~

(") Voici une rapide justification de ce fait. Posons
. —— —> ,
MM =4, MP=p (MM, MP)=¢, MM,=0h, o<O<1, u=-r.

La variable « véritie les inégalités

(=}
H7AN
<
[17AN
V|-
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'l’mégahté précédente donne pour chaque pomt P de L(M, R) — L(M, 2 MM)

14 -
% Wp O P MP
ort  dx*

2" 15 ,
= MP“MM

131y
VD"un autre éété, PM’'<2PM en tout point P de L(M R) —L(M,2MM'); en

:eﬁ'et, la sphére, lieu geometrlque des points Q tels que Q% =2 est tout enuere
& l’mteneur de L(M, 2MM’). Ondéduit de la-

(1317y : H*(P)—H(M’)|<f(PM’)<(2PM),

‘les deux dermeres inégalités montrent que le second terme de ( 131) est majoré

par[ef ()] )
' (LG . ()
¢ 15MM d i ()d() AY< 22 5 MM du
| . 2 15»» f“ pf sin f $<atabn fu
e L2 a8nK( f, 9R)cp(4MM’).

C’est donc une quantité telle que o(4MM’) qui majore ’expression (131). Eu
égard a ce résultat et & (130),'nous pouvons déduire de (128)

st;X)u— (%Z—Y)x <[3r_;_§_A_a 4
' A

Rt 3

R
MM’E 3’

=+ 5 + 32w+ 27.15. wK( f,nR)]cp(_;MM’
i3a)

‘inégalité qui justifie notre assertion dans le cas ou la distance de M a4 S est
‘bornée intérieurement par R. Observons alors que des raisonnements tout
analogues 4 ceux du paragraphe 34 bis permettent de s’affranchir de la

.car p23h.Comme . ' ¢ -
e M P2=p*+ (2h*—20ph cosy,
T'inégalité-du texte revient a o

‘ 3p2— 8kph.0 cosq; + 4120220, c'est-i-dire 3 —80ucosy + hu 0220,

Appelons ‘a(6) le premier membre et consndelons le comme un trinome du second degré
en 0. Nous avons .

u(o):3>o, u(r):3—8um>up+[|u'-’;

. \ . cos , T
. Si donc I'abscisse 0 = * est étrangére a l'intervalle 0 <0<, les
u ° : : =7=0

d(l)go, cat o < ug
' cosd

I
2

inégalités précédentes établissent le théoréme. Si

<1, Jeosy|Sug é . Formons alors

le minimum de a(0) : nous avons, en remplacant | cos{ | par sa majorante,

T ”<N:"!’> =3 —fcos?P2a.

Cela justifie notre assertion.
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restriction MM'S < toutes les fois que la distance de M et de M & S sont-

minorées par une longueur positive fixe.

. Al e
61. Il nous reste donc a‘examiner le cas oi1 I'un, au moins, des points M’ ou -
M est situé dans le voisinage de la frontiére S de D. La démonstration que
nous allons présenter s’appliquera, d’ailleurs, 4 deux points quelconques de,
’ensemble D + S et englobera, comme cas parncuher, celle du précédent
paragraphe. Il y a cependant. intérét & conserver le raisonnement du para-
graphe 60, qui offre un double avantage. En premier heu, Pinégalité (132), a
laquelle il conduit, est particuliérement explicite (¢f. la remarque finale du
paragraphe 62). On observera ensuite, que le raisonnement que nous venons
de suivre ne fait appel & aucune hypothese de régularité relativement 4 S. Au.’
contraire, nous serons désormais obligés de supposer que S est une snrface de .,
Llapounoff pour unifier et simplifier I'exposition, nous admettons méme que S -
est exempte de singularités, en sorte que la sphére de Liapounoff L(M, R)
relative au point M de S possédera un méme rayon en tous les pdints de la
surface. . : : . o
-Ceci étant, nous commencerons par établir un lemme sur lequel reposent
toutes les transformatlons ultérieures. Soient M un point de D; on. -8y, en:

deslgnant par N’ la normale extérieureen P & S ( ),

(133) - J dr | u)s(N Oa:)
. .()J; “W _—K - MP

En eﬂ'c‘t2 d’aprés (64) et (65), nous avons

. : I ,
oo e, -
. oz | Jl), MP —_ﬂ A . -
Or, d’aprés les résultats rappelés au cours du paragraphe 24, le théoréme de’
flux-divergence s’applique aux surfaces généralisées de Liapounoff, méme
lorsque l’élemcnt différentiel des intégrales transformées devient infini dans D

'comme Nous pouvons donc écrire

Ml’ .
(MP, cos (N,
M & —,//. MP d"’

¢g qui démontre notre proposition. : ,
Un important corollaire résulte de (133). ‘Le sccond membre “de cette’
relation se présente sous forme de potentiel de simple couche, créé au point M

(') Cfo M. Gustneg, loc. cil., (&), p. 292. M. Villat a fait usage d’une transformation
analogue; cl. foc. cit., (8), p. 21-242. : ‘
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par des masses de densité superficielle .

y(P)——cos(N' Ox) v .

»répandues sur la surface S. Orcette densité verlﬁe la condition ( /), carsi P
et P, sont deux points de S et si N, est la normale extéricure en P, & S, on a

L (P — (P = cos (W, 0x>—cos(N1,0r>|
ool s : <IN, 0z)— (N, 0w)|<|(NnN')|<f(PP

Il suit de 1a que le potentiel de slmplo couche cn causc admet des derlveoq
partlelles de premier ordre en chaque point de 1'espace; et ces dérivées sont
-continues [cf. I'inégalité (125)], dans le domaine' D 4 S, et dans le domaine
exténeur & D, frontiére S comprise, tout cn étant dlscontmues travers S.

Sil'on suppose mainténant, pour fixer le$ idées, que M est un pointde D + 8,
m ‘peut afﬁrmer d’apres (133) et les ral.sonnements qui précédent, que

' ?l’éxpressmn ,
: : 62 rdt] 0 (,os(\l' O.’I‘)d
| JIJ, MP | T dx f[ MP

s;e en cbaque pomt de D+S “de plus, si M(w y,3) et M, (w,,y,, z,)
nt. deux points quelcenques de l’ensemble D-+S, on a [cf. (125)]

S & o dr
[T ey -

Il ne faut Ppas, toutefois, perdre de vue que le second. membre de lmegf\hte
precédente contient en facteur des constantes dont la valeur n’a pas-été
expllcltée (cf le Chapitre V[) T ,

M<R

IOgMM I’ 16

A\l

“62. Cec1 étant, reprenons Ta formule (126) cn prenant pour domaine
auxlhalre d le domaine D lui-méme. Il vient alors ©

":i'xsn‘ s %"-V;)m»(m;ﬁ[ ]+jﬂ HP)—p

Nous avons deJ%\ établi 4 plusieurs reprises ’absolue convergence de la
seconde des intégrales qui figurent au second membre, et cela en chaque point M
du domaine D 4 S; d’un autre coté, les conclusions du précédent paragraphe
montrent qu'il en est de méme de la premiére intégrale, que le point M appar-

2

?*W .
tlenne ou non a la frontiére S de D. On déduit de la que. (ﬁ—) existe en
M

dhaque point Mde D4Set qu elle y est donnée au moyen de (134): Cela posé,
portons motre attention sur le premier terme de (134), il se présentc sous
forme de prodult da deux fonctions de M. La premiére (M) vérifie, par
hypothése, une’ condition (/), donc (@), sur tout 'ensemble D+ S. La
seconde fonctlgn vérific la condition.(133'). 1l en résulte, cu égard au lemme
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'appolé au Chapitre VI (¢f. le renyoi de ta page | 1 =3), que le premier‘term'e 'de;’
(134) vérifie ainsi une condition telle que (125) pour tout couple de poml/s M

ot M’ dppartenant i I’ensemble D+ S et tel que MM’< —

Remarque. — 1l faut observer de nouveau que le ramonnement precédent'
s'applique aux pomts intéricurs de D; on aurait donc pu en faire usage pour.

étudier la continuité de —— d V\ en les pomts de D distants de plus de R g de-S.

Mais nous avons prefere prescnter pour de tels points une dlscusswn directe
(¢f. § 60) qui nous apermis d’expliciter les constantes qui figurent au second
membre de (132). On se rappellera, par contre, que le symbole p(8 MM'),"
qui figurc au second membre de (125), n’est pas identique au module défini

par (4), mais différe de celui-ci par une comtante muluphcatlve dont nous
n’avons pae cxphc!le 'cxpression® '

63. D’apres ce que nous avons vu au précédent paragraphe, tout revient hff
présent a construire un module de continuité pour le second terme de (134)."
Soient deux points M et M’ quelconques de D+ S. Tragons lasphére L(M, 2MM')-
et appelons D(M, 2MM) la portion commune 4 D et.a L(M, 2MM')[pOl‘tloﬂ'
qui, éventucllement, peut étre confondue avec L(M 2MM’), ce qui se produit.
chaque fois que la distance de M & S est supérieure 4 2MM'], s (M, 2MM')la-
portion de S située a I'intérieur de (M, 2MM’) — qui peut, actuellement, étre
vide ou n’étre pas d’un seul tenant —, s,(M, 2MM’) la portion de la surface
L(M, 2’\IM’) intérieure a D. D’ apres cela, le segment MM’ peut n’étre pas tout

entier situé a l'intérieur de D, mais peut, éventuellement, avoir des poxnts'
communs avec S. Posons

. _ . ' 0 A T
(134) ‘R(M)z [(P) — p(M)] éﬁpdf

D—D (M, 2MM’)

+fﬂ:mmm (H( ) — (M)

Nous définirons tout parexllcment R,(M') ct Ry(M' ) au moyen des 1ntégrales
étendues aux domaines D —D(M, 2MM’) et D(M, 2MM’) respecuvement,
mais dont les éléments dlfferentxelq depcndront de M'. Nous avons s

0 ——

sz‘drzki(M)+R,(M).

L

P 7 3(—ay 1 |-
n drgﬁ Mpy [3E=2r L]
o L(M,!MM)f‘ Mps M,Pa

Les majorations construites au paragraphe 60 permettent alors d’en déduire
J paragrap P

o0l ey —pon,
i D (M, 2MM)

TR MY <1670 (2MM').
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De méme, en reprenant les raisonnements du paragraphe 60,
1S . . . A

. 1
A . .

’ {R,(M')Igﬁ[ Forpy =P dzgﬁ = 1670 (3MM).
. LM, 2MM) . ot LW ) )
On dédult de 1a k S Lo

(135) lR(M)-'R(M')|<327"<P(3MM')+lRa(l\’I)~—R1(1\’l') =32m¢(3MM’) + | I
avec [cf (134 )]
. 9= .
- - ’I)
35’ 1: N P _ MI —_Td
.‘(l ) o - ﬂ_n(uhum[“( )= (] d.z'-' :

I

PP
—ﬂ [(P) = p(W)] 7
D(M!MM) .

Srhe . P
- : : M' i
R, ﬁo-m,w,[“( >‘ B(M) | 7|

.

J2

1

+[P(M)— (M/)‘]ﬂ,m‘m i dr_.J+J,
D (M, 2MM’)

Occupons-nous d’abord du.terme J de (135"). D’aprés (131') qui s apphque
}pulsqlte D(M 2MM’) appartient 4 L(M, 2MM’) et (131”) il vient

(2 MP) -
[Ji<2° 5. MM’ﬁ fGMP) 4
D—D(M,2MM") MP‘

Mals le domame D(M 2MM') est entiérement contenu dans L(M, 2MM)
'Si donc [ est le diamétre du domaine D, de telle sorte que D soit contenu
dans la sphére L(M, I), le domaine D D(M, 2MM’) sera 4 Dintérieur
de [L(M I)—L(M, 2MM")]; donc

;:(x36), IJ,I§2“.15.MM’ﬂ- f(lfdl‘gf)dzw xanh(f,z/)cp(_z,MM')‘.
L (M, )— L, 200

Passons maintenant a I'étude de Pexpression J, définie par (135"). Elle se
présente sous forme de produit de deux facteurs dont le premicr est majoré, cn
::valeur absolue par f(MM’), donc par ¢(MM’). Pour conclure, il nous suffira
_de trouver une borne supérieure finie pour la valeur absolue du second facteur.
»Observons, i cet effet, que le domaine D — DC\I 2MM') est limité par fa
surface S —s(M, 2MM')+s5,(M, 2MM’) qui est encore une surface de
*Liapounoff dont I'unique. ligne singuliére serait formée, éventuellement, de
Pintersection de S avee L(M, »MM*). On peut donc appliquer & cette surface
fermée le théoréme de flux-divergence; nous avons, d’aprés (133), en obser-
vant que la formule de Green-_Ostrogradsky'(ﬂux-divorg‘ence) s’applique

T
a l’intégraleﬁ MP d=© dont le domaine d’intégration ne contient
D—D| . . :

s
—D (M, 2MM) dx

.
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. . . . ) B

pas lc point singulier M

‘ I ¢ - . R )
ﬂf I)—'2}——3/1—_?—>dr:_[ ﬂ i.Mda“ - y
b—vonewwy 97 L Do cmenni97 MP 4 N
. | - iﬁ*’s(ﬂﬁ)da], S

' ey (M, MM oz’ _ MP o

ou N’ est le vecteur unitaire porté par la normale cxtérieure a la surface
d’intégration au point P de cette surface. Le second membre se présente donc
sous forme de somme des dérivées obliques du potentiel de simple couche. dont

la densité p.(P)—cos (N’ Oa;) vérifie, comme on I'a vu, une condition (f); d’un -
autre cOté les intégrales de surface qui définissent les potentiels intéréssés sont
étendues & des portions réguliéres des surfates de Liapounoff dont I'ensemble:
forme une surface de Liapounoff. Les résultats du Chapitre VI, convenablement-
adaptés, montrent alors qu’il existe une constante positive B, ne dépendant que{
de la surface S qui majore la valeur absolue du second membre de l’ldenuté,
précédente ('). Il en résulte [cf. (3)1 B

13, I<Bf(MM’)<B<0(MM’)

(*) Etant donné que le module de continuité, construit au Chapitre VI pour le premler )
terme de (134), contient en facteur une constante non explicitée, il n’y a pas lieu de-
préciser la valeur du nombre B introduit dans le texte; nous nous bornons a en affirmér
T'existence. Faisons, cependant, quelgues remarques qui enl faciliteraient, éventuellement,
le calcul. Nous avons d’abord, en utilisant les coordonnées polan‘es sur la surface
‘de L(M, QMM’), surface dont s, (M, 2 MM’) fait palue i

_ de ., |
s — 4%
j/l:(u nm)MP 4;""‘_

() cos N’ ﬂ LOS(N Ox)
= G—ax)do
‘ﬂ:(m \nU MP ‘ I "H) MP‘ .
» N

Cela étant, posons

' * cos (—I\T’ Ow) )
U(M):ﬂ o dr
—s(M °MM’) : ) -

pour raccorder nos notations avec celles du chapltre VI. R

D’aprés cela, U est définie sur un domaine d’intégration qui n’est pas fixe, pulsqne‘
sTM, 2MM’) dépend a la fois de M et de M'. Or, les calculs du paragraphe 42 montrent
que les intégrales qui définissent la dérivée oblique d'un potentiel de simple couche ne
sont pas toutes absolument convergentes [cf. I'expression (80")]. 11"y a donc lieu de
modifier les méthodes du chapm'e VI pom les adapter au cas actuel Noius avons d’ abord_

aU 0 (os(N’ Ow)d r T 9 cos(N, Oar)d
de LY ox T WP ’ . oz~ MP ‘

o, 2MM)
L'inégalité (125) pelmeL de 111a101e| le premier terme du qecond memble ceue fonmule

s‘applique, pm%que la densité p(P)= cos(N’ Ox) venf‘e une condition (f) alors que la
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On ure alors de (135’) et de (136)
‘ RSP 157:K(f,zl)+B] (4MM’),

mégahté quiyeu egard A (135), permet d’écrire
' [R(M) — R(M') [Sq(4MM),

;'ea omcttant commé nous P'avons déja fait au Chapnrc VI, une constante
" mulnplxeatlw, convenable devant . On déduit de 13, compte tenu de (134)
-£134')-et de I'inégalité (133') que venﬁe le premur terme de (134), l'inéga-

7 hté finale
- rW rwW ,
(5, (52) v
_le pour tout couple de points M et M’ de I’ensemble (D+48)a condmon

1 ultlpher le second membre par une constante convendblo Nous pouvons
onc conclure

. R
log MM’I' MM’S 5

",typhcne suppont S, est une surface levuhere de LiapounofF. Prenons alofs un point Ml
_‘nt d'an moms de R de S, R étant le rayon commun des spheree de Liapounofl de S;

~da‘ g

< —< —
, M P = B2

¢ /] cos(IN/, Oa,)d

RES S
: ‘. désignant par ¢ la surface totale de'S. Comme les méthodes du palagr'aphe 31 bis
parmeu.enl d’étendre (125) a deux points quelconques de (D+S), M et M;, on peut
obtemr ainsi en fonction du diamétre lde I'ensenible D + S la majorante

0 cos(N', Oa),
0x[ﬂ “MP "d°]

i“'» - ' - g M . . . .
= ol.a estun ’ngmbreﬂcon,venable déﬁm au paragraphe 31 bis. Mais, ici encore, le module o (/)
‘.;»f@o‘ntient-en facteur une constante fonctionnelle de S, (ue nous n’avons pas explicitée. .

% :Etudwns mamtenant la denvee ﬂ d C—OM do =
\.', . ] (unm.d . MP

+cp(ﬂ[) lot, [

=Re

U,(M). Pour fixer les

3 1dées, supposons que MM’ i—; et admettons que M sojt snue dans D & une distance de S

_ momdre quel; Soy alors M, le poxnt de S que nous avons associé & M, de telle sorte

que MM, sont normal en Mo a S avec MM < B (¢f. §32). D’aples les h)pothese‘; f'ules, M,

¢ estun pomt ordinaire de S, celle-ci étant exempte de singularités.
5i MM, 22MM/, I'ensemble s(M, 2MM’') est vide, U, (M) =6, donc borné,
Sl aMM’'> MM, gle. domaine s(M, 2MM’) existe nais est intérieur au voisinage X(M,),
Journ. de Math., tome XXIM. — Fasc. 3, 194§ . ) 27
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Liapounoff dépourcue de vzngularzte les dérivées en cause vérifient I znegalue
(137), ot M et M' sont des points quelconques de U'ensemble (D+S) tels
que MM's -

Bien entendu, le résultat précédent vaut pour les dérivées. rectahgles-telles

- 0°W
que 5o Signalons, enfin, que des raisonnements analogues & ceux du
paragraphe 31 bis nous' permettent de nous débarrasser de la’ restrlctxon';
MM’ E g moyennant laquelle l’mégahte (137) est valable. Nous n mmsterons:

pas sur ces cxlenslons.

’

N ) -
MM'E 3 Consxderons alors le Lnedre trivectangle MotosoVo, attache au pomt Mo de

fncon que la direction MyN, c01nc1de avec MMO; nous avons

d cos (N, O:I;) ﬂ 1 o
do|< cos(N’ Ox‘) ( ) R
lﬁm enm) T MP dt MP - ‘
+ﬂCOS(Nl O.z‘) 01 (le ) B - i} }r,‘
. , d 1 " .‘ -
+ﬂCOS(N O.Z‘)d——-( P) -. ‘,‘v

Or, on a vu au paragraphe 34 que lintégrale N ﬂ‘ (_:ﬁ(—()x_)_ do etalt absolumem
0« (M,

MP -

convergente sur une surface de Llapounoﬂ' ‘il en est donc, a fortwn, de méme:

de _0_11 ‘ s car s(M, 2MM’) fait pame de Z(M). Par suite, les héthodes du p_ﬂl:aﬁ-
(M, 2 MM') o

N,
[

dérivées ﬂ or. | est plus-délicate, puisque les 1nte0ralés qul les representent ne somt pas :
0

graphe 3k et des suivants fournissent aussitét une majorante pour

- Détude déb.

e

absolument convergentes ((f §§ 42 bis et 87); on se rappelle qu ‘on ne peut les rendre ahso-
lument converoentes que sis(M, 2MM’) — qui contient le point M, a son intérieur — conuentf
également un_voisinage de M, sur S qui se projette sur le plan My¢,s, suivant un cercle?;
centré sur M. Dans ce cas les méthodes des paragraphes 2 bis et 57 permettent de for me;:““
les majorantes cherchées. Or, si I'oh pose d=2MM'— MM,, la sphére L(M,, d) est une"
sphele de Liapounoff, car d<R. Par suite le voisinage X(M,, 9) correspondant st
d’un seul tenant. Soit P un point de la frontiére de Z(M,, d); la .droite M,P. est :
extérieure au cone de Gunthen G(Mo), La longueur de la projection de-M,P sur le plan_
M,t,s, est, d’aples cela, eoale au’ moins 2 MoPcos<-g — w) _.65m-§ —6\_/;‘1; De plus,-
on a ev1demment MPSMVIo—i— 'VL,PSMM0+6_2MM’ le point P est donc intérieur

as(M, 2 MM’) 11 suit de la que le cylindre d’axe MM, et de rayon \/ 9 découpe_sui‘ 2(M)vv'
un domaine qui sera contenu a Pintérieur de s(M, 2MM'), et cela acheve de justifier r'lotré"

proposition. De la on passe aisément au cas géméral.on MM,2 3 '
. i e
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¢ CHAPITRE VII. =

Compléments.

1. — De la réduction du nombre des hypothéses de Liapounoff.

-84, Tous les auteurs qui sc sont occupés Jusqu ici des surfaces de meounoﬂ
Ont considéré, 4 ma connaissance du moins, comme indépendantes les unes
“des futres les trois hypothéses de régularité que nous avons énoncées relati-
vement 4 ces surfaces (c¢f. § 10). En fait, les deux premiéres eatrainent la
troisiéme : il ne m’a pas-paru .inutile de le faire voir ici. Mais il faut bien
remarquer que cétte réduction du nombre des hypothéses 1ndependantos
‘n’intéresse que le log1c1en : ‘elle ne parait pas présenter d’importance en vue
“des applications, et ¢’est pour cela quc nous avons renvoyé ala fin du memon‘e
I’exposé de la question. On remarquera que la démonstration est entiércment
?',él_é;menté\i”re; le fait lai-méme parait assez intuitif.
te ] P N . R .
o 'Rappelons les deux premiéres hypothéses de Liapounoff, ou, encore,
'hypothéses L (¢f. § 10). Nous dirons qu’une portion de surface S (nOn obh—
"gatmremem. fermee) est réguliére (') si clle est dépourvue de point muluplc
.el: si:

1° S admet un plan tangent bzen déterminé en chacun de ses points.

' 2" l’angle (N N’ ) des vecteurs um'taires po’rtés par les normales a S en deux
pomts M et P de S— nous avons -en vue la détermination de (N N’> qui se
rédutt a zéro lorsque M et M’ se con fonden#' venf el megalzte [ef. (5)]
W@y | (%, %) |<rcup
ol f( MP) destgne un module e continuité quelconque *).

Nous admettrons, de plus, que la frontiére de S est unc courbe & tangente
contmue :

* Nous nous proposons de fau‘e voir que ces doux hypothexos de Liapounaff
' entrainexit la troisiéme, a savoir :

11 existe un nombre R fixe, lc méme pour tous les points d(- la surface S ct
‘jouissant’ de la propriété suivante : la sphére L(M, R), c’est-a- -dire la sphére

(') Dans tout le reste du Mémoire S désigne une surface fermée; ici S est 'analogue de
ce que nous avons appelé portion réguliére de surface de Liapounoff et désigné par S;.

(2) D’aprés cela, f(MP) n’est pas assujetti aux conditions de régularité imposées au
piaragraphe 9 bis; nous supposons simplement que f(7') est une fonction positive, continue
et croissante de r, (7> o), telle que f(0) =o.
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cefitrée sur un point M de S et de rayon R decoupe sur S une région Z(M R)
jont l’interseclion avee toute pdrallelc a la normdlc en M A S-se rédmt ) ua
point unique. ' : : \

- .

66. Commengons par établir une propriété analogue pour les -courbes
planes. Considérons donc une courbe I, fermée ou non, plane, depourvue de.
point double, possédant cn chacun de ses points une tangente; cette langeme'

varie le long deé la courbe de maniére que I anglc (N N’) des normales N eth
aux points P et M de la courbe vérific la condition - v E

sy | | (N N)|<romp),

f(MP) étant un module de contlnuue Etudlons les consequences de qes'
hypotheses ' :

i

67. En premier lieu, I'cxistence d’une -tangente -en chaque point.de I'
:ntraine la rectificabilité de cette courbe; nous appellerons d’une mamereﬁ

générale /[(MP) la longucur de 'arc MP de T'; lorqque T sera fermee, (MP)
1ésignera la longueur du plus pétit des deux arcs en lcsquels les- pomls M et :
partagent I'. ! :
Cela étant, je dis qu'il existe une- fonction posmve A(r) de l’argument
positif r, ne décroissant pas avec r, nulle avec r==o, vérifiant l’mégallté
A(r)2a >0 dés que 7 > o et jouissant, enfin, de Ia propriété sulvante M aP
stant deux pomts quelconques de T, on a- : At

13g) 7 . LT MP2L[MP)).

sourrait alors trouver sur I une suite infinic de couples de pomts

o Mn,pn(nzx 2, ..., )
lels que ' ' ‘ '
) l:m z(w,lP,,) d>o, " °
lors que . ‘
. llm M,P,—o. : oo

n=

Mais chacunc des suites ‘\1,,, P, possedc d aprés le raisonnement cla351que de
Bolzano-Weierstrass, au moins un pointd’accumulation, M cLPrespecuvement
sur T, tels que l(‘\’IP) =d>octMP =o.

D’ apré~ cela, les pomts M ct P seront confondus comgne I est depourvue
e points douh!a , ccci exige que /(MP)=o ou, lorsque I' est- fermée,
'(MP) =longucur totale de T'. La seconde de ces éventualités est impossible,



'~ SUR LA CONTINUITE DES DhRIVhES DU POTENTIEL. ' 207

car I(MP), de par sa définition méme, est inférieure a la demi- longueur T;la
premiére éventualité est en contradiction avec I'hypothése I(MP)= a’> 0.
“Cela prouve que la distance de deux points quelconques de T' peut étre
'umformément minorée en fonction de la longueur de I'arc de I" qui les joint ; il
‘existe doric un nombre A[/(MP)]répondant a (139), tel que MP > o résulte de
AEMP) > 0, le cas de I’égalité étant exclu. Quant & la non-croissance de.la
‘fonction A(r), elle résulte de sa définition méme; cela achéve de démontrer
notre lemme. :

N

68 Utilisons mainténant l’hypothése de la connnult'e de la normale’a I ou,

ce\qul revient au méme, de la tangente a I Si donc 7 et ¢ sont les tangentes
ri I' en M eten P, orlentées dans le méme sens, (138') donne’ '

|G, 2)|<ru).
1 'hoxsxssons alors un nombre h Lel que -

(ko) L s

{MP) étant une fonction non decrmssante, ‘toute longueur MP <4 vérifiera

| m;égahte precédente Par suite, l'arc QQ’ de T', dont le point M de T fait
“patiie et qui est intérieur au cercle de centre M et de rayon A, posséde la
propmété de n"avoir ‘qu’un seul point d’intersection avec toute parallele ala

N
normale en'M & T'; sinon, en effet, il existerait sur 1’arc consldere QQ' de T

2 (d apres le théoréme de Rolle) un point P ou la tangente 7 serait paralléle a la
~~n0rmale N en M; il en résulterait

O G=E
Comme MP <, cela serait-en contradiction avec (140") [cf. (140)]. 1l suit de

: Ié que QQ' vérifierait la troisi¢éme condition de Liapounoff si le cercle C(M, &)
de centre M et de rayon A ne contenait pas de points de I autres que ceux de

-

l'arc QQ'; sinon, en effet, une droite paralléle au vecteur N pourrait avoir
"plus d’un point d’mters’ectlon avec I' 4 l'intérieur de C(M, 4). Or, soy P un

point de I‘ étranger-a 'arc QMQ d’aprés (139) on a
S Ml’>/[l(Ml’)J>)[l(MQ)J:/ hy=h,>o.

puisque A(r) est une fonction non décroissante. Cela montre que le

“cercle C(M, A,) n’a pas de point commun avec Iarc QQ’ de I' ne contenant
‘pas M. Appelons alors R la plus petite de deux longucurs & ct A, ; il résulte de
_ce_qui précéde .que le cercle (M, R) repond a la troisiéme condition dc

Liapounoff; d’aprés la définition méme de R, cette longueur est indépendante
du choix de M sur P. *
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69. Passons maintenant & I'examen du cas des surfaces. En premler lieu,
on remarque que le raisonnement du paragraphe 67 s apphque mot & mot au
cas d’une surface S pourvue d’un plan tangent‘en chacun de ses points. On
pourra alors joindre deux points M et P de S par une infinité de courbes
rectifiables : on appellera /(MP) la plus petite de ces longuears’ou la limite_
inférieure de 'enscmble de ces longueurs. La surface S étant dépourvue de
point double, /(MP) est positif non nul chaque fois que M et P sont distinets. -
Partant de la, on étendra sans difficulté au cas des surfaces l’megal1té(139) ).

70. Celaétant, soient M un point de S, T la section de S par un plan passant’
par lanormale & S en M, P un point quelconque de cette courbe. La tangente -
* X ) . .o . . ’ ’ ’
orientée ¢’ en P a I' est portée par la droite d'intersection du plan de I avec le
) . - + ) Vt . :

plan tangent en P & S; de méme, le support du vecteur unitaire ¢ (porté par
la tangente orientée en M 4 T') est confondu avec l'intersection du plan de r
avec le plan tangent en M a S. Mais les normales aux deux plans tangents a S

qu'on vient de consuierer vérifient la’ condltlon (138); un. raisonnement
élémentaire prouve alors que

|G, D) |<ay3 s p). S
Dés lors, les raisonnements du p-aragraphe 638 s’appl‘iqukent. On pom‘x‘a. dosic

déterminer une -constante /4 lelle que I'arc QMQ’ de T, situé dans la
sphére Li(M, %), de centre M et de rayon %, ne soit rencontré qu’en un seul

point par toute paralléle au support du vecteur N, situé dans le pomt deT et
cela quelle que soit lasectionI' considérée. La propriété s’étend immédiatement

>
i toutes les sections de S par: des plans passant par N; cela montre que:
I'interscction de la portlon I(M, h)deS [mterleure a L(M, k)] avec toute:

paralléle au support de N se réduit 2 un point umque. Le raisonnement’
s’achéve alors comme au paragraphe 68 ct justifie le résultat annoncé an
p(lragrdphe 65.

11. — Indications sur les extensions -
dont les résultats de ce Mémoire sont susceptibles

71. Les résultats de ce Mémoire peuvent étre étendus, et cela de deux
maniéres. En premier-lieu, on peut reghercher les conditions d’existence et de

(") Il faut remarquer que la conélusion des paragraphes 67 et 69 s’applique & toute
courbe simple de Jordan, & toute surface continue dépourvue de point double, 4 condition
de remplacer Ta longueur /(MP) par le module de la différence des pardméues qui
définissent sur ces continus les coordonnées de M et de P. Les longueurs des arcs n'ont.
¢Lé utilisées ici (que pour éviter 'emploi des représenlations palameluques non ml.rmseques
de I et de 8 -
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contmulté des dérivées du potentiel d’ordre supérieur 4 ceux que nous avons
envwagés Jusqu ici. Du reste, ces extensions présentent un intérét cons1derable
-an point’de vue des applications a la PhySIque mathématique; nous clterons,
A titre dexemple, la théorie des ondes qui nécessite 'emploi des dérivées.
“secondes du potentiel de double couche (*). En second lieu, on peut se
“proposer I’étude des dérivées du potentiel, dans les espaces & m dimensions; ce
geare de travaux trouve sa justification dans P'étude des problémes de Dirichlet
et de” Neumann posés relauvement aux équations a plusieurs variables ‘
,mdépendantes( ) - .

72. En ce qui concerne I’étude des dérivées d’ordre supérieur dans le cas
_tridimensionnel, il faut remarquer que les conditions de régularité imgosées
. jusqu’ici & la multiplicité-support et a la densité des masses attirantes ne
wfﬁsent plus pour assurer leur existence; de nouvelles hypothéses sont
“nécessaires. Pour fixer les idées, envisageons le cas du potenticl de simple
couche U(M) eréé par les masses de densité w(P) répandues sur une surface S;
s Pon suppose simplement que w(P) vérifie une condition (/) (*) et que S est
-une surface de Liapounoff, la fonction U(M) sera, en général, dépourvue de
~dérivées secondes. Mais on peut établir le résultat suivant, valable pour toute
surface 'S dépourvue de singularité : :

Sz lt:.s' éléments de courbure de la su face S vérifi ¢nt une condztzon (f) et st les
dénvées partielles de premier ordre de 1.(P) existent et vérifient une condition (f),
“les dérivées partielles de second ordre du potentiel U(M) existent et vérifient.
également une condition (¢) dans tout le domaine D limité par S, frontiére S
comprzse( ).

- Dé méme, Vexistence ¢t la continuité au sens (/) des dérivées premiéres de
lacourbure de S, comme des dérivées secondes de (1), assurent I'existence et
la continuité des dérivées troisiémes de U(M), et ainsi de suite. Nous nous
‘bornerons & énoncer . ces résultats dont la démonstration serait longue et
laborieuse.

75.' Des intégrales ’singuliéres interviennent fréquemment dans la théorie
- des équations du type elliptique & plus de trois variables indépendantes.
Voici-un exemple choisi au hasard dans les travaux de G. Giraud [14],
page 137, deuxiéme Mémoire. '

.

(*) Cf. la Thése de Mme Dubreil [11].
( ) Cf. les travaux de Georges Giraud | 1/¢].
(*) Cf. le paragraphe 9 : nous admettrons que le module de continuité f(MIP’) \Pllfl(,
toutes les conditions de régularité qui lui ont été imposées au paragraphe 9 his.
(*) Dans certains cas, le module de conlinuilé ¢(r), associé a f{r), doit étre remplacé
par le module de continuité ¢ (r) |logr]. '
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Considérons une fonction ®(M) du point M(z,, =, ..., x, ) de 'espace a
n dimensions. Nous dirons que ®(M) est continu dans 1'espace (f), ou qu’elle -
vérific une condition (f), dans un certain domaine D limité par une
hypersurface S lorsque, M et P étant deux points de I'ensemble D 4 S; on a.

I¢(M)—®(1’)|<f(MP)

ol j(l) est un modulc de continuité assujetti & verlﬁer toutes les conditions de
régularité imposées au paragraphe 9 bis, et ou :

MP = \/Z(w —y)h )

y.,y._,., ...y ¥« 6tant les coordonnées de P. Cela etant considérons dars D+S
une multiplicité a m — 1 dimensions D, dontla frontiére sera notée S, +1’élément-
de cette multiplicité an point P sera noté d=,,_,(P)=dy, dy,, ..., dy,_,. Soit,"
d’autre part, n(P) une fonction continue sur D,+ Si CODSldel‘OIlS alors le
potentiel

M)__f l\*;l()fn_ f(MI’)d.,,,,.(l) R
On peut alors affirmer que la fonction U(M), qu’on vient de définir dans D,
appartient dans cc domaine & 'espace (¢), p(MP) étant le -module de
continuité associé a f(MP); c’est 1a une sorte d’extension au cas de 'hyper-
espace des théorémes que nous avons obtenus au cours du Chapitre 1V dans .
le cas du potenticl de simple couche dans I'espace tridimensionnel. G. Giraud
n’avait donné ce résultat que dans le cas ou f(MP) est holdérien. Nous he:
mentionnons pas d’autres généralisations immédiates des inégalités de
Giraud. : , - '
74 Pour terminer, signalons les extensions. possibles, an cas de la conti-

nuité ( /), et non plus seulement holdérienne, des résultats de L. Lichtenstein
intéressant les domaines variables avec le temps, par exemple; nous nous
bornerons & signaler la possibilité de ces dévéloppements et & affirmer que
toutes les transformations utilisées par cet auteur pour se ramener au cas d’un
domaine fixe [artifices dont on trouvera ’exposé en francais dans le volume
déja cité de M. Villat [8], p. 254 et les suivantes] s'appliquent intégra-
lement au mode de continuité que nous avons envisagé; et cela garantit la

validité dc nos extensions au cas des multiplicités-supports moblles dans
I’ cspace



