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. . :' . 

Sur la continuité des dériüéer du potentiel}

'
' Pu: JULIEN KRAVTÇHENKO.

(Suite et fin.)

—

CHAPITRE V1.
'

De la continuité des dérivées premières du potentiel de simple couché;

42. Après ces préliminaires, nous sommes en mesure d’aborder l’étude des‘
_

généràlisations des théorèmes pr0prement dits de Liapounofl'. Nous commen-
Ï cerons par la discussion de l’existence et de la continuité des dérivées du
potentielde simplecoucheU(M’) défini par (44) sur une surface de Liapounofl’S.

' Voici le plan de notre exposé. Nous établirons tout d’abord l’existence des
. ‘

. ‘o
' - ' , . dU

hm1tes pour chacune des express1ons dU dU
dx——,, «)?” «)——,lorSque le pointM’(ac”’,y,z)

' tend “vers un point ordinaire M(æ, y, z.) de S en restant soit dans D soit à

.

l’extérieur de D:, nous construirons ensuite pour chacune de ces limites un
module de Continuité valable sur toute portion régulière S,— de la surface S;
nous achèverons en précisant les discontinuités que subissent les dérivées-
premières de U en traversant lamultiplicité-support S des masses attii‘antes.

‘ Toutes nos conclusions reposent sur l’hypothèse que la densité U.(P) vérifie
une condition (f ). *

C’est ici le lieu de rappeler une fois encore lessréserves faites au cours du
paragraphe 9 (ns; contrairement à ce quis ’est passé jusqu’ici, nous n ’expliei—
’terons pas, au cours de ce chapitre,,les constantes multiplicativesqui figureront
dans l’expression du module de continuité cp et n0us écrirons ç(MM’) pOur
constante >< MMM”). Mais les démonstrations sont conduites de manière _à

permettre au lecteur de retrouver facilement, dans les applications, les valeurs
des paramètres en cause. Et nous n’avons fait cette omission que poursimplifier
les'

résultats auxquels nous allons aboutir. ’
'

. 42 bis. — Soit M un point ordinaire d’une surfacede LiapounôlÏgénéraliséeS.
Rapportons S ‘ au Système d’axes _Ma_fys déjà considéré au paragraphe 22

‘ r ' ’t ' ”> \
’

(l’axe Mz sera or1ente su1vant-la normale exter1eure N a S en M). Au=  paragraphe 56 nous avons montr (\/\\Journ. de Math.., tome XXIII. -— FFèc. fig”.

()U ' \ ' .
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l

de (44), tendait vers une limite bien déterminée, notée
<d———Ë,(M)>, [011 (cl——ËÂM——Ï>€], ,

lorsque lepointM’ tend vers M en suivant la normale1ntérieure(ou extérieure)
en M-à S; n0us avons appris à calculerces expressions à l’aide de <%) .‘

. ‘ '
_ » I-'…

Il nous reste donc à établir l’existence des dérivées— —qui, étant donné"
0.7:

le choix particulier du système de référence, ne sont autres que les dérivées-‘
tangentielles du potentiel de simple couche U(M) au point M de S.

Soient alors M’ le point de coordonnées æ’=r (r> 0, pourfixer les idées),
y' :o, z’ :o, voisin del’origine des coordonnées M; d(M) la portionde
..(M) correspondant à M, définie aux paragraphes 18 et 26 [cf. (13)]. 'La-
dérivée (

dU
dæ>mexistera si nous prouvonsl’ex1stcncede [cf. (M)]

(7—}>
1î3i7—[U<M'U<M>Jl—4E‘l‘zfl“”“‘(M'r_MP>d° .

=îf2:lfL…“”:(M,_P1 P>.”’
_

--

+ÆMLLp(P>—H(M)]È(ŒÏF MT?)”'—° , ,

+1?(M_) dm,Ë(MÏP:
"

MP)dc[
Lorsque M’ est suffisamment rapproché de M ,par exemple,si MM’—=r<‘—-—R4,,.Ï

le premier terme du second membre possède certainementune
limite;

en effet,

d’aprîs‘
(13), le domaine S——- d(M) est extérieur à la sphère L(M%B) alorsŸ

quel——5.—,R>,—R>r, en sorte que les dérivées de la fonction
M——,——P

sont bornéesÿ‘,“ dans L<M, %>, et nous avons

(78) lim ”
.

…p.)_:(—‘-l——l—i—A—l—)da‘=fl‘ ”(P)à(mi)dc.
' “ ,

‘,.:0, s…… MP P S—d(M) _

,)æ :
,

.

puisque ,
. _

,
.

'

"

li1“ <_ _—1_)=[ÏÉÊ2]S=———Û<È>.,.-=.: M’P * MP. a.,—
' ,. aæ _.

Le résultat ci—dessus nous incite à penser que les limites "des intégrales
restantes du second membre de (77) seront données par les expressions.
suivantes

’

(_‘_>()MP
61

MP da- _
/"“

P— M '-M 1———— - .JM…) … >] ,, a … … ) d…,, / 



ËUR LA CONTINUI'l‘É DES DÊRIVÊES DU POTENTIEL. ». 165
Tout revient, dès lors, àlé€itimer l’existenCe des expressions ci—dessus ët
à justifier les relations limites

': \ r=0 'd(M)

:
'

1 1
'

'

1
' Î\ÎÎ5 '

'80' lim —(———>da=fl —‘+——'—-da.
(.

)
,

'
' _r=° «11er MlP

MP rit…
“,x" :

En vue de cette discussion, le passage en coordonnéescylindriques est tout
indiqué; les coordonnées nouvelles du point courant P(E,

En,
{) étant {, p, q»,

.

'
-

_ à _I__ _
.

< -

_
. MP.(79)lim le(P)——(M)]—

;(M—Ï—P “M_P)d‘f= d(à)[ÂŒ2]lH(P)—P(M)ldfly

   nous avons, en observant qùc(—,—
d
æ(MI_P)=

'

Mi>3___Pâfiî:lgâ
é8ërd.è_(13), (19) e; (41) .

  
_<_1

——<-ê
et eu-P ’MP (8o)Æ__)[u<P> Æ<M>]d<Î)da<af_dÏff————(M”’d

1:1R- . .

'

'

?
f<sin >. (.) . 5R——'— <’ L —— -.

. êûfi\[ {2 dP:4TÇ<I3SÎDQ>

Cela établit _-la convergencede l’intégrale du premier membre. L’étude de
î’l

intégrale. > '
,

'
-

Ua (
1

)
‘

,
.

__

,

_ _
_

. 4

_:

80' .‘ . l =— .
, da‘ .:fl " da‘( )

'Ç

’ '
'

d<M) af” d…MP”

 
- .,-_, ,

' .   
estl.un peu plus délicate. Comme

da* _, Pdeä'i
,

_

=cos(N,,N’)—cos(N’,M5)'
elle" s’écrit

'

_‘ '_ ' ' 1f_°°S‘l’d‘l’f cos(N’ M1)MP3

Comme cos(N’, z)#1 dans le voisinage de M, on ne peut prouver la
convergence du second membre, en remplaçant, comme ci—-sdessu,chaque
terme de l'élément— différentiel par Son module,car alors, nous aboutirons

&—l\
. 13 .

' à une majorante de la, formef .

C—Ë,
non bornée. L’intégrale (80') n’est donc

0
'

o
: pas absolument convergente. Pour tourner._cettc difficulté nous utiliserons la



166
‘

JULIEN KRAVTCHENK_O.. r '
.

: °presence du facteur msn]; et nous ecr1rons I

I I
'

.dP \

.

’

_(8 ) 1=f fiC05‘i‘d‘i’folâRI:PS ;cos(N’, Mz)
—I:l ? "»

 
(P+?)

puisque

if- cos$d«|i£io. :
P _0

4 '
' ' )

Nous obtenons ainsi une intégrale dont l’élément différentiel comporte 1111

facteur (le crochet) tendant vers zéro avec (>.Précisons ce point. Soit11 laprojection de P sur May; nous avons - ' . -

|î——— |=|M—€M

'

—-‘ê| |”|F |
Or, l’inégalité (16) est valable dans le domaine d(M) (cf. @ 22), il vientdonc,en remplaçant |C| par sa majorante, . .    

 

 

13 MP
“ ‘

.- '.__ __ < __
\/92 +Ç= —I.—||MP l|=,16 f<s_inœ>'S}'6f<si1fzw_)" _ .

511 '.
"

puisque MP <—— -Comme sur d(M),—S_ilî2w'<_ 13 sin- w ;
3—3 11511 (car s1n’wë %)

'

il en résulte [cf.Il(S)]
_

'
_.

'

.
' Mp 5 ‘ ' *:

< _ <
‘. . MP

_1
l :. 6 : 1)

d’où ' '
. .

v

_

v, ,

Mp .

' ' ' "'_ <
P = 2' '

_

- »

En Combinant les dernières inégalités, on trouVe
. '

' _P’_ _ _ M 9111 M_P--__ < ' P .(82).
__ î—. Il“ MP2+MP+ |>< MP ‘ '=‘5f sin’œ

'
(P'+ C‘)“

_
 

D’un autre côté, les points M et P appartenant à d(M), les calculs du
paragraphe 24 s’appliquent, 8 étant une

surface
de Liapounofï, nous avons

[Cf (8)et(18)] "

.
12

(N', Mz)
(83) ’

  

1

cos(N’,M:) _Ilw2511cos(N’, Mz).  1 (N’, N)? 169

,

;
'

‘ é 5 |cos(N’, N)| =2_88[f(MP)’ <f(MP)<f<sin*œ)
Utilisons alors l’identité

(ae—I)=(a__l)(egl)+(a—1)+(p—'1)…_
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on eh déduit
|afi—1lë!a%1|XIB—ll+la—tl+lfi—1l.

“Si l’oin‘pose donc
.

a : —-—Llæ, @:
_

(P +C’)?

cela donne [cf. (82) et (83), ainsi que (S)]

1

cos(N', N)’

  

       
(33,_) _L ___1—___1 _

(P+C’)Ë COS(N' N)
.

.‘
<l<ä—fï>;l>< ——l<—>l ——

.

’515lf(%if’œ)]g+I5f(sirî‘?œ)Hf<sîn’€»)
.

540f(.sirî*a)'-
' ’ '

"E’—inégalitéprécédente-montre que [cf. (81)]

.
_

.

,
:

,

’

fi «

.
‘ '

." ' f ,… -
, ,

< s1n?m <
»

. Rf__(2p) _ (10 >
(83)

ll|=8011‘0 ‘
? _dpî80fio. .? (io—8071013131,

puisque sin2_w>z- Cela prouve que l’intégrale (80’) est bien convergente, en

sorte que, pour r=o, les seconds membres de (79) et de (80) ont bien un
sens. La vérification des relations (gg) et (80) devient dés lors immédiate.
Partageons le domaine d(M) en deux domaines partiels d(M)—d(M, gr)
et d(M, nr), d(M, 2r) désignant la portion de d(M) dont les points se

pr0j'ettent sur le plan Mæy‘a l’intérieur du cylindre

æ?+y?Sfir?, 2r
HA

5
o. . Î3R'

Or, lescontributions‘a toutes les intégrales (qui figurent dans les formules
en cause) du domaine d’intégration d(M,2r) tendent vers zéro avec r,pui5que
cès intégrales sont convergentes, d’après ce qui précède. Dun autre côté, on
peutécrire pour chaque point P situé dans d(M)—d(M, 2r)

:*

M étant un pointdusegment MM’, un raisonnement aussi élémentaire queclassique permet alors d’achever la démonstration.



168 —

' ' JULIEN KRAVTCHENK‘O.

Nous pouvons dès lors affirmer que le premier membre de (77)a un‘ sens et_

que la valeur du second membre est donnée par (78), (79) et (80). Aussi:
'

Lorsque la denszté U.(M) des masses attzrantes, répanduessur une surface S de
Lzapounofl"vérzfi'e une condi'tzon(f ) [cf(41)], le potentielde simple couche cor—

respondant (44) possède des dérwe'es tangentælles en chaque pomt ordinaire M  des, donnéespar la formule . -

\
'

_—
' a(;) —

.

-
-

‘

. dU (Ml) …
(84) Î= f—dtM)P'(P) "'

dû“
' '

_

.
_

' ‘ "a _1__)
'

.,<._r) _

.

.+ffl;) [——pL(P) p.(M)]——<_Mt—P da+ p(M)
È"£P

, de, :… _
62

du“) . — . —-

où d(M) dészgrie le voz‘sznage de M sur S clé/int au paragraphe 18 et où Mt est
une dz'rectron quelconque, issue de M et_ sztuée dans le plan tangent en M à S.

Daprès les calculs précédents, la dérivée tangentie‘lle ne subit aucune
discontinuitéau point M; cela veut dire que le qu0tient—[ U (t)—— Ù(O)] a une.

limite indépendantedu signe de t, pour t__— 0. On se rappellera que les dérivées
normales ne possèdentpas cette propriété; nous préciserons un peu plus loin.

Remarque. —— De çe que l’intégrale (80’ ) .

E

I:]…MPada _

.. .

aun sens on conclut uel’inté rale
'

’

.) f… Mind”

[où y(M) désigne un voisinage quelconque de M sur S, mais dont la frontière
ne contienne pas M] est également convergente.En efi'ét, soit 7, (M)læi portion-
de y(M) intérieùrea‘ad(M), y,(M) la portion restante de y(MX celle—ci
pouvant, éventuellement, être vide. Nous avons

==f ——f +f —-
3M)MP dtM) «N…—“(d… ' .ïn(')

L’intégrale du premier membre aura un sens si les deuxième et trOislèmé‘ inté—

grales du second membre ont un sens. Or, È est borné dans le domaine

d(M) —=ÿ(M), puisque par hypothèse M est étranger à ce domaine, et il en est
de même afortiori de y_(M); il suit de là que l’élément différentiel des inté-
grales considérées est borné sur leur domaine d’intégration respectif, ce

quijustifie notre assertion. '
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Il fautinsister sur l’utilité de la remarque qui précède, celle--ci serait banale
et, partant, sans intérêt si l’intégrale [cf. (80’)]

_

\
'

'

avait été convergente; or, nousavons constaté qu’il n’en était pas ainsi et que
la convergencede (80’ ) était duea une sorte

de
symétrie axiale.

45. Il nous est facile maintenant de prouver l’existence de la'dérivée du
potentiel de simple couche U(M) dans une direction quelconqu‘e. Pour éviter
toute confusion, appelons MtsN le trièdre trireCtangle, désigné par Mæyz au
cours du précédent paragraphe;Mt et Ms sont donc deux axes orthogonaux
situés dans le plan tangent en M à S, alors que l’axe MN sera‘orienté suivant
la normale extérieure à S. Comme les dérivées de U(M) existent en un point
ordinaire M de S suivant les trois directions, Mt, Ms et MN, non situées dans un
même plan, la fonction U(M) est dérivable, d’aprèsun résultat classique, dans
toutes les directions. Si, d’ailleurs, Oæyz est le système de référence fixe,
nous avons

'

-
. au au

‘ au au ,
,(85)

, ... ä;_-äîcos(t, x)+ä;cos(s, æ)+ä;cos(N,x)

d’ '
1

' "Uwtduuvi'd1 "’U’et eux express1ons
ana oguÿes pour äÿ

e '53' ) a lou one
or

que 37,“ apas
la même valeur de. deux côtés de la surface S ',par suite, la même circonstance
se présentepour les dérivées @ , â—U ett?E,

dites dérwéesoblzques du potentiel U.
. - da: 01' - 5

Si M' est un‘-pôint intérieur à D, voisin de M et situé sur la parallèle Ma: 21
Ox,

lions poserons ‘ ' '
au— _-îim [U(M') — U(M)]
ä—Œ'i _u_'>m MM’

et nous noter011s"——U”la limite du second membre si M’ atteint M par l’extérieurôæ,

de D. Comme les dérivées tangentielles fia—[tj et _dd—U

unité en traversant M, les formules '(63' ) et (85) donnent

ne SùblSSéflt aucune discont1-

dU dU dU
' dU

(85')
äî, ::—d—tcos(t, æ)+ à—cos(s, v)+L<ËË)“ +firp(M)]COS(N;æ),

, dU dU
ä'£=äî cos(t, a:) + %Ëcos(s, a:) + [<%—%)M— 21r pL(M)] cos(N, ar),

formules où
%—’2

donnée par (46). Il en résulte, en particulier,
dU dU
d_x,_ âÎ=4nu(M)cos((,N :D),

désigne la dérivée normale du potentiel de simple couche,
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relation qui met en évidence la discontinuité de la dérivée oblique de U(M) au
point M de S. ' '

_ _
‘

44. Nous nous proposonsmaintenant de construireun module de continuité
_

pour chacune des dérivées obliques, donnée par la formule (85') sur une portion
‘

régulière S, d’une surface de Liapounoff. '
.

Remarquons‘a cet effet que les sec0nds membres de (85’ ) se présentent sous
forme de sommes des produits de deux fonctions. Si donc chèque terme de la

'

somme est une fonction continue, il en sera de même de ces sommes; par
ailleurs, on sait que_lè produit des deùx_fonctions,vérifiant une condition (f),
vérifié encore la même condition (voir l’énoncé plus précis au paragraphe
suivant). Tout revient donc à construire un module de continuité communà
des fonctions de M telles que cos(t, a:), cos(s, a:), cos(N, x) et aux fonctionsdU dU dU '

,Î,Îç(——n>__
, lorsque le point M décrit une portion régulière S,- de S. En ce_

qui concerne la continuité des Cosi11us direnteum, il suffira, pOur l’établir, de '.

faire appel aux propriétés de définitiondes surfacesde L1apounoff. Considérons
un point ordinaire M de S,—(dont: intérieur à cette portion de S-

,_>_),
voisin de M“

'

N la normale extérieure en M;à S,- qui se réduit par continuité à N lorsqueM,
’

vient en M. Nous avons

|cos(N, æ)—cos(N,,x)l<l(N,,fl) l<f(MM,).

Cela étant, si M, est un point de S,— suffisamment rapproché de M pour aPpar—
’

tenir à d(M) [cf. le paragraphe 18], ce voisinage de M peut être (d’après—les]
résultats du Chapitre I), représenté parune équation de la forme(nous utili—
serons pendant un instant le trièdre Mæyz au lieu MtsN)

_=<p(æ,_y)
. ! .

par rapport à tout système d’axes MtsN. On peut joindre M et M par une
infinité d’arcs de courbes, intérieures à d(M) et d’équations -

5
.

5
.

)’=_}’(æ), 's=q)læJ y(æ)lr
“.I—äRÊŒ' _ÊR’ll/\

où y(æ) désigne, pour fixer les idées, une fonction analytique et régulière de
son argument, et qui soient tangentesà l’axe Mt (011 Mal?) au point M. Comme
@ est dérivable en a: et en y, lesparamètres directeurs

de la tangente de l’arc
en cause 5 ’écriront

'

. W] 29,00 GL).I’ Æ’ dx (ÎÏ dx’
les deux derniers se réduisant à zéropour w = 0. Comme y(æ) est analytique,

'

.
_

. /\ _ _ .

_
y’(æ) vérifie, sur tout l’arc MM, , une condition de Lipsch1tz (dont la constante
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multiplicative peut être supposée uniformément bornée), donc une condition
dd>

- (f); il en est de même, d’après les inégalités (12), de—met de——dy
(I)-Cela montre

que les demi—tangentes Mt et M,t, à MM, vérifient l’inégalité "“

- ' (Mt,M1ti)êf(MMa),
en sortequ’en revenant au trièdre fixe Oæyz

_

-

|éos(Mt, O.i:)_—icos(Mit1,Ox)lêl(Mt,Mt,)lêf(MM,)._

Le résultat précédent montre que sur une surface de Liapounofl‘ on peut
toujours joindre deux points suffisamment voisins par un arc de courbe le long
duquel la tangente se déplace en satisfaisant toujours à une condition (f)

' Bien entendu, le point M, pourra atteindre M en suivant un cheminquelconque,
voire non régulier au sens qui vient d’être défini,l’important pour la démons—
tration est que chaque point M de ce chemin puisse être reliéa M par un arc
de courbe régulier. Nous prendrons une demi——tangenteau point M pour axe Mt
-du trièdre MtsN correspondant qui sera alors complètement déterminé. Et

* puisque deux des cosinus directeurs (par rapport à 1111 système fixe Oxyz) véri—

fient unecondition (f), il en sera de même du troisième. Sur une portion S,- de S,
011 peutdonc toujours attacher à chaque point un trièdre MtsN dont les

arêtes varient de manière à vérifier une condition (f)
45.Ainsi, pour construire un module de continuité pour les seconds

_'meinbres de (85' ), il suffira de le construirepour les dérivées
tangentielleg%’—Ë

etL%; au paragraphe 55 nous av0ns vu, en effet, que la dérivée normale'd%Udu
potentiel de simplecouche vérifie une conditi0n(cp) sur S,, plus' exactementque

-:—5
possède le module de continuité (56), compliqué par {la présence d’un

terme logarithmique.
Signalons, toutefois, ”que

0—2}
et (d)—ï se perniutent entre elles lorsque le point M

traverse la courbe de contact de S- avec le cylindre circonscrit à S,— et dont les
génératrices sont parallèles à 0:10 (à l’exception des points de contact
inflexionnels):Dans ce cas, en effet, la direction Mæ, équipollentea Ox, cesse
de pénétrer dans D pour pénétrer dans le domaine extérieur à D ou vtce versa,
en sdrte qu’il ya lieu de permuter

Z—Ë
et

%—n
dans les seconds membresde (85').

dUIl n’en reste pas moins exact qued—ævarie continûment en. traversant la courbe
de leespèce indiquée, seulement, la continuité est assurée ici par le fait que

'cos(N, x) reste continu et s’annule sur la ligne en cause, en sorte que
JU
—d—ncos(N,a:) est très petit dans le voisinage de celle——ci.- Dans la suite, nous

.
‘ Journ. de Math.., tome XXIII. — Fasc. 3, 1944 . - 23
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1e nous placerons pas dans ce cas singulier.Ces remarques faites, revenonsàla
1uestion. -

Soient M et M deux points voisins ordinaires de S, N0ùs rapporterons
’espace au trièdre_ trirectangle MtsN, qu’ici on peut, sans inconvénient,
lésigner par Mæyz. Joignons M et M, par un arcsatisfaisant auxconditi0ns/\
le régularité1mposées au précédent paragraphe; d’après cela MM poSs_èdera
:n chacun de ses points une tangente,.confondue en M avec Mac, et quivérifie
a condition(f) tout le long de MM,. Soient M t, s,N le trièdre attaché à M,
cf. le paragraphe 44); x, , y,,.., les coordonnées de M,, E, *q,{ celles du point
:ourantP sur S, par rapport à Mæyz, d(M,) la portion de

Z(M, ) définieau
qarag‘ràphe 18. Nous avons, d’après (84), ‘

4

.
'

)

dU __
' )

—‘
"i E} ,

' <%)MÎÆ—d(wè(P)Mîw :I(M)…P… —'H(M)"Mîñda.+'…M)fl MP3'dm
._ '

    
d(!)

et
'

.

> .

.. -

,

'

»le'.
au au dU dU ' '

<dæ>u—_dt—,COS([1,—I' ) + —ô-—cos(s,,
æ)+ d—‘COS(NU “');

Les calculs dès paragraphes54 et 42 prouventd’abord que lesquantitésl'—ds['Î'l
et l—dnUl sont bornées à l’intérieur de S,; il serait facile d’expliciter leur borné-
:ommune A; mais, pour abréger l’exposition, nous ne le ferons pas et nous
nous contenterons d’affirmer l’existence de A. D’un autre côté, envisageons le

;rièdre d’arêtes‘ parallèles‘a N (ou Ms), N, et Mac; nous avons

I(Nu M$?)lêl(1VÏæy—Mf)l-+—.î('1:; Ni)l=; _+I(N, N1)lê; +'f(MM:)-

Si donc nous_posons

_
(Ni,.æ>=g+a,

_ _

.l vient °—

|
3‘ lÊf(MM1) ' ‘

Bt.
ICO—“(Nu æ>1=l'sina |<|a|<f<MMi>

D’une manièretoute semblable, la cdnsidératiôn du trièdre d’arêtesparallèles
aux directions Mæ, t, et s,, permettrait [eu égard au fait que |(t, , x)

|
<f(MM )]

d’écrire
\ lCOS(SU &?)

l
Ëf(M1“1)’

en sorte qu’en réunissant tous les résultats acquis, on aurait'
_

. .

au au -.
'

_— _ <ds, cos(s,, x) + ()", cos(N,, œ) =2Af(MM,).
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Il suitde là que pour justifier la continuité de —U sur S,, il suffitd’établir
une inégalité de la forme

\

(86)—

' " " '

%;qcos(t,, æ)—-à—U_< <p(8MM,),

ç(MM_,) étant le module de continuité associé à f. Maiscos(t,, x_) est une/\
fonction continue de M sur l’arc MM, , se réduisanta l’unité pour M—_+

M, de

telle
sorteque [cf (8) lorsque MM < R]

(t1}’æ)
S £

2 _ 2
 l(511f)_l2<;[f(MMi)l'Ë—. 5f(MM1)-| 1 —- cos(t,, x) |: 2 sin2

’

D’après le lemmesur le mode de continuité du produit de deux fonctions
continues( ), inégalité (86) revient dès lors à l’inégalité '

1871 _Ï _ [(%)_L(%%))g)<SMM1>.

_

46 Reprenons laformule (84)en explicitant les éléments différentiels de

"son second membre. Il vient, endérivant U_(M) dans la direction Mæ’
‘av

—-— P P —— _(88>(—)—fl_…“ >M—P,deï+_ [M)
))<M)]M,…fa+MM)fl____…;dÜ
 

d(M)

’

L’expressionde (?,—P) est tout analogue; mais dans la formule précédente,,. “1

_il_ y_
aurait lieu de remplaCer d(M)par d(M ) et la composante E de MP

suivant Ma:par la composantede MP suivant MI…, Comme d’après le théorème
des projectionscette composantevaut '

M,Pébs(M,P,M,t,)-=(ï—æ,)cos(t,.t)+(m——V:)cos(t,,y)+(Ç—z,)cos(t,,z),
en sorte que

dU _»
;M

a:,

(,,,—)…:—
…))…

+ P —— M1æ1d NI] '—”t_’dfl(u,)[ l’(_
) … )]äM—MP3 a+… )1/’),…FM I”_'al

+cos(t,,y){…z.…, ...............................................'-

—_1-coâ(t_,_,
:) {. . .- .........._ .............' ............................ }.

  
où les accola_des non explicitées s’obtiennent en remplaçant dans la première 
( ) Ce résultat s’énoncecomme il suit. Si a(æ) et b(a:) possèdent dans un certain inter-'

valle des modules de continuité respectifs f(s ) et o(s) [tels que f(s)<ç(s)], le produit
a(æ) b(æ) possédera sur le même intervalle le module de continuité cp(e) (cf. [5], 1). Go).
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accolade (€ — ce,) par (n —-y;) et (C :— z,) respectivement, Des raisonnements
analogues à ceux du précédent paragraphe montrent que '

’

. lc.05(t… y)lêf(MMi)ä                  
Comme, par ailleurs, chacune des accolades du second membre est b0rnée du
module, par une constante convenable A, en vertu descalculs“d_u pàra7
graphe 42 ( ), il en résulte ' '

e-‘.æ _»". _

‘c05’(t,, y)-‘.-..; +cps(t,, z)-f._. .}iS22Af(MM,).

Si l’on tient alors compte de l’          
         æ)|< 5f(MM ), établie

au cours du précédentparagraphe, on aura

dUl<àn), Æ_lMMMP(P)HM P*da

+fl l.EP(P)—P(Mi)lM—,…"”‘+M(M.)fl… %Æda
!

<  
  

+ 3Àj£(MM1)MM
 

De l’ensemble des résultats qui précédent, il résulte que si l’onnégligedes
termes additionnelsde la forme const.f(MM )<const. œ(8MM),

l’inégalité(87)revient à [cf. (88 )] ..

    
 

 

Ï_xî '
(S.) (P)_

': dG—fl (P)—_—):1'[
O‘}?

.

s_d(M,)H M,P— ,
_s_……P

Mi ,

.

+ifÎ [M<P>—M<M.>J*MÎ,‘

ia—fl%.
LM<P>—M<M>]M@P.da—

"

.ri(M,) . d'M)
_

_

+3 M(M1)fl_:ÏM— —M(M)_ Èdf Sr(8MM£),“
. dl“1’(l(M) , ...."

en négligeantéventu‘ellementune constante multiplicative au second membre. 
(‘) Voici comment on peut établir ce point en toute rigueur. Soient E,, n,,f; lesl'coor—

données de P par rapport au triêdre M, t,s,N,, que. pour plus de commodité nous désigne-
ronspar M1æ,y,z,; «, @, y les cosinus directeurs—de l’axe Mac p'ar rapport à ce système de
référence. Comme la quantité (';—x,), considérée dans le texte, n’étant autre que la

“"'—‘> .. . . _composante de M,P suivant l’axe M$, elle sera égale à oz'£_,_+ 51;,+yÇ,. ll suit de la que
les intégrales telles que [[…M P‘ -

; .

se présenterontsous forme de sommes d’intégrales telles que-
,
C.” -M'1P==d°‘ -'

‘
* dtMn' ‘ ' ' '

qui, d’après les résultats du paragraphe 42 bis, ont toutes un sens. .
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47. La majoration de chacune des accolades qui figurent au premier
membre de: (89) présenté une difficulté : les intégrales qui y'figure_nt sont
étenduesà des domaines différents. Nous allons montrer tout d’abord qu’en
négligeant, au besoin, un terme additifmajoré en valeur absolue par une

expressionde la forme cons.f(MM,)_o(MM,), on peut assigner aux1ntegrales
en cause un même domaine, soit d(M). Reprenons, à cet effet, les domaines
Qd(M) et d(M.); nous appellerons H la portiondu domaine d(M) qui n’appar—

tient pas à d(M)et H. la portion du domaine d(M,) qui n’appartient pas
%! d(M=.)Pour toute intégrale double nous avons

Jf...=lf..%.fl.
Si donc l’élément difiéréntiél de l’intégrale considérée est majoré en valeur

absolue, par une constante A sur chacun des domaines H et H,, on aura

“Æ(Mll— Æ(Mlg

‘en appelant q(H.) et c(H) les surfaces des portions H, et H de S. Tout revient
des lors à”étàblir l’existence de la borne A et à justifier les inégalités telles que,

-_;(»9o)*.
_

- .a<=1.>sf<MM.>p a(H)_£f(MM1)-

Al°'(Hi_) +°-(H)l
  ‘

Or, soient— P un point de S, p sa:projectiod orthdgonale sur le plan Mxy
tangent en M à S, 1). sa projection sur leplan M1 t,s. , tangent en M, à S, p’ la
pbojection de p, sur Mary, Q la projection de P sur la droite d’intersection des
plans Mæy et Mt. s._.‘ Il est évident que les points P, Q, 1) et 11. sont situés dans
un' même plan et que le cercle de dia-mètre PQ passe par p et p,. Il suit de là

pp== PQ smp_Pp=< PQ lpPp1l

_

Mais l’angle aigu lpPp/\l
|

11est autre que l’angle ](N, N,)l formé par les nor—l
males en M et M à S,—, donc

PP'ÊI’PéPQf(MMi),
ce qui'isuffit' pour ”montrer que l’ordre infinitésimal de pp’ est”celui de [(MM)

. au plus, toutes les fois, du moins, que la distance PQ est bornée( ). S’il n’en
est pas ainsi, l’angle aigu ‘

'.' l_a=QP/\p

du triangle rectangle-QPp est voisin de E2, puisque les longueursP11 sont bornées
L .

COSCZ
 supérieurement par le diamètre L de la surface S, et que, par suite, PQ_

( ) La surface S étant l’enveloppe de ses plans tangents, on peut toujours supposer assez
petite la distance MM. de manière que l’hypothèse du texte soit remplie.
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Pour fixer les idées, admettons que PQ>3L; il vient, en
supposant que

<_»1=1
ll/\ OC II/\

wl'7—l

)

3L«ä>L Qp: PQ Sina ê,3L sin
%
:

Ceci posé, soit 1 la projectionorthogonale de M sur la droite d’intersectiondes
plans tangents en Met en M, à S; d’après ée qui précède, Q sera aussi la pro—.
jection de 11 sur cette droite. Comme Mp, projection de la distance-de deuil-
points M et P de S sur Mæy, est inférieure à L, l’inégalitéprécédentemontré figue

Q—P—g MI.

Appelons alors
[,la projection de M sur le plan tangent M t,.f, en M '

à S; on a .
__

pQP,—_—MII,=5, ' ,
.

les deux premiers angles — s’ils sont aigus —— étant égaux comme rectilignes'
d’un même dièdre; sinon, pQp, et MII, sont supplémentaires.

_

'

Il en résulte, compte tenude l’inégalitéci—dessus et du fait que MM,>MI,,
les inégalités ci-d—essous, valables dans tous les cas,

( I) . sin,3— L“f< 2MM, __ _2_ MM__,SÂ_—MM,< MM,_
9 ““ = 2—"Qp“

5—1}… PQ v'3 PQ= PQ

Ces résultats ac uis une sim, le ins ‘ection du uadrilatêre P , -inscl‘itq , P P q PP ?

dans le cercle de diamètre PQ, montre que, a et {3 étant aigus,
Qp'=PQ sina;

.

Qp,= PQ sin(a i S). '.

.

Il suit de là, en_supposant MM, assez petit pour que {3< a,
_ _|

pp’= PQ lsi111 —— sin(_œ — @) cos,3 , =' PQ si115 _1

sins: sinfi — cosa cos@_|êPQsin[3, ,‘

donc c '. 1
' ‘ ' '

,

\

L’extension au cas où ? serait obtus est immédiate.
Nous pouvons donc conclure: si 11 est la projection d’un point P de S sur le _

plan Many,p’ la projection sur Mæy de la projection p, de P sur le plan M,1,s,,
on a, dans tous

les cas,
\92)

,
( PP/<sf(MMi)-

Considérons alors le cercle C(M,, R, ) centré sur M,, situé dans le plan
\1, t, s, etde rayonR, égalà35R; d’après ce que nous avons vu au paragraphe18,
le voisinage d(M,) de M, sur _S se projette sur M, t, s, à l’ intérieur_de ce cercle.
C(M,, B,) se projette, à.son tour, de Marty suivant une ellipse E. Décrivons
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autour de chaque point de cette ellipse un cercle de rayon 3f(MM,) et appelons
F le domaine formé de points intérieurs à l’ensemble de ces cercles et à la pro—

jection de C(M,, R,) sur Mæy. L’inégalité (92) montre alors que d(M, ) se

projette sur Mæy‘a l’intérieur de F:, par suite, ledomaine H de S, introduit
audé‘but de ce paragraphe, se projette tout entier sur Mæy à l’intérieur du
“domaine de ce plan, limité par la frontière de I‘ et le cercle d’équation

.
‘

' ,, 25
_ . .

3

.1Î9'
RHA

0 | |.L' +)" ——_—— O,

projection de d(M) sur Mæy. Or, d’après sa construction même, I‘ est inté-
rieur au cercle du plan Many centré sur'la projection m, de M, sur Mæ_y et

dont le rayon seraitégal au grand axe;—53H de l’ellipse E,augmenté def( MM,);
et comme Mm,SMM,, ce cercle est, à son tour, contenu dans un cercle de
centreM et de rayon —-

MM,+ —3R
+3f(MM,)< —îR+4f(MM,).

D’après cela,le domaine H, se projette sur Mæy‘a l’intérieur de la couronne
circulaire de ce plan d’éqùation —

25
'

5
‘ '

2_ 2< 2 2< __ _ /
_

1269R=“” +y=[3R+4f(MM,)]
Il en résulte, eu égard‘a (19), que l’aire a(H,) de H, estinférieure au double

de la surface de la couronne ci—dessus

0'(M,)<8‘It[I—îR+zf(MM,)lf(MM,,

inégalité qui est bien équigalente à ( 90) si l’on remarque que f(MM,) ;f(L)
et si l’on. néglige le facteur borné 8_11 [% R +f(L)]. ll est clair que l’on justi-
'fierait'la deuxième inégalité (90) en intervertissant,dans les raisonnements qui
précèdent, le rôle des plans Mts et M, t, s,.

Pour achever de légitimer le lemme énoncé au début de ce paragraphe,1il
nous reste à établir l’existence d’une majorante A pour la valeur absolue de
l’élément différentiel de chaque intégrale de (89), la majoration eri cause étant
valable sur les domaines H et H, Admettons,a cet effet, que MM, vérifie
l’
inégalité

(27) ; .

MM,g
°°l:v

Alors les domaines H et H, seront situés à l’extérieur de la portioncommune
aux sphères L(M,%”R) et L(M,,'Ï£3;R) il en résulte que les distances PM
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et PM1 sont au moins égales
à"<Î53

—
%>R:% R lorsque P balaie H ou H.,

en sorte que
_{_\. -1 10 11’1_ 1(93)

1.— _7È< 1“ W.HA HA <
:=!»

__4_
27 R

Ces inégalités suffisent pour majorer en fonction de—Rles éléments différen-
tiels que nousconsidérons, car la quantité

]
u(P)| est par hypothèse, bornée;

. et cela achève de justifier le lemme qui faisait l’objet du présent paragraphe.
\

48. Posons alors ( ' )
.

æ1
_

£(94) [
=Æ_111111H

(P)E[Î—IAPs
_ MP3ida) .

.
' (£ J«j1)

' ‘
.

‘

È._ (1) _ M1 d _ P _ \4 d, l1*< ) 1*( )l— 0
fld1……(

) 11(1 “MP“ 0
d(.\ll —

 (95) l a

.

—11(P)_ (M… ,____
‘

__ 5dafl…W ”
_(M1 —MP__)_

_ d
_

HlP'(M)_(M
1>J1]4M1

A“)3da_ lîflM)[F(P)_F(M1)lüfî—.ÿä’dl

(96-)- 11=11(M1)flg—M——P
”Î‘da—1L(M)

…hh1—p1d0-d(M)
_

  
'

D’après le lemme du précédent paragraphe, [, L et [, ne diffèrent respecti-I
vement des premiè1‘e, seconde et troisième accoladesde (89) queParun terme
additif moindre en valeur absolue que [(MM ) D’après cela, il suffit, pour
justifier(89), de montrer que

(97). 11151<8MM11, 111151(8MMÙ. 11.1'51<8M‘M11-

”49. L’étude de l’intégrale I,défi1iie par (94), a été faite, en principe, dans
plusieurs paragraphes du présent travail. Servoñ‘s——nous, par exemple, des
inégalités (93), visiblement valables pourchaque

point P du domaine S d(M)
pourvu que _

.

MMé
°°I’I

On vérifie aisément que pour de tels points‘on peut écrire  
ê'_11«‘1>

_3('_æ1)2 <.
d_æ1 M1P3)_ M11’5 —1MI’ : M1P= =R“

. Ô
<ë—I1)

3(Z_—w1)(n—y1)
d__)'(1 M1l"' M11"> =MÎ-‘l’
  ( ) Notons que la transformation de l’intégrale 11 [cf. (95)] n’est légitime qu’une fois

établie la convergence des intégrales du second membre. Cette vérification sera faite au
cours des calculs du paragraphe 50 ‘ '

___'
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On déduit de là, en désignant par A le maximum de
]

p…( P) ],

æ;) " î
l”<P)[ŒMP3 .MP“i<â

Si donc ,on appelle a la surface totale de S, il viendra [of. (94)]

| I|<%£MM<ç(MM.); MM1= %;

      \l41Œ1|+3|)1l+3lelllî
 
: R'i Riot

ce quijustifie la première des inégalités (97).

50. Occupons-nous maintenant de la quantité I,, définie par (96). On a,
identiqueinent,

1.=1…M.>—…M>>1flmM,,Rd«+…M>fl[…. —M—Ê,.]da>

puisque les intégrales du second membre sont toutes convergentes.Or, d’après
la remarque finale du paragraphe 42 bis, l’intégrale du premier terme du
second membre en cause est bornée par une constante positive convenable K;
on a donc

|…M.)_…M)]fl (\—,—l—H—)da,:Kf((MM,)<o(MM.)
(UM;  

Comme ] p…(P)| est borné, la dernière des inégalités (97) revient à
' (E—@) E

]——.. — —/—. daÆm)[ M1P MP"-

51. La difficulté primordiale que soulève la discussion de l’inégalité (98)
'

réside dans le fait que l’intégrale du premier membre n’est pas absolument
cbnvergente. Nous sommes donc amenés à faire de nouveau usage des artifices"
exposés au paragraphe 42 bis. Rappelons qu’en passant aux coordonnées
cylindriques C, 9, ala du point P, attachées au trièdre Mxy: (ou MtsN), nous
avons obtenu la relation

(9?)
.

d(M)M
a—/M e>.:1læ ’Pf0%l’(p2l[—ï_ç_

"
CO(N'>5) 1]?: ——l—Z—eus(\,-) %d0',

:l(.\l)
(PL,-‘);”l—C) P_

dont le dernier membre est constitué par une intégrale absolument conver—
gente. Il y a un intérêt évident‘& effectuer une transformation toute semblable
sur l’expression

! —— I]] (“|__")da’
l/|.\l>

} ’

ou, ce qui revient au même, sur une expression qui diffère de la précédente par
un terme additif, moindre en valeur absolue que [(MM. ). D’après le théorème

»Journ. de Math., tome XXIII. —— Fasc. 3, 195.3. - 24

(98) ê<P(8MM1)-
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du paragraphe47, on peut prendre à cet effet l’intégrale
(£. _ xl) '

. ———dc ‘ÆMil_Ml P3
,

> “
ou encore en se rappelant que 5. , n, , et C, sont les coordonnées du point Ppar
rapport au trièdre M t, S, N, ,   & . da“.

. d(M.)M1PJ
En effet, d’une part,

_

J (E_———)—,)da=cos(t,,.æ) 3a'a—l—cos(s,, x)
.

â———a‘
d(M,) M1[ d(M1M1P d(M) M+P

.

+ eos(N,, æ)
MC‘P——,-,de;dll“)

et que, dautre part, les intégrales du second membre étant bornéés, on a,
comme on 1a fait remarquer plusieurs fois, '

|cos(:,.æ)_.(gf(MM,), --((-,os(s(,x)(gf(MM,), |cos(N,,æ)|gf(MM,)ç_

Introduisons alors relativementau trièdre M. 1, s, N. le système de coordonnées
cylindriques Z,, p,, LIJ, ; d‘après‘ (99), nous aurons '

'r a

M—Prg,da= __ÊL_ ——cos(N', N,)
(Î—Zdæ(l(M,) (PÎ +ÇÏÊ)/ (11,)

Enfin, en utilisant de nouveau le résultat du paragraphe 47, nous pouvons
affirmerque le premier membre diffère de f(MM ) au plus de

J [—L —cos(N’, N,)
Ë—'

_,.da
' (”M) (PÎ+CÎ)”_ .

Ainsi, chacune des intégralespar lesquelleson a remplacé les intégralesde (98)
‘est absolument convergente ( ' ). Les calculs du paragraphe 42 bis
prouvent d’ailleurs [cf. (80’) et (83’)] que l’on a [cf. (99)]

J -l—-—,——CUS(N',S) Â,da‘
d(11—31111,) (P22+Ç)î P.

où d(M, 2MM,) désigne la portion duVoisinage de >:(M) de s qui se projette
sur le plan Mæy à'l’intérieurdu cercle C(M, 2MM,) (of. 547)

;:o; æ2+y‘l=âMMî.

(lou) É8OTCCP(ZMMÙ,
   

(1) On remarquera l’ahalogie de ce raisonnement qui suit avec celui du paragraphe 29,
par exemple, ou, pour majorer une intégrale telle que] on décomposait le domaine

>_‘.(11) . _ .
_

d‘intégration en _E(M)—E(M, 2MM,) et Ë(M, 2MM,). Ici, nous opérons avec les
domaines d(l\l) et d(M, 2MM,). . .
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Je dis que le domaine C (M, 2MM,) est intérieur à la sphère de Liapoùnofi
L(M, 2J2MM,) si MM est assez petit, — pour fixer les idées, si MM, <R—

16
En effet, dans ce dernier cas, le domaine_d(M, 2MM, ) est sûrement intérieur
_àZ(M); d’après cela si P est un point de d(M, 2MM, ), la droite MP est
extérieure au Cône de Günther G(M) (cf. @ 20 ), en sorte que la coteC de P est

. telleque
< . < '.IC):Ptangô=\/—P<P:2MM1

Il suit de là que pour tout point P de d(M, 2MM) nous avons
'

MI”<SNlMÏ,
(ce qui démontre notre proposition. - -

,
.

"
Cela étant, L(M, 2J2MM,) est_1fitérieur à la sphère .L(M,, 4MM,) (qui

(est une—sphère de Liapo‘unofl‘ 'puisque 4MM,g% < R) ; par suite le domaine
d(M, 2MM,) est intérieur" à ce“ domaine Z(M,, 4MM,), que L(M,, 4MM,)
«découpe sur S. Et ce dernierdomaine est à son tour intérieur au voisinage
-d(M,, 4MM, ) de M,, qui se

Rprojette
sur le plan M, t,s, à l’intérieur du

;cerCle/ÿC(M,,4MM, ), AMM, <—_4R%< R1 En définitive, le domaine d(M, 2MM,‘

"est1ntérieurà d(M,, AMM, ). Il suit3de là [cf. (80) et (83’)]

  

  

._ 3 .,

_(100') J —fl—, — eos(N', N,) 9— da .

. .d…,guul) (PÎ+CÎ )î ' Pi _)

_S_fl
—E—Ï——.—eos(N’, N,) —.—da

‘ d(M,2MM,) .(Pi+CÏ)Î '

_

. :; '

::

_ gfl . _P_'__ —eos(N’, N,) :},d« 5807r39(8MM,).
d(M,,ÆMM,) (Pi+Ci)î Pn

  

Par suite, en négligeant un terme additif dont la valeur absolue est majorée
. ' . ' R ,- - , ‘ .par ç(8MM,)-(') et sous reserve MM,gîä,l 1négahte (98), c’est—a—d1re, la 

(‘) Le terme additif à ecrire est égal à

3 '— :;fl - -———-——P1, ——cos(N’,N,) Q'
,, "‘do‘.

rl()l)—:I(M,2MM,) " '—'
‘— P2(Pï+ï.)3

 
Un vérifie aisément que l’expression précédente dill'ère de 9 (?.MM,) au plus de

05 , '
’ ‘: __ “:

'
.1= . ___'___. …cos(N', N) "' ., "‘t/0“. '

(l\)l)—tl()l,2M)l,l (Pi—}. :'3 ).“T ' P
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dernière des inégalités (97) revient à [cf. (99) et (100’)]

J PÎ 1_ P’ Ed,
dun—d…,mw (PÏ+CÎ)ZÎ (P’ +g2fÏ' ?

.

+Æ“ [cos(N’, N) —cos(N',M)]%da
…\1)-d(M,=MM.) ‘ P

\

Pi“ .+ _
Æ(1)-1d112……[COS(N—_Ç—Ni)(P? +“); I]ê

><<â—
—— E) cos(N’,Nûda

 (161)
  

5<p(8MMQL
 

Nous allons montrer que chaque terme du premier membre de (101) estmajoré, en valeur absolue par un nombre de la forme go(8 MM ). — 52. Observons d’abord que+; n’est autre que le cosinus de l’angle'y.
VP

ne le segment MP fait avec le plan Ma:y- de même —P-’—— est le cosinus‘q ’ '

VPÎ +Cï
de l’angle y. de M. P avec le plan M4 t, s, . Nous pouvons donc écrire

.» P‘“
2 _ 2_(102)

pÎ—LCÏ
-—

ëÎ%——CË—
COS j'1_(Ubîr
_ MP, \ _ —P—-2 5=1 eos'—( 1)

P_2_+Û=M—P2

'

2

——-cos(M1P, N,)._

D’un autre côté, il vient identiquement

eos(M1P, N1> =eos(MîP, _æ)cos(Nu x) + cos(MiP, y)cOs(Nh y)—

+ cos(MlP, Z); 2 cos(M;P, z) sin’ŒÎ-Ëî—)
en remarquant que  eos(N(, :)=eos(N, Nl)=1 —- 2sin2Œ-—;VÂ—)o

Comme
, C—5eos(l\LP, ;):

M1P1 
Comme 1ÎF est extérieur au cône de Günther, on a

—31=I(MÆ_ MP)cos(MÊ, &) + MP [cos(nî_fiîg (cl) _ cos(1Î1È, æ)]|
g MM1+ MPI(MÎÎD, æi) _ (1Î1È, æ)l

É MM1+ 2PI(Ï\—L_P>, 371) — (l‘a—P): $)l+ 2Pl(M—1_P>: »”) —(Ï‘ÎÈ» æ)l
ê“M1+2Pf(MM1)+2P|(ÎÆÎË1ÎIŸ’)|-

'

|«:u égard à (SS,) et au fait quem est unequantité bornée … le domaine

d’intégration, on déduit. aisément delà que les contributi0ns des termes du derniermembre
à la majuscule de 1 sont inférieures à ç(8MMÙ.
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(102) pourra s’écrire   
   

'_ 2
I I (:_—zi) __ 2 CZ_1 _ ZÎ°°“’2“_°°S'l—C (MP'—

_ M,P2)_2 M,P ‘" .“ +2M,P'—’ 1\LP‘-”

_
en posant .

_ ‘ , .,(N,N.>a_eos(M1 P, x) cos(N,, æ)+eos(M, P, y)cos(N,, y) — 2ços(M,P, a)Sll'l
2

-

On déduit de là
_‘

|—:| z|(103) loos’y1—cos'ylgç‘l

lMÎ—î_
MP___2i+22—-—[3 P

+a-°+2|al ; +2|a|+ÎMl” M,P M P  

Or, comme nous l’avons déjà fait remarquerplusieurs fois,

[COS(N1Œ)IEf(MM1); ICOS(N1J)!SÏ(MM1);

|s…(L)|gg1<N, N1)lêâf(M M,)

en sorte que
(104) . [a|53f(MM,).

D’un autre côté, _(16) est valable pour chaque point de d(M); et comme la
droite MP est extérieure au cône G(M) (of. 5 20)

MP -

. =. P
. s " Sap,smc» s1n(MP, N)smm“si 27r"

'DOUSHVODS
3 MP 3(…5)

ln% g%f( . )5%f<291
;, 13 MM, 13

Œlê€f<sinœ)îîfüMMû-
Observons alors que le domaine

ld(M)2—d(M,
2MM.) est extérieur à la

sphère L(M, 2MM, ):, l’inégalité—_MÎ P“ M_P [cf. (32)] est donc valable sur ce

domaine et les inégalités précédentesdonnent

ç|,;—P|<5m
55Œ’fl2MM><5-M—M‘f<zMMa<5“**—{:}w

f<ap>-

  
 

(106)

 l|M p

Enfin, on peut écrire [cf. (32) et (105)]

MM1 ;! MM1”|M1P—MPI(MÎP+MP)<6 ___—<100
!

2

PÏI=Ç- l\l,l”.l\lP’—' : MP MP3: ?
[f(2P)la_‘__

“ÇlMP—z M1
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_

Cette inégalité, jointe à ( 104), (105) et
(106),

permet de déduire de ( 103)
M\\l,  (107) [(‘0523'1—1'0527[5100 [f(2 _O2)P+A5[\ ”[f(2o) [’ +10[f(MM,)[*

——50 fif(go) f(2MI\L)

+ ?…f(MM,) f(2p) + 30 MM Mi [f(2MM1)P—

Or, cosy, et cosy étant positifs, nous avons

[cos“y, —— eos“y ’ =
f
cos —['1—— cos v

[ [
cos‘-’ {, + cos°y

+ eos ;.,*eos*{,[glcos {.-——CUSY'(cos q—|—cosy)-<2[eos-y;—cos“y|.

On déduit de là, eu égard à (107) et en remplaçant cosy et cosy. par leurs
valeurs (102),  

    [[
1—

P”

:_:Ê10[20
p>12+5—M1Ï,“1‘f(ap)12+æ[f<MM.)F

((Jî+Cî)"’_ <.ofi+W ?

' Ml\L ,+… f(2P)f(zMMï)+6f(MMI)f(2P)+6MM1f<2MM0-1 [-

Il suit de là, en utilisant les coordonnées polaires p et <.[) dans le plan Mary, en ‘

< 1
  

tenant compte de (19) et en remarquantque
5

1

<8001rMM ‘Mdp 
  

(108) fl “ _ 93 Ëda ,
wlm—mumu” (Pi—[“ 3:12)? (P2 +Ç-z )% 1° 21111, P

. 5 '
—11

1.13

+
20011MMÏ]

Lf(if)—[Îdp
2MM,

. în
13 dÛ

+801:[f(MM,)P[ —‘
21111,

5
. 13

+800nMM,f(2MMÙ
'—f—(PËP—)dp-1m,

+240/(MM1)
%Rf(:——P)dp'2\lM,

_5_
{3

+2407rMM1[fl2MM1)l2' £Lîmm,

D'après (4’) et (8), nous avons en remarquant que sur d(M): 29 gR

(108') MMl în[-f——[2°)[——dp<M\î ”
…_ï_[dpgK(f, R)<p(4MM,).

.111M1 I0 2 11.11, 1°"

Par ailleurs, dans lintervalle d’intégration MM _<_c; il en résulte,eu égard à
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l’inégalité précédente,
Il

MM“ff l_f(_Îf’—)ÏdpgMm Lf_(ËflldpgK(fia)ç(wMl).
21m, 2«nm,

.". 11
13

Par suite, le quatrième terme du Second membre de (108) vérifie a fortioriune
inégalité analogue. D’un autre côté l’intégrale de l’avant dernier terme de

(108) est visiblement bornée par cp(Ï3R>,en sorte que le terme en cause
13

est majoré par _

’

..
zi.oqp<î—ÈR>f(MMÙgç(MM1)EQ(AMM,)_.

Le dernier terme de (102) donne :

au _
13 '

_

'

Î—Ëgâf(æMMùg <p(8MMÙ.MM1
'

MM 2

'

_[f<2 >]
f.…—

iEnfin, il vient -

“
13  

[f(MM1)PfM
dp ' "

‘, 5 R
? Êlf(MMi)l"log<gë MM )-

IMais on a vu (cf. @ 55) que
» ’

f(MM1)log(â3 M—I;Ë>gconst.

quel que soit MM.. Il en résulte que la troisième intégrale (108) possède une
borne du type _

. const.f(MMùëcp(âMM,).

De l’ensemble des résultats qui précèdent il résulte a fortiori
3 3[ p, *— P

d(M)—d(M,2MM,) ( P
(109)

'  gcp(8MM,).
  Pî+ëî)’ (P‘*+ë’)’

55.‘0ccupons—nous à présent du second terme de (101). Nous avons
identiquement

sin
‘1/ _ "J 1 T/ 1 1/

|cos<N5N>—cos<NtNm=a __(N’N)
WMIlai—__WMHNNÙ.2 2 

.

' °\ \ A‘ , —> _> __> 'Comme les faces d’un tr1edre a aretes parallèles aux vecteurs N, ’ et N‘ vén-
fient l'inégalité -

' I(N',N)—(N’, N1)!êl(N, N1)lâf(MMl),
cela donne .

'ICOS(N’,N)—005(N',N1)lâäl(N,Na)l1N',N>+<N',Ni>xg f(MM0[f<MP)+flMÆ>Ll
2

Mais pour tout point du domaine d(M)—d(M, 2MM4 ), nous avons, évi-
demment,

M1Pg2MP,
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de sorte que _

'

|cos(N’, N)—cos(N’, N )|<f(MM,)f(2MP)Sf(MM,)_/(qp)
Il en résulte [cf. (101 )]

  (110) |” [cos(N’, N)—cos(N’, N,)]%da
:I|M)—zl|M,2MM,| "

. P

(flo) .. '

Sznf(MM,)f Pi dp=27rcp(ËB)f(MM,)gÇP(SMM,)I.

5/1. Occupons-nousde la dernière intégrale ( 1 01 ). Rappelonsla signification
des lettres 9, et 9 qui y figurent : p est la longueur de la projection sur le
plan Many du segment MP, alors que p, est la longueur de la‘projection surle '_

plan M t, s, du segment M,, P. Il en résulte (cf. le début du paragraphe 52
pour la signification de cosy, et de cosy)
(111) |p,— p|=_|M,Pcosy,— MPcosy|:

|
(M, P —MP) cosy,+ MP(cosy,— cosy)|âMM,+MP|cosy,—dmfl. Ï

Or la droite MP rencontre d(M), donc Z(M) en deux points : elle est par.
suite extérieure au cône de’Günther G(M) (of. gg 19 et 20); elle fait donc

: ' \ TE - ‘
avec M: ou N, un angle superieur a (u : ÿ' Par suite, sur d (M), on a

_\/31>cos,'=sin(MP,z)>sin—=—’

les mêmes inégalités valant évidemment pour cosy,. On déduit de là
( 111’)

|
005%, — 00527 |

=
|
cosy, + 0057 | |

0057, -— cosy
|
g

|
cosy,— cosy |.

Par conséquent, |cosy, — cosy| satisfera a fortiori à l’inégalité (107 ). Une
autre conséquence des inégalités précédentes est celle-ci [cf. aussi (32)] :

__I_
I 2 l [l 4

'

P1= M1 P COSY1< ?
'

< _< _ < : _

_

p1=M,PCOSVI=<\/ÈM P: MP= P’ ? _MP COS'y"<COSY=3’
MP

_COST=2_p

Il suit de là [cf. (1 1 I)]

   
L_L : Pî+PP1+P….) |. .| |..—|

P…?

I+: +?£ 84 84
êlpt—pl—ÎÎ—lg—P—Œl—p|_—[MM,+2p|cosy,—coâyl|.

Enfin, l’inégalité (83, ) s’applique à condition d’y remplacer M par M, et
P par M, nous avons donc

(113) _I——’—_iP3 —1cos(N/) N,) (02+ Cf)? <4of(,——,,fiâ)<40f(49)
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Nous pouvons dès lors écrire [cf. (1 1 1), (I 1 1’) et (1 13)] _

v

! pÎ
_âi<

1 1

>"'—__, “_“? -—I —. -—— — COS(\', N ,)do‘
d(M)—d(M,_2MM,)[COS(N

) Nl) (PÏ+ Ç1z)ï ] Pi P
‘ i'n în

13 / lit [,

5672071[MM,f wdp+zf |eosy,——èosyl
LÊiÊ)-dpîl-

_

' 21m, ? 21111, P

. L’inégalité (108’) montre que le premier terme du second membre est

majoré par <p(8MM,). D’un autre côté, cbmme f(2p)îfC—ÊR>Éf(R), on a

(….)
 
  

5f |cosy,—cosyl'””? )dpgf(R)/zum, ? » 2MM,

D“ “| 005 {, — cosy ldp. 
Par suite, le second terme du crochet de (114) Sera majoré par le second

…membre de (108) [cf. (107) et (111’)], lui—même majoré par <p(4MM )
(cf. ê52). Il en résulte que le dernier terme de (101) est borné, en valeur
absolue par un nombre de la forme cp( 8MM ), ce qui, joint à (109) et à (1 10),
achève de justifier l’inégalité (101 ), donc l’inégalité (98) et, enfin la dernière
des inégalités (97).

55. Il ne nous reste plus qu"à légitimer la seconde des inégalités (97); nous
y, parviendrons en majorant chacun des termes du second membre de (95).
Remarquons d’abord que la valeur absolue de chacune des intégrales qui
figurent au second membre de (95), mais étendues au domaine d(M, 2MM,), est

inférieure à ç(8MM,) [cf. (80,) etle raisonnementdu paragraphe 51 pour la

Æ(M,2MM,) Æ(M,,QMM,)

notre but si l’on justifie les trois inégalités .

(115) Il ‘=lfl…dd(mw[”(P)—"(M‘)l(ÎÆÎ—lî‘MP”“3)°da
-:

<uô> II«I=IH(M)—H(M)l\fl Wda(M)—,! \1,a\1.\1,)

æfl [H(P) — …MJ],Ï
d(.\l)—d)M,QMM,)

La seconde inégalité se démontré immédiatement en remarquant que
|p…(M)—— u(M,)lîcp(MM,), alors qu’en utilisant les raisonnements du para-
graphe 42 [cf. notamment (80’) et (83’)] on voit que

‘ Lda_ —da +.fl: —£‘—,_ad
lfll(M)—d(M,EMM,) MP" (mum—P )\1 o\1\1,”“

Jour-n. de Math., tome XXIII. —- Faso. 3. m.”.. 25

comparaison des quantités et
  ]. Dès lors, on aura atteint

  

<ç(8MM,),
 

<<p(8MM,),
 

(117) |l,| g <o(8\lM,).
  

'.
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D’après (I 17), il vient [cf. (32)]

11. < MM,J f—-—_’Î’}î’daI(‘.\l)—-—-,d(M,2M.\I) "
». 1

‘
gSMM,fl_ f<2Mp)daglônMM,f 'f([‘P)dp, '

M)—rl(‘\î °M‘W)
  

M l’” .. 2 MM, Pa

donc [cf. (4’)J —

>

,, l‘«115167tK(f, 2R)o(8MM,).

Enfin [‘Cf- (32)]
. .

1\11P2+ MP2+ M1P.MP<I[}MM1=MM1 M1P”-MP’ : MP" ’ 
 

!

lM,l” f K’—=11“

car MM,_”
—8—

; par suite [cf. (1 15)] et la majoration ci—-dessus de [I,] "

f(2MP)
Ml” daâ28nK(f, 2R)o(8MM, |, ill—É14MM1

d(M)—d(M;2MM,)

ce qui achève de justifier les inégalités (97).

56. On peut maintenant résumer comme il suit la discussion des para—-

graphes 44 à 55; en désignant par <%Ë)M la dérivée oblique du potentiel de
simple couche (44), dérivée donnée par les formules (85’ ) et prise suivant_'
la parallèle M3: à la direction fixe 000 en un point ordinaire M de la surface
de Liapounofl‘ S, nous pouvons affirmer que [cf. le paragraphe 45 ainsi que
l’inégalité (SG)]:

La dérivée oblique (?,—5) est une fonction continue à l’intérieur de chaque
M

portion régulière S,- d’une surface de LiapounoflS toutes les fois que la
densité p.(P) vénfie sur S une condition(f). D’une façonpré0tse, si M et M sont
deux points de S,, étrangers à sa frontière, on a ( )

…s>
'

r<3—E)…—Œ‘£>…

Il faut remarquer une fois de plus que ;o(8MM ) contient en facteur des

MM,gE-go(8MM,)
16

  

1 {r.—l—°° MM1
’

constantes qui dépendent de—,\lR étant le rayon de la sphère de Liapounoff
relative à M; de par la définition même de R, cette longueur est inférieure à la
distance de M à la frontière de S,. 

(‘) Au paragraphe 35 nous avons prouvé que le second membre de (1 18) possède toutes
les propriétés d’un module de continuité.
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57. Considérons maintenant un point ;M, situé sur la normale MN à S au

point‘ordinaire M de S; admettons que MM <% Rapport0ns l’espace aux
_ axes Mt_s N 011 Mæyz, utilisés au cours du paragraphe 25 et for1nons au point M

ôæ

[cf. (44)], si a:, = o, y, = o, z1: z, sont les-coordonnées de M|

-<u'9>. , (f,—ï)=fl (?>Œ"da—[MP>MP,
Ils’agit de montrer que cette expression tend continûment vers la dérivée

tangeritielle <%)“ définie par (84) lorsque M tend vers M .

Les calculs du paragraphe42 btsnous incitentà transformerlexpression ( 1 1 9)

la dérivée (£)M prise dans la direction M,æ, parallèle à Mæ. Nous avons 
de (3—5!) et à l’écrire comme suit:

_<ng’) (%,)=fl_…1f<ÎP>M——.Pida+ [p<P)—g<M>lM——.Ïp,da
_ _

MH)

‘_
,

£,,
,

_

, +p(M)fl —-—.da'.
_

'
. d(M)M1PJ

Nous ne vérifierons pas que. chacune des intégrales (119’) garde un sens
lorsque MM —>o:, les raisonnements du paragraphe42 bis se transposent icimot
_à mot. Nous passons directementà la justification de notre assertion et nous

"avons [cf. (84)].

_|<£)….—<Æ)M=    

I“<P)î(MP3 _Mîïs>d‘
. I I

[H(P)—P(M)lâ<—M133
— W)da

, I
…£<M,P=*

_
Mi3—î>d°'

Les calculs du paragraphe 42 bis s’appliquentmot à mot au premier terme
du second membre de (120) : ce terme est donc inférieur àune expression de la
forme (MMM,). L’étude du second terme de (120) se fait en décomposant ce

ÆM)—d(M,2MM;) Æ(11,21111,)

a (1 15), se tranSposent sans changement ‘a notre cas et permettent de majorer
la première des quantités envisagéespar une expression de la forme ç(8MM,).
Quant au terme restant, nous avons [cf. (19) et (32)]

;
[ (P) — (M —“'

. da
+VÆ(M,ZMM,) “ ” )]

MP-‘

da‘ 111111,f(2 )
59 le(P)—H(M)lM—Iï536fif ? d.ossôw<4MMl>.

0

S-—d(M) 
   d(11)

+la(   

   

terme en et
.}

Les calculs du paragraphe55, appliqués
    

  ll/\    

[MF) — 11(M)1——M P, dv+d(l,zll,) d(M,1MM,)
   

d (11,1MM,) ?
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Tout revient à étudier le dernier terme de (120) que nous décomposerons, en

K fl —‘ V.} Les
.

d(M)—d(M,2MM,) d(M,2MM,)

formules (80’) et (83’) montrent que la” contribution à cette dernière quantité
d fl°

& de . a
d(M,«mm, M_P

à ceux du paragraphe 42 bts que nous venons de rappeler, montrent que,

.—. dO'
ÆM,2MM,) Mi PJ

placer dans lesinégalitésmentionnées MP: \/_p°+ C“ par Vp’+ (L'—:.)“:M.P;
‘

Il reste donc à étudier la différence

négligeant le facteur |u(M)[êA, borné, en et
    

est égale au plus ‘a ç(2MM). Des calculs tout analogues '

  

  

est aussi majoré par ?(2MM4)3 il suffit pour cela de rem—

dG—Æ
Ü=1—lzl—:: 3d :

dM)——d(M,aMM,‘)M P d(M)—d(M °MM1) MP
_

.

Or, aucune des intégrales I et I, n’est convergente; nous aurons donc une fois
de plus recours aux artifices du paragraphe 42 bis et nous écrirofi's, enlï
passant aux coordonnées cylindriques,

‘ '
‘

Ul=   
 

5—R
13'n -: 271

1 P2 dp\ _ \l, :” ——°"——_-da=f 0051]; du]; . . _ _
ç_

-

* I\M)—-rl()l,îMM,) M1 PJ
0 21111, [P,—*” (; _51)2 ]%

COS(N': *)
_ _ _. .

Et 1%“ z " Ë '

.
. id= d p+Æ

]
I _ P ?]; 00541

$f2MM1: [pz+(Ç_z,)a . cos(N/, z) ‘
(P,—+ :: )%

5

  
et

15 >- «.21Ï Ü“ _ _‘3 dp _

—fl'
@ de‘—j cos$dæl; ( P— ); l' —-1 ?

(l\M)—-d\M,2MM,) MP3
0 ,…,1 p’ + {2 cos(N', :) -

»

Il vient alors . _
, ' -'Î

5_“ ' 3” “
1 P: 52 î

Pa P‘dP121) I=f cosnl;d ,, [
‘

] ___—.:. __.__._(
° lfiwfŒ…’Nfl'“+““fiy <r+efi<r+gfi 

5

3 2 1+ 005‘Pd‘l’ T—:——l,—-'—P——u—ï][_fl_î—7]dpfm _5mfl[(-IO”(N > N) (pz+cz)î (p’—i——ZÎ)ï ?

en remarquantque
13zu ,[ cosæl;dæ[a ——P—d—P—_,: o.

o 2MM, (P2 + zÏ)Î
Reprenons alors les calculs exposés au paragraphe _42 bis et appelons de

nouveaup la projection de P sur le plan Mxy :

=W+ (C—z1)2,' M1P=t/P’+ZÎ;
IMP=\/W, Mp=p.

\
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Dans le
trianglé_M

Pp, nous avons
‘

' 1MÆ—MmlëPp=>tt,
d‘où[cf. (16) et (32)] . __ _ |1_Ë.gl_äl_gîfilgfif(Mp); '

MM,g-Ë-sinœ
 

Il en résulte, comme au paragraphe42 bis [cf. les inégalités qui conduisent
&(82)]        M,p Mp

M_1PSS’ Ml’g3'
D’apres cela [cf. (16)]

.

M_g_P' _MPÏ _ M_1P |,_ P"
'

l,Pî+(ë—S>)É]l;M«P* ls?€+zP co1l
MÎ—P’ MP2 M_1” (P+ zî> (P2+C’) _ M1P2(P"'+C )(Pÿï+: ; . 69 Î MP _, MP .

sæ»>l—|<
(,)ÏP-,l ÿ;-( … -

. ._
,. “

. 9 since sinœ M.M.‘

;@_lcf—(8>], -
«

MP 53 ,

_ .

' f(. _Sf —— sf<R>gr‘ .
smœ>

< 13si11%> _

afd’après ce qu’on a vu [cf (16)],
:-

’ "“si '
169 MP '

'-’
_ 169

' MP ‘-’ ,
_ \ < . : -MP=ap,

_

vs ,, [f<,,…)J MP ;
9 Lf(,,,,,)] P

[Ç,ét_,_ënfih " .

’

vi '
-

_

__ __P__z : l’a-"1 ‘ S
1 <'-+ — p——+çi_— p2+zï— -=

   ; MM]=I:11.

Cela permet d’écrire   
  

   
 

__ 3 \;[ p‘—l—_,»1
'

"Î— =|Mî—I—fi——

_M_1)“ < M,]f_l“p
(M.]; +M_l)>2, p2+(Ç—zi)2_ (.P° +;23 M P“ MP1"?

M,P \Ml’ M,P MP

_ M1p2 Mp? ’M>p-_ Mp <
, f(zp)_. W—MP2 M1P+Îñ>=lô()()MMlî'

Il suit de là que la valeur absolue de la première intégrale de (121) est majorée

Parlc_f (4') et(18')l ' '

'în2f( >

‘

6{.oonMM1
—:__P

dp<32oonK(f, R)ç(4MM,>
-MM,

0ccupôns—nousde la seconde des intégrales (121). Nous avons, en appliquant
la formule du binome  l>

.

II/\
—°|€l

'!-

O

00

"°…

-…

-——u«

\JlOä

'l

 

]

—(P+*'t)
(l—t—d')



1 92
'

JULIEN KRAVTCHENKÔ.

puisque MM, = [z, ]'< 2MM,îp, en sorte que |%l ; à On déduit de là que la
valeur absolue de l’intégrale en cause est majorée par [cf. (83,)] ,

îi”"f(a )1207rMM, —f-—.dp 5601r<9(4MM,).
!MM,‘ .

L’ensemble de ces résultats permet de déduire de (120) l’inégalité
*

'

au
'

(122)
. l<Ë)M—(%>M ‘: cP(£lMMÙ; MM1=%;

où nous avons remplacé Ma: par Mtdé manière à rappeler la propriété tangén—'
‘

tielle de la droite Mt, en sorte que nous pouvons conclure: ‘

Lorsque Mt est une dzrectwiz sztuée dans le plan tangent Mts en un poznt
ordmazre M de la surfacede LzapounoflrS etM 'un pomtsztue‘ sur la normaleMN”
en M à S, tel que MM.: %, les de'rwées du potentiel de szmple‘ coûche U(M),
défi… par (44), przses en M et M, suwant la direction Mt, vérifient l’inéga—
lzte' ( 122) toutes les fozs que la denszte' u…(P) est assujettie à satzsfazre sur S uneÏ
condztwn (f). _

\

Il faut se rappeler que cp(4 MM.) contient en facteur des constantes qui
'

dépendent de l’inverse de la distance de M aux singularités de la portion
régulière S- de S sur laquelle se trouve M. .

..

Soient a101s Ox une direction quelconque, Ma: la direction équipollénté
issue de M, MtsN le trièdre relatif à M. NOUS avons, M étant un point tel ’

, Rque MMéë: _

dU JU dU‘:
<Œ>u

cos(t, x) + <î>m cos(s, .E) + (%)“ cos(N, a:),
()U…” (fil..

, . , .' , . ". .
' dU '

'

les der1vees du second membre etant pmses cf. (65) pour (â; dans les
. « M,

directions Mt, Ms et MN. Si M se déplace sur MN de manière à venir se
confondre avec M, chaque dérivée du second membre tend vers sa limité
donnée par (63) et (122). On conclut de là que l’inégalité

(124) . l(%)— %
est valable toutes les fois que M, est sur la normale en M à S, la direction Ma:

()L) ' '_ < <

( <((Le )» l
=Ÿ\-[‘MM‘ )’

_MM‘=

étant absolument quelconque. Bien entendu,.les valeurs limites (%)., sont
difïérentes suivant que M' est extérieur ou intérieur à S.

58. Nous'sommes» maintenant en mesure d’établir, relativement aux
dérivées obliques du potentiel de simple couche U(M), un résultat analogue à
celui du paragraphe 51 et qui concerne le potentiel de double couche.
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Reprenoüs toutes les hypothèses du paragraphe mentionné et soit C un
chemin quelconque aboutissant au point ordinaire M de S et dépourvu de
points. communs avec S, son extrémité M exceptée. Soit M, un point de C:,A '

_ ' _ ‘ ‘
_nous supposerons encore l’arc MM, de C 1nter1eur a la sphere L(M, %>, de

façon à pouvoir appliquer les inégalités (1 18) et (122). Il s’agit de montrer
:s" dU ' . « dU
que <%)“, donnée au moyen de (123), converge vers sa

11m1te <%)M lorsque

ZM. tend vers M en suivant le chemin C.
Or, au paragraphe 51 nous avons montré qu’à chaque point M de C on

‘

pouvait associer un point M() de la partierégulière S- de S, dont M fait partie,
point tel que la droite M M(, soit normale à S en M… Dans ces conditions on
peutencore répéter mot à mot. les raisonnements du paragraphe précité, et

;re_mplacer le chemin MM, par le chemin rectiligne M M normal à S, le long
Ï duquel, par suite. est valable la majoration (124), et pour un arc de courbe

régulière (cf. @ 44) MOM tracé sur Si, le long duquel est valable la majo-
ration (1 18). On en déduira, comme au paragraphe51 ,l’inégalité

.};<195> |<3-ÏË)_J ('Ï3—Ë)M

't_yalableidans le voisinage de tout point ordinaire’M de S.—On se rappellera que

Suivant la position de C par rapport à“ S (lechemin C peut être intérieur ou

R< …MM, ’- MM‘= Î6’ 
 
s@<8MM1>

 
log

extérieur au domaine D limité par S), on prendrapour <g’fi)fl l’une ou l’autre

des ex ressions définies ar 85' . Enfin on étend l’iné alité 125 atout
_

P . P
_

> %

point M’ de l’espace en reprenant les raisonnements du paragraphe 51 bÎ‘s.

CHAPITRE VII.
De la continuité des dérivées secondes du potentiel néwtonien

_
59. Reprenbns l’étude des dérivées secondes du potentiel newtonien ; nous

_
ferons les mêmes hypothèses qu’au chapitre V. Transformons d’abord l’expres—

’sion (73) de ô;—æ- Soit d, un domaine intérieur à D mais contenant la
‘ sphère L_(M, R)a son intérieur. Nous avons l’identité

Æ = +[!Ï
_

D—L(M,lt) D—«l ‘ d—-L(Mt

et puis
_

3(Ë—-—.L‘)- , 3(_‘5 ———L‘)2
’

I
_ (l))L

» '——_.— l__df=Æl
J‘”) _ J.( \] l+——]df' ‘Æd’—L(M,m’l MPD

.. Ml_T » «I Ll.\l, 1…l
’ ) ’ “ Ml’ " Ml’"

. __2r)
'—-l— {J—(l‘rl) ”! ‘;“——— :] dr

([ L(\l …
MP" _l\l——IP—'
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Comme le point M est extérieur au domaine d— L(M, R)‘, nous pouvons
écrire, la dérivation du dernier terme portant surl’élément différentielet nonsur le domaine d’intégration,

11 1—— ‘]dr=Æ ((()._ . [fl ..
.. (l—LOl,R) MP; "(IP“ ([ L(M,R)dæ2 "“) " dæz d—L(M,R)MP]

Introduisons alors de nouveau le potentiel auxiliaire W.(M’) =ÆM
L&M

R) MP et"
rappelons——nous la relation

._aæfa …. _, . 11 W M'P “$"“
aw, _ JW.) _

'

(Ô2
“":

>
]' dæ' M’ ÜŒ" , 11'=M

[
02

Æ
51?

]M
4

»
= 1111 = =

;‘l': .“ L(M“)

établie au paragraphe 59 [cf. le passage de (69)a (7o)].Les deux dernières
relations permettent d’écrire

[” [——3(5”‘”)— ]a}’

_-Æ;[ £)( J—L(M,R) MP" M—'P" 37r dæ2 (! MP_

l’expression du second membre ayant un sens d’après la façon même dont elle
aété obtenue. L’ensemble des résultats qui précèdent permetde déduire de
(73) la formule . -.

(126) (%)fl=Æ3<P> J'<——E—'P)d+Æ[u(P)-—<M)1æÊ,—îl——Ï—')dr .

.
_

.

+…M)d_d=2[ _d_‘c)]
. .

dx— dMI_

plus compliquée que (73), mais qui permet de former les expressions des'
dérivées du potentiel W en deux points à l’aide des intégrales étendues à _.un
même domaine. En particulier, prenons pour dla sphère L(M", R), intérieure
à D et centrée sur M’; comme 'i '“ 3 __fi '

ô.‘lÎ2 aÆ(M',R)MP. —' 3
,

d’après les résultats du paragraphe 59, (r26) s’écrit

1)" \\(126’) (Î—'>11=([ pt(P)â
fll)—

Lu_l\l,)ll'J'

Nous avons ainsi une eXtension de (73) au cas où la sphère L entourant M ne
serait plus concentrique à M.

_

02 MP_pd P _ M ——d _-,-)—'Î"+Æmm[pt() P( )]———
0æ2

r î…M) 
60. Soient alors M et M" deux points intérieurs àD; admett0ns d’abordque

'

(m7) _M1\Pg%
'

.
'
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LepointM, d0nt les coordbnnées sont notéesæ’ , _y’ , z’, est aussi intérieur
à L(M, R), elle——même supposée avoir un rayon assez petinour être intérieure

äDç\(W)! pourra alors être CaICulé au moyen de (126’), où l’on pe1mute1ait

M
e__t__M’. Il ”vient '

|<><—>
*

&

__ +.Æ………[(M_ÏP>ÿ—(ËÈ)Jd—a

lÆ_M__[H(P)—-M')l<,…>

_ Le‘îprem1er terme du seoond membre est majoré parâ— f(MM’), donc

â-Êl 11<M'>—11<M>1
 

   

 

 

ç(MM’) D’un autre côté, le crochet de l‘élément différentiel de la
weonde intégrale de (128) se comporte comme une fonction régulière de M’
eldeM dans le domaine D— L(M,R), ceci en vertu de (127). Nouspouvons,
=äè6 lors, éCrire le développementlimité, où M (x,, y. , z.) désigne un

point_
du

€eÈh1ent—*MM’
- .  

    '

l<dm> (" m‘y)
',_ 1514—x01_9<£'—æ11

i?‘«_Ï?9l - aæ'2
““

_ dæ2 ' :| (‘T ‘”‘i M P * 'M1P‘ ]
_' . .

"
.

'

___(-}_,_y)[15(2-—fi_)Ë(_n—fi)_ 3(Î\1__—'P{1)]

- ...… .)['5<%—;;3;së—é>-?fi.;:flj|
g

1T“‘îlfl 1111; 6‘1’{'2 11112“

æ1l|Ë—plusqueMl P < 78R —M——_P
<1_, etc. et |x’—x|î.\l1\l’, etc. On déduit de là

.
_ ‘)

.

2
1. .…[a<—M—æ>__am].- D—wnm '. “x" '.dæ'l

'

où A désigne, comme toujours, la borne de
|
p_.(P)|dans D et ( le volume du

äänaine D. Il nous reste à étudier le troisième terme de (128). Nous décom—
poserons, comme toujours, son domaine d’intégration L(-M, R) en domaines

"parti‘êls L(M, R_—-—) L(M, 2MM’) et L(l\l_, aMM’ ). Or, en passant aux coor-
Journ. de Math..., tome XXIII. — Fasc.3,1g,4. ";

/.
2".15..\.1',.15.A.1) ,

__<__—-————_R MM <_—"__—H‘ ç(MM ),
  

"(" 130)
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données polaires p, 6,
‘-l—’

d’origine M, il vient“

Æ
' MP)

—u<M>1[Î%—ÇË—”

'—
M‘—P.]'drLM,2MM’)

<4fdojo”: si110d0fmMf—ËJ—p)dp=16mp(zMM')

De même, observant que L(M’, 3MM')est à la fois intérieure à L(M,. R)
[cf. (127)] et contient L(M, 2MM’) et en utilisant les

coordonnées polairesp,
0’,

&]J’ d’origine N’, on peut écrire - -

“lf—‘ “**—. [ (P) — (M’) dz-Æ(M,z……[M P M l“ l" l"‘ , l

Ëfl
3(£——æ’) ‘

1

__1,,(M3Mn11 W_ M'
P=_‘

La contribution de L(M, R) — L(M, 2MM’) au troisième tenue de (128)s’écrit
’ 3(Q '“ $)

_
1MMM [__—…—_].’ ’ " L(M,R)—L(M,2MM’) MP MP3

.
' o '

02 / ) à)
- ' ,

"
—.

P '“ ""
[<—Mll—>— (M.P)Jd. .

'

ÎFÆM,R)—I(M2MM)[’J’(
) ’L( >] ' ôæ* . d ”

Or l’intégrale du premier terme s’écrit, en passant aux coordonnéespolaires p,
0146

.'”f @
0“’dtlæfn

51110(3s1n Oeos$—1)dO—o
-.\l.\l’ P

  

  

  
_lpL(P) — p(M’)[df<lôfiç(3MM’)

)— .

.,

Pour majorcrle terme restant, serMons—nous du développementlimité (1 zo),
qui s’applique au domaine L(M, R)— L(M, 2MM’) auquel le segment MM’
est étranger. _Il vient alors — _

”°(m1“î)_"’SM“…dv’-‘ MM’-
 

  SÎMP"

où NI,—désigne encore un point du segment MM'. Comme ladistan_ce de M, ”à”

tout point P.de l’ensemble L(M, R) — L(M, 2MM’)est au moins égale àâ MP (‘_)> 
(') Voici une rapide justificati0n de ce fait. Posons

_
_...) ___> .

,
IlMl\l’=h, Ml’=p, ('MM', MP) =LIJ, MM,=Ûh, (1S051,

u,Ÿ=‘—P,

La variable (! vérifie les inégalités
.

’

o g a g 1 9 \2
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l’inégalité précédente
donne pour chaque point P de L(M, R)— L(M, 2

MM)
«’

<..2“ 15"°" n—lp "‘1TP MM,
2‘ =MP“dæ’* —‘

dæ2
 

  ”(r3_u')-

blu}; autre côté, PM’<2PM en tout pointP de L(M, B) —— L(M, 2MM’); en
QM’léffet‘, la sphère, lieu géométrique des points Q tels que——
QM

=2 est tout entière
_‘àl’intérieur deL(M, @ MM’) 011déduitde là
(131’)

'

.

— lH(P)—H(M’) l£f(PM’))S(2PM);

les deux dernières inégalités montrent que le
second

terme de ( 131) est majoré
'-

Pa_r [Cf (£)] '

_'n en
_

2‘.1_5MM'
f(P——2:—P)dpfsin0d0£" dd;<2°_. 15TEMM’ —‘L£—Ï—zdu

. ,…, - nur
.. "—

,

_

_
go.? 1571_K(f, 2R)<9(4MM’).

C’est donc une quantitételleque ç(4MM’) qui majore l’expression (131). Eu
égard à ce résultat et _à (130),'nous pouvons déduire de (128) >

Sll<%>M,—<QÊÏTÏÎ}M S[2*.15.Av
4

,
. _

_ _ —11—+ +32n+2115nK<f,aR>]cp<»/)MM)J
_À'Ë‘3?)'

. 3
R

MM’_<_î,

inégalité qui justifie notre assertion dans le cas où la distance de M )à S est
born-ée intérieurement par R. Observons alors que des raisonnements tout
analogues à ceux du paragraphe 51 bis permettent de s’affranchir de la_ ‘

. ., , "
Ï _ ".,car pê2h…bomme .

°
_

'-- " '
. M,l"—’=p*+O°—'h‘-’——20phcosd;,

l‘inégalité1lu texte revient à
‘

p2 + 8p 110 cosa]; + [|/L202> 0, c‘est-à—dire 3 — 80 u costÿ + 4u'—’0‘-‘> o.

Appelons a(0) le p1emier membre et considérons-le comme un trinome du second d6”lé
en 0. Nous avons . a(o)=3>o, a(1—)=3_8u…5d{+[…2;

- . . cos&b ,
_ ‘ ,_

- SI donc l‘abscnsse 0= ' est etran°ere a lmtervalle o£0S1, les
11

' ° / . _ _ .

. ,
— . . . . . . .4 ,

\
'

. cosd»megahtes precedentes etabl1ssent le theoreme. S)
|T—. L

 '

_

Ia(1)êo, calo<uê;
 
; 1,

| 00541 | Su ; à
« Formonsaldrs

le minimum de a(0) : nous avons, en remplaçant ]cosulal par sa majorante,

\ '

r,<1">—*4'>= 3 — [, cos‘“l;ëz. 
lt

Cela justifie notre assertion.
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'

. — -

' '

_

' ?
'

. .

restr1ct1on MM’gî toutes les f01s que la d15tance de M et de M’— a_S sont-_

\
minorées par une longueur positive fixe. ' '

'_
.

' ' "

_

_‘
_

'_

, \ .,

61. Il nous reste donc ‘aæxaminer le cas où l’un, au moins, des points M’ ou
M est situé dans le voisinage de la frontière S de D. La démonstrationque,
nous allons présenter s ’appliquerà, d’ailleurs, àdeux points quelconques de_'
l’ensemble D+S et englobera, comme cas particulier, celle du précédént_
paragraphe. Il y a cependantintérêt à conserver le raisonnement du para—_
graphe 60, qui offre un double avantage. En premier lieu, l’inégalité(132),à
laquelle ilconduit, est particulièrement explicite (cf. la remarquefinale du
paragraphe 62). On observera ensuite, que le raisonnementque nous venons
de suivre ne fait appel‘a aucune hypothèse de régularité relativementa S. Au
contraire, nous serons désormais obligés desupposer que S est une surfacede.

Liapounoff; pour unifier et simplifier l’exposition, nous admettons mêmequeSi;
est exempte de singularités, en sOrte que la sphère de Liapoufiofi‘ L(M,3)
relative au point M de S possédera un même rayon en tous les

pôintsdela'surface. « —. ' - -
'

— "'"

Ceci étant, nous commencerons par établir un lemme surlequel reposent
toutes les transformations ultérieures. Soient M un point de D; ou a, en
désignant par N’ la normale extérieure en P'a S ( ),

- () d‘: eos (N’, 032)(133) - 53[ ,,nr]—*ÆŸ”’“
En effet, d’après (64) et (65), nous avons

_

'
'

_

'
'

’-

_
_ I _

_ __

.“ _

\ . «1 3 _ ”__<W)d. " "
—. ():): MP ——Æ - dg

"' '
.

.'

Or, d’après les résultats rappelés au coms du paragraphe 21, le théorèmede_—î;

flux——divergence s’applique aux surfaces généralisées de Liapounofï, même:
lorsqueel’élément différentiel des intégrales transformées devient infini dans D

'COIÏIIIlC——NOUS POLIVODS donc éCI‘II‘GMT— _
__

…

"<.\_iî), eos (N’,ÆTd=]]M___I__)O_———)_da,

ce qui démontre notre proposition. -

_

Un important cdrollaire résulte de (133). Le second membrede cette
relation se présente sens forme de potentiel de simple couche, créé au point M 

(‘) Cf.‘ “. 'GUNTIIER, loc. cit., (’t), p. 1192. M. Villat a fait usage d’une “"‘"Sformation
analogue; of. loc. cit., (8), p. 231-232. '

' ' '
'
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par des'massesde densité superficielle‘ \

’ '

; “: '.‘
.

< .'
(

'

’
' '

‘
»

'

p(P)=—cos(N', Oæ) . -

répandues sur la surface S. Or»cette densité vérifie la condition (f), car si P
et?- sont deux points de S et si N est la normale extérieure en P à S, on a" .H(P)—<=M)||cos<N’Oæ>—cos<N…Or>l

,

_

-
' ,,,(N,Mæ,_… Oæ)lgl(Nâ,N')lêf(PP1)-

*“Il‘suit de là que le potentiel de simple couche en cause admet des dérivées
partielles de premier ordre en chaque point de l’espace; etces dérivées sont

;“îçontinues [cf. l’inégalité (125)], dans le domaineD + S, et dans le domaine
l’extérieur à D, frontière S, comprise, tout en étant disc0ntinuesà traVers S.

Si l’onsuppose maintenant, pour fixerles idées, que M est un point de D + S,
”annpeut affirmer, d’après (133)

et les raisonnements qui précèdent, que
' l’êxpress1on .

,

’— '
'

O‘" . dr d cos(N’, Oæ)da
ôæ" ,,MP _().1][ MP .

,_,xlste en chaque point de D+;Sde plus, si M(æ, y, z) et M (æ,,y,, z,)
—…sontdeux points quelc&nques de l’ensemble D+S, on a Ïcf. (125)]

, dr, 02 dv:

.,(133)l,[ ,jïM_—P]_ _äîêl DM_PH<çP(8MMI)

=_ÎÏIlne fautpas, toutefois, perdre de vue que le second membre de l’inégalité
-precédente contient en facteur‘ des constantes dont la valeur n’a pas été
*Aexpllcltée (cf. le Chapitre VI).

  
MM1< 16

log——
MM | 

‘
_, 62. Ceci étant, reprenons la formule (126) en prenant pour domaine
.__aux1ha1re dle domàineD lui—même. Il ne…; alors ' -

’î1134) _ (%;—) u<M…"[ l’"Æ……_…MHÎ
‘ (

 
_

Nousavons déjà établi à plusieurs reprises l’absohie convergence de la
Ïs_econdedes intégrales qui figurent au secondmembre, et cela en chaquepoint\I
du domaine D + S, d’un autre côté, lesconclusions du précédent paragraphe
montrent qu’ilen estde même de la première intégrale, que le point M appar—

itienne ou non a la frontière S de D. On déduit de là que (%)“ existe en

Chaquepoint M de D+S et qu’elle y est donnée au moyen de (1 34). Cela posé,
portons notre attention sur le premier terme de (134); il se présente sous

_forme de produit de\ deux fonctions de M. La première p.(M) vérifie, par
hypothèse, une condition (f), donc (ce), sur tout l’ensemble D+S. La
seconde fonction vérifie la condition (133'). ll en résulte, eu égard au lemm1
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rappelé au Chapitre VI (cf. le renyoi de la page'1n'3), que le premier’termlæde"
(134) vérifie ainsi une condition telle que (125) pour tout couplede points M
et M' appartenant à l’ensembleD+ S et tel que MM’<_’È

——

Remarque. —- Il faut observer de nouveau que le raisonnement précédent”
s’applique aux points intérieurs de D; on aurait donc pu en faire usage pour.
étudier la continuité de"—‘1 en les pointsde D distants de plus de“— de S.
Mais nous avons préféré présenter peur detels points unediscussion8directe
(of. % 60) qui nous a permis d’expliciter les constantes qui figurent au second
membre de (132). On se rappellera, par contre, que le symbole ç(8MM'),Ÿ
qui figure au secondmembre de (I_25), n’estpas identique au module défini
par (4), mais difière de celui——ci par une constante multiplicativedontnousn’avons

pas‘_ explicité l’expression?
'

65. D’après ce que nous avons vu auprécédent paragraphe, tout revient äÂ
présent à c0nstrùire un module de continuité pour le second terme de (1321)

"—

Soientdeux pointsM et M’ quelconquesde D-l— S. Traçc'ms la sphèreL(M, 2_MM’)1
et appelons D(M, 2MM' )la portion commune àD età L(M,2MM')[poflibü
qui, éventuellement, peut être confondue avec L(M, 2MM’), ce qui seproduit
chaque fois que la distance de M à S est supérieure à 2MM’], s(M, 2MM’)la
portion de S située àl’iñtérieurdel(M 2MM’) —— qui peut, actuellement, être
vide ou n’être pas d’un seul tenant , s.(M, 2MM’) la portion de la surfaceL(M2MM’) intérieure à D. D’après cela, le segment MM’ peut n’être pas tout
entier situé à l’intérieur de D, maispeut, éventuellement, avoir

des points
communs avec S. Posons

(134') . R(M)= [p(P)—p(M)] _,æQ dr
l)—D(M,EMM‘)

 
dz_’_. _..'

d__.MP

-_

'
._\_

‘ P——' M) 'n': B,M R2M.
+Æ__qp_______t<)

Hai—— r <>+ ()
Nous définirons toutpareillement R (M’ ) et R(M') au moyen des intégrales

étendues aux domaines D— D(M, 2MM’) et D(M, 2MM’) respectiveme_,ntmais dont les éléments difi'érentiels dépendront de M’. Nobs avons —

02 _I_'
P " 3(5-æ) :

1R2<M>15Æ. | <P>— (M)l . dr;fl (MP')|_ _.__d,.
, 11m,mm "’ ”' 0’

L_…
,…,,f_ Ml” Ml?"

.Les ma'orations construites au ara ra he 60 ermette'nt alors d’en déduire.] P _
g P P

 
  

lR2(M)'ISIÔfiÇD(2MM')-
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De même, en reprenant les raisonnementsdu paragraphe 60,
\.

- . - .'\- ‘
-

‘

, .,
1_\ . - b,

. .
_

, ô2 —-—-,
_

.
'

(BAM’)|<Æ f(M’P) ,,P (ITÊÆ '=16ncp(3MM’).
-

' L(M,'2MM') . à '
_

_
L(M',::MM')

'

011 déduit de la | « .
'

-

(135) ‘R(M)—R(M’)l<3nuo(3MM’)+lR,(M)——_R,_(M’)l=32nç(3MM’)—(—lll

avec [c__f. (13_4’
)]

 
  

Iae-

 
(135’) _ Ïl= _' ,[pi(P)—u(M’)] _Ë,,I_dfdx

,. ,
.

.
—D(M,2MM)

_
-J

. .. _ I

Û2Wd
—

… —Æ_. . (…)…(M>1———
,,,…

dr
,___

_ _ D(_M,2MM') - _
_

' '
- de --_02_

-
- M’P - MP' ; ' = ' (P)—" (M') [; '—

——r] d?
.'*- ,

°_ Æ_D(M,1MM')[H
H ] 0x2 Ôw‘ .

_

. +[p<M)—p<M’>1Æ_ _ ,x, dr=J+—L
- . 11(M,2MM)

Occupons—nous d’abo_rddu terme J de (135). D’après (131') qui s’applique,
}pmsque D(M_, 2MM’) appartient à L(M, 2MM’) et ( 131") il vient

, f(2 MP) '

J < ° 5. MM . dl l.—. 2 -1 Æ_—D(M2MM) MP1. T.

Mais le domaine-D(M, 2MM’) est entièrement contenu dans LÇM, 2MM).
"

81 donc 1 est le diamètre du domaine D, de telle sorte que D soit contenu
dans la sphère L(M, l), le domaine D— D(M 2MM')_sera à

l’intérieurde [L(M, l)—L(M, 2MM’)];donc

L_(_136_)… |J.lgzsïl5.MM'Æ
_ f(ÊÆIËF)dT<2'ÀI5ÆK(f 21)ç(.4MM’)L

'

L(M,Z)—L(M,2MM)
 

_ Passons maintenant à l’étude de l’éxpresSion J définie par (135’ ). Elle se

présente sous forme de produit de deux facteurs dont le premier est majoré, en

::valeur absoluepar f(MM’), done pa1 <p(MM’). Pour conelu1e, il nous sullha
. de trouver une borne supérieure finie po… la mie… absolue du second f.aeteu1
»Ôbservons,à cet effet, que le domaine D—D_(M, 2MM’) est limité par la
surface S—s(M, 2MM')+s(M, 2MM’) qui. est encme une s111laee de

'Liàpoùnoff dont l’unique. ligne singulière serait formée, éventuellement, de
l’intersection de 5 avec L('M, 2MM‘«)Ç 011 peut donc appliquer à cette surface

ferméele théorème de Îf1ùx—divergenee; nous avons, d’après (133), en obser—
vaut que la formule de

G_.reen—Ostiogradsky' (flux-divcrgence) s’applique
. — a(—>

'-
‘ ‘ ! hip ' - . , ,' .al’1ntegfale Æ ——(,——,——- a'*r dont le domame d’mtegration ne contient

' —D(M,eMM')
_

. «

_f
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pas le point singulier M
.r

_
- . __ _

' !

-
'

1 .° _. ’

0 : f ?
., _ . _,

_

,
”(Ml—‘) ’ () cos(N’,.Ox) .

‘
a dT=_ () —'—'M__—P €!O' _\‘.' .

11_|1(11,—31111'1 ô‘r'
. _

‘ s'….qM,zMMi ‘” '
, ‘.

‘ () cos(N’, Ox) ;" _‘ «;Î1»+ ("—_ Ÿ- (la
a '— .

— —.e,(M,2MM') .1'
_

- -

où N’ est le vecteur unitaire porté par la normale extérieure à la surface"
d’intégration au point P de cette surface. Le second membre se présente donc

'

sous forme de somme des dérivées obliques du potentiel desimple couchedent
la densité u(P)=cos(N’, Ox) vérifie, comme on l’a vu, une condition(f);d’un
autre côté les intégralesde surface qui définissent les potentiels intérëssés sont
étenduesa des portions régulières des surfaCes de Liapounofi'dant l’ensemble
forme une surface de Liâpounofi‘.Les résultats du Chapitre VI, conVenablemeñt—f
adaptés, montrent alors qui’l existe une constantepositive B, nedépendant que—Ÿ;

de la surface S qui majore la valeur absolue du second
membre de l’identité.

precedente( _). Il en résulte [cf. (311 )]
1J, )<Bf(MM’)< Bcp(MM'). \

‘
(‘) Étant donné que le module de continuité, construit au Chapitre VI pour le prèm‘ieñ'

terme de (134), contient en facteur une constante non expliGitée, il n’y a pas lieu de‘
préciser la valeur du nombre B introduit dans le texte; nous nous bornonsà en affirmèr
l’existence. Faisons cependant, quelques remarques qui en’faciliteraient, éventuellement,
le calcul. Nous avons d’abord, en utilisant les coo1données polaires sur la surface
de L(M, 2MM’), su1faee dont s1(M, 2MM’) fait pa1tie

_

_ du , ,

.__ = »“âj[(M,:n111M,P '4_É-

T / ,

If]
()

âÎcos(Î__Î_,Ï)0æ)«da =l\fl“(ü cos(hNÆP?/__,_.æ|_)Ù_—æ)da‘
».1M2MM'1 M,eMM1 ,

‘

o . . \ ".
Cela étant, posons

. , ,

U(M):f[
“05_+(Pox>da _

Q.,—c(M!MM’) '

pour 1…ac001de1 nos notations …ec celles du chapitre V.] _— -.._
D’après cela, U est définie 5111 un domaine d’intégration qui n’est pas fixe, puiSque‘

s'(M, 2MM’) dépend à la fois de M et de M’. 01, les calculs du pa1agraPhe (1-2 montrent.
que les intég1ales qui définissent la dérivée oblique d’un potentielde simplecouchene
sont pas toutes absolument convergentes [cf. l’exp1ession (80’.)] N' y a donclie1i de;
modifie1 les méthodes du chapitre VI po… les adapter au cas” actuel. Nousav0ns- d’abôrd

«3£=[ ic_î__'os<N%0w)d.]g[fl

' (’Ma]

  

 
!

()1‘ ().1‘ MP da: MP..(M,EMM)

L inégalité (125) pe1met de majo1e1 le p1einie1 tei1ne du second memb1e; cette formule
sapplique, puisque la densité p._(P)-_ cos(N’, Ox) vé1ifie une condition (f) alors que la
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011 tire alors de(135’) et de (136)
' '

… <[2’.1511K(f,21)+B]<p(4MM’),

1pégahté qui, euégard‘a ( 135), permet d’écrire
‘

1R<M) — R(M’)l<s(4MM’)”.

enomettant comme nous l’avons déjà fait au Chapitre VI, une constante
mult1pl1eatwc convenable devantœ.On déduit de là, compte tenu de (134)
(134’)et de l’inégalité (133’)que vérifie le premierterme de (134), l’inéga—llité finale, (PW (FW - ,f“"‘” ‘l(W)-“(WL|WMM> log MM’g -_,

- R
’ 6 

1

_MM’ nitteparune surface S, vérzjie une condztzon(f), les dcrivé0s secondescarrées
_‘MæpotentælræwtonzenW(M), créé par les masses, vér1fient une condztzon (1 32) 
    amatd’a'11 moinsde R deS R étant le rayon commun des. sphères de Liapo11nollde S,

”" ousavons ,

s
' d“———'sî,

—
s

M,!“-R‘2
.

- “ ‘ id eos(N’,_ Oæ)dà‘
r‘{‘,-' .: ";,

7

’ dx MP
M

,@ dËsignant pm 17 li1'surl‘aee totale de S Comme les 1nétliodes du paragraphe 31 bis
‘permettentd’étendre (125) à deux points quelconques de (D+ S), M et M,, on peut
"‘Obten1r ainsi en fonction du diamètre lde l’ensemŒlè D + S la majorante

«) cos(_,N’ Oæ)_d
d_æ [Æ MP da]<a

}’oùa est un Î19mb1econvenable défini {111 paragraphe 31 In'._.s
Mais, ici encme, le module 0 (al)

oOnt1enten facteur une constante fonctionnelle de S, que nous n’avons pas explicitée. …

.;_Etud1ons maintenant la dérivée d (£)—S—(N—OT)
,

_ …_……dæ MP
_ R

., idées,Supposons que MM’<
—8

et admettons que M soit situé dans D‘a une distance de S

R .

moindre que 8. So'u alors M,, le point de S que nous avons associé à M,
de

telle sorte

  
 

+cp(fll) log-—I(Îl’=R2ê_."4 .
_    

cla=U,(M). Pour fixer les
5.» .

que MMO soit normal en M,,a S avec MM,,g lî(cf. @
32). D’après les hypothèses faites, M…

'. est un point ordinaire de S, celle--ei étant exîmpte de singula1ités.
Si tMM.,>2MM', lensemble s(M 2MM’) est vide, U,(M):— 0 donc borné.

Si 2MM’>MM….Ie domaine s(M, 2MM’) existe mais est inté1ieur au voisinage ..(M,.),
\ Jourm de Math. ,tome XXI_II. —— Faso. 3, 19/!, ,

. 27
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.Lzapouno[f dépourvue de szngularzté, les derwées en cause vérzflent [inégalz_té
(137), où M et M’ sont des points quelconques de l‘ensemble(D+_S) tels
que MME—6

Bien entendu, le résultat précédent vaut pour. les dérivées “rectangles-telles
“que g%- Signalons, enfin que des raisonnements analogues ‘a ceux__d_u_
paragraphe 311111 nouspermettent de nous débarrasser de la restriction}
MM’< % moyennant laquelle l’inégalité (137) est valable. Nous 111ns1steronsÏ
pas sur ces extensions. / \R

' ‘
MM’S Ë Considérons alo1s le t1ièdre tri1ecta11gle Moto-SONO, attaché a11_ pOin_t M,__de
_façon

que la direction MONO coïncide avec MMO; nous avons
' ‘ , ‘- . * '

__|fl‘
1 cos(N’,O————æ)dag d<_ _

_,
_

111 211113
dæ MP ,

_

‘

_ |+flcos(NO_æ)
ô—SO<M—)dv| _

. .- . NI 0 'd '

‘i— ..:—l
. .

'

+Æ°°S(
? Î”)aN,(

Or, on a vu au paragraphe 311 que l’intégrale
dNdfl M° ' Em,)

cos(N’, Ox)———
070       

 

de était absolumentMP . »_.
convergente sur une surface de Liapounofi‘; il en est donc, a farti0ri, de même
de

—d—_]]
i» — ear s(M, 2MM’) fait pa1.tie de Z(M). Par suite, les Méthodes du=para—

_

()N ° (11, e 1111) A

L’étude de’s[fig—N
estplusdélicate, pui5que les intégrales qui les réprésenténtnesont pas

g1aphe 311 et des suivants fournissent aussitôt une majorante pour
  

dérivées
 

à

...—|
absolument eonvergentes (of. 55 112 bz_s et 57);_on se rappelle qu’on ne peut les rendreabso—
lu1i1ent convergenteäque si s(M,

_2
MM’)——qui contient le point M.,a son inté1ieù1j ——contient

également un voisinage de M,, s… 5 qui se projette S… le plan Motos,, suivant un cercle
centré s… M… Dans ce cas les méthodes des paragraphes 112 bts et 57 permettentde fo1men
les majoiantes cl1erchées. Or, si l’on pose 6=2MM’— MM… la sphère, L(M… ô)"est un_le*'
spl1è1e de Liapounoll, car 8

_<_
B. Pa1 suite le voisinage Z(M… 6) 15011espondant 'es‘t‘

d’ un seul tenant. Soit P un point de la f1‘o11tiè1e de Z(M… 13); la droite M,,P est
exté1ieure au cône de Giinthe1 G(Mo)1 La l‘ongueu1 de la p1ojeetion deM.,P sur le plan
Moto10 est, d’ap1è_s cela, égale au moins à

M,,Pcos<—E
—

ou) =ôsin% =ôË; De plus,2
on a

évidemment MP<MM.,+M,P<MM,H'—ô=2MM’; le point P est done intérieur
à s(M,. 2MM’). Il suit de là que le cylindre d’axe MMO et de rayon Ë/Ëô découpe_su1_îi(M)
un domaine qui se… contenu à. l’intérieu1 de s(M, 2MM’), et cela achève de justifier notre__

proposition. De là on passe aisément au Cas généraloù MM,:
—8-

. '

. . .

._,. _1



sua LA CON'I‘INUITË DES DÉRIVÉES DU POTENTIEL. - 205

ÇHÀPITRE.VIIÎJ .

Complémentsî
_

‘
. ' .l. — De la réduction du nombre des'hypothe‘ses de ‘Liapouno[l.

64”. Tous les auteurs qui se sont occupes jusqu ’ici des surfaces de l.iapounofl'
Ont considéré, à ma connaissance du moins, comme indépendantes les unes
“des àutres les trois hypothèses de régularité que nous avons énoncées relati—
vement à ces surfaces (cf. 5 10). En fait, les deux premières entraînent la
troisième. il ne m ’a pasparuinutile de lé faire voir ici. Mais il faut bien
;1‘emarquer que cette réduction du nombre des hypothèses indépendantes
'n lntéresse que le logicien : el'lene paraît pas présenter d’importance en vue
"des applications,et c’est pour Celaque nous avons renvoyé àla fin du mémoire
“l’exposé dela question. On remarquera que la démonstration est entièrement

l'élémentaîre;
le, fait lui—même paraît assez intuitif.., _, _ _ _

"jî‘__‘65 Rappelons les deuxpremières hypothèses de Liapounoff, ou, encore,
hypothèses L(f', (cf. 5 10). Nous dir0ns qu’une portion de surface S (i10n obli—

{gatuiremeut fermée)est régulière ( ) 'si elle__ est dépourvue de point multiple
.et_S1t ' '

_i°Sadmet unplan tangent bzèn détermzné
en chacun de ses poznis.

“"- '2° l’angle (N,N’ > des vecteurs unitaires, portés parles n‘ormales à S en deux
'.pozntsM et P de S-—— nous avonsen vue la déterniznatzoïa de (N N’) qui se

'rédùzt àzéro lorsqueM et M’ se confondenï— vérifie lmégalzté [e]. (S)]
"(1381 _ -. —

' |(N N')l<f<MP>

oùf(MP) désigne un module de co'ntmuzté quelconque (" ).
‘Nous admettron,s de plus, que la frontière de S est une courbeaa—tangente

cont1uue '
» . -

Nous nous proposons de faire voir que ces deux hypothèses de Liapounqfi’
'

entraînent la troisième, à savoir:

_

Îlexiste un nombre R fixe, le même pour tous les points de la surface S et
'jouissant de la propriété suivante.la, sphere L(M, R), c ’est——à——dire la sphère

(') _Dans tout le reste du Mémoire S désigne une surface fermée; ici S est l’analogue de
ce que nous avons appelé portion 1éguliê1e de su1face de Liapounofi"et désigné pa1 S-

_"( ) D’après cela, f(‘MP)_n’est pas assujetti aux conditions de régula1ité imposées au
paragraphe 9 bis; nous supposonssimplement que f(r ) est une fonction positive, continue
et croissantede r, (r> o), telleque f(o)..—— o.
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:eñtrée sur un point M de S et de rayon Il ,découpe sur'5 une région Z(M, R)
iont l’intersection avec toute parallèle à la normale enM à S se réduit à un
point unique. ' '

66 .Commencons par établir une p10priété analogue pour les Ïcourh'és
planes. Considérons donc une courbe I‘, fermée ou non, plane, depourvuede
point double, possédanten chacun de ses points une tangente; cette tangente“.
varie le long de la courbe de manière que l’angle (N, N’> desnormales

N’ etN"'

aux points P et
M de la courbe vérifie la condition .-

_. ‘-
1138)

'
'

| (N :N') | <f<MP>.

f(MP) étant un module de continuité. Etudions les consequences déz'qesf

hypothèses.
' '

_ _._,__
'

67. En premier lieu, l’existence d’u'-ne tangente en hhaque point.de ]"
entraîne la rectificabilité de cette courbe; nousappellerons d’une maniere!
générale l(MP) la longueur de l’arc MP de I‘,'lorsqùe I‘ sera fermée.,‘l_(MPä
désignera la longueur du plus petit des deux arcs en lesquelslespointsMet P
partagent I‘. ’ ' «

Cela étant, je dis qu’il existe une fonction positive Mr) de l’argument
positif r, ne décroissant pas avec r, nulle avec r=o, vérifiant l’mégaltté
I(r)>a > 0 dès que r> o et jouissant, enfin, de la propriété suivante: M "'

étant deux points quelconquesde I‘, on a' . -

' 
139)

'

_
. '. ' MP>?[I(MP)].   Èn efÏ',et d’après la convention faite\_pourle choix de l"arc MP,'l(MP-)'> 0des"

que MP > o, l(MP)est inférieure‘a la moitié de la longueur totalede__F,siI‘
est fermée. Cela étant, supposons que (139)ne soit pas vérifié sur I‘511;
pourrait alors trouver sur l‘ une suite infinie de'couples de points ’ "

   - M…P,,(n_=1,2,….,œ)
tels que -

_

_
_ .

lim
l(M,,P,,)——

d'> o,
_

‘
Il=ao

\_dors que
_ _ _

-

limM,,’—l,,=_o.
'

' ' <_‘
lL=œ

\/Iais chacune des suites M,, P poSsède, d’après le raisonnement class‘iquédè
Bolzano—WeierstraSs,au moins un pointd’accumulation, M etPrespectivement,‘

'

sur I‘, tels que l(MP)_— d> o et MP_— 0.
D’après cela, les points M et P seront confondus, comme I’ est dépourvue

le points doubles, ceci exige que l(MP)=.o , ou, lorsque 1‘ est fermée,
'(MP) =longueur totale de I‘. La seconde de cés‘éventuàlités est impossible,



"_- SUR LA GONTINUITE DES DERIVEES DU POTENTIEL. ‘

207
carl(MP), de par sa définition même, est inférieure‘a la demi——longueur I‘; la
première éventualité est en contradiction avec l’hypothèse [( MP)=d> o.

_'Çélà prouve que la distance de deux points quelconques de 1‘ peut être
àmformémentminorée en fonction de la longueur de l’arc de F qui les joint; il
existedonc un nombre X[l(MP)] répondant‘a (139), tel que MP > o résulte de
‘;Î(MP)>O, le cas de l’égalité étantexclu. Quant à la non-croissance de. la
Î_-.fant10n l(r), elle résulte de sa définiti0n même; cela achève de démontrer
nôtre lemme. —

\

68. Utilisons maintenantl’hypothèse de la continuité de la normalea F ou,

ce.qu1 revient au même, de la tangente à l‘. Si donc t et t' sont les tangentesàF enMet en P, orientées dans le même sens, (138’) donne '

|(Î Î’)l<f((MP)
,.=Ûhmsœsons alors un nombre h tel que _ ‘

tuto) "
_'

'

.
f<_h><.—;

‘ ’

—

   
\

f(MP)étant une fonction non décroissante, toute longueur MP<h vérifiera  .:“
Ï“1iiégahœ précédente. Par suite, l’arc QQ’ de F, dont le point M de I‘ fait
partie et qui est intérieur au cercle de centre M et de rayon le, possède la
pmpr1été de il”avoirqu’un seul point d’intersection avec toute parallèle à la

- /\
normale en' M à F; sinon, en effet, il existerait sur l’arc considéré QQ’ de l‘
-(daprès.>le théorème de Rolle) un point P où la tangente t’ serait parallèle& la
—mrmale N en M; il en résulterait

l(t t")l=’r

commeMP<h, cela seraiten contradiction avec ( 140’) [cf. (140)]. Il suit de
'là que QQ' vérifierait la troisième condition de Liapounofi si le cercle C(M, h)
.
decentre M et de rayon [1 ne contenait pas de points de F autres que ceux de
."la‘i‘c QQ’; sinon, en effet, une droite parallèle au vecteur N pourrait avoir
' plusd’un point d’interSection avec F à l’intérieur de C(M, h). Or, se» P un
point de I‘ étrangenà l’arc QMQ’; d’après (139) on a

' MP>/[l(Ml’)J>)[Z(MU)J—;(IL)—It,>u
”puisque A(r) est une fonction non décroissante. Cela montre que le
"

cercle Ç(M, h, ) n’a pas de point commun avec l’arc QQ’ de 1‘ ne contenant
pas M. Appelons alors li la plus petite de deux longueurs h et h,, il résulte de

_ce qui précède que le cercle l(M, R) répond à la troisième condition de
Liapounoff; d’après la définition même de Il, cette longueur est indépendante
du choix de M sur P. ‘
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69. Passons mainténantà l’examen du cas des surfaces. En premier lieu,

on remarque que le raisonnement du paragraphe 67 s ’appliqué_mot à mot au
cas d’une surface S pourvue d’un plan tan-genten chacunde ses points. On
pourra alors joindre deux points Met P de S par une infinité de courbes
rectifiables : on appellera l(MP) la plus petite de ces longueursou la limite
inférieure de l’ensemble de ces longueurs. La surface S étant dépourvue "de;
point double, l_(MP) est positif non nul chaque fois que M et P sont distincts. "

Partant de là, on étendra sans difficulté au cas des surfaces l’inégalité(139}(). .'

70. Cela étant, soient M un point de S, P la section de S par un plan passant
par la normale à S en M, P un point quelconque de Cette courbe. La tangente ‘

> . '

. . .

'

.
. " ’ ' '

orientée t’ en P à F est portée parla dr01te d’1ntersect10n du plan de I‘ avec le
'

I . + ’
": ' '

plan tangent en P à S; de même, le support du vecteur unitaire t (portépar
la tangente orientée en M à F) est confonduavec l’intersection du plan de F
avec le plan tangent en Ma S. Mais les normales aux deux plans tangents à S
qu ’on vient de considérer vérifient la' condition (138); un raisonnement
élémentaireprouve alors que

I(î,?)lsaväf<Mri- ‘ * '

Dès lors, les raisonnements du paragraphe 68 s’appliquent. On pourra. donc

déterminer une constmtc /z telle que l’arc QMQ’ de I’, situé dans la
sphère L(M, ll), de centre M et de rayon la, ne soit rencontré qu’en un seul
point par toute parallèle au support du vecteur N, situé dans le point de F et-'
cela quelle que soit la section F considérée. La propriété s’étend immédiatement
à toutes les sections de S par des plans passant par N; cela montre que—

l’intersection de la portion E(M, la) de S [intérieure à L(M, la)] avec toute-
parallèle au support de N se réduit à un point unique. Le raisonnement
s’achève alors comme au paragraphe 68 et justifie“ le résultat annoncé au

paragraphe
65.

Il. —— Indications sur les extensions '

dont les résultats de‘ ce Mémoire sont susceptibles

71. Les résultats de ce Mémoire peuvent être étendus, et cel'a‘de deux
manières. En premierlieu, on peut rechercher les conditions d’existence et de 

(') Il faut remarquer que la conclusion des paragraphes 67 et 69 s’appliqùeà toute
courbe simple de Jordan, a toute surface continue dépourvue de point double, à condition
de remplacer la longueur [(Ml’) par le module de la dilTérehce des paramètres qui
1l«'lini.ss0nt sur tes continus les coordonnées de M (l de l’. Les longueuts des aies n’ont.
ele. utilisées]Cl que pou1 évite1 I’emploi des représentations paramétriqtiesnon intrinsèques
de l et .Sde ’
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continuité des dérivées du potentiel d’ordre supérieur à ceux que nous avons
envisagésJusqu’ici. Du reste, ces extensionsprésententun intérêt considérable
au pointde vue des applications‘a la Physique mathématique; nous citerons,
à titre d’exemple, la théorie des ondes qui nécessite l’emploi des dérivées

secondes du potentiel de double couche ( ). En second lieu, on peut se

proposer l’étude des dérivées du potentiel dans les espaces à m dimensions; ce
genre de travaux trouve sa justification dans l’étude des problèmes de Diriéhlet
et de Neumann posés relativement aux équations à plusieurs variables'

1ndépendantes( ). '
'

' 72. En ce qui concerne l’étude des dérivées d’ordre…supérieur dans le cas
tridimensionnel, il faut remarquer que“ les conditions de régularité imposées
ju8_qu’ici à la multiplicité—support eta la densité des masses attirantes ne
suffisent plus pour assurer leur existence; de nouvelles hypothèses sont
nécessaires. Pour fixer les idées,- envisageons le cas du potentiel de simple
couche U(M) créé par les masses de densité (J.<P) répanduessur une surface S;
'.si l’on suppose simplement que 11(P) vérifie une condition (j) ( ) et que S est
une surface de Liapouùbfl', la fonction U(M) sera, en général, dépourvue de
dér1vees secondes. Mais on peut établir le résultat suivant, valable pour toute
surfaceS dépourvue de singularité:

S_lles éléments de courburede la sur/accS venfient une condztzon(f) et 31 les
dérwées partzelles dePIemi*er ordre de u.(P) cæistent et venfent une condztzon(f),
185 dérwées partzelles de second ordre du potentzel U(M) eæzstent et vérifient
également une condztzon (<p) dans tout le domaznc D hmzté par S, frontzèrc S
comprise().

‘ Dé même,'l’existenceet la continuité au sens (f)des dérivées premières de
la courburedeS, comme des dérivées secondes de {1(P), assurent l’existence et ,

la continuité des dérivées troisièmes de U(M), et ainsi de suite. Nous nous
bornerons à énoncer ces résultats dont la démonstration serait longue et
laborieuse.

75. Des intégrales singulières interviennent fréquemmentdans la théorie
'd€S équations du type elliptique à plus de. trois variables indépendantes.
Voici-un exemple choisi au hasard dans les travaux de G. vGiraud [14],
page 137, deuxième Mémoire.

'

. 
… c}. la 'I’hèse de Mme Dubreil‘[llj.
("’) Cf. les travaux de Georges Giraud |_.l’l-l. .

(“) Cf. le paragraphe 9 : nou—s adnuettrohs que le module de continuité f(l\ll’) vérifie
toutes les conditions de régularité qui lui ont été imposées au paragraphe 9 bis.

(“) Dans certains cas, le module de continuité cp(r), associé {\ f(r), doit être remplacé
par le module de continuité <p(r)

]
log‘r [.

'
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Considérons-une fonction Œ(M) du point M(æ., de… . …, x…) de l’espace à
n dimensions. Nous dirons que_®(M) est continu dans_l’espàce(f), ou. qu’elle :

vérifie une condition (f), dans un certain domaine D limité “par une.
hypersurface 8 lorsque, M et P étant deux points de l’ensemble D + S‘, on &.

I‘D(M)—‘D(P))lSf(MP)
où j(z) est un module de continuité assujetti à vérifier toutes les conditions derégularité1mposées_ au paragraphe 9 bu, et où ‘

1 . _' .
"

y., y..., . . . , y,, étant les coordonnées de P. Cela étant, considérons dans D+S
une multiplicitéà m — 1 dimensionsD. dont la frontièresera notée S. ÿl’élémentf
de cette multiplicité au point P sera noté d’î…_, (P): dy. dy2, .. ., dy…_.. Soit,"
d’autre part, u(P) une fonction continue sur D.+ S.; considérons alors le
potentiel ” ' ' ' '

.
1 \

' -‘
U<M>=

fi.—î——.…Ïî
———f(le)d—…—1(1) ‘)

—

On peut alors affirmer que la fonction U(M.), qu’on vient de définir dans D,
appartient dans ce domaine à l’espace (cp), q>(MP) étant lemodulede
continuité associé à [( MP); c’est là une sorte d’extension au cas de l’hyper—
espace des théorèmes que nous avons obtenus au cours du Chapitre IV dans .’

le cas du potentiel de simple couche dans l’espace tridimensionnel. Gr. Giraud
n’avait donné ce résultat que dans le cas où f(MP) est hôldérîen. NOus ne;
mentionnons pas d’autres généralisations immédiates des inégalités de
Giraud. _

'
’

'

74. Pour terminer, signalons les extensionspOSSibles au cas de lacenti-
nuité (/), et non plus seulement hôldérienne, des résultats de L. Lichtenstein
intéressant les domaines variables avec le temps, par exemple; nous nous
bornerons à signaler la possibilité de ces développements et à affirmer que
toutes les transformations utilisées par cet auteur pour se ramener au cas d’un
domaine fixe [artifices dont on trouvera l’exposé en français dans le volume"
déjà cité de M. Villat [8], p. 254 et les suivantes] s’appliquentintëgra-
lement au mode de continuité que nous avons envisagé“; et cela garantit la
validité de nos extensions au cas des multiplicités-supports mobiles dans
l’espace.

-


