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Sur le schéma de Helmholtz—Kirch/zofl;

PA 3 A. 0UDART.

Introduction.

On sait que, parmi les figures physiques de l’écoulement d’un fluide, se

présente le mouvement permanent, avec sillage en aval d’un obstacle.
A cette figure particulière correspond le problèmè hydrodynamique théo-

rique de l’écoulement plan du fluide incompressible avec surfaces de discon—
tinuité s’étendant à l’infini, qui donne lieu au schéma de Helmholtz-Kirchhofï.

Ce problème a fait l’objet de nombreux travaux, en tête desquels se situent
par leur importance, les Mémoires de M. Henri Villat ('); depuis il a été
particulièrement étudié par MM. Alexandre \Veinstein et Caius Jacob et
surtoutpar M. Jean Leray dont les travaux occupentune positioncentrale dans
la théorie des sillages, et dont la Thèse (") de M. Julien Kravtchenkoconstitue
le prolongement. On trouvera dans ce dernier travail une bibliographie
étendue de la question ainsi qu’un exposé capital d’un caractère définitif.

Dans le présent Mémoire, j’ai tenté une extension des résultats déjà obtenus
dans diverses directions, et en particulier dans le cas d’un obstacle fixe par
rapport à un canal à parois rectilignes indéfinies et parallèles, cas ayant fait
l’objet de la thèse précitée, laquelle m’a été du plus précieux secours.

Il s’agit ici, en l’espèce, du mouvement plan irrotationnel du fluide parfait
incompressible enfermé dans un canal indéfini dont les parois sont des

courbes p.. p.,. Le fluide vif provenant de l’infini amont/heurte un obstacle ÊE
fixe dans le canal, se subdivise en un point 0 de l’obstacle en deux courants
qui lèchent celui-ci le long des éléments c:. et m,, pour s’en détacher aux
points P. et P,, confondus avec B et C dans le cas dit du sillage, en amont de
ces points dans le cas de la proue, et pour laisser entre eux un sillage de fluide
mort limité aux lignes de jet ).. et 7.,. 

(‘) Et en premier lieu sa première Thèse : Sur la résistance des Fluides, n° d’ordre 1M2,
Paris.

(’) Sur le problème de représentation conforme de Helmholtz, Théorie des sillages
et des proues (J. Math. pures et appliquées, g° série, t. 20, 1941, p. 35 à 303).

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 4, 1943. 32
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Dans un premier Chapitre, je situe des généralités et les représentations
conformes employées; je rappelle, en particulier, l’emploi du demi—plan
supérieur (T) de la variable t et de la demi-couronne (d) comprise entre les
cercles de rayon 1 et q < 1 concentriques à l’origine du plan de la variable Z.

Le second Chapitre concerne le problème inverse(indéterminé)de MM. Levi—
Civita et Villat, et en particulier l’étude du module de continuité.

Le troisième Chapitre étudie l’obstacle, les parois et les lignes de jet et met
en évidence certains aspects du problème en ce qui concerne la limitation
du canal.

'

Le quatrièmeChapitre a trait aux conditions de validité dites de M. M. Bril—
louin;j’établis l’impossibilité de satisfaire en général ‘a la condition Vîr dite
de limitation de la vitesse ou première condition de validité (que j’appelle
condition de validité totale) pour un canal convergent; par contre, j’obtiens '

une proposition tout à fait satisfaisante pour le canal divergent et l’obstacle
tranchant.

Le cinquième et dernier Chapitre traite de l’existence de la solution en
application du Critère d’existence de MM. Jean Leray et Jules Schauder.

Sur les suggestions de M. J. Kravtchenko, j’ai tenté d’exploiter le plus
possible le demi—plan (T); l’étude poursuivie m’a montré que l’emploi de la
demi—couronne (d) avait aussi ses avantages et que cette représentation, qui
nécessite l’usage des fonctions elliptiques, conservait sa valeur; d’ailleurs,
l’étude de ces dernières fonctions n’est pas sans intérêt en soi et est une
excellente application de la théorie des fonctions.

Chemin faisant, je me suis rendu compte qu’il n’était guère possible de se
passer complètement des dites fonctions, et en conséquence, j’emploie l’une ou
l’autre représentation, indifféremment, selon la plus ou moins grande facilité
qu’elle peut offrir.

D’ailleurs l’usage du demi—plan (T) n’est pas sans inconvénients en raison
de l’existence du point à l’infini du plan et de la nécessité d’introduire la fonc—

tion
îî+:;

, moins simple que Q(Z).

Enfin les résultats qu’on peut obtenir dans le problème indéterminé de
MM. Levi—Civitaet Villat par exemple, concernent des domaines de solutions
voisins, mais non identiques.

A ce sujet, il y a lieu de noter que les sujétions du plan Z, par exemple la
limitation de g par l’inégalité q <o,517 dans un certain problème, si elles
n’ont pas leur équivalent dans le plan t, laissent la place à d’autres sujétions,
par exemple la nécessité que la fonction <D(t) satisfasse à deux conditions de
régularité.

'

Dans un but d’allégement, j’ai reporté en Annexe un certain nombre
d’études préliminaires, et j’ai retranché uneertain nombre de résultats numé—
riques qui pourront prendre place dans quelque autre Mémoire.
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J’ai adopté pour les références à la thèse de M. J. Kravtchenko les initiales

(J. K..) suivies du numéro du paragraphe ou de la formule et de la'page; j’ai
procédé de même pour les références aux Éléments de la théorie des Fonctions
elh'ptiques, par Jules Tannery et Jules Molk (T. M…); mes propres références
ne comportent que le numéro du paragraphe et de la formule sans initiales,
sauf pour ce qui concerne l‘Annexe.

En terminant cette Introduction, je veux reporter ma pensée sur les Maîtres
de ma jeunesse, et je veux exprimer toute ma respectueuse gratitude à mon
Maître M. Henri Villat, qui a bien voulu suivre mes travaux et les encourager
avec tant de bienveillance, et leur donner l’impulsion qui m’a permis de les

conduire à bonne fin, malgré les vicissitudes de la guerre.
Je suis également heureux de remercier ici mon ami M. Julien Kravtchenko

de l’aide si efficace et si cordiale qu’il m’a donnée pour vaincre les difficultés
du sujet traité.

CHAPITRE I.
GENERALITES E’l‘ REPRESENTATIONS CONFORMES.

10. La figure 1 situe le problème posé, comme nous l’avons exposé dans
l’Introduction.

Fig. [. 
11. Soit f(s)=o(æ, y)+idg(æ, y) le potentiel complexe dans le

domaine (A) du fluide vif.
La vitesse complexe W = u — iv= %{ donne les composantes (u, v) de la

vitesse {7} du fluide en chaque point.
On pose

(|) d—{ : e—‘Q
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et
(2) Q :9 + [T' (fonction de Levi—Civlta ).

9
_> r “*

®est 1 angle de V avec Ox et T: log\ (V = valeur absolue de la vitesse V >.
Nous ferons la convention habituelle

(3) V :x
sur les lignes de jet et à l’infini aval dans le domaine (A), d’où

(4) p=po+â(1—Vî)
et

d d' l(5) |î£=d_q;= surÀ,etÀ,,

et à l’infini. aval sur {J—.
et …; p=pression statique au point de vitesse V;

…: pression statique dans le sillage et aux points de vitesse 1.
La densité du fluide est posée égale à ! conventionnellement.

12. La fonction f(z) définit la représentation conforme de (A) de (z)
sur (F) de (f) (fig. 2\. 

   Fig. 2.

' l +
H. +!

( F)

|_ .........7.\_ ________ m| P! {?| X‘ (P;
U (132 PZ‘P2 'L2

’
iLo -+2

PLAN (‘

Par convention f(o) = 0, c’est—à—dire

(Ü
_

<P(0,Ol=$(0,o)=o.

Nous devons justifier que la bande s’étend de —œ à +1: le long de
l’axe des <p.

Considérant p. par exemple, V y tend vers 1 à l’infini aval; on voit donc
d , .

que
d—Î

-—> 1 quand l+ co et q; —>+œ; meme raisonnementpour )…, X, et ….
A l’infini amont, cela se complique : il n’est pas certain que <p y prenne la

valeur —oo que nous lui assignons sur la figure 2. Cependant il en est bien
ainsi, lorsque les parois y possèdent des asymptotes parallèles (02:63)
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distantes de L; on a alors

_ ‘l’1 + ‘i’! d‘? \(2). V“°°———L—’ âÎ—>A#o et q;—+—oo.

Si le canal s’épanouit indéfiniment vers l’amont et si l’on a pour x = — oc

)’1= k1(—— a:)“ sur p…,
!

If, et k2 étant des fonctions bornées,
y2= k2(— æ)"= sur .U.g l 1), et p,; étant 51 ;

.la vitesse sera de l’ordre de Î—lx—)P: ou (—_IT)p etfV dl, c’est—à-dire cp, deviendra
infinie négative.

C’est le cas d’unedirectionparabolique unique (parallèle à Ox) (p, et& < 1).
C’est le cas d’un canal admettant deux asymptotes (p. =p2= 1) ou même

deux directions paraboliques faisant un angle < %
en valeur absolue avec

l’axe des a:.
_ '

.

Dans le cas ou l’épanouissement du canal est égal à 11 (ou supérieur), ou ne
peut plus affirmer que (; —> — ce à l’infini amont. Nous éliminons de tels cas de
nos préoccupations.

15. Le procédé des images conduit à doubler la bande (F) par sÿmétrie
par rapport aux frontières tl). et — %, puis à couvrir le plan (f) par la trans-
lation .2 i(‘ln + %) réitérée. La fonction ü'= e"—f+PL de périodicité 2i1t conduit à

représenter la bande (2F) sur le plan (E) en posant % :
a$1_Î_—$

(& :$ 1).

Fig. 3.

    
 

P:
Plan intermédiaire ü

En posant p.=— &
q} Î’© . le demi-plan supérieur (Ü) correspondra à la

1 2

bande (F); en posant & =— 1, le point E: o‘correspondra à <p =+œ; d’où

_. _7"_f,,_ __R__ "J‘
.(1) E = e ‘i"+‘i” ‘i'*+‘i“' et la figure 3,

avec
_ . 4h(2) 5 —

TE\P1+ q,!)

(3) a : 7r % (notations de la figure 3).
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14. La transformation de Schwarz permet alors d’étendre le demi-plan Ü
coupé le long de OÜ., (Î0 image de 0) sur le demi—plan (T) en assurant la
correspondance (fig. 4)
(l) ‘——OÇ ” la [) —l*OC

l——oc u 170
() —+—œ

où trois couples suffisent à la détermination.

  Fig. 4.

M

(T)

a —1 to fl b

le "'»:‘ŒEO w, 7». v-.’
PLAN L

Les points a, t.,, b seront singuliers et les développements en a et b seront
92 E*

de la forme (z —— a)“ et (t —— b)“, ce qui conduit à
a {S

(2) Ü=k’(t—a)“(t— b)?

La singularité to consiste en ce que la variation d’argument de (E —— E,) est
double de celle de (t — t.,), de sorte que _ _ ‘, rfi?

n—Lto=T(t—to)-—l—... et <Ît—)o=o,
donc

@1
{()—a + lo—-b

_0,
il s'ensuit

,

__ (LKP| + b'_P—_r(3) [0—— q—H+qh

Passant aux logarithmes, il vient alors

(4) f=-—%log(t—a)—%log(I—b)+h,
.:

(5) o::- %log(to—a)— %log(b—lfl—iuh+læ qui détermine kg. 
partie réelle

La correspondance fondamentale de la bande (F) et du demi—plan (T) est
donnée par
(61)

oo amont cpi cp1

ce ——1 +1
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et conduit aux relations

(62) cpl=—%log(i—a) —%log(1—b) +k«;,

% %(63) (192:—Ttlog(—1—a)—;log(—1—b)+læ.

Nous noterons les trois formules

(7) j:— Kblowtÿÿb {:P—Zloo-t_a
1r °to—b— { ”t…—a
  , '

'

.__ q:1+rlg 1—10(8) dj“_
w (t—a)(t—b)dt’

(g) À‘2:Ëlog(lo—b)+Ëlog(to—a),
et râppellerons avec M. J. Kravtchenko que :

4

-— le domaine (T) dépend de trois paramètres a, b,) to;
— le domaine (F) dépend de quatre paramètres @, <p,, &!J., %.

Ceci ne peut nous étonner, car le domaine (T) peut représenter confor—

_

mément aussi bien (F) que tout domaine semblable, de sorte, que les équations
qui donnent a, b, to sont homogènes en go,, %, dg… al)._..

15. La transformation de Schwarz fait correspondre l’aire (T) du demi—
plan supérieur (T) à l’aire d’un rectangle (H) du plan (u) (fig. 5) par la
formule    

      (l) du: (”
.

- V(t—a)(t2—I)(l—b)

Fig. 5.

Au,
___—1|

_ _____
' W, % °°: !

s”l N (R) M

_1 v-, 0 e: :
2

PLAN w

Soit en partant de u = 0 pour t=—œ
_ " rit

… u—/_a\/(C—a)(lZ—l)(Ê—b)

le radical étant pris po”sitif pour t = — oo.
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Nous avons (cf. fig. 5) évidemment   "“ dt
3 Ï=b

_,()
2

en…
1

… …-.
t/__R_(t> +f:VH—w=f_,htf!…

(5)
°_Ja_=/_l—t-=/ ——t—-‘

\ ,, V——R… ,_1 \/—R…

les radicaux étant pris avec leur sens arithmétique et en posant
(ô) R(t)=(t-—a)(t‘—'——n(t…I)).

L‘inversion de l’intégrale elliptique peut être conduite en faisant appel
direct aux traités classiques, ou à partir de la connaissance des pôles et des

zéros de la dérivée;— —_\/(t— a)(t’— 1)(t— b). On obtient ainsi
 

dt ,

(7)
.

Æ=pu——ptu+y)

(p étant la fonction elliptique de Weierstrass aux périodes mn., 2%); puis

a+b
'

1 p'u—p’y(8) . t:
4 —1—2 pit—PY 

' I . , dtOn obtient egalement par la meme methode une autre forme de a
(9) d‘_ plâpl<u+â)

@ — “T—‘_—Y—el fil“ + all
16. La méthode des images permet de doubler le rectangle (B) dans le

sens de w, et d’obtenir une bande de hauteur (03 et de périodicité zoo,.
La fonction cellule, logZ de période 2i7:, conduit à poser

(1) u=Cii%logZ
et ‘a obtenir une demi—couronne (d) pour la représentation de (R). La con-
stante C et le signe sont alors déterminés par la correspondance des figures 5

et 6, où les lignes libres sur la figure 6 sont représentées sur OX, d’où
, \) w(2) u=œ,+m—â—Ï—.älogZ,

Le rayon du petit cercle est
.

(|)
111—3(3) q=e “":

comme on le calcule aisément.
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17. CORRESPONDANCESPONCTUELLES ET REMARQUES.>—— Le point O_du plan (_3)

devient le point a., défini par
a + b 1 p'uo—- p'y… t°:

4 T2puo—m 
où  (ou… - œ, —-—

% +/. dt (radical arithmétique),
' —l… «W

u0 , 'u1'0+œ:i.

Ce point 0 correspond à Z0 = e“° avec / I
TC \! 7r ° dt . . , .(3) so: —— u… -—f un + —)

:: _ ( radical arnthmettque ).
(A)! 2 (&)1

_1 VR(t)

Fig. 6.

  ...“U
PLANZ

L'infini amont correspond à u. = o (par définition) et à Z‘ : qe“* avec
(! _.-E' _,_1 _î ‘” ' d' 1 'th ’t' .(4) s,-.w1Lœ. 2:l__œi _t\/R_(B

(ra ma ar1 me 1que)

Par ailleurs la correspondance (t) et (Z) est assurée directement par  œl/ . /œ+œ;————-T—lovZ — 'V1‘p(' ‘
2 m ") P‘
\
| a+b(5) [:

4 5
0011 Zp(œ.+…——è—ä og )…

et
/ .

n_r , _C3_1 .

>wi
p 2pKœ1—G—œ3 i1t

logZ
dZ<>]

Enfin le domaine (d) est défini par q, s,, et s,, où q et s. ne dépendent que
de a et b, mais où s., dépend de a, b et t.,.

Journ. de Math., tome XXII. -—— Faso. 4, 1943.
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CHAPITRE II. —

PROBLÈME INVERSE ou INDÉ'I‘ERMINÉ DE MM. LEVI—CIVITA ET VILLAT.

20. Le problème direct consiste à déterminer les lignes de jets et les fonc—
tions f(z), c’est-à-dire à déterminer le mouvement. Le problème inverse
consiste à déterminer :(f) pour un domaine (F) donné, c’est-à-dire des
couples obstacle-canalcadrant avec la bande (F).

La représentation conforme transpose le problème du domaine (F) dans le
domaine(T) ou (d) et la formule (1 1 . 1) remplace la détermination de : (f) par
celle de Q(t) ou Q(Z) réelle pour les lignes de jets ‘A., )... :

U) T = o.

21. SOLUTION DE M. H. VILLAT (‘ ) [demi-couronne (d)].

210. Suivant les notations de M. H. Villat, soient <l>(s) fonction d’ôbstacle
et ‘F(s) fonction de paroi, les valeurs de ®(X, Y) données sur les demi-
circonférences de rayon 1 et q

( 0(X, Y): CD(s) sur la demi-circonférence de rayon 1, avec oâs â»"»(l) l@(X,Y)=‘F(s) » q, avec oîsë7r.

Soient so, .s‘. les images du point de bifurcation et de l’os amont, valeurs
données pour lesquelles on peut avoir discontinuité

( ‘D(So+ 0) #- ®(so— 0) [pour un bord arrondi, ®(s.,+ o) : ‘D(s.,— o) + 1r].(2)
l_

1IJ°(sl + 0) ; ‘F(s1—o).

Remarquons qu‘il faut

3
( (D(so+o)g®(so-——o),

( ) tuf<s.+o>gw<sl—o> (02.203),

et aussi

(4) ’ W(fl)ë‘P‘(o) (age.).

Lorsque ‘F(s. + 0) = ‘F(s, — 0), nous prendrons ‘F(s, ) = 0, 0.7: est alors
direction asymptotique amont.

La nullité de T le long de X, et”)… (20. 1) permet le prolongementanalytique
dans la demi-couronneinférieure par les valeurs imaginairesconjuguées. 

(‘) Cf. Ann. Sc. Éc. Norm. Sup. 29, 1912, p. 227; Aperçus théoriques sur la résistance
__desfluides, p. 67_(Scientia, n° 38).
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La fonction Q(Z) est alors une fonction analytique, uniforme de Z régulière

excepté en s… s., 27. —-s… 211 —s,, q, — q, + 1, — 1 et en général aux points
de discontinuité ou de non—analyticité de (I) et‘l".

Parois, obstacle et lignes de discontinuité seront analytiques sauf aux points
indiqués ci—dessus. En particulier les lignes de jets seront analytiques sauf
peut-être à leurs extrémités, points iq compris [ce qui distingue le canal
curviligne du canal rectiligne (J. K., p. 59)]. Par contre, étant donné que (I)

et ‘F ne sont pas, en général, analytiques, le squelette du schéma (parois et
obstacle) ne sera pas, en général, analytique,

211. M. Villat a montré (') que ce problème de Dirichlet dans la couronne
est résolu par

 

O’ _f_°ul yet ri“. _ 3(1) ..(A)_fi2, 0
cl»… . mlo,_l. fi.)+.,n1%h—Tr _d

7:
,.

_ 4. (m
0_ w1_ (.), r m'-

-

:

avec la condition de régularité (ou d'uniformité)

(2) f [<D(e)»—‘U(a)] 5:0.

212. Les formules (T. M., VII, 3) et (T. H., XI, 2) permettent d’écrire
Ç;,(u+u)+Ç;(u—a)=Ç(u+ œ;;+a)+{(u+w,—a)—2m

_ ,

_ …
p’( u,

—+— c.…)_2Ç(u+œg)+ J—————)(uon.) (pa—27…
_ .p’uÇ(u—+—a)+ {(a—a)_2Çu—l————pu(pa,

_ p’u2Ç(u—+ œ;;)_2çu+Pu 6; +2….
D'où

__icol (… , ""
_ _ : _ p'(Ë—êlogZ> “

_Q(Z)__1rÎ zç<i_fliogz> [] [®(.)…W(.)]d.] _… fOqf(.)ds

,w, , fl ®(e)ds

a—P<Œ10gl.)/ P(""lmZ> p<m.ê)i‘à%
° _

%
11 _

» (.), lP(e)a's
_‘pr<l__T_rlogZ—+—œs> °“l Z+œ _ ‘Îls

. «P<a
°g .) …)

   
(‘) Scientia, p. 72.
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La condition d‘uniformité de Q(Z) nous impose ici la condition (211.2),
d’où

im, ®(3)d£7Î
! œ '(i) SZtZ)=î p <âlogL> M M

0
(P(Êrl°gZ>—PCËE)
  ' T. - .

—p'<ïlogz_ …)
‘P‘E’dE ,

…
Éi—‘looZ—m>—

(fle
«]

P iTÏ ”
3/

p
Tr

où les fonctions du second membre ( ‘ ) sont uniformes.

213. On a alors
z

7
.

(\n ;:f eiQä—‘îg—âdZ

avec (14.8), (17.6) et (17.5).

22._ EXPRESSIONS VALABLES JUSQU’A L’OBSTACLE ou JUSQU'AUX puors.

220. Pour mettre les formules (211 . 1) et (212.1) sous une forme valable
sur l’obstacle ou les parois, on emploie l’artifice classique consistant à faire
apparaitre la forme 0 >< ce ou g et à prendre la valeur limite, si elle existe.

2210. On est amené à remplacer la première intégrale de (211. |) par
?!

'CÛ1 Cl)1_
;—

(l)1
, wi[ [<D(… —d>(s)] [;(ŒlogZ— Fc) +,<ÊrlogZ—r ËE):I ds+ ®(s).l…

et de même la deuxième par des expressions analogues en 11”, L, avec une
intégrale 13.

2211. On a
_

a<ïlogZ+œ,>7: m(| L: —-— lo ——-——-—-—)
’ co

g
co1

a<—.—‘ logZ—on)l7t‘ 
(‘) A signaler ici une erreur dans la formule (::), page 27 de l’ouvrage de M. Umberto

Cisotti, _ldromeccanica Piana, parte prima. On constate que le second terme a été omis
dans cet ouvrage.
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et compte tenu de (T. M., VI, 1), on a

c(v+œfl=——e”:“a(v—m),
d’où

a(v+m,)
a(v—w,)(2) log =zmv—ë—(2k+1)it avec "= ?—;logZ.

&) . . . ,
>

.
Posons u: v+ ;‘ a. Le doma1ne de u est l1m1te aux absmsses — m… + m,

pour Z réel < 1. De plus 9 sera imaginaire pure avec coefficient de i positif,
d’où le domaine figure 7. 

     Fig. 7.

M

A 8

'Yf'\ :-
a.»1 0 w,

PLAN E.

La valeur limite de logo: Î 2 quand v —> 0 fixera I:. Il s’agira de suivre
1

logau le long de ——w.yw,. La seule difficulté réside en O:augu dont
l’argument varie de — a, d’où

logau=loga(—u)—ir et log;Îî’Ï’—li—\=—it (k=—_I).

Dès lors
(3) .

. logH=2mv—it
_

'"
1

_ 2711 logZ 7t_‘-’(Z.) 1... i +
…}

2212. De même
+7: (J.) (|_)

(I) B:! Ç(u+ œ3)ds —— 21mr avec u :: Î—Êlng +
_75€

et
+7

1r a(v+œl) co,
(2) [? Z(u+o)3)de=œ—llogm avec v=w;;+ñlogZ.

La formule issue de (T. M., VI, 1) reste valable exec cette valeur de v.
De plus, pour q < Z < 1 et Z réel, on a

_& __.9_, .v.. I,filogqZ_z 7:
llogqZ|,
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v est imaginaire pure avec coefficient de z' positif; on aboutit encore à lc =—— 1

et
9.1; logZ ": 7:'—’(3) I:1=—_1—-—+2‘Û10):: l'+-_—2Tm7Î)l (… un,

compte tenu de(2211.3), (2212. i) et (2212. 2).
La formule T…

(ou —— “(mm.: % réduit (3) à

{).-f… logZ([l) 13: i

2213. On en conclut les deux suivantes :

un.
. fl .

. ü.)| , 'JJ| (fil (01-— e — . ‘: :—| "L————a «" — 0 +— s s“__,
0

[(D( )

ïŒ(s)]L_<fiï

on 7: >
+

3<l.îlofiZ T: >]d
+ (D2(s)+—‘_‘°log…)

(Il) Q(Z)_:

, w
'

o_‘l.+ —:'e)lds;!.
! |‘Ç‘U: & V

/\ È,îË €US !€ en

V
+ {:(

/\
3% 

   
“(TM “W (‘ê)*—l '(-“)l\_î.n< -.—__'llogZ—%8>+C:;<Èlogl+%e>]de,

0 L

valables, la première jusque sur l’obstacle (Z=e’"), la deuxième jusqu’aux
parois (Z : qe”), sous condition bien entendu que les produits indéterminés
aient un sens, ou conservent un sens aux intégrales correspondantes, c’est—

à—dire en somme à fq—)(E—)£:%(O—)et [ l“—îîÿ Ces deux formules peuvent
être vérifiées à partir de la page 19 de Scz'entz‘a, n° 38.

2220. On peut de même remplacer la première intégrale de (212. I) par
1: '“ :

Œ(E)—:Œ(î)æ de+dD(5) Cl..

p(îÏ—%logZ)—pâe p(ï—_ÊlogZ)—p%e
0 ‘ ' 0

et la deuxième par
‘n, . T.

/\ œ

‘F(E)——‘F(8)
œ

de+‘F(s)
@

dE
m

.
_1 o _ .. _ _‘ —3 vZi .. — —lsp<i7rlo°z (”"> p

71:
€

0 ‘P<in
10“, w") })

7tU0

22—21. Mais (T. M., VII, 3),

  
Ë;=Ç(a+a)+Ç(a—a)—zça
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et (T. M., Xl, 2),

’

p’(aiwg)p(ai cos) — pat

d’où (T. M., VII, 8)

=ç.(a+a) +Ca(a—— 1)Î 2m— 2Ç(aim),

p’(aim.) _? Y _
p’a

p(aiwg) ”_J)a ___..(a+a)+5:1(a_ “) _2Ca+_pa—_ea'

2222. On a alors

’ &] ovZ fi___dE___—- _ & o—p<£.fi ob )] (Elo Z‘\ to.—L 2{ ,'7;]°0Z TC

0 P<i7r %) P}
et

co
“ d= p’(È10gZ)

,

/' _—‘logZiw, Ÿ =I;,+ ——…——-—— — 2" Î)—Îlo<rZ TC.p . , = !:z1r
p<wllo°Z+œ) (pœ‘s p<w1loGZ\) e

…
.—— — 3

_ _“ T‘" =, _
::

0 nr ° "' 171 ,
 

I.

2223. On en conclut les deux formules suivantes

(1) Q(Z)= î%‘. p'(&logZ) @ +
[Z_T“_I_ËË_Z_

+_T_' _2î;<°_ï logZ>]®(s)Tr nr œ. … : …, u:
p(—. logZ>—p—s

'
) m 7:

p’<fllogZ) “
œ

“ ‘F(e)ds
'

_—…__f ‘F(s)ds—pl(i__‘_logZ—wg> ,

P<%ÊlogZ>—€n
0 \ “

P<
ml \ &)
—.

— 10°Z — œ. — —' 5t7: ° " P 7:

 
0

p' (& logZ
iœ1 , œ1

“ <D(s)ds … >
“

'. _(2) Q(Z)=-—2- p _—logZ — W(E)d;
fi … ') & 10°Z —— (Ïs ÈIOÜZ —e “'

0
'} i7: ° J)

E
p

i7r " ‘

 
_p'<cf—hlogZ—m?>

[‘P(E)—W(s)]ds
. ”=

(p 9'logZ—0).)—pîlc”.
0

(in “, 71'

; fl (,7rp <ifilobZ)

J)<ÎÏ—î log2) _ ez;

formules valables, la première jusqu’au point Z=e"°, la deuxième jusqu’au
point Z = qe“.

 
2‘fl11_0gZ _ 2îç(î3£ logZ) + W(ts)

[ I-

2224. On vérifie aisément que ces formules découlent aussi de 2213.1
et 2213 . 2.
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2225. En faisant Z = e“ dans la première, on vérifie que Q(Z) a bien CD(s)
pour partie réelle sur la circonférence de rayon (1). En faisant

ù)l(s+'fi —Ë
e _

(|)1,Z=qe‘-‘=
dans la deuxième, en tenant compte de ce que

cp :S
-z(ïs+…s) =;f"_'s+…+.‘ __“— (T./M., Vll,9)et(T. M., 1x, 6),

Tr 7: 2 pû)xg e-— 3

puisd«—

mt»: — mao,: i—v
2

on vérifie de même que Q(Z) à bien ‘F(s) pour partie réelle sur la circonférence
de rayon q.

25. REMARQUES.

231. On peut observer que la condition T = 0 pour Z réel conduit à partir
de la formule (2213.2), appliquée au point Z = q (ou —q), après quelques
calculs élémentaires, à la condition de régularité (211 . 2).

232. Cette condition peut s’établir directement en appliquant le théorème

de Cauchy à la demi-couronne, pour la fonction Q(ZZ)

précautions pour les points de discontinuité de Q(Z) sur le contour.
 et prenant quelques

233. La formule (211 . 1) peut être établie à partir du théorème fondamental
de Cauchy appliqué au cercle, que l’on transpose Successivement sur le demi—
plan, le rectangle, la demi—couronne (voir Annexe I).

24. SOLUTION Dr. M. J. Kn.wrcnmxo [demi-plan (T)].
240. M. Basile Demtchenko indique dans un ouvrage ('), sans toutefois

insisteret sans en tirer une méthode,le raisonnementde base.M. J. Kravtchenko,
dans une lettre du 8 août 1939, m’a proposé l’emploi du plan t au lieu du
plan Z; il y voyait la source de simplifications importantes et envisageait
même son emploi systématique.

J’ai pu reprendre la question quelques mois après mon retour de captivité
en 1941. M. J‘. Kravtchenko donne également (2) quelques indications à
ce sujet.

' 
(‘) Problèmes mixtes harmoniquesen hydrodynamiquedes fluides parfaits, p. a et 3

(Gauthier-Villars, 1933).
_

(*) J. Kmvrcuuuxo, p. 103-106, 5 15: bis.
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2411. La partie réelle de. Q est connue : sur les parois donc pour
'

\

—œ<tâa et b_S_t<+œ

et sur l‘obstacle donc our
. P _ 15 zg+ 1.

La partie imaginaire de Q est nulle (T = 0) sur 7… et )…_,

a l ll/\
'
||/\ ——1 cl +1Êt<b.\

2412. Convention de signe. — Considérons le polyn0me
(x) R(t)=(l—à)(t+r)(l—11(_l—b)

qui s ’atmule en changeant de signe pour a, —1, 1, I).

Nous prendrons la détermination de JR(t) posi'*tue à ce (J. K., p—. 104)..
Chaque fois que 1 passe pa1 les valeurs a, — 1, 1, b_, largument du radical

. i7r
‘ —— . . .

'

varie de —— Î1 de sorte que \/l{(t) sera 1mag1na1rcpure dans(a, — 1) et (1, 8)
et négative sur (—'— 1, + 1). En particulier \/l{(o):—

| \/— ab |.

9(£) - , , . ‘F(£)2413. ..... a sa art1e reelle e ale a our et b,
«R…

p 5 w…,I p (— °° «) ( +°°>.
cpu)

|

pour (— 1, + 1), à 0 sur le reliquat de l’axe réel. Nous posonsà—_=_._—'NR(t> /

  
$’(£_)”):—_—
/R—] RU)

242. M B. Demtchenko établit que si l’on connaît la partie réelle co(t')
de f(t’) sur l’axe réel !' du demi--plan (T), on a à partir du théorème de Cauchy (1) [(t) = %_f CP:,t_)_îü + ir.{z,. (valeur principale de Cauchy).

Il indique également comment on peut passer du cercle au demi-plan.

243. On obtient (‘) ici

. :_2(1)_ dz’
' "““” lF<t’) (”’

.

…… \/Î£)=l)°°+ ”if._

(”[+—tjr VRU') ll_l]
il

[On verra plus loin que $…= 0 (263)']
JR(t’): o(t”) de sorte qu’il n’est pas nécessaire de parler de valeur prin-

cipaple_de Cauchy dans le cas présent. Rappelons la convention de signe (2412).

    
(: a '

(’) f signifie qu’on intègre de — ce à a et de b à oo.
—a b

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 4, 1943. 34 ' -
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244. La formule (213. 1) est remplacée par
11

(1) :=] eiQä'—tfdl avec (14.8).
. /0

25. EXPRESSIONSVALABLES JUSQU’A L’OBSTACLEou JUSQU’AUXPAROIS.

250. La formule (243. 1) est valablepour t complexe et pour t réel sur (a, — I)
et (I , b). '

L’artifice classique appliqué à (242. 1) donne ('t étant réel)
+R_., - L' ——‘P“'l’“°“f) '(r) f”)—l‘lJ”+ç(')+imllfïl_n t’—t dt.

251. On a, en effet,  lim =in.…. _" /’—t ’

comme nous allons le démontrer.

  
PLAN t.

Considérons la figure 8. Nous avons
+R

f_. —f.—f.'
Pour y, en posant t’— t = pei<P, il vient

] dti —2z'rt’ t_ ..
‘r

——

Pour I‘, en posànt t’= Ref‘l‘, il vient

dt' ."z' _. ..“aap_
r_t'—t_l[ t——,_tdtp_m+tt[ t—,_£,

|t'|;R, |t|=r et |!'—t]>R—r,

 
mais
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’lfzfl(—'Î—'{t

252. Nous obtenons alors la formule

f(')=@..+ Ly(f> + I.Â_val. princ.f_?”2{*:’( )d,,

d’où
I’TÎ —>u pourR—>oo,

 

r restant fixe.

Cette formule conserve un sens si t -> -_-) et l’on obtient

(1) f(fl=,—.ÿ__+<p(t)+ £_val.princ_f: .IÇP(——-t——)_O(T)dt’

qui a pour partie réelle q9(1) pour -. réel.
Ceci suppose naturellement que cp(t') a un module de continuité convenable.

253. (252.1) permet de donner à (243.1) une forme valable jusqu’à
l’obstacle et aux parois.

Répétons qu’il n’y a pas de difficultés sur les lignes libres.

26. CONDITIONne ntcuun1rfi.

260. Nous référant à M. B. Demtchenko (loc. cit. ), nous allons montrer que

la condition de régularité se réduit à[ ç(t')dt'= 0 parce que lim tf(t): o._ ,c [:un _

261. Ceci nous conduit à étudier le comportement de Q(t) à l’infini. On
montre (A. 33) que pour t : Rei? (oîoî r.), on &

9(1)=egîj_‘P+0;Ë+{(6',_eg)logn+is+ .,
A.

de sorte que :

2611. £_Z_(tL) —>o pour R —>oo, donc tf(t) —> o et af0rtz'orz.    Q(t)
.

Q… _2612. ,, —>opourR—+œ,donc \/ÊÜ
_f(t)—>o.

262. De (2611), on tire, d’après (260), la condition de régularité

»

+1 (D(t) a +æ W(t)__d _d = !.(l) [1 V“U) t+__j}: VRU) [ (

263. De (261.2), on' tire que «P,: 0, ce qui simplifie les formules (242. l),
(243. l), 252. i), et celles qu’on en peut tirer par (253), en particulier

n<n_l £*‘<D__(_fl)
dz' ”+“F(t’) dz'

_… _—- [ _ V——R—(,.,t_—fi__ , \/—R(l')—t'—t 
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27. EXPRESSIONS DE T : logV sua L’OBSTACLE ET sur. LES news.

271 . Cas de la solution de ”M. Il. Villat.

27H. Posons Z = e"". Il vient par (2213. l), sur l’obstacle,

… o.… =(b(s) "(n/. 2225),

(le + 27…s‘D(_s)(2) T.(s'>=Ëf%f («Php—Mm][ÇÊ-‘(s—s)+ïÊ(s+s)

_e[ llîœ)[çfll‘(s——s)+flî—'(s+s)]de%.

Z::qe"'. (log7…i:w-—+1c)(J)] /

 

2711. Posons

Il vient, par (2213 . 2), sur les parois,

Iù).(Q(q€")- :_?)    
 

_ [(l) \ (l.) d

:( ,,_1 (s— s,)+?.… ) + :<-;‘
(s+ :)

+c.…>]zls:. ' A.

—— 2…(773‘ + s) ‘F(s)

__ft |‘l(s)—llr(_s)]l:("—(s—.)+w,)+c<—(s+sl+œ,)]dæâ.

Compte tenu de (T. -II., Xl, 2) et ( T. M.,_Vl, 3), il vient

Q(qfle"‘)=œ{ fü(b(s)[Ç—_'ts— :)+Z;,+(s+:)
 fl€+2'fl3[

(D‘(î)
dE—2nl<fi&7+s)lpt(8)0 001

—f [‘F(s)—‘l' ($)]lC% ”' H_:wÎl{s+ê)] “13 —2mf ‘l“'(5)dë+2nzfi‘F(s)s.' I- .

0

Compte tenu de
-.fl ,x \

] Œ(s)rle=j ‘F(s)d5 et de ‘n.œ3—n3m1=(‘g,

nous obtenons

(|) 9,,(s)=‘F(s) (of. 2225),

(2) T,,(s):%{-f [qf(s)_ws)][ç%(…e—s)+;%(s+e)]ïls_…sll“(s)

+f Œ(£)|Ç3ŸÈ_Ï(S—a)+ë;fË(s+3)]dsl.. $

2713. Observer la symétrie entre T (s) et T,,(s). Ces formules peuvent être

établies àpartir de Scientça,n° 38, p. 18.
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2714. On obtient également, soit à partir des formules précédentes, soit à .

.

partir de (2223),
;

2 , "‘—= ; __ (; ‘ K \1' :
,

'.
‘ (|) F_'l‘l(s)=J)'ÏËs Md5_…Jf(ES—O);;)

l(€)d_
‘

, (Ù| A. 'A)! (A)!
. 7Î [, (:)l (01

\ .P*T;S—.Pî_gî '
J"('Fÿ—œ.:>*—P‘Tgê

 
Un ,
l'(l)
_18.'—P (n - <. t

— —fü ‘lJ(a )d: +2nLw.——Ç;‘sJ®(s).-—s—e‘pr.

Une expression identique pour T.,(s) en changeant
)

'(2) d’en—W et Wen—®.

. 272. Cas de la solution de M. J. Kravtchenko.

2721. Nous em”ploierons une variante de la méthode, pour obtenir une _

formule valableJusqu’à la frontièredu domaine.
Sarlobstacle, l’élément gênant dela formule(263. 1)est la prem1ere 1ntegrale

Nous écrirons
1

‘ +1 ‘/ ___—([)(1), ®(7 ) H /

. _

'

_

R(t) (DU) dl :] RU)
y…, dt’+®(f)[ ,—ICÎt. 

VR<e'> Ï_'—t
-—l  . -/ .»+l__ ” [_

——_—=[lÛg(l _t)J—l— IO° I+ H
+ i[arg(_1 — !) ——arg(—— 1 — t)], log(t’—— !)

étant suivi par continuité ( fig. 8). Quand tdevient réel = ”C, on voit facilement
que” '

'

/‘
+' dt’ ! —— ? .

, : log + H“…
_| l —— : r + ':

On—obtient dans ces conditions
»(x)'

'
@(:>:®<r>.

‘

ce qui montre que Q(7) a bien (D(:) pour partie réelle,

H(r) ,
_«D(z') —(D<r) ,, +.. , ,

\/R:(z'))fl_ , lF__(_t) _d_z

  
   Îâ>y rm=—_ «b< >logjî

'
2722. Considéronsmaintenant les parois; nous pouvons écrire ;.

(t) ,, _;_
"

«
. :

u +» RI“ “"‘—[( )l_l_ :li…/:p\/Ën(fl)“wu )'““ Il
(-)dll -»

__;f RTT/) l’—t
.

.! .

R

+‘I"(.‘ylim ../, ,——
\
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On établit aisément, en suivant log(t’— t) par continuité, que

};… "“Æ_11m100_1_Rlqlou—z
=œ_n_bt'— t=R_… °b— t—B—t_ gb— t—l—L7T,

où nous ferons !: :, d’où
(l) ®(r) : ‘F(r) (même remarque).    Il .+aa R(T)

! / ‘F(t') — ‘F(T)

:î_—f:\/R—T)
(1)… dl — val. princ. ___R(_tl_____dt'[(2) T(T)=E ‘F(‘t)logî )\/R_(t’)lîf _…u5 ,l_,__

28. MODULE DE CONTINUITÉ.

280. Nous allons généraliser les résultats obtenus par M. J. Kravtchenko,
pour les parois rectilignes (J. K., @ M, Corollaim, p. 68) au cas des parois
curvilignes.

281. Cas de la solution de M. H. Villat.

2811. On peut écrire (of. 27ll.2)
®(sl— (D(

[®(e>—®<s>][ —(s—ê)+C-—‘(s+s)]= ê_l$ "’A<s, s)

EIVGC

A(s,s)=(e—s)Ç%(s—s)+(a—s)Ç%(s+e).

Soit un point e“ (& # sa ou d’une discontinuité plus généralement).
Pour appliquer la théorie exposée en Annexe Il, nous supposerons w, et œ3 # 0

[c’est—à-dire a;c’—1 et b#1 (cf.15,4 et 15, 5) (*)], ce qui permettra de

développer Cî—‘(s— &) dans un cercle A de rayon égal à |2œ,,| ou !2co,
|

et de

choisir un intervalle E contenant 3 et s. à son intérieur, lui-même contenu
dans le cercle A et plus petit qu’un demi-intervalle dans lequel (D(e) appartient
à l’espace E,,(e) (n > 1).

Considérant l’intervalle d’intégration, celui-ci est divisé en 3 : E', E, E”.
La fonction A(s, &) est continue par rapport à s et e dans E’ et E”, et sa présence
ne modifie en rien les raisonnements de (A 23). Dans le cercle A, on a

A<s, s>=— ï + <s— a>B<s.e>,

où B est une fonction continue, d’où

_ ï d>(e) — <D(s)
(l)] 8—8[«D(s>—«b<s)][:%<s—e>+ë%(s+s)]= +C(s.e),

où C est continue. 
(‘) a et b sont ici les quantités qui entrent dans R(t). \
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Le théorème de M. J. Kravtchenko,appliqué àla première partie (A. 21)

pour les valeurs 5 et s. pour l’intégration, montre que cette contribution
appartient à l’espacefi‘,,_ . (s).

Quant à la deuxième partie, jn[C(s., &) — C(s, e)]de, elle satisfait à une
condition B,.(s), car C(s, a) satisfait à une condition Ê,,(s) comme <D(s), c’est
dire que l’on a

AiC(s,, &) — C(s, &) 1; ——,7, donc
|
log! 3, — s [[

AEflC”"“_C“ ”"”W  

Au total la première intégrale de T,(s) appartient à l’espace E,…(s),
<D(s) appartenant à l’espace B,.(s).

2812. La fonction s est Lipschitzienne; <I>(s) appartient à l’espace En(s),
donc sd>(s) satisfait à une condition y,,(s), donc à une condition Y,.-.(s)
(cf. J. K., p. 69).

2813. Quant à la deuxième intégrale, que ‘F(e) soit continue ou non (les
discontinuités étant de première espèce, car nous écartons le cas saugernu
où ‘? serait infini), nous pouvons la dériver par rapport à s, et sa contribution
est Lipschitzienne.

'

2814. Ainsi T, (s) appartient à l’espace 13,… (s), si <I>(s) appartient à
l’espace E,.(s). De même T,,(s) appartient à l’eSpace E,… (s), si‘F(s) appartient
à l’espace f,,(s).

2815. Considérons Q(Z) [(211 . I), (2213.1) et (2213.2)], fonction
continueet dérivable dans (d). Elle appartientà l’espace E,… (s) pour les points
des cercles de rayon 1 ou q où CD(s) ou 1l“(s) appartiennent à l’espace B,,(s).
Nous voulons montrer qu’elle appartient à l’espace B,…(Z).

2816. Explicitons la définition : On dit que U(Z) appartient à l’espace C,,(Z)
si elle est continue et satisfait à la condition

A|U( Z )-U(Z)1;,(Z,—Z) avec y,,(.p)=__q.
Iloglæll

2817. D’après (2815), Q(Z) satisfait à la condition f,…(Z) dans (d) et sur
les frontières. Il reste à montrer que ceci reste vrai quand on voisine les
frontières de la couronne, par exemple la circonférence de rayon 1 .

Le seul terme gênant (‘) est
+K(D(s)—®(s) _ ”(us)—fus) s——e _

U(Z)=/ ÎogZ—————ed_f s_s logz__d.. 
i- 11 

211

(’) Pour & =7r, on prendraitf
0
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Ona
'

lou-[ s
. . "î®(€)-—Œ(S) °ÎU L __ :x = :() U(e) j_ s_£ 2 d….*" log—.——-e'!

Soit
Z=B“ll+peliçhi)l.

il vient
logZ : is+ logl1 + poil; " :)l &! is + ip e'?,

d’où
Z

log—. —s
1 (>! {) Cl.; < 2 ._ 1 ((‘f /i'î )

1
Z _

_ p0'?+s—s /t_sino ' "'9'
Og—lî_c

Divisons maintenant l’intervalle en trois par s — 29, s + 29.

%lh!? |'n 0 s C +n

Fig. 9.

Dans l’intervalle (s— ;, s + 9), la contribution est

/ l'\ —_—[, $"“?

A ”"" | de
<sin v" =—s”‘? Ilogls—s.l ‘» ;

qui est de l’ordre de %— î—’—_,-
-

<? ! og.°l
Pour l’intervalle — TC, 5 — ;, nous sommes ramenés à (A. 22) [intervalle E.]

log Z
i

®(5) — Œ(sl
s——ç

de.
  

donc  
 et à(A. 23) [intervalle E'] avec &. complexe et égal à - On voit facilement,

que, moyennant quelques légères retouches, les raisonnementsrestent valables.

“2818. Même raisonnement près de la circonférence de rayon_q.

2819. Conclusion. — Si la fonction <‘I)(s) satisfait à une condition E,.(s)
excepté en s., et ‘F(s) cæcepté en s, (n > I), la fonction Q(Z) [(2M . I), (2213 . l),
(2213.2)] vérifiera une condition .LŸ,,_. (Z) dans tout son domained’existence,
sauf ana: points ei“° et qeii‘“.

Scolie l. — Si ‘F(s) satisfait à une condition 13,,(s} même en s=s,, les
exceptionsZ: qe*“* s’évanouissent.



sun 1.15 SCHEMA ne—newnouz-urncnnorr. 260..
Scolie 2. — Si <I>(:) et ‘F(s) admettent d’autres discontinuités (de pre-

mière espèce), ou doit naturellement excepter les points correspondants.
Remarque. — Pour le canal divergent, on est assuré de la continuité de‘?(s)

en s., mais non du module de continuité suffisant.

282. (Jas de la solution de l]. .I . [frotte/ecn/ro.

2821. Considérons les formules (263. 1), (2721 . 2), (2722. 2), nous pouvons,

dans les deux premières, considérer que / sont des valeurs principales
-—2 [I

de Cauchy ou non, à volonté (243).
Les extensions (A. 2/) et (A 25) permettent d’appliquer le théorème de

M. Kravtchenko immédiatement en prenant pour fonction ‘F(e), la _fonction
(,…—t’ ou w_(t_’_

VR(U v/R(t)
exceptant ici les valeurs de t suivantes : t,, ce, a, '—1, +1 et b (et toutes
autres discôntinuités de première espèce éventuelles), les discontinuités de

  avec t au lieu de :, ainsi que les raisonnements de (281) en

' 1 u —r '
deux1eme espece etant d’ordre 7. = ,) < 1.

Excepté pour ces valeurs de t (et leurs voisinages) peu t-ètre, Q(t) satisfcra à
E,… (t) si Œ(t) et 1P‘(t) satisfont à une condition E,,(t) (n > I).

2822. Aux points a, —r, 1 , !) on ne peut appliquer directement le théorème
invoqué. On peut se ramener au plan (Z).

On montre en effet facilement qu’en ces points, on a, par exemple,
.‘.

(if—£ ”_‘__J At»! — a)1,

d’où

Â—Zl=B|t—ctiî=liA!" et log,.\l;=nlog…\Z,+ulugB (BF'o),

de sorte que les conditions 13, pour Q(Z), <D(s), 1P'(s) entraînent des conditions
€,, pour Q(t), <b(t) et 1IJ°(t) même en ces !; points et leurs voisinages.

Fig. ….

9823. On peut établir ces résultats directement, sansipasser par le plan Z,
d’abord pour t —> a par un chemin oblique sur la direction (a, ——œ ) (fig 10).

Journ. de Math., tome \XII — Fasc. '1, 1943. 35
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2824. Puis pour un chemin confondu avec cette direction (1 —'+ a) (fig. 1 1).

Fig. 11.  
2825. Donc pour un chemin quelconque.

2826. En ce qui concerne le point à l’infini du plan t, l’inversion ramène ce
point à distance finie :

(=(—î, |log|Aul|=llog|ull=|logtl.
Nous convenons de dire qu’une fonction est continue pour t = 00 et y satisfait
à une condition 13,,(t), si l’on a

l\l‘…!) _ ’W°°)
l <YnU)= +î’l'0glt !]

.Par un raisonnement calqué sur Celui de la couronne, on montrerait
que : |W(u)—W(o)l<y,,(u) conduit à [Q(u)—Q(o)l<y,…(u), donc
Q(t)—Q(œ)l<Yn—c(l)-

2827. Il y a lieu d’observer, qu’au voisinage de l’obstacle (des parois),
seule l’intégrale en (I) (en ‘F) qui entre dans la formule (263. 1) est en cause, et
que l’intégrale en ‘If en ((I)) n’intervient pas par la continuité de ‘l*”(®), mais
par son bornage (A . 23).

\

CHAPITRE III.
ÉTUDE DE L’OBSTACLE, DES PAROIS ET DES LIGNES DE JET.

50. HYPOTHÈSES sun L’OBSTACLE ET sur. LES maors. DÉFINITIONS.

301. Hypothèse (12) d’une direction asymptotique ou de deux directions
asymptotiques distinctes faisant un angle aigu avec la direction 0.2: à l’infini
amont

W(.fi——o)—‘F(fl+o)=‘F(—æ)_w(+ œ)=zxe=o;_ og (og5<â>-
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302. Obstacle anguleux ou continu au point de bifurcation
1D(so+ o)—Œ(so— o)=Œ(h,+o)—Œ(\lo—o)=2na=@'{—Bg (oâa<t),

« = o, rebroussementen pointe vers le fluide vif;
[ .,, obstacle cont1nu;la:
L

a = [, rebroussement en pointe vers le fluide mort, ca's éliminépourles raisons
données par M. J. Kravtchenko dans sa Thèse (J. K., p. 73, ligne 9).

303. On vérifie aisément que @ possède le même module de continuité par
rapport à :: (plan du schéma) que (D et ‘? par rapport à s ou t (sauf aux points
à l’infini, point de bifurcation et points de détachement) : l’obstacle et les
parois sont donc en particulier à tangente continue.

Nous adinettrons à l’avenir que (I) et ‘? satisfont à une condition B,,(s) ou
E,.(t), sauf en s() et :. éventuellement.

‘

304. A. l’infini aval, il faut @. î®… c’est-à-dire

llf(n) — \1f(ç) :‘l"(l}) _ 'I'(a) : 27:ï=9. _ a. (0 ;Y < 1).

Nous supposons d’ailleurs que ces directions font un angle aigu avec 0.23.

305. Définitions. — Obstacle tranchant par rapport à un axe de référence :

obstacle rencontré en un seul point par une parallèle à cet axe, angle #o
et de n.

Obstacle monotone par rapport à un axe de référence : obstacle dont la
tangente conserve un angle de signe constant (sauf au point de bifurcation).

Paroi tranchante ou monotone, mêmes définitions.

Canal [ou sillage] tranchant (ou monotone) et divergent {ou convergent} : si
les parois [ou lignes libres] sont tranchantes (ou monotones) et s’écartent {ou
se rapprochent} de l’axe de référence.

306. Traduction analytique dans le plan Z ou le plan [.

3061. Obstacle monotone
o gmgnsuu—ml:sogsgn ou (0 Été],

—nâ®ëosurwg:ogsg.so ou —1gtgto.

3062. Canal monotoneet divergent

0 gwgnsurpizs,gsgn ou b

00—7tê‘Fêosurp.î:ogsgs1 ou _
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3063. Canal monotone et convergent

—1r5‘F50 sur…:s,gsgrz ou !) gzg+x
0 Ê‘FËTCSUI‘H—gîogsgs, ou _œgggl,_

A. noter les conditions nécessaires suivantes :

Canal divergent

@ : 0, donc ‘l_"(sl + 0) : ‘l°(s, —- o) = 0 ou ‘l—' i x = 0.

Canal convergent

_'ï'
: 0, donc ‘l’ (0) = q‘ ( 77) = 0 ou ‘il-(’a) : l[“-(l))1-o.

A noter que si l’obstacle ou le canal sont tranchants : |<Di ou Ill" [ < T.. Si
tous deux sont tranchants, il en sera de même de 19] dans tout le fluide
(propriété bien connue des fonctions barm'oniques).

54. NATURE DES SINGULARITÉS : oo AMONT, POINT DE mruncxrmn.

311. Considérons

2—2”? + a? OgZ—Z‘
2—7… ! z_ï,°  U(Z)=Q(Z>+?‘ifilog

- Cette fonction est réelle sur l’axe réel, car il en est ainsi de Q(Z) puisque
T = o et que l’on &

Z—Z0  __ /\
+19. avec o=Zo ZZ…

  0

les deux logarithmes étant rendus uniformes dans tout le plan par les coupures

circulaires ZOZÎ et Z. ZÎ, U(Z) est uniforme dans la couronne (C). La partie
réelle est visiblement continue en Z… Z.Ç, Z, , Z: et U(Z) est régulière dans la
couronne (C), frontières comprises.

Il en résulte, en appelant % l’angle de _Z — Z() ou _Z —— Z, avec la tangente au
cercle correspondantpour Z =_Z0

Q(Z)
i gaulog(Z—ZQ et T(Z)gzzloglZ—ZM, (-)-,\= (D(so+ ())—211, 

pour Z=Z.
() ?

“(t./4) Èafñlog(Z‘— il) et T(Z)æzfiloglZ—ZÙ (-)-,_=‘li(sl—o)——2ÈBÏ. 
Vitesse nulle à l’infini amont si {5# o, et au point de bifurcation si-a. # 0.

On ne peut rien dire si {3=o, parois parallèle set si a = o, rebroussement
de l’obstacle vers le fluide vif .

Ces résultats s’établissent immédiatementpar la méthode de l’Annexe 3.
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312. Dé même dans le plan t, nous considérerons

1—1.[+ i — 7 log([ + :) pau exemple. .UH)=Q(I)+ EI—îlog

U(t) est uniforme et régulière dans le demi-plan T. Conclusions analogues.

52. LIGNES DE nsr.

321. La continuité de (I) et ‘lf pour s=o et 11, pour t=—1, +1, a et !)

nous indique que ®(X, \) ou ®(t) a une valeur unique quelle que soit la
direction de la courbe du plan Z ou !. (Application de la théorie de l’intégrale
de Poisson ou Annexe 3).

D’où ces résultats : 1_° l’obstacle et la ligne de jet se raccordent tange_ntiel-
lement; 2° la vitesse est parallèle à la paroi à l’infini aval, et toutes les lignes de
courant, y compris la ligne de jet correspondante,ont même direction asymp-
totique que la paroi à l’infini aval.

Les théorèmes établis sur la continuité de !)(Z) (2819) et Q(t) (282) nous
assurent que la ligne de jet est à tangente continue (c’est-à—dire @ varie
continûment). De plus @ est dérivable par rapport à X ou à t, sauf peut-être

' aux extrémités des lignes de jet et est d’ailleurs analytique. Remontant au
plan (2), on en conclut que : les lignes de jet sont analytiques, sauf peut-être à
leurs extrémités.

322. Si l’obstacle est tranchant ainsi que les parois, nous avons déjà dit que
|®l est partout inférieure à r. : c‘est là un caractère commun à toutes les lignes
«le-courant.

'

323. En appliquant à
5—12

les principes établis en Annexe 3, nous voyons que
T est bien définie aux points — 1, + 1, a et b du plan ! (par exemple), donc de
V, qui est alors égal à 1 : à l’extrémité de l’obstacle d’une part, dans tout le
jet à l'infini aval d’autre part. '

55. OBSTACLE.

331. Plan Z. — On a

(l) :—=‘:flé‘9(e")df

(213. 1) qui fournit les coordonnées ac et y des arcs m. et 132, sous forme
paramétrique. Soit ll’abscisse curviligne sur l’obstacle,on a encore

. dl . T
_ df__ __ (en)(a)

ds " e ds’
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avecj=; 1 pour sis0 (E’)- Relation de M. Villat (J K 1 31 2) äfet
d

,
un

. ., . , p. 7 dt
( . , w m (Il

Îiî etant donnes par (14.8), (17.6) avec
;7—î

logZ: ?] s et 12
: ds.

La fonction [(s) est donc continue et dérivable, et sa dérivée possède le
même module de continuité que T(e") et appartient à l’espace B,… (s), sauf en
So et _ 50-

D’après (311 ), au voisinagede s = so, on voit que T(e“) se comporte comme

 

(3) 21 log
'[
e"— e“"°! + fonction continue de (s —— s.,).

dD’autre part % s’annule comme (t — t,) et, comme
Ë—î # o, â{s’annule comme

: —s…
D’où (J. K., p. 73)

Il . .(4) -î,—s=h(s)<s—s)…+K.…

avec K, K, continues # o.
. dl . . . . . .On v01t encore que % est 0, 1nfin1 ou H… au pomt de b1furcatmn selon que

a; ou = ;, c’est—à-dire selon que l’obstacle présente en O un angle saillant
vers le courant, ou rentrant ou est continu.

L’intégrale (I) conserve un sens puisqu’on suppose «< 1 (302); de sorte
que [(s) est continue et croissante même en 0. Par ailleurs, aux points de

. dldetachement, % est nul comme : ou ii — :.
On a enfin

(5) L=fne—T
332. Plan :. — On aura

df
îv ds.

  

[

z=f eifldf et ä—Î=je”î—î—{ j=ïi, pour tÿto(—lgtg+l),
I

avec
df__ «p,+% t-z0
E!?“ n‘ (z—a)(c—b)'

La fonction [(t) est donc continue et dérivable, sa dérivée appartient à

l’espace E,._.(t) (2821) comme c“, sauf pour t: t,. Mais T(t) se comporte
. dl ., .alors comme 20: log,(t-—t,) (312), d’ou Ît : K(t) (t — to)'“-°‘ + K,(t) : memes

conclusions.
Mais ici ë£ ne s’annule pas aux points de détachement.dt
On a

+1 lf_ —TL
_.‘/’_1

e
_dt

dt.
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54. Puons.

_

3410. Plan Z. — Nous avons montré (281) que Q(Z) appartient à l’espace
fi,.,_, (Z). Partant d’un point de l’obstacle pour aboutir à un point 2’ de la paroi
p.. en suivant sur le plan Z un chemin analytique et borné, nous sommes
certains que z' sera à distance finie. Partant de ce point, que va-t—il sé passer
à l’infini amont et à l’infini aval?

Nous avons encore
(Il, _ _TWù]df(1) $ _e '

â_ç>

! étant l'arc de paroi u,. dl—est infini pour .s—_ s., o et 7: (:= 00, a, 6).
Nous avons posé nos conditions (12) (301) pour que f—> — ce pour s —> 3, .

dlNous vérifions aisément que—d conserve un signe constant convenable ( ).
Considérons

[ l
(2) z—z':f e’°df=f e‘Qdcp et

l' ['

Si 0.62610;#0,y/ œ. Si au contraire 0.(02) et 01(6_D=0, alors y peut ou
non augmenter indéfiniment (parois paraboliques).

Dans le problème inverse cherchons des conditions pour que le canalconstruit ._

reste d’ouverturebornée, c’est—à—dire pour que les parois aient des asy1nptotes.
Il faut et il suffit que l’on ait, pour s = s,, o et 11

._ .I_ —T .- _) \1 _[ e sm‘Fds ds,

r_fl T d?x—.r… e— cos‘F—ds.
u ds

(3) limly—y’I<A et limlæ—æ’ —>oo.

(
3411. Infini amant.

34111. V=eT ne doit pas être nul (sinon épanouissement indéfini). Il
faut donc — T,,(s.) bornée supérieurement. D’après (27122), il suffit que

.[uw reste bornée. La continuité de 1I)"(s.) est déjà assurée en s..
0

_ sl
Cette autre condition sera en particulier satisfaite en vertu du théorème de
M. J. Kravtchenko (A. 22 ou J. K. ,.p 66) si ‘F(s) appartient à l’espace L‘?,.(s) 

(‘) Ona
dt_«t,+% t—t0 —w1_i_Mkp_1—_+ql_ \/__.33_ n (t—a)(t—y)’/R(Ui_frZds=œ “_ t°) (t— a)(t—— b)’ 

_
aussi bien pour Z = e“ que pour Z: qe“, car % : [ds dans les deux cas.
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meme en s. (en part1cuher si ‘F(s) y est dérivahle). [On peut d’ailleurs ne
faire appel qu’à (A. 314. 1) et l’égalité ‘l‘°(s, + 0) — 1I"(s. —— o) suffira1t ]

34.112 Ceci posé, je dis que la première égalité (34 | (). 3) est satisfaite.
On a, en effet,

,

’fe—Tsin‘l'd—CÏ
{IS(/8

B étant le maximum de «:*r qu1 existe en vertu de (303) (341113 et des
propriétés du module de continuité.

 
< li] sin ‘l’ %

\

(ls,  m‘FMa1s]11 |

reste borné quel que soit ‘]et il suffit d’examiner ‘l'd—

Or
1—1" / ": '”l

fi_î{_ffl __ (”__ (.), ");") ;——-;:7
ds

_ (Il {l.s‘
a1e« }Îç

__ ,"
T Y (… \ -.»'

lâ’ë“*”(5 “ ?“)l
où l’on a posé s=s. + or..

Mais

1' w« 1' m: , 1'_ __ __ a = ) _ _ ..-. a _P 2 7?
J 2 ';“.

p
2  + et

dt … 7: I
ds

—’
01. (s —— s,)

D’autre part
(JJ|

(l/ \’{1 + 412 l ‘ ? a
,

._._N _ Î_./.— =/.—(.ç-m,(ll ?? f , 1

IJ etant une quantité bornée-, car

%+klh:ffid——d)’ =f e‘Tcnsed)’
fi

depu1s un pomt de u., a un point arbitraire de 11,, qui sont ‘1 d1stances fimes

(cf. 3410), est bornée. En définitive d
7Î- est de l’ordre de g

’
s_

- On est donc
. | _" ul

ramenéàfW_(î’de, ou puisque

  
"lf(s,)=0 à fMde)3—31

la condition E,.(s.) suffit donc, et le point à l’infini amont reste a une d1stance
bornée de l’axe Ox

34113
Qduantàæ

— æ’=fe“Ï cos‘l”
d—Ï

ds comme e“T et cos‘lf ne s annùlent

pas, et que?!——Îdevient infini commes __S
, a: — æ’ devient bien infini.



SUR LE SCHEMA DE HELMHOLTZ-KIRCHflOFF.
»

277
3412. Infini aval.

34121. Soit le point —q correspondant à l’infini aval sur p.. et à t=b.  df 1 .. \

cÏt -—>œ commet_bs mais

, _1_g‘__... ,’ _1_…’
:_t—1 p(wx 2 “S) }) J)(üh 2) pi

?.

_ll)<ü)l—I—% ) pY J)(\æ,—ä)—pï
et ‘

.. … .p'a+P'(w«——s) 
\dt .Pour s = n,

078
s’annule comme 11 —s (pour s: 0, comme s, raisonnement

difl'érent), et t— b s’annule comme (1: —s)‘*‘ (pour s= 0 comme s”). il suffit
d’intégrer pour le voir (remarquer que t— a a une forme difi‘érentè dt—b).

d . \ .
—*—fest 1nhn1 commeds 7r—s

grale en cause se ramène à la même forme et la condition E,,(n) où E,,(o)
suffit encore.

.]. [ ' !De sorte que ou €, et comme e“ —> 1 et O—> o, l’mte-.

34122. On vérifie aisément que le domaine (A) du plan z s’étend bien à
l’infini vers 0.17.

3413. On a donc le théorème suivant (') :

a. Pour assurer au canal une même direction asymptotique unique Ox, il est
nécessaire que ‘P'(s. + 0): 1F(s,——o) = ‘P'(o)= ‘F(a) = 0, mais cela est
insu]fisant.

‘

b. Une condition sufisante pour que le canal soit à tangente continue et
admette des asymptotes parallèles (1 Ca‘ en amont et en aval est alors que ‘F(s)
vérifie en outre une condition €,,(s)[n> [] partout, même pour s., o et a.

3420. Plan t.

Nous avons montré (282) que £2(t) appartient à l’espace 13,,_, (t).
Le chemin est donc borné dans le plan 3 entre deux points appartenant

l’un à l’obstacle, l’autre à une paroi [même raisonnement que (3410)].
Nous avons

dl1 _ _r4J1—î— 412 [ "'[0
_ _…) _cît__e 7r (t—a)(t—b)>o, pout oo<t<a,

c’est—à-dire sur p.. . 
(') Comptes rendus, 21h—, 1942, p. 149€! 151.

Journ. de Math., tome XXII. — Fasc. 4, 1943.
' 56
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De même
% estdt < 0 sur [J.-_…

Nous voulons vérifier les inégalités (3410.3).

3421. Infini amont.

342l1. Condition nécessaire : —- T(œ) bornée suÿérieurement.
Nous avons vu (2826) que l’inégalité |W(t)—‘F(œ)|<y,.(t) conduit à

}Q(t) — Q(œ)l < y,._, (t), donc à |T(t) — T(œ)
[ < y,… (t) et }— T(œ)| reste

borné comme ]T(t)|. En faisant appel à (A. 33.2), on voit d’ailleurs que
l’égalité ‘F(— oo): 1l'”(+ se) suffit.

’ Î12
: dt

ouf -t—dt. 51 ‘P' satisfait a une condition f,,(t) [n > l],f$dt sera de l’ordre
de y,,__. (t) et satisfera à une condition C,,_, (t).

34212. Ceci posé
dj

—d—ç estde l’ordrede % Ilsuffit d‘examineffwädt

. \ d .‘ 34213. [.]: —x'i -.+ oo, car
%—

est de l‘ordre de
%

et e“T cos‘l‘ # o.

3422. Infini aval.-

/. la' . . .Pour t=a, }È est mhm comme (3420.1). Il“— suffit d’examinerî——fl

fa—W(Üdt. Il suffira donc que W'(t) vérifie une condition E,.(Ù en a.t —— a ' '

3423. On a donc le même théorème :

a. Pour assurer une direction asymptotique unique, il est nécessaire que

‘U(+ œ)=W(— œ):W(d)=‘F(b)=o.
b. Pour que le canal soit à tangente continue et admette des asymptotes

parallèles à 0.1: en amont et en aval, il sufiît en outre que ‘F(t) vérzfie une
condition B,.(t)[n> !] partout, même pour 00 , a et b.

Le canal reste alors de largeur bornée. '

55. Asvurroms (of. J. K., p. 74).

351. La'distance des asymptotes à ‘A. et à n, reste ‘l".; à }.._. et ne reste IP}.

352. Si le canal reste de largeur bornée, l’asymptote à “A, a pour ordonnée
b

y,=f_sin®dcp, la distance du point de détachement à l’asymptote est
:.

d.=fbsin®do.
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56. POINTS DE mincnmnm. Pneus.

360. L’examen de l’allure de z(j') aux points de détachement n’est pas sen—
siblement modifié; nous ne reproduisons ici les raisonnements, qui emboîtent
ceux de M. J. Kravtchenko (J. K., 515, p. 77 et suiv.), que dans la mesure où
ils sont nécessaires pour fixer les résultats. .

361 . Plan Z.

3611. Considérons le sillage correspondant aux données a, b, tl)… LlJ-_,, Œ(:)
et ‘F(s). La fonction :(f) est analytique, exception faite des points de bifur-
cation, de détachement et à l’infini.

3612. Supposons (toujours) que ®(s) vérifie une condition B,,(s), sauf pour
dss=s,, alors existe et vérifie une condition .L“,,_. (l) sur l’obstacle, sauf pour(il

s,, o, 11. _

Supposons maintenant que (D’(l) existe (courbure) et appartienne à l’espace
_, .

, . . . d(DL,,(l), sauf pour l,: l(s,) ou elle peut etre d1scontmue mais bornée. Alors 75
. . . , , . dq>

existe, sauf pour s: So et appartient a l espace L,,(s). Remarquons que 7: est

alors nul pour s=o et T., ce qui implique que pour obtenir une courbure
bornée de l’obstacle aux points de détachement, il est nécessaire que <D(s)
Satisfasse à ces conditions. Nous y reviendrons.

L’inégalité (J. K., 1.34', p. 78)
(i) Q’(Z)—S2’(:t1>;ây,,_.(iZîn

reste valable, la participation de la fonction de parois étant lipschitzienne. On
. . . , . , . . , —

(152
est alors conduit a l’1negahte su1vante(J. K., 1 .34 , p. 79) où ÎJÎ est la cour—

bure de 7… ou 7\,   dQ £2'(in Z:1 Y,,_1(Zîll . __ . d_jdl 1(2) ÎlÎ_ 2N Z:Çi î |Zïiä ouN—ZlïïldtdZZïi>o
Posant (J. K., 1.35, p. 79)

'

(3) %=U+iV,
il vient (J. K., 1 .35’, p. 80)

. . .d‘b .. dT . 7rêsâs(4) U(e")+zV(e”)=(; 7Îe_T+UP_Tr—Ü’ _/q:i‘1 pour
% ogsgs:,

En introduisant la double fonction W(Z) définie comme suit (J. K., p. 80) :

W(Z) est analytique pour qî
[
Z

| < 1, vérifie E,,-. (Z) pour ]Z ]
= 1 , est réelle

pour Z réel, égale à U au voisinage de Z :$ 1, quelconque mais continue et
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suffisamment régulière sur le reste de la frontière de (C); et en examinant
, 'dSZ 52' i Zi . . . .P(Z) :_ _ _(._‘2

_E_:.
-— \\ (A) [l’(L) est une double fonction];

on voit que P(Z) est holomorphe pour la valeur Z :il [signe convenable].
Compte tenu de

. d‘D\V(Î1)=<îfi> ,

il vient (J. K., 1.36, p. 80)
dQ SZ’(il)Zii d®(5) ÎIÎ_ 2N zîli‘7 -ËTfl—1(Zïll-

 '

3613. On en conclut encore que les résultats fondamentaux de M. H. Villat
se retrouvent; les lignes libres ont un rayon de courbure nul si Q’(i 1);£o;
elles sont convexes vers l‘amont ou l’aval selon que Q’(i1) est — ou +.

[Notons que le cas Q’(ï 1)<o répond seul à la condition de validité totale
VSL]

Si Q’(i 1 ) = o, la ligne libre est osculatrice à l'obstacle qui peut alors être
prolongé dans le sillage par un arc m', ou m', à courbure non nulle sans troubler
le régime hydrodynamique : détachement en proue.

3614. I)igression. — Dans le cas de l’obstacle et du canal symétrique à
parois parallèles et si l’obstacle monotone se termine par une tangente paral—
lèle à Ox, le détachement doit avoir lieu vers l’amont (courbure vers le fluide
vif plus correctement). Par application des formules (J. K., B 5—4, p. 88), on
vérifie aisément que Q’(i ! ) > o.

Il faut observer que, physiquement, on aurait un détachement en proue en
amont.

'

En tout cas, cette digression montre que l’on ne peut pas partir de l’unique
courbure pour décider si le détachement sera vers l’aval ou l’amont. Cepen-
dant, on connaît quelques cas où cela est possible (J. K., p. 883.

3615. Revenons au cas de la proue dans les conditions soulignées en (3612).
La condition de non-recoupement des lignes libres etde l’obstacle se traduit
encore par la condition due à M. J . Leray

(1 _ _ d d£!
) Cz— ai 77

La deuxième condition de M. M. Brillouin vg1 ne peut être satisfaite dans
tout le voisinage de P,(f= %) que moyennant les deux conditions

>
>… (.I.K.,p.85).

Z=1

(2) Czê°; c,2ê0 (J' K': P- 86):
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dont la première est la condition de convexité vers l’amont : la condition c', est
une condition suffisante (mais non nécessaire)de validité locale pourles proues
convexes.

Les remarques des pages (J. K. ,86) et suivantes restent valables, mais les
formules (A), ( A’), (B) et (_B’) doivent être modifiées.

1° Dans leurs notations: la fonction \} pour nous est la fonction de parois
(notation introduite déjà par M. H. Villat); la fonction ‘If introduite par
M. J. Kravlchenko sera notée par nous différemmenten posant

): (D(s)+fi. pour 053530 ('),
… 5“_”®(s )=®(s), pour sogsgn;?

2° Par adjonction d‘un terme provenant de la fonction de parois; on
obtient (2) aisément (par dérivation) par exemple

).œÏ(B) QI (l) : ? Z[(D(O)_(D(EllP ÈEdE—l— 2711®__10(0)

— u<.>.<_...Ï)..
0   <B'> 52'1—11= %Î—i |®<s>—«b<n>1p(%e+w)de—2Ï.“"®<n>l) .

2œ;
($$—l—w1—l—œ3)dê. '

TE      
3616. Nous allons examiner des cas où la nature du détachement peut être

précisée en application de (3613).

36160. Pour des obstacles tels que <b(o)ê®(s)î®(n)avec Œ(o)<o<®(n),
les deux premières parties des seconds membres de (B) et (B’) sont négatifs
sous réserve de la condition r,. > 0 (J. K., p. 88—89). '

36161. S! l’on considèrep
<—e-l—m3) et p<%e+w.+œ,)» la première

de ces fonctions est croissante et la deuxième décroissante. Nous pourrons
donc appliquer le « lemme de Leray » (3) sous la condition restrictive

.(R) '

fî®(s)ds=f:W(s)de=o.

(’) Rectifier le signe à la page 70 de la Thèse de M. J. Kravtchenko.

 
(2) Q'(ïl)sont finis si%Ê=o pours=oour
(") J. Kmvrcumxo, Thèse, p. 107,
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Soit un canal monotone convergent (306) ou plus généralement les conditions
‘F(s)îo pourcëeâs, ut ‘V(5)Ço pourm£££ï:

/
en vertu du lemme de Leray, f ‘l‘"(e)p(@s + …) de est négative; de même,

a.

en est—il pour —fK‘F(e)p(ÏËe—l—co‘+rog), de sorte que (\B) et (B’) sont

certainement négatifs.
Pour ces obstacles et parois, le détachement n’est pas en proue mais est

cependant convexe vers l’amont ( 36133.

36162. Si la condition (R) n'est pas remplie, les deux intégrales en 11”

peuvent ou non avoir des signes convenables. Soit l‘…… le maximum du
module de ‘F(s); on voit facilement qu’il suffit de satisfaire à

Tn“FIM< }®|0 et GH,—_ oùm>o (36160).
'”181

36163. On sait que n, > 0 pour

q’<
2—1;

et m<o pour ("—’>
2%

(J. K., notule 11.3, p. 89).
/

36164. La minoration de“—‘à artir de T. M. X 3) conduit facilementœ,e, P ’ ’
à l’inégalité

—m— > <?(q) où a… = %ll
— 27fi’+ 3q‘—— fil”,—

(|)! €,

avec le tableau
_

| 1 |q 0 —'
@ 6 3" 

] I l l! _q 0
1 00 64 36 27 

<p(q) 0,5 0,48 0,28 0,07 0,0018

36165 On a alors la propositionsuivante ('). Soit <D(s) telle que

Œ(o)ê®(s)ë®(n) et ®(o)<o<®(w),

la fonction d’obstacle (ce qui est en particulier le cas de l‘obstacle concave).

Si n,=Cœ, est > 0 (en particulier si qâq’î—‘—.) on peut affirmer que lem 
(’) C. R. Acad. Sc., 21h; 1952, p. 679. Nous avons écourté la démonstration. ,
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détachement n’est pas en proue, tout en étant convexe vers l’amont (donc
V <! ) dans les deux cas suivants:

a. Canal monotone convergent avec la restriction
(17——

R:/ ®(s)fls=fhW(s)ds:o.lll
C’est en particulier le cas du schéma symétrique.

b. Canal quelconque satisfaisant à

/
T;‘la . ,

6,61), “" in et .(l) ln—
 

c’est—à—dire tel que l’angle de pente des parois en valeur absolue soit plus
faible que la fraction % des angles de pente aux deux extrémités de

1 1 1

l’obstacle (en valeurs absolues), lesquelles sont des maximums.

3617. Condition de courbure de l’obstaèle auæ points de détachement. — On a

dcb _ dcp dl
% _ Ë Îs'

dŒSi l’on veut que l’obstacle ait une courbure—,bornée, c’est-à—dire un rayon de
"

- , dd>courbure non nul aux po1nts de detachement, il faut que — = o.ds Æ: -

Si—°Ï;£o, l’obstacle possédera un rayon de courbure nul au détachement.

= 0, car

. d‘l> . . .SI 75 est nul et 11psch1tz1en,
ä—î

étant nul et d’infinitude—__ 1, comme on le

vérifie aisément
dd)

r'este fini et le rayon de courbure n’est pas nul (résultat’ dl
déjà remarquépar M. J. Kravtchenko).La condition de Lipschitz est d’ailleurs

' . dû .'d(D '

nécessaire :‘(îç' = 0 ne suffisant pas. Si 'Æ s’annule_ comme 3“ [ou (11—s)“]
avec a < 1 rayon de courbure nul, ou > 1 rayon de courbure infini.

362. Plan t. — Nous avons tenté de discuter l’allure des points de déta-
chement dans le plan t. Nous avons été amené à tourner les difficultés en
passant par le plan Z qui est plus commode, donc à interpréter les. résultats

'

de(361). '

En particulier, (3613) conduit au résultat suwant:

Si %JI—t” a une limite finie ou infinie pour ’=i.l’ et est positive, la -

convexité se présente vers l’aval, ou est négative, la corivexité se présente vers ,

l’amont. Si cette limite est nulle, le détachement est en proue.
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57. POINTS A L’INFINI AVAL.

.. d‘P‘ . , ‘ . .,3/0. Valeur de
ÎÎs—°

— Nous consndererons la par01 pg pour fixer les 1dées et
lui supposerons une asymptote parallèle à Ox en aval.

371. Supposons alors un développement, où la série entre crochet est sup-
posée convergente
(x) W(lg)=Ïla[Ao+Alll+A-ÆÎlÏ+.…lz? _

2 2

on aura alors (ce qui suppose que l?_,‘“
%—>£

a une limite # o)   dqr ,
1 1

»

fig.. 7 Êî[—f\nd—A.(a+ [),—2 —A2(Œ—r2)l—î +... ’.
- , d‘lf dll? dla . dgCon51derons È _

d_l_ ;}; et cherchons la valeur asymptot1que de Î, pour
S=O(t=a)

ë£î—_$Ï+4Jîe_ï t—t0 dl
ds_ 7t U“£‘)U—b)cÏs

et (ll du du …_ _ / _ _ __ __ _ ___ ;(ls—\(t a)(fl !)” b)ds’ ds
… 1r’

d’où
_dl €.),

2
_

$:—— î\/(a —l)(b—a)\/a—t[l+H(fil avec H(n)_—_O_

Posons
l'«—1:32,

ilvient
dz &) __
Æ=Ë“(az—l)(b_a)[l+o1(z)],

d’où l’on tire
:[1+02(z)1= %ÏVW——I)(TË)S

et
'

»/î—î= Ï—;rVŒT—x)(_b—_äîslr+o.<s>].

Il s’ensuit
'

Ë=_ËÆ+K+K,s+…. avecKo>0,
ds 3

1

12=—Kologs+H(s) et s=Ae_K—° [1+05(%>1,
Æ_ “AoKo
ds _

sli”1
a Ao KF““__—m

3 [log -Ë-J

[1+….][1+….]= [1+...].
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Le développement (1) correspond donc à une fonction 1l‘°(s) dont la dérivée
. . . . . dll" .devzent znjmze pour .s‘ = o, de sorte que s1 —: est fime ou nulle. le contact sera

_ _

(/
1nfim.

2372. Soit maintenant
(1) ‘I‘(M=r°”v[.\.+ .A\.l +.—\? I., +. . .] '

__ /2 l.;
dti“ _ dl1f 1K A
71:=—1€ 1liAOI—I—’—-.-] el d—3=—fi[l+-..l-

Îs aura une 11m1te (# ol s1se“"f a une limite (# o), c’est—a—d1re 51 7.l;_.+ logs a

une limite. Or,
1,3+lU_ES: (| 1K..l logs + 2H(sl.

_ . . , . . d‘!“ . . .d’ou la cond1t10n necessa1re et suffisante pour que
—ç—

au une 11m1te est(
./

—_ ‘ .
  

on a alors
.…

£f7‘fî
:… ……

- 1 d‘l‘ 1A0K0SI o<a< Î,.’Îs —>œcomme — m:
. I Il“… " J…K…—tS1 ÎÎ0<°“ 7s——+o comme—aA..lx..s .

373. Les résultats ci—dessus montrent ce qu’il y a d’artificiel dans la repré—
sentation sur le plan Z, puisque pour être certain d’avoir une asymptote
' ' . r ‘ ‘ dll]. ' . ' A \elementa1re on est amene a donner a TF une valeur oc. Il y aura1t interet a

voir ce qui se passe dans le plan !.

374. On voit aisément que K" est un nombre qui dépend de &l«,, %, a et b
ou m. œ._,, s() et s..

375. Considérons réciproquement le cas suivant : . BÆ=BsT—'»…… d’où‘l: s‘Y"-1+___ds v !

et comme
K l ll" B 1___— 0 _.ÿ . = ' . |.l—_)— 0 008 .... V+I Y:1I.+| € ho .

., _ , .
1

. , . ‘ p _Nous supposons \. > 1 tpmsque [ est borne). On vo1t alors que ‘P o,
. . . d‘l«‘ . . . .

mais le contact est 1nfin1, alors que
78—

peut etre fini nul ou 1nfin1.

Journ. de Math., tome XXII. —— Fasc. 4. 1943. 37
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376. Considérons
dll? B +.... d‘où W=——b————z : B _4___'

\

 
le contact est alors fini pourvu que a > 1 (cf. 3413).

Si a__<_o, ‘F(o) est alors infini, ce qui est saugrenu.

377. On a ainsi les théorèmes suivants (‘) :

Soit un canal de direction asymptotique 0.1; en aval [W(o)=W(rz)= o] :

. dqr . ' ° «;a. SI Î£ reste fin1 ou s’annule ou est 1nfim comme Bst (7 >— 1), le contact -

est infini avec l’asymptote et l’on a,
B |

‘{—+—1 j'j‘_‘,fi
Cho

partie principale ‘lf :
C’est le cas d’une bonne fonction lP'(.s“) dont la dérivée reste finie.

, - dllf . .b. Il est necessa1re (non suffisant) que Î 501t oo pour av01r un contact
d’ordre fini.

d‘P" - L’—
,

C. Il est suffisant que —dÎsou de la
forme—ÎI—Ê+. . .(a>1) et la

partie principale est 5
<

°° .? >
a

W=Ë(%> [s ou 7:—s selon … ou p,].

378. Si le canal se termine par une partie rectiligne, on est dans le cas a.

379. Étude de Q’(Z).
3790. On a

srz— “’Î‘ no
_

“"107 “”Î “"1z ““ d( )_—.fi_3î
0

(E)l_‘p<ñ ObJ—îc) +P<Êl‘ og +ËE>] €

+ %} %ffl ‘F(e)[p<Î—ÂlogZ
… %s+og>+p<?älogZ+ %e+œ3>]de.

3791. En introduisant <D(e) — CD(s), on retrouve Q’(i 1).

3792. En introduisant ‘P'(e)— ‘F(s), on aura
2 T. /

Q'(Z)=%È{f [‘F(e)-—‘F(s)][ p(%s+m+îÏ—älogZ>
0

(01 mi
+}p(;s+w3—-ŒlogZ)]ds

7:
n

031 001 mi wi
—an,aw(s)—j; ®(s)lîp(—Es+ Elogz)+p(îs—ñlogz>]ds .

(‘) C. R. Acad. Sc., 211», 1942, p. 150.
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3793. Si l’on fait Z: qe", il vient dans Q’(qe") un terme en

'“ W(: W( .dç)
.[ ——:—(:dî::

ce qui est incommode

3794. Faisons

'Z=pe” et _0=I/(’11_>0 ÈlogZ=œg+Q_—És+ga,tr. 7: 17:

il vient

SZ'(pe“)_—“;rie—isâf
[‘F(êl— “‘l-‘ll [p(%‘(s+s1+?’—_‘1)+p<°Ë(s—s)—Î—Âa>]ds—21;,£—‘F(s)" \

,_ I. , I.
1a‘-ez ‘ “j.—_ _& '

[d>(s)lp(fi(:+s;f,.îoz+w3)+p(fi(. s) …a+œ,)_

3795. Sur OX nous avons alors [‘F(o) étant nul], avec et : log%,

j‘l”(s)[p%(s—iz)+|p%(s+ia)]d:
T-

.

A

(U] . (|)1 ,
‘

—f®(€)lp(—_—EI1——œ;ù+p<:ê+ld+üh>]däï
_

l. l.

Mais sur OX, nous avons

a:l. 

Q'(X)=
Îw_'fl‘  

T_ |
411 d12____

d(-)_0. (1)ll(d—Z=d—\f_âî'

(Nous vérifions immédiatement que le second membre est réel.)
Si au —>o, ce deuxième membre augmente en général indéfiniment, avec la

?] W(s)p<îäe>d5

37951. Canal divergent : lI"(+o) est négatif, donc j—î est négatif et0
décroît sur X à partir de zéro, donc est négatif: la courbure des lignes libres

'

est concave vers le village‘a l infini aval.

partie principale du crochet

_

37952. Canal eonvergent : conclusion contraire, et en particulier, il y a des,
points pour lesquels V est > 1.

37953. Dans les deux cas, le canal et le sillage ont même allure; pour y

échapper, il faut que fËL(T€)- de reste borné, donc que ‘F( &) ait un module de

continuité convenable pour s = 0 et en particulier que ‘F’(e) = o.
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3796 Nous avons vu que pour obtenir un canal ayant un contact d’ordre
. . l‘Iffim avec ses asymptotes en aval, Il faut (7.7 : œ, Nous avons … que pour

. / .
.

. dll.“
.

obtenu une allure d1flérente, Il faut — = o. Il faut donc un contact extrême-de

ment étroit du canal avec ses asymptotes pour que les lignes libres puissent —

être concaves vers le sillage dans le cas du canal convergent. Cette remarque
nous sera utile.

58. POINTS A L_’INFIN1 mom.

380. Flacons-nous sur p.,, toujours dans l‘hypothèse d’une seule direction
asymptotique ‘I"(s. ) = o.

381 . Soit un développement de la forme       

__ \ | _1
' (I‘l"_ !

_

‘

1(Il W(,1)_(_Ii)z[Ao‘+A.gl—l+...
, (ÎlT—(——W Aol—l—s\i(d—l-I—l+.…]g

dl{ TqM—l—flllg (01 t—to _ dt (131

___—:e— -— __ /t‘-’— a*ec—=——— [_ t’—— t—b.
ds 1r r. \/(,_a)(,_b)l _' ‘ ds T:W a)( l)( )

Posons
[ (l‘t' (»I=;, -(Ts=-Ë[I+Ol(f)],

d’où

%(s—s,)=r[1+Oflr)l et €:%(s—S,)lt+0;;(S——S,)l.

De là
'

% =e“'l"'It“"nlall.—1_i_"ll2 .‘i‘. ill—l— Üt('—'ll=e_T"7PÏ"|"+'+‘P2 il
+()5(.9—81)]ds 1: 11: r-_ 71 s———s,

, _

et

l,=e““'”"t’£È—£’—log(.æ—:J—fils—s,)
ou

' i d‘F A aK‘“
4—lg=Kllogs_81+H($—Si) el. Î=(V _ololvl

1+1+H .

,

, s—s,)lobs_st
- Mêmes conclusionsque (371 ).

382. Soit
‘F(h)=eïh Ao+A1l+--- , Œ=qe“'Ad1—l—….l{

_ . lx _
dl, '

ilvient .

'

—

. Æ…. «.A_«K«.
ds

_ ($ -— s, )(1—ŒKH ', Mêmes oonÇlusions que (372).
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2583. Remarque. — Reprenons la condition suffisante du bornage (3413) :

i‘F(s) — ‘l"(s. ) | < y,,(s — s, ). On voit aisément que les cas envisagés en (381)
et (382) comme en (37l ) et (372) donnent satisfaction à cette condition; car
‘F(s) y prend la forme "

|
‘ ’

OÙ”( U S *— 31)

de Hôlder est plus fort que le module y,.; vérifions—le d’ailleurs.
K

Jedisque (.s ——s.)°"" <
( Io:—r

a

aquelqueso1t n,ce (s—s.) "

our 3—5,
. assez etit ce ui ustilie notre assertion.

.
l

,

ou A(s—s. )°‘“. Et l’on sait que le module  1log (8 _’_ si) < 1 
9—Sl/

384. Conclusion (théorème analogue à 377). — Soit un canal de direction
asymptotique unique (— Ox) en amont [‘F(s, ) = o] :

d‘l.Si ÎlÎ reste fini ou estinfini comme B s—s,|-' (\>— 11 ou s’_annule, le

cohtact est infini 1vec l’asympt0te et l’on .1

li - 1

'{+1 Œl111e"’ '

partie prineipale ll':: 
C’est le cas d’une bonne fonction ‘l'(s) dont la dérivée reste finie.

, . d‘L' . . .

'

.
'

b. Il est necessa1rc (non suffisant) queî s01t 1nfin1 pour av01r un contact
d’ordre fini.

0. llest suffisantquc’—’£soit de la forme
n'.’

(s—s,)<log,——l——l)
et la partie pr1nc1pale est ‘? = ;

 
 

CHAPITRE l\)
CONDITIONS 1113 VALIDITE.

40. RAPPEL nes DEUX commons DE VALIDITÉ DE M. M. B111LLOU1N.

’1()(). Nous avons eu l’occasion d’invoquer (3643), (36165), (3794) la
pr'emzère conditzon de validité de Brillouin
(!) VË1 ou 'I’SU.

La deuxième condz_'tion de validité consiste dans la nécessité d’obtenir un
domaine (A) d’un seul tenant (fig. 1 ) sans recouperhent des lignes de jet et de
l’obstacle, non plus que des lignes de jet entre elles ou avec les parois.

Cette deuxième condition est nettement impérative.
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Nous avons vu (3613, dernier alinéa) que ce qui caractérise le détache-
ment en proue, c’est la possibilité de prolonger l’obstacle dans le sillage par
un rayon de courbure non nul et satisfaisant à cette condition.

101 . Il est indispensable de remarquer le caractère restrictif, et que d’aucuns
jugent exorbitant, de cette première condition. C’est ce qu’avait déjà observé
M. B. Villat dans son Mémoire Sur la validité des solutions de certainsproblèmes
d’Hydrodynamique (‘); mais « si l’on veut que la configuration soit générale,
c’est-à—dire indépendante de la pression po à l’infini, il est nécessaire et
suffisant (pour ce qui concerne les pressions) que la vitesse V soit partout au
plus égale à l’unité » (°).

L’inégalité à satisfaire est strictement (“ .4)

"! < I _3* 2110.

En prenant le problème sous cet angle, il faudrait chercher la valeur
maximum de V (laquelle a lieu sur le squelette du schéma) et déterminer alors
si la solution est acceptable ou s’il se produit des cavitations. On pourrait
également chercher quelle pression 1:() il faut exercer pour valider un schéma
donné ou calculé; on trouve dans le Mémoire précité un exemple de cette
méthode.

C’est pourquoi nous considérons la première condition de validité Tgo
comme étant une « condition de validité totale ».

402. Conveæité des lignes libres. — Citons encore M. H. Villat (”) :

« Comme M. Brillouin l’a montré (Journal de Chimie et de Physique, 1911,
p. 145), il résulte de là (“) que les lignes de glissement )., et 1, doivent
être constamment convexes vers le fluide en mouvement... Il est intéressant
de remarquer ici en passant, que, si l’on envisage les cas où la pression p.,

_(nécessairement positive ou nulle) ne serait pas nulle, cette convexité des
lignes de glissement n’est plus indispensable. » M. H. Villat donne.d’ailleurs
un cas simple qui met le fait en évidence.

403. Nous nous trouvons alors devant les problèmes suivants :

4031. Trouver deux domaines de fonctions ®(s) et 1F(s) qui permettent
de vérifier V < 1 .

.

4032. Étant donné un squelette, dire si cette condition sera vérifiée par
le schéma. ‘ 

(‘) Journal de Math. pures et appliquées, 6° série, 10, 1914, p. 231.
(') H. VILLAT, loc. cit., p. 234.
(") i. e. :la condition \ gi.
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4041. Nous avons rencontré (3796) un cas intrinsèque pour lequel la.

première condition de validité ne peut être satisfaite : c’est le cas du canal
convergent pour lequel, en général, les lignes libres sont concaves vers le
fluidevif à l’infini aval et la vitesse > 1 sur la paroi et au voisinage de la ligne
de jet vers l’infini aval.

4042. De même si l’obstacle est plus large que le canal à l’infini aval, il ne
sera pas possible d’obtenir des lignes de jets toujours convexes vers le fluide
vif, d’où V è1.

4043. Si le canal (ou l’obstacle) forme un saillantvif vers le fluide” vif,
la vitesse y devient infinie : il y a là une condition nécessaire de validité : le
squelette ne doit pas présenter d’angle vif vers le fluide en mouvement.

d@ [T . ,
405. En vertu de @ : îTn’ T est max1mum sur le contour du schema,

lorsque l’élément est convexe vers le fluide vif.
Il suffira de vérifier l’inégalité T go sur les parties cbnvexes‘.

406. Remarque. — La largeur du canal est donnée par V,,L= $,+ %; la
condition V,<r conduit à L>L}z,+%. Cette condition est nécessaire,
sinon nous aurions p,<po et l’on ne voit pas comment le courant fluide
pourrait s’établir des basses pressions vers les fortes pressions.

407. Remarquefondamentale.
4070. Nous devons nous demander si une ligne de jet en une paroi ne

peut pas ne pas se recouper elle-même.
Considérons la bande cisaillée (F) du plan f (fig. 2); l’égalité classique

7%
:

%î—Ë
appliquée le long de deux lignes de courant dans le plan fet dans le

plan 3 montre que chaque ligne de courant longe sa voisine toujours du même,

côté (% = V est essentiellementpositif)-

4071. Si la paroi fait une boucle, la ligne de jet suivra dès lors la même
boucle, à quelque distance; plus exactement la ligne Nm)… par exemple,
suivra … : notons qu’une telle solution mathématiquen’est pas exclue ‘a priori
du problème général.

4072. Mais plaçons-nous dans des cas particuliers et rappelons d’abord
que , ,

Ax + [Ay :. :— Az r:feiQdf: :fe“T(cose+ isin9) (dcp + idÇll),

d’où, pour 1P': const.,
.; 4 ?

Aæ :—,f ?"“ 0059 de; et Ay :: e’T sin9 dip.
;… ‘?°
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Supposons un obstacle tranchant et un canal monotone.
Le long de y., on aura [®| < n et signe (©): const., de sorte que Ay est

monotone et la difficulté ne peut se produire pour la paroi.
(4070) montre alors que la ligne de jet ou l’obstacle ne coupe pas

« sa » paroi et ne peut faire de boucle.

41 . TuÉoaÈn1-zs FONDAMENTAUX(Propriétés intrinsèques).

»’110. Rappelons que si la condition \7 g 1 est satisfaite, les lignesde jet sont
convexes vers le courant. A ce sujet, il est impossible (3794) de chercher à

. - . ' ' \ ' d"F '
sat1sfæure a cette cond1t10n pour le canal convergent, a moms que_îs— smt nul
à l’infini aval (contact d’ordre infini des parois et de leurs asymptotes en
aval).

’1_ll. THÉORÈME | ('). — Si la vitesse sur l'obstacle et les parois, supposées
quelconques, est in érieure à l-’unité, les deu.r conditions de Brillouin sont
satisfaites ("‘), le sillage est monotone et divergent et les lignes de jet concaves
vers le sillage.

"11H. Puisque Tâo sur {J., p…,m.w, et égal à 0 sur ).. et 7.2, il est négatif
partout dans la demi—couronne (d) : la fonction harmonique T ayant son
maximum sur le contour.

La première condition est satisfaite et les lignes de jet sont concaves vers
le sillage.

@ ()_T
Z—X= Y< o: @ décroît

donc lorsque X croît de (; (infini aval) à 1 (obstacle) où nous savons qu’il y a
raccordement. _

Supposons Ox choisi de telle sorte que @,êoê®,, ce qui est mon droit :

@ reste négatif sur "A,.

Sur 7… @ décroît dupoint — 1 (obslacle) au point (-—— q) infini aval et par
suite : @ reste positif sur 7...

Les lignes libres ’A, et ).. ne pourront donc se recouper à l’arrière de
l’obstacle, puisqu’il faudrait que @ devienne négatif sur 7., ou positif sur "A,,

ou les deux.
Nous ne pouvons supposer qu’elles se recoupent en avant de l’obstacle,

sinon il existerait un domaine fermé (A’) de (A) compris entre l’obstacle et
les lignes de jet pour la frontière duquel on aurait JJ=0, de sorte que \!J

serait nul partout dans (A') et par suite dans (A), et l’on ne pourrait avoir
ah,, 'i’27É 0, ce qui est absurde.

Le long de OX,—
â_Y

est négatif et sur A,, on a alors 
( )C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721.
(” ) Dans le cas de la proue, il faut vér‘ifie1 que les lignes de jet ne 1ecoupent pas

] obstacle. -
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4112. COROLLAIRE (‘). — Pour satisfaire à V21, il est nécessaire que la

tangente à l’obstacle aux points de détachement, orientée dans le sens de
l’écoulement, fasse avec l’asymptote à la paroi voisine un angle positif au
point P. et négatif au point P,. De plus, les asymptotes ne doivent pas
recouper l’obstacle (fig. 1).

D’où les conditions analytiques
®(o)<W(o)âoëW(fi)<®(îb ’

qui traduisent la première partie de cet énoncé.

412. TuÉonÈna2 (" ). — Généralisant le théorème 1 du paragraphe 16 de
la Thèse de M. J. Kravtchenko (J. K., p. 108).

St l’obstacle est tranchant et le canal monotone et dwergent ( par rapport à la
vitesse à lmfm amont) le szllage est monotone et dwezgent les lzgnes de jet ne
se recoupentpas.

4120. Nous avons déjà remarqué (306) que @ reste compris entre — 11 et + 11.

Il s’agit de montrer que @ est négatif sur 7\.2 et positif sur ?…

4121. Nous allons d’abord démontrer cette proposition dans le plan (Z)
sous la restriction (_ R) [ ®(3)de=f 1F(z—:)de=o.

0 0

La formule (212.1) nous donne, compte tenu de la condition d’uniformité   (211.2) et en vertu de l’identité : A l a
=

A _I_—1 _(A_îiî_ “) appliquée
deux fois

. w, '

zp’<.— 10°‘Z ,;

(.) ËQ(Z)= ”’ ° ) ®(a)de
0.)1 ‘ &) (01

p(—' logZ>
— p ——s0 ° 

0

_
p,___—1OgZ)—_Âf,_fl

(ms)de- p(
l-p,<%logZ—œg)

. fn®(5)d5
p<Ê%log-Z>Œ1lO°Z—Œ3—> pœ—S1

"
l.

,

...…[p .a._p_..Jd.
——ip'(î_’logZ—œ, ..)

"ogL—w)—p—m]lp(#logZ—m%pëêe]

( ) C. R. Acad. Sc., 213, 19â1, p. 680.
(2) C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721_et 213, 19.31, p. 679.
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4122. On a sur ‘Ag : q<Z<i, d’où %‘ÏlogZ compris entre (»3 et o et
Î’—‘ logZ) est réelimaginaire pure, p <%logZ) est donc réel et négatif et z'p' ( …

et positif.
(L) , ' ° o ‘D’autre part, p # so et p % a sont reels et pos…fs, de sorte que la deux1eme

intégrale a son dénominateur et son coefficient positifs.
Comme par ailleurs (306. 1)

®(s)îo pour eÿs0

et que la fonction p de Weierstrass donne
Cl.) &)

.

.p>‘:‘eËp—T_—'so pour sçs…

le numérateur est négatif; le deuxième terme de (4121 . 1) est donc négatif
sur )\2.

4123. De même <%logZ—œ,) sera compris entre _… et o, de sorte

& r _ , . _ . , (:)—t _ . .que p(…log£ %) sera negatif et lp (ir: logZ …) est pos1t1f.
) 031 031 . . . . ‘ . ' 'D autre part, p n s. et p n & sontïpos…fs et la cmqu1eme integrale a denc—

minateur et coefficient positifs. '

Comme par ailleurs (3062)
‘F(s)âo pour sis.

et que
ca onpîsîpâs, pour eÿs‘,

le numérateur est négatif; le cinquième terme de (4121 . I) est donc négatif
sur M.

4124. On a sur À.

q<-—Z<i, d’où iw-Ë<log(—Z)<o et i7r%“<logZ+(2k—r)in<o,! 1

la valeur de k est sans intérêt.
On en tire

Ê%logZ+2kœ1=œl+lœs avec o<?.<r,
de sorte que -

.

e<p u—ïlooZi<el<pgs"2 i'ïl' !:
TE

)

ip’(îflogZ> aura le signe négatif, d’où le deuxième terme de (4121.1) est
lTL'

positifsur 7x. .
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4125. De même

wl
I.—7—_logZ—œ3+2I.:œ1=œ,+‘uœ3 avec o<p.<1,

de sorte que
/

. , (L);
'

(p (Œ logZ ——
(.);‘> > o,

et le cinquième terme de (4121. l) est pasz'tz'j'sur X.. \
_

4126. De sorte que sous la condition restrictive (R), @ sera positif sur 7…

et négatif sur 7…_…
_

c. 0. F. D.

4130. Nous allons chercher à nous débarrasser de la restriction (R) (4121),

et pour cela, compenser la somme des trois termes en f‘ifb(e)de de la

formule (4121. t) par son deuxième terme.

4131. Calculom d‘abord le coeficient A de f ®(e)de. —.- Nous poserons
0

(|)
.

ü) O.)

Èl0gZ=w, p-Ësozpù, p-äs1sz

pour simplifier les écritures, et nous aurons

[
,p'iv …,“ p’iv —i ‘p’(iv.——œa)

piv—po piv——es p(iv——w,)——p.

Or (T. M., VII, 9) nous donne

 
J)(L'V _ œil) _ e::= (el—_e‘3Hen__-el).a

pz'v— e_—,

et en.dérivant les logarithmes
ip’(iv——wu __ ip’w

|p(iv — (»;) —— e3
_ piv —— eg,

de sorte que

_ l.4pl [V PO
'— et; + .p ( [V —-

CO.—:
) -— ea

'

— rp[p -— 63 piV — Po ;p(iv ——- (l)“) _lpl_
_ ip’l‘V Slp(iv —— wa>— p1]l(po—-enl + [piv‘f—pollptiv — …) “ea ll__‘piv—eal (‘PÎV_.Po)lp(iV—Üa)_Pll l

Le numérateur s’écrit

[Niv — wa) — .P1l [po— 63 l + [piv — 63] [PW — <… — en] — [po—- en] [pu'v — …) —— en]:

Les deux termes extrêmes donnent — (po — 63) (p‘ — ea).
Le terme médian vaut (T. M., VII, 9)

let—' 33)(32— ea).
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d’où
p't‘v (ei—en‘)(e2—ea)—(po—ex)(pu——6.—.)_

PÏV—Po ((piv—e3)[p(iv-—œnl—,p1]A=i

4132. La condition suffisante que nous voulons satisfaire est donc

ml
w P?E"‘P‘ÏÏ$° '-

iÎ——_—
1t‘D(£ )———————-,—* Âf®(E)ds sur) .Ip ‘p0 ° pu,—pm?

"'

ÆPÎ—est négatif sur )…, et positif sur 7… (4122) (4124),piv ——

nous sommes ramenés à une seule inégalité
Mais comme i

(»
-—e——p—so(Il fn®(E)____77

da>(po—‘en.)‘(J)i—en)—.—-(el_eŒ)(eî_en)j.nœ(£)da'
plV—J)—£

(P“—e—"'11«P(W—œal—lpl|
0

 
4133. p., et p. étant >e. et e_2, le numérateur du second membre est

positif; 9 étant réel, J)iv est <e;. et p(iv—w.)<e.<p., le dénominateur
. . . . . (|_)

est p051t1f. En ce qu1 concerne le premier membre, pu" est <p
—fi—‘

&, donc le
1dénominateur est négatif, mais le produit <D(e) (p

:?
s —— p % 30) est toujours

négatif, car ®(s); selon que e;fs., et p
<—— e>><p%50, selon que s;s0 dans le

premier membre est négatif.

4134. L’inégalité (4132.1) est alors satisfaite si f 1Œ(e)da est négatif.
K

4135. Si f <D(e)de est positif, nous considérerons le squelette symé-
()

trique du squelette donné, lequel sera encore caractérisé par l’obstacle
tranchant et le canal divergent—.

Nous devrons prendre 53 = r. —— s.,,

®‘(e*)=—®(n—s*)

T» .:! o*w>«æ=…f «»…-wmv.
0 0

Posant alors a = 11 — e*, il viendra
T» T.] ®*(e*)da*=—f 0(e)de<o.

0 0

Le théorème sera donc vrai pour le squelette symétrique du squelette
donné.

. et nous aurons alors
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4136. Le théorème est donc démontré sans aucune restriction sur le signe

T.

def «b(æ)dæ.
0

Remarque. — Dans ma note des Comptes reñdus de 1941 (loc. cit.), j’avais
introduit la condition (B), la démonstration faite à l’origine étant étayée sur
la formule incorrecte signalée au numéro (212). J’avais établi des cas où la
restriction pouvait être levée. J’ai pu, depuis, améliorer le résultat obtenu,
en levant complètemént cette restriction; c’est la démonstration retenue
ci-dessus.

414. Méthode du plan 1.

4141. THÉORÈME 1. —— Sans différence essentielle.

4142. THÉORÈME 2. —— La restriction (R) introduite en (412) dewent
_1 , “ +°° /[ Mdfl=_ qf(_”_dt’=o.

… t/R'<z') . VR(t')
 

La première partie de la démonstration est ici plus simple que par le plan Z.
Nous avons (243. I) sur les lignes libres

\/R(t) f“ tb(t’) dt’ “ “www dt’
Q [ =@ l): —-_—- / + '7_ ,() (’ '” VR(t') ‘ “‘ _» h V…") ’ “‘   

Les radicaux étant pris avec le signe + sur —œ, a et b, +oo, avec le
signe — sur'— I, 1 (2412).  to|;iSur les lignes libres NR(t)l doit être multiplié par ext _:,: t', d’où l’on a

’

R
\/t'7(rt) =î‘/|R(t)i

sur%
  (résultats obtenus par continuité).).,

)..

La condition restrictive rend la première intégrale tributaire du lemme de Leray (‘), ,, l , étant décroissante, la première intégrale est positive.
Pour —œêt'âa, bît’î+œ,

/’-—t;o, lF(t');”o, \/R(t’)>o

et on a le signe +. La deuxième intégrale est donc positive.
@ est donc négatif sur )… positif sur ?… 0. Q. F. D.

4143. La restriction (R) n’est pas, par contre, aussi simple à lever et nous
nous contenterons de la première démonstration (413). 

(‘) J. K., p. 107.
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415. Variation de @ dans la demi—couronne.

4151. Cas symétrique. — ®=o pour 'Z=pe’£(0Y). @ est donc négatif
aan—dessous de 0.7: et positif au—dessus de Oy (plan 2) : les lignes de courant
sont divergentes.

Le long de Oy (OY)%Ê-est négatif, donc
%—î—

aussi et 'l‘, donc V décroît
de V. ‘a l’infini amont à 0 au oint d’arrêt.P

4152. Cas dz33ymétrique. — En vertu du théorème ‘2 (412), il part de 30

une courbe ®=o qui aboutit en s, sans atteindre l’axe des X, à laquelle
correspond une ligne allant de l’infini amont au point de bifurcation, sur
laquelle les lignes de courant changent de pente et passent d’une à l’autre
des régions délimitées. Les lignes de courant finissent toutes par être
divergentes (par rapport à Ox).

42. INFLEXIONS DES LIGNES LIBRES.

421. Canal divergent à parois une fois infle'chùes.

4210. Considérons un obstacle en accolade généralisée (j‘entends ici une
accolade qui, à l’inverse de celle de M. Leray (‘ ), ne suppose aucune condition
spéciale de courbure) formée (fig. i2) de deux coquilles concaves vers
l’amont, puis de deux coquilles convexes.

Fig. 12. 
   

4211. Nous indiquons sur la demi-couronne (@ le signe de 3%
Nous ne pouvons pas savoir a priori dans le cas général si du point so part

. . O .
une courbe aboutissant directement en :, et sur laquelle

3—0
: 0; mais, dans

. . © .
le cas symétrique, au contraire, s,, = s. =: g et @ = %; = 0 sur OY; aux points

(1) Comm. Math. Helvezù-zÿs, 1936, p. ….
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. . 00 . . . .mfims aval 33 :o, car @ varie 1nfimment peu pour une valeur finie de !,
donc de o.

En P2, on ne peut rien dire apriori.
4212. La ligne des inflexions issue de I,, pourra aboutir directement en la en

rejoignant ou non OY : aucune inflexion sur )\-_;.

4213. Elle pourra partir de L_. et aboutir à Q2 [généralement gg- est positif,
près de Q2 sur )… comme cela ressort de (3794) , ou plus souvent recou—

pera P2Q2 normalement ou atteindra P2. En même temps une autre ligne
d‘inflexions pourra partir de [, et aboutir en P.,, ou plus souvent recoupe-r P._.Q2
normalement.

4214. On en conclut (') que : Le nombre des infleæions des lignes libres est
de deuæ au maximum pour un obstacle en accolade généralisée (ou formé de
deuæ coquilles cortvexes ou concaves) et un canal divergent à_parois une seule
fois infléchies ayant un axe de symétrie commun. '

422. Première extension du Théorème de Boggio.

4220. Canal divergent à parois une seule fois infléchies et obstacle formé de
deux coquilles concaves Vers le fluide vif et tel que la pente en bout de
l’obstacle @ soit plus forte en valeur absolue que la pente des parois. On aura

(Dp,g @gd>,.,.

4221. En P. , par exemple, @ est maximum, donc décroît vers l’aval; %9_
est

donc négatif sur OX en P. , de même il est positif sur OX en P,. Pour la même  Fig. 13.

| ——————————————-/:Ïî_ °;
pl

_

Pa

9\ ——————Î—————————0.!   
raison que tout à l’heure (4211), nous nous plaçons dans le cas symétrique
(fig. 13).

(‘) C. R. Acad. Sci., 213, 1941,-p. 680.
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Sur OY, on & ®=o ainsi que «l), de sorte que % =o. Sur OX, en Q,,
00
«To?

est > 0 puisque @ y est négatif et s’annule.

4222. La ligne d’inflexion issue de I, pourra aboutir en un point de s,sfl et
celle issue de P2 également : pas d’inflexion de 7…_..

4223. La ligne d’inflexion issue de P2 ne peut aboutir en un point de P2Q2,
.

' , . . . 8 . . .smon en se fermant par symetr1e suivant OX, la fonction
%qÎ

sera1t1dent1quement
nulle.

4224. Cette ligne d’inflexion peut enfin aboutiren P2 : pas d’inflexion de 7…_,.

4225. On en conclut (‘ ) que : Le nombres des infleæions des lignes libres est
nul pour un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le fluide vif et un
canal divergent à parois une seule fois infle‘chies ayant un acte de symétrie
commun, la pente desparois étant plus faible que la pente en bout d ’obstacle.

423. Canal divergent sans infleæion.

4230. Considérons un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le
fluide vif et tel que la pente des parois soit plus faible que la pente en bout
de l’obstacle et supposons encore un axe de symétrie commum (fig. 14).

Fig. 14. 
  

4231. En Q., on ne peut rien dire a priori par le raisonnement précédent.
On a seulement la certitude du signe + en P2.

De P., on ne peut aboutir à Q,, ni entre I"2 et Q,, donc on aboutit sur s.,s.
et il est nécessaire d’en repartir pour aboutir soit en Q,, soit entre Q, et P2.

4232. Ceci nous donne lacertitude d’une inflexion au plus. 
(‘) C. R. Acad. Sci., 213, 1941, p. 680.
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4233. l.’allure du sillage sera donc en général la même que celle du canal
à l’infini aval.

424. Canal convergent avec 1 ou () infleæion.
4240.‘ Toujours dans le cas symétriqueet deux coquilles concavesvers l’amont,

la pente du canal étant plus faible que la pente de l’obstacle en bout (fig. 15).

Fig. 15. 
   

4241. Nous avons déjà vu (3794) que le sillage a en général même allure
que le canal à l’infini aval, de sorte que @ s’annule en général entre P, et Q}.

de ' l ' \4242.
ÏŸÎP
: 0 sur sus.; go sur s. 12 (qui peut se redu1re a s.); 50 sur I.Q..
. . 0 .

@ a son minimum absolu en P.; %5 est > 0 sur OX en P. (exactementauv01-

sinage). La ligne des inflexions qui part de 12 pourra ou non aller toucher sos1

pour en repartir et venir rencontrer P,Q. normalement entre P2 et Q._. en
général, on atteindra éventuellement Q.. '

4243. Il y aura donc (‘) au maæimum, une infleæion sur la ligne libre et
danger de recoupementdes lignes libres entre elles.

425. Remarque. Les résultats ci—dessus sont des résultats intrinsèques.

426. Digression.

4260. Étant donné l’intérêt du théorème du n° 3794, nous allons démontrer
à nouveau que :

Pour un canal monotone et direction asymptotiqueunique à l’aval, GÉNÉRALEMENT

le signe de ® est le même sur la ligne libre que sur la paroi : méme allure. 
(‘) C. R. Acad. Sci., 213, 1941, p. 680.

Journ. de Math., tome XXII. — Faso. 4, 1943. 39
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4261. Reprenons la formule (212. 1)

111 P'Ël<TîlogZ>
Q(Z)=Ï%‘ p’<'älogz> m

®(E)dê
@

— [ <D(e)ds

p(—l logZ) — p_15 J)(— logZ\) —e

_p,(®
llogZ—œs)o

‘F(e)ds

(%logZ—w,,)—p—s

031

inlogZ =“

 
\.—‘0  

Posons

La formule
lP("+wa)—fsiipü _83]=(61—e,)(eÏ—eg),

dérivée logarithmétiqnement, conduit à

52(Z)=%P’(lp)s
.. ‘D(E)d£ + _’1

. Mil—1 lF(g)ds
.

. (|)1 J)!‘ —e; . (01

?

pw—p:e p(lv+œ;)—p;s
o " 0

'

La deuxième partie du crochet s’écrit

 
fl

-
. p—E—e;

‘2=—51:7 _fl——T‘F<e)dêp ' p(iv—+—w;—.)—p—‘s
0 1r

_ ,: .
—- _.‘___ °°1 p(w-+—m,—,)—a3" (ex—e=)(e,—ea>f (Pîe—e=>—-———œtW(e>da

p(z‘v+œ;) —p-;s

Soit pour e —+ 0, ‘Ÿ_(€f_) —+ X ou est de la forme % (v < 1) (cf. n° 377); on sait que

le contact est exp0nentiel entre la paroi et son asymptote. Cette condition
entraîné que pour 0 < a < &:a on aura

|w(€)l>kê (k#o positif)
'et

11:‘ 1 la
«T:

_, _p—s‘F(e)_>_k €

Soit 0 < a, < a,.
Choisissons «) réel assez voisin de |<», |, donc X assez voisin de q, de façon

que |p(w+m,) | >p %‘ e. , donc quep % e pour e. g:g:. , et divisons l‘intervalle
d‘intégrationen 2 : (o, s,) et (:. , 11).
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[2 reste finie dans (s., Tt). Pour (0, s,) le terme conserve un signe constant,

    celui de ‘P‘ et [ est donc > [ [ Mais nous avons
‘0 ‘—

,
.

81
. l_ ——._—p(w—+—o…)—e3 _ lp(w+m)

lp(iv+œ3)——‘p(î': _p%—e_
p(iv+œ;)i  

. . e; 1 . .Chons1ssons v, de sorte que ——.‘— < —; ll v1endrap(w + m.) 2 . ““(p‘Èe—e.)w(s)d. 1 p%e‘F(e>ds
|/ |>_

\ - >» __': 2 (l)] 2 mlvi Jl')“1:5 Pî£
& [+ p(w+ …) ‘ E‘ p(zv+w:)   

>â|fp—s‘F(e)de.

Dee,àsaona
 

1W(e)
; > ks.

5:

>fek a=klogE—',
51

que l'on peut rendre aussi grand que l’on veut.
Ainsi la, donc le crochet tout entier aura le signe de ‘? aux environs

de e—_. 0. Quant à zp' to —> zp' 013 et sannule en restant > 0, comme le montrent
les tableaux ci——dessous:

-donc l( ‘F(e)lp—sds
;!       

  
 

X q” 1

._ (A); /locX lTt—— —- o
v 0 /

c—ÈÏ

° &) /
001 * .

‘
pic). _œ / e; . ñ10gX=w œ; Àœ,<l\9) @

iP'î“' + piv e; \ —o‘o

v
—Ê—°

\ 0

Dès lors Q(X)=®(X) aura le signe de ‘F(+ 0) pour X =‘ q.
c. Q. F. D.

4262. Nous voyons donc qu’il faudra un contact plus intime que le Contact
exponentiel envisagé, si nous voulons obtenir, dans le cas du canal convergent;
un sillage concave, donc sans inflexion. Nous retrouvons le résultat_énoncé en
fin du n° 3794.
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427. Cas dissyme‘trique. Nouvelle généralisation du Théorème de Boggio.

4270. Obstacle tranchant en accolade généralisée, divergent à une
inflexion par paroi (fig. 16). Nous supposons naturellement (4142) que la

Fig. 16.     
tangente à l’obstacle @: est plus relevée que l’asymptote à la paroi correspon-
dante @, et de même pour l’autre paroi, c’est—à-dire

——n<®(o)<‘F(0)âoë‘l”(r)<®(n)<n.
4271. Nous savons, d’après le théorème “2 (4120) et le deuxième alinéa

du n° 415, qu’il existe une courbe sos, sur laquelle @) = 0 et complètement inté—

rieure à la demi-couronne (d). En sa quand on tourne à partir de so}:
. A . . ,;

A \ …Jusqu’à s.,P2 dans le sens sm15trorsum, @ decr01t de ®=o a ®,_,. Sur soP2,
@ décroît de 92 à ®‘;' quandon passe de s., à 12 puis croît de ®‘; à ®'._' de 12 à Pa.

En s,, @ = o et décroît de zéro à ®Î_, jusqu’en L,, puis croît de ®; à 02 en Q2.
Complétons le domaine sos. Q.P2 par le domainesymétrique par rapport à OX.

4272. Supposons maintenant |‘P‘I < [(D] sur p.… 532.
En la, I'2 @ est minimum et il n’y a pas de courbe @: ®';.
En 30 il existe une direction pour laquelle ®=®;— & (5 petit); la courbe

. | III Ilissue ne peut atteindre s.,P2 —- So sur lequel @ < @2 ou @2 < @; — &; elle ne peut
. / \

non plus atteindre s.Qg—s. sur lequel ®ê@;>®;—e, donc la courbe va
directement de s., à — So en coupant Q;.P2 normalement.

De so part une courbe @ = @; qui peut :

1° atteindre directement -——so, et alors l,. est isolé et il n’y a pas d’inflexion
sur X,;

2° atteindre I., rebondir en I; pour rejoindre —s., et il n’y a pas davantage
d’inflexious sur l,, @ étant encore monotone.
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4273. Si 1. + Q,, rien n’est changé au raisonnement qui s’applique donc
au canal divergent sans inflexions dans les conditions envisagées.

4274. On en conclut :

Dans le cas dissymétrique de l’accolade généralisée et du divergent avec une
ou zéro inflexion par paroi, si chaque paroi est moins inclinée que la partie
d’obstacle correspondant, il n’y a pas d’in/Ieæion et le sillage est convexe vers le
fluide vif.

1275. Si l’obstacle a une pente plus forte que chaque paroi, nous ne sommes
pas gênés par la non—connaissance du point de bifurcation, et nous avons un cas
intrinsèque pour lequel le sillage est satisfaisant vis—à—vis des deux conditions
de Brillouin.

De même pour le cas symétrique, l’énoncé (4274), est une proposition
intrinsèque.

4276. Ceci ne veut pas dire qu’il ne pourra pas exister des points (du
squelette) où l’on ait V > 1 : il suffit d’un saillant à angle vif par exemple.

4277. Si |‘Fl peut être > |d>[, on ne peut rien dire.

45. RECHERCHES DE rsn01s ET n’ossncms SATISFAISANT A V g 1. PLAN Z.

430. Généralités. — Nous ne donnerons ici qu’un résuméde ces recherches(').
ll s’agit de rechercher des fonctions Œ(s) et lF(s) telles que la vitesse V soit

maximum sur les lignes de jet et qui donneront des schémas tributaires du
théorème 1 (4110). On se sert des formules (2711.2) et (27122) qui
donnent T,(s) et T,,(s), que l’on modifie grâce à (T. M., CVI, 2.) et (T. M.,
CVI, 2,,). On obtient :

l7rT,(s)i ll(s) + lz(s) —— I,,(s) (condition < 0),—

HT.(…ç>=… i.<s)—Is<s>+lnf_-“(!) (cond. <o) avec :

cosa —— cos s ’
‘

l,(s)=sinsf wdë’
0

… I.<s>= !. [ d><e>l<s.e> de;

1.(s): [.] ‘D(e)J(s,a) de;

(3) …. e>=2
q"

1 __ q2l‘
 sin rs 005 ra ;

li(s): siusf
‘F(_€)__‘P(Qds.

cosa — coss ’

l;.(s‘):: 4 [ ‘F(e)l(s,s) de;

Tr

1….,: [. [ ‘F(s)J(s,s) de.
0

. ,

..
q" .J(s a): smrscosre.,

1_q27°
1 

(1) C. R. Acad. Sc., 213. 1941, p. 681.
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M. J. Kravtchenko a montré (‘) que l(s, &) est décroissante par rapport à s

pour q < \/2 — JÊ= 0,517. J’ai démontré que J(s, &) est décroissante sans
limitation de q (je ne reproduirais pas ici la démonstration).

En passant rappelons le lemme de Leroy sous la forme suivante :

Soit x(s) telle que x(e)(e — so) att un signe ou,

Soit q>(.s, &) telle que [cp(.v, s)—<p(s, s,,)] (5—50) ait un signe oz’, l’in-
b

tégrate[ x<e>1w. .)_ …, s.>1de « [...—g... (a < < b)-

431. Premières recherches.

4311. Terme l.(s). — Les fonctions dites de M. Villat définies dans son
Mémoire(°) de 1914, page 235, rendent ce terme négatif. En ajoutant une

constanteadditive, on ne changerapas [. (s) et l’on aura [ id>(a)de# o. Noter

que la même fonction CD ne donne pas le même obstacle en fluide limité ou en
fluide illimité, à cause de la présence de ‘F.

4312. Terme I,.(s). — Ce terme n’a généralement pas le signe convenable.

43I3. L’application du lemme de Leray aux intégrales l,, I,, I, et I.,

montre que sif d>(e)de =f 1F(s)de=o et :

A… si le canal est convergent et q_<_ q… 1(s) est >o, signe satisfaisant;
q quelconque I.(s) est > o, signe satisfaisant.

A,,. si le canal est divergent (quel que soit (1), I(s) et I.,(s) sont < 0; non
satisfaisant.

A.. si le canal est quelconque, il y a doute.
B. si l’obstacle est tranchant et qêq,, I,(s) est <o; signe satisfaisant.

q quelconque I,(s) est < 0; signe satisfaisant.

4314. Si / ub(e)de =f‘W(e)de#0; ou ne peut rien dire.

4315. Application.

43151. On retrouve les théorèmes l et 111 (J. K., p. 115 et 116) de
M. J. Kravtchenko en faisant 1lf(:-:)—.. o. 

(‘) J. K., 108 et 119. La fonction I(s,e E Ë-ç(s, a).

(’) H. VILLAT, Journ. de Math., 6° série, 10_, 1914, p. 231 avec l,(s) E r(s).
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43152. THÉORÈME. —— Dans le cas du canal convergent monotone et de
l ’obstacle tranchant satisfaisant aaa: conditions

(R) f ®(e)ds=f ‘F(e)ds, (150,517, I.(s)<o,
0 0

fonctions de M. Villat par exemple, les vitesses sont toujours acceptables sur
l‘obstacle.

'

Cela découle de (4311) et (4313) et généralise le théorème 111 (J. K., p. 1 19)
etson corollaire (J. K., p. 122) aux canaux convergents.

43153. La condition qîq.=o,5r7 signifie que les parois du canal se
trouvent éloignées de l’obstacle. Des précisions quantitatives en Annexe 4
sont données, qui supposentque la divergence du sillage ait été démontrée (‘ ).

432. Compte tenu d’un récent mémoire de M. J. Kravtchenko (“), la
condition q<0,517 peut être supprimée pour certains cas' tributaires du
théorème (43152). -

4321. Vu la formule (430.1) : 1-.T,(5)=1,<s)_1,(.—)—16(3), on peut
dire :

’

THÉORÈME. — Si la condition T < 0 est satisfaite sur l’obstacle pour une fonc-
tion Œ(s) et un canalrectiligne, elle sera satisfaite surl’obstacle, a fortiori,par la
mêmefonction <D(s) et la fonction 1F(s)d’un canal monotone convergent (3063).

La condition f’Œ(s)ds=o est satisfaite a priori. Il faut donc que
T!f ‘F(s)ds = 0 pour satisfaire à la condition de régularité.

0

La démonstration est immédiate puisque I,(s) est > o (4313, A.,).

4322. Or M. J. Kravtchenk0, dans le Mémoire précité, nous apprend que:

Les sillages construits en fluide illimité ou limité par une ou deux parois
planesà partird’une fonction «‘F(s) » ( “ ) assujettieà satisfaire aux inégalités(1)
et (2) (ci—dessous) vérifient la deuxième conditionde validité de M. A. Brillouin
(loc. cit., p. 2).  (i) 03W(s)ân pour oSs£1r," - '°_i
(2) [‘F(s)—‘F(s’)][s—s’]êo pour oês<n,oês’êfl.  

(‘) C. R. Acad. Sci., 208, 1939, p. 721.(’) Mémoires de l’Académie des Sciences, 63, 1936, 1939, p. 1 à xo (publié en 1941).
(') Ce que nous notons d>(.s) (cf. 3615).
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En particulier la condition T< 0 est satisfaite sur l’obstacle. Rappelons
que « ‘F(s) » alias Î>(s) est définie par

$(s) :: ®(s) + 77 pour ogsgso,
Œ(s) :: (D(_s> pour sogsg‘n.

4323. La présence de parois non rectilignes ne changera pas les conclu-
sions de la page 6, paragraphe 5 : de tels obstacles sont des « obstacles non
convexes vers le courant ».

Compte tenu du théorème (44321 ), la proposition de M. J. Kravtchenko
rappelée ci-dessus (4322) conduit donc au théorème suivant, qui est encore
une extension du théorème de Boggle.

Dans le cas d’un canal convergent monotone et d’un obstacle tranchant non
T. '“

conveæe vers le courant et sous la seule condition R :f CD(s) de =f 1F(s)de, les
0 0

vitessessont toujours acceptables sur l’obstacle.

4324. Rappelons que la condition R est satisfaite d’office pour le cas symé-
trique et doit être satisfaite nécessairement, si l’on prend une fonction CD(s)
provenant d’un schéma limité par deux parois planes ou illimité.

433. Recherches par majorations d ’inte'grales.

4331. Nous nous placerons dans le cas de la restriction R

f (D(e)ds=f ‘F(s)de=o _(t3-2t)
0 0 ’

etde '  
([ <q,=J2 ——\/ä=0,517.

4332. Nous supposerons l’obstacle tranchant et satisfaisant à I.(s)<o(43ii).
La condition qêq, entraîne I,(s)<o, d’autre part I3(s) est <o, quel que
soit (1. Nous allons donner un exemple d’application de la méthode de majo-
rations d’intégrales dans le cas du canal convergent.

Nous résumerons fortement l’exposé et les démonstrations ne seront
qu’esquissées dans le présent Mémoire.

[5 et I., étant positifs, il suffira de satisfaire à l’une des inégalités
(!) I.,(s) > —— I,,(s), condition à imposer à ‘F(s),

OU

(2) -—I_»,(s)>—L(s), liaison à imposer entre CD(s) et‘F(s).

Il est évident que quelle que soit la fonction d’obstacle tranchant, il suffit
pour satisfaire ‘a V < 1 de prendre une fonction de paroi ‘If correspondant à un
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canal très peu convergent ou très peu divergent, mais assez régulière, carla
courbure intervient.

"' lp‘(3‘) __ ‘F 5’ .( )de >< sms.
COSE —— COSS4333. ;Wajoration de — I,.(s) =f

43330. Dans une première méthode, nous avions calculé une minoration de
5 —— :: . . .

, ‘F — ’

D(e):
CO—SS_—_—ÎO’S

(fig. 17), et une majoration de N(e) :—£î—_Èw (fig. 18).

Fig. x8.

Fig. 17.

° .,..4
\\\. ,

\
-——

\

'

---

:
V('\ 

ä
\\

Nl:
?.< :   

Nous ne donnerons pas cette méthode ici. Dans une deuxième méthode, nous
N’a) — ”””” _ ’F(E)

lui—mêmeconsidérons le ra ort __PP D(s) cosa —— coss
 

43331. Nous avons ‘F(s)Ëo pour s‘5—s, avec

‘lf"(s)êo pour s.îs1 avec"lf(o)=qf(n):o_

Nous nous contenterons de « bonnes fonctions » ayant toutes les dérivées
‘F(s) — lF(e)
COS€ — COSS

conserve un sens pour s = & quels que soient s et e (s = s, excepté).
—W—(E’—— conserve un sens de sort’ i 1 — cosa ’ e

que 1P‘(o) devra être du deuxième ordre en s et positif, et 1F(7t) du deuxième
ordre en 11 _ e et négatif, d’où

nécessaires, et de plus nous supposerons que reste bornée et

Ceci nécessite que pour s = o et s = n

(2) w'(o)=w'(n)=o
et
(3) ' ‘F”(VO)>0, lF”(1r)<o.

Nousconsidéreronsune fonction ‘F( &) ayant l’allurede la figure 18 , donc soumise
à certaines conditions de contact. Noter que l’allure entre 82 et 8. est unique—
ment fixée par la condition d’être décroissante ou monotone décroissante et
que les points M2 et M, peuvent se trouver en s. sur l’axe des s. Les aires de
chaque tronçon (aires hachurées) devront être égales.

Journ. de Math., tome XXII. —- Faso. 4, 1943. 40
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‘F(s)—‘P‘(s)_
COS;"’ —— 008843332. Considérons donc le rapport

Si o<s <r_._ et :>:., ce rapport est négatif et il ) alieu d’envisager
seulement

!‘ ‘W(_s_)—‘F(e)ü,£
=fÛ _‘P__’(a)d'

'
0 COSE — 0058 51110

où a est une fonction de s et & comprise entre 3 et a.
'" /‘F (G)

51n0'
Si 5. < : < 7: et 5 < 54 , ce rapport est négatif; il suffit d’envisagerf

Le maximum de IP.
(0 W

i(——nÎ—Î
’ et des1 àa71< I(—B” la majorantesins,a’estde 0às.<——

de —— I,,(s) sera alors
7r sins
sins, [M, maximum de 1F'(:—:)].

On voit que c’est ‘F’(e) qui intervient, cela ne peut être autrement car la
courbure des parois doit nécessairement intervenir.

4334. Minoratz‘on de —L.(s)=— 4f i®(e)J(s,s)de.

43340. Nous prendrons 4J(s, &) sous la forme

%[Ça:
(S—e)+

Ç—. 7Î(s—+—e)— T“'—s]

que l’on établit facilement.
“ .

Comme [ <D(e)ds: 0, il n’y a pas lieu de s’inquiéter du terme en s.
0

Posons _

J,(s.s): % LC; %
(s — e) + Çfl%(${+ s)]

et
—Q(e)=x(e), J(s)=—L(s.s).

_Il s’agit de minorer

_13(s)=J(s)=ffix(s)[Ji(s,s)—J,(s,s.,)]de avec f}<(e)da=o.
TC

Nous pouvons essayer de comparer à
[O

x(e) (cosa — cosa,)de où cos's a la

même croissance que J (:, €). De plus, la présence de sinsdans la majorante
ci-dessus conduità introduire le facteur sins, d’autant plus que l’on vérifie
facilement que J.(o, s)—_ J.(.., e) :o.
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D’où la recherche d’une minorante du rapport

! 7_(a)[L(s, e)—J,(s,s@]rl3 . .
0 mn(s—e)fi—sm(s+s), où J2(s, s)=sinscose=

2
  

Tuf '/_(5) [J2(3. €) — .l._.(s, s., ](/s

L’identité des signes montre qu’il suffit pour chaque valeur de s de minorer le
rapport

__ J.(s, si — J.(s. So)
Ï\(_3157 SO) _

J._,(s, :) ——J2(—“; 30).

43341. L’application de la formule des accroissements finis généralisée
[Goursat, '1, 3° édit., 1917, p. 37, formule (i)] conduit, en appelant a une
certaine valeur comprise entre 5 et s… à %(s,a)K(s}a,so):;—;

dJ'(s‘ a)
de "

d’où, après quelques calculs,
.

,, p/Ès p/%U
__‘i’_î , __ …

, _ ,” ”
K(s|e,s,)_fiz(c1 ea)(c._, e”). ,

œ1 _} .

[
œl (… .!

sms—((p :_-s——eg> smc“ J)—:O‘——p(:—S+(Ùnlt lu [.

Et comme
(l)] (:)!

ea<P(—;S+œn)<ea<lpï%
donc

CÛ| (A)] (A)]

. 0<P:°‘“P<;S+QJ><PËU—em
r‘.‘il.s r‘fla.; p fi &) ,” œKsss «' e—ræ; e.—e. .

, , .(l10)>fi2(1 .)(z
..)_s (… -.— 'a (… __—

sm —s——e,—, sm —a—e_«,")1r
_ PT.”

43342. La minoration du second membre doit être recherchée quels que
soient s et 5“, donc 5 et a compris entre 0 et 1:. Il suffit de minorer

œ2 plguKi(lt)=j(ei—es)(G2—es)——M pour O<u<œh" (pu — e3)‘ sin2 ——
. °°!

” _ e» , € — €. - .p ' tant ‘ “, il wentpu e 63
  La plus petite valeur de

4°»?
r“!

pu—e, K1(u)> K2(u)= (ei—Ü2)(Ca—eu)
sinî—u(pu — e )2

l. 031
3
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43343 Pour conduire le calcul jusqu’aux valeurs numériques, on passe
aux fonctions sn cn dn (T. M., LXVII . 4 et LXVII . 5), et en posant

ug/ei—egzv et œ1\/e,—e3=K.
il vient  (»K2u=K39=4—;7Î 81—83 V

I‘.
sin'f:

2 __ __ f ‘ " 2(g, e2)(e2

e3)l‘sn(v,/)bn(vs/x)]
avec ogvgK.

En introduisant avec Legendre ( ')
æ=snv=sinqa, cnv=coscp, k=sin6, k'=cosO;

v—F6 - K——F(0 Î- K’—F “
0

”\—(:°P)v — ':2v —- 5—75)’
avec

»

,

_ 0 \/1 —— sm"—’0 sin“cp

il vient alors
[;K2k2k’2 sin<pcoscp' ? 1 sinaqasin6cosû.K ?“W:—T‘” ——V =? ___—T— ‘"

sinnî
'

sin"Î
43344. L’étude de y: Kcosfl montre que y est une fonction décroissante

de 6 dont le minimum est : 0 pour 6: -Ë
. - - , '

0 .
On verifie a15ement que % est toujours > 1.

On établit ue X. est une fonction décroissante de 6 'ou sin”0 o 6 5 enq
4 2K

établissant que sa dérivée logarithmique est négative, et l’on en conclut
que % < 2p.

Si l’on construit la courbe a:: sin2cp (fig. 19) et considère la fonction
. ’Tl'Vy=sm—,K

. — A TEV '
pour av01r la même valeur de y, il faut la meme valeur de ÎÎ et une valeur

de <p plus grande : la courbe y= sinÏ—Ë- est à droite de la courbe a: = sin 2cp.

Pour ;:: Tt,
" __ !

TEV __ ”l'
%
_ ’ 7Î "' ‘

x sin2 , . , .
On montre alors que le rapport — =_ _% est borne 1nferneurement pary

Sin Î 
(1) L. Form, Formules et Tables numériques, p. 753.
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le rapport de la pente de la sécante qui joint M au sommet de la courbe au

' 7l’ \ \ - T: . 'pomt
2—»

a la pente de la tangente a la courbey au pomt ;, c’est—a-dxre par

% K 0056 d'où > 39 K 0056.
71 7t-

x
v“‘

Fig. 19.

 

<.Ç

:Iä

-----

__-

;

N|ä

43345. Ceci posé, il vient

K3(0)=—î5 wqÏI—6Kcosfi :>Ëqz(Kcosfi)‘,T sin“—p q “6
K

\
et nous référant à (43342), puis à (43341 ), il vient a fortiori : ‘

6K(sle, so) > %q‘-’(Kcosfl)‘,
d’où

7_

J…] > %Ëq%KcosO)‘=M'=Nç=
sinsf z(e)(cose—cossùdæz

0

et
— I;(s) > Nq2 sinsf ®(s) (cosso— cose)de,

0

où
'

N :
â_—Î

(K cosO)‘: N(q).

Les tables de L. Potin (loc. cit.) permettent de calculer le tableau
ci-dessous :

,_

I

0 ........ O.. 30. 60. 80. . 89. // 90.

q. .......... 0 0,018 0,091 0,209 0,408 0.517 ”1

KcosG ....... 1,57 1,46 1,08 0,45 0,095 ” 0
N(q) ........ 0,1 0,072 0,021 o,64.10** o,13.10*‘ tr 0
q2 ........... 0 0,324. 10“: 0,0083 0,0435 o, 166 ” 1

M’=Nq2..... 0 0,231.10—‘ 0,17.10—3 0,278.10—‘ o,216.10-6 :: 0
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43346. On trouve sans difficulté
,.! loose — cosso ! de = (7: — 2.90) cosso+ ?. sins…

0

4335. Conclusions. — En écrivant que la majorante de — l,,(s) est < la
minorante de — I,(s), on est conduit à la propriété suivante, qui malheureu—
sement est peu maniable.

THÉORÈME. — Soit (fig. 18) un canal convergent monotone et un obstacle
tranchant, tels que

7: T.

a. (R) [ 0(e)de =f lF(s)de=o et q<o,517.
'

0 0

lF(e)>o pour O<E<S1 _ .b. m‘ =‘lJ’ =‘F : ”r. = -

%
‘F(e)<o Pour s,<a<1r (O) (O) (Tr) ‘V( ) 0,

(‘P"(e)>o pour o<s<ôgetô,<e<n,
c.

) ‘F’(s) g 0 pour 625 5 g &;
l‘F”(e)êo pouro'ÿ;sêfi,etô,<s<ô,

d. , ‘F” ., =W” : .
' 1If”(e) g 0 pour p,g & g 62 et 5,<e<n (B") (B’) 0

Noter que o< B,< o.<s, <?J. <?» < n et que 02 et 0, peuvent ainsi que
B, et B, être confondus avec s,.

St, de plus, on a
Il”(£)mux<

‘
(D

lmln q2N(ÿ)
71.”

sins, [2 sinso+ (1r — 2s0") coss.ÿ|.

la condition V g 1 est satisfaite sur les parois du canal.

434. Si le canal et l’obstacle satisfont aux conditions ci-dessus et à la
condition l.(s)<o (cf. 4311), la condion VÊI sera satisfaite partout et le
sillage sera divergent et convexe vers le fluide vif.

44. CONDITION VÊ [. CANAL A PAROIS RECTILIGNES. PLAN t.

440. Nous avons démontré les théorèmes l et 2 (414) dans le demi-plan t.
(La restriction étant satisfaite d’office.)

Nous avons établi d’autre part les formules (?721.2) et (27222) valables
sur l’obstacle et sur les parois. Dans le cas actuel ces formules deviennent :

Obstacle:

+;—/ \/P‘__—(—Î)
’0(z')——<D(r)

dt’ ;

Parois: __
(a) T(t)=—%[f_ï®Çfi\/%Æ]'

  (I) T(‘r)=7—lr 0(1‘) loo
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441. Le théorème 1, page 116 de la Thèse de M. J. Kravtchenko ('),

découle immédiatement de la formule (440.2), qu’on peut écrire en vertu
de la condition d’uniformité

y…?) ** ®(t') z'_zoT ‘.“ : __( )

77
—1 VR(t’) (l'—T)Uo—T) dt’; 

fD(t')(t’— to) conserve un signe constant et positif.
(t’— *:)(to— F.) est positif puisque: est en dehors de l’intervalle (— 1, + 1),

donc (t', t,). Mais \/I—{(.) et \/R(_t_’) sont de signes opposés (d’après les conven-
tions de signe (2412), donc T < 0. c. Q. F. 11.

4421. Considérons maintenant le cas des schémas de Helmholtz—Kirchhofi‘
construits à partir d’une fonction <I>(t) satisfaisant à une double condition de
régularité (449 infra) :

1° en fluide illimité (indice 1);
2° entre parois rectilignes (indice 2).

Nous savons, d’après le paragraphe 14 de la thèse de M. J. Kravtchenko (ou
en Annexe 5 présente), que cela correspond à a = b : oo ou à g = 0 pour le
premier cas. __' P\(T)Avec les memes“ conventions de Signe et compte tenu de ce que Ï’Ît'_) devient \/::Z pour T,(f:), il vient, en prenant maintenant le signe positif
pour tous les radicaux,

_» 1_r= +1v'(t’—a)(b—t’)—v(f—a)(b—f) ®(ô’)dflT2(f)—T.(f)— Tf_. ,_T \/È_(fl_)-

 
La fonction   R(l’, ,,.) : Vill— a) (b _

{:::/(7— a) (0 _T)
'

. . . ___—>
n’est pas autre chose que la tangente de l’angle que fait la direction p.M’...)

_ . _
avec D:, y. et M’ étant deux po1nts du dem1—cercley= \/(t— a)(b — t) dont
le convexité est tournée vers les y positifs; de sorte que si y. donc : reste fixe
et que M donc t’ varie en croissant, cette direction tournant dans le sens
dextrorsum, R(t', :) est une fonction décroissante de t’ .   _ , (I)t() "" Q(t)

/_/. _i 123. Ma1sl on af_l V RT!)___dt 0 par hypothèse (et aussi [1 \/1——t,dt=o>
et ®(t’)îo pour tËt0 (') (signe + devant les radicaux). 

(‘) La première condition de M. Brillouin est satisfaite le long des parois du canal.
(2) En fait, il n’est pas nécessaire que {l’obstacle soit tranchant, il suffit que l’on ait ,

ces inégalités.
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Le lemme de Leray nous montre alors que T,( 15 — T, (*.) est négatif.
Le théorème 111 et le corollaire (J. K., p. 119) ont donc les répliques (')

suivantes :

La dzférence Tag—.) —— T. ( '.) est négative.
Une condition suflîsantepour que l’inégalité de M. Brillouin V il soit vérifiée

s’écrit
T1('Îl < 0.

Ainsi, si une fonction ®(t’) satisfaisant à la double condition de régula—
rité (449) est telle que @ soit ;'0 selon que l’on se trouve sur la lèvre inférieure
ou supérieure, et que V ;. en fluide illimité, il en est de même pour l’obstacle
construit à partir de cette même fonction ©(t’) entre parois rectilignes, et les
paramètres a et b choisis. L’obstacle sera d’ailleurs différent du premier.

4431. Théorème de Boggio (résultat intrinsèque).
On sait que pour un obstacle concave vers le courant en fluide illimité,

on a d—0 = [LPdl dn
Le théorème de Boggio est alors démontré ipso facto pour-le cas de deux

parois rectilignes :

> 0, donc "l’ a son maximum sur les lignes de jet et est ; 1.

Pour un obstacle concave enfluide limité par un canal rectiligne, les conditions
de M. Brillouin sont satisfaites.

4432. Dans le cas présent, le résultat obtenu est commun au théorème 111

de M. Kravtchenko (cf. 4423) et au théorème dans le plant : la démons—
tration par t assure la démonstration par Z. Mais, comme nous l’avons déjà
observé aux Comptes rendus(loc. cit., 4423, notule 2), les deux méthodespeuvent
conduire à des domaines dtfléœnts de résultats : les deua: théorèmes cités ci—dessus
ne sont pas équivalents, car se donner la même fonction <D(s), ce n’est pas la
même chose que se donner la même fonction tI>( t).

4433. Erratum. — Dans ma note des Comptes rendus précitée (loc.
cit., 4423, notule 2), p. 151, le paragraphe IV,, est inexact, le reste du
paragraphe IV reste valable.

Si “’…
\/1—t2

partie T, (*:) est négative, mais la première partie n’a pas le signe convenable,
en particulier est positive pour to=o : car on a alors d>(w)âo pour ”:î“0

  est fonction croissante de t, on est assuré que la seconde

et log % îo pour œîo, de sorte que leur produit est toujours positif. 
(‘) C. R. Acad. Sci., 214, 1942, p. 151.
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444. La pr0position du n° 4423 est un cas particulier de la proposition (' )

plus générale suivante:

4441. Soit une fonction ®(t) [—1êt Ê1], telle que l’obstacle et le canal
rectiligne construits à partir de t et _des paramètres a, b [a <— 1 < 1 < b]
satisfassent à VÉ1, il en sera de même pour l’obstacle et le canal rectiligne
construits avec la même (°) fonction <D(t) et les paramètres a., b. tels
quea<a.<—1<1<b,<b.

4442. Démonstration. — Formons la différence T. (1)— T(æ) :

'

\/R__(T) _\/R1(T)
T1‘—'()—T(T)=—;[ R(t, Rl(tl)@(t’)dfl

\/B___)_,(t’_
R__,(r)

_VR_(?[
R(t' _\/ R(r) <D(t’)dt'

?
_"— W)

  
tous radicaux arithmétiques.

_ R.(t)_ t-a{t-b,__ R(t)— t—a t—b

La dérivée logarithmiquedonne

4443. Posons   
_y’ 1 1 1 12__ _y _t—a, t—a+t—_b,_t—b

2l%“
_ <i>] =_<t—la)2

_ (: —la.>fi
+

<t—l b>=
_ (t—lbm’

         
      d’où

_L”__ 1 _ 2 1

4 _
(t———a,)2 (_t——-a1)(t—a)+(t—a)2

[ 2 + 1

.2<
1 1

(
1

._

1

+(t—b.)2_(r——bl)(t—b) (t——b)"'+ _t—a,—t—a \t—b,—t———b>
2 2 + 2 _ 2_

+(t'——a)îw(t—a‘lz (t—b)* (t—b,)‘-‘

__ 1 1
f

1 __ I + 2 1 __ 1”“2 t—a_t—a,_ _b.-—t b—l_ t—a t——a t——ayÿ

‘
2 1 _ 1 l+[ 1 _ 1

‘l+
1 1

'

—b—tlb——t b1—t_ (t—aF (t—a.)'{ (b—t)’ (bt—t)!

(‘) C. R. Acad. Sc., 214, 1942, p. 151. ,
(’) Naturellement même valeur de t., et double condition de régularité (Ms-9).

Journ. de Math., tome xxn. - Faso. 1, 1943. 41
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'

A. OUDAR'I‘.   . 1a < a, <! entrame 0 < [ —— ul< [ — a, donc «. < t <
et

| 1t<b,<b entraîne o<b,—l<b——t, donro<—<——./)—l [),—I
Il

Tous les termes de {; sont alors négatifs et y” est négatif, y’ est décroissant.
v

La courbe y(t) a donc sa convexité tournée vers les y positifs et la fonc-
. ' t' — ' : . , —_"> , -tion :(t’, 1): 9—(Tîl—L’Q, qui represente la pente de {J-M', est decr01ssante,

———>
p.M’ tournant dans le sens dextrorsum quand y. est fixe et quand M’ décrit la
courbe dec=—1 à ".:—+1.

4444. Les mêmes raisons qu’en (4423) conduisent au théorème énoncé.

445. Aoplication. — Comme exemple d’application ou peut partir du cas
symétrique (!..:o). Nous obtiendrons alors des solutions dans le cas
dissymétrique, qui jouiront des mêmes propriétés Vgi par rapport aux
conditions de M. M. Brillouin.

446. Réciproquement. —— Par ailleurs, on est assuré que si la solution n’est
pas satisfaisante pour le couple a. b., elle ne saurait l’être pour le couple a, b
(a<a,<—1<+1<b. <b), ou en fluide illimité(si a=b=iœ\..

447. L’intérêt de la proposition (44-41 ) ci-dessus est multiple :

1° Nous ne faisons aucune hypothèse de limitation sur a et b, alors que
l’emploi du plan Z oblige, tout au moins dans l’état actuel de la question, à
une majoration de q. Par contre nous avons une double condition de
.régularité (449).

2° La signification de q<o,517 est D >kô. : D largeur du canal, 8. de
l’obstacle, de sorte qu’on ne peut rapprocher indéfiniment les parois de
l’obstacle.

Ici, au contraire, malgré la double condition de régularité, on a le moyen
de construire des régimes de sillages qui échappent à cette restriction; il
existe en conséquence des sillages qui échappent à toute difficulté, et cela
quelque petite que soit la largeur de la veine étranglée entre l’obstacle et
chaque paroi. Ceci résulte immédiatementdes résultats du paragraphe 27 de
la Thèse de M. J. Kravtchenko (J. K., p. 196 et suite).

3° Notre proposition met en évidence la tendance des parois rectilignes à

améliorer la validité, comme il ressort de (446).
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448. Il serait intéressant de voir si l’on peut construire des obstacles tels

que la condition Vî1 ne soit pas satisfaite en fluide illimité, alors que la
même fonction d’obstacle donnerait en fluide limité, un obstacle pour lequel
cette condition serait satisfaite.

’

449. Double condition de régulaute' de ®(t):  4491. La. fonction ®(t) doit satisfaire à fiv®(t’
dt dans chaque cas;_. (_Rt)

d’où une double condition est apparue en (441), (442), (443) [excepté (4433)
et (444)]; d’où quelque complication pour choisir fD(t).

4492. Pour le cas symétrique, et ceci est très rassurant, aucune complica—

tion puisque l’inégalitéfP(t). <D(t) dt—_ 0 est satisfaite d’office, quelles que

soient les fonctions paire P(t) et impaire Œ(t). On peut alors énoncer.

Soit une fonction impaire <D(t) et un paramètre b. Si le canal et l’obstacle
construits à partir de là satisfont à VËI, il en sera de mémé pour le canal et
l’obstacle construits avec cette même fonction <D(t) et un paramètre b, < !)

ABSOLUMENTARBITRAIRE(mais > I').

4493. On peut constater qu’avec le plan Z on n’a pas l’ennui de la double
condition de régularité pour <I>(s), le plan Z reprend l’avantage.

45. CONDITION V ; 1 : DEMI—PLAN t. CANAL A PABOIS cunv1ucms.

451. Considérons le schéma 1 de Helmholtz—Kirchhofl' construitêà partir
d’une fonction (D(t) et de deux paramètres a, b [©(t) satisfaisant à la con— . . . , “ ‘D(t)
d1t10n de régular1te f_1VRU
construit à partirde cette même fonction fl)(t), mais en canal curviligne avec les

mêmes valeurs a, b
[la

fonction ‘F(t) satisfaisant donc à f ll}i{((z£))
dt=

o.]—n I) V

dl=
0]

en canal rectiligne; et le schéma Il, 
On voit, en vertu de 2721 .2, que sur l‘obstacle, on aura  , _ ,,___1 "*'11°) LR(.) , . . ,.

l‘.,(.)—— 11(.)_E_æ/b’ t( -\/R_—(t')dl (radical arithmétique).

452. Considérons un canal convergent monotone et cherchonsce qui se passe
sur l’obstacle.
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4520. On a W(t’)jÿo pour t’;%, mais : appartientà l’obstacle, donc

u<—1<t<1<b et t'——TÉO,

selon que t’î ?:
et le produit est négatif, de sorte que T,,(fr) —— T,(f:) < 0.

4521. On en tire le théorème suivant :

Soit une fonction d>(t)[— Iîtî |] telle que l’obstacle et le canal à parois
rectili3‘nes construits à partir du plan t et des paramètres (a, b) satisfassent à la
condition V51, il en sera de même son L’OBSTACLE pour le schéma construit avec
‘la même fonction ®(t), la même valeur de t,, la fonction de canal convergent
monotone ‘F(t) arbitraire et les mêmesparamètres a, b.

4522. En combinant 4521 avec 4441, on aura une nouvelle proposition
que nous n’explicitonspas. -

4523. En particulier (‘) : Si <D(t) correspond à un obstacle satisfaisant
à Vêl en fluide illimité, il en est de même le long de l’obstacle construit à
partir de cette même fonction d>(t) et pour un canal monotone convergent
(paramètre a., b. pour fixer les idées).

4524. Remarques importantes :

1° En ce qui concerne (4522), (4523), d>(t) doit satisfaire à priori à

+1 +1
(D_(__t)d d>_(_t) dt—

—1 \/R(t)d ou
Vl——lz

‘P'(t) devra satisfaire à
\  ( radicaux arithmétiques).

“ (Nt) a:: ”f“ lF(t)
VP…) ., :, VP…)

2° On sait que la condition V g 1 ne peut pas en général être satisfaite (4041)
pour le canal convergent. Il existera donc un point des parties convexes des
parois pour lequel la vitesse sera maxim   (’) C. R. Acad. Sc., 214, 1942, p. 15}.

, (A suivre.)


