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DE
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, . , . ds - »
~ Sur la résolution des équations =~ = R(x, z) (R rationnel en z)

par des itérations intégrales et différentielles convergentes;

Par Epmorx» LAHAYE.

Introduction.

La méthode des approximations successives de M. Picard et la.méthode
de Cauchy-Lipschitz s’applique & des types trés généraux d’équations, mais
leurs domaines d’existence sont souvent restreints. En général la méthode de
M. Picard n’est pas applicable le long d’une ligne L & laquelle on impose
comme conditions d’étre de longueur finie, mais aussi grande que 1’on veut, et
de ne pas traverser les singularités fixes et mobiles. Elle cesse également de
converger dans le domaine des singularités. Quant & la méthode de Cauchy-
Lipschitz, si elle est applicable le long d'une ligne telle que celle que nous
venons de définir ('), elle ne I’est plus dans le domaine des points singuliers.

On peut se demander s'il n’est pas possible d’établir des méthodes s’appa-
_rentant i celles de M. Picard et de Cauchy-Lipschitz quant 4 la maniére dont
. on effectue le calcul de l'intégrale, mais qui seraient convergentes dans.le
domaine des singularités et le long d'uneligne L.

C'est le résultat des recherches effectuées dans ce sens pour les équa-

(') Encyclopédie des Sciences Mathématiques, Edition francaise, 1910, T. 1I, vol. 3,
fasc. 1, p. 11.
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2 EDMOND LAHAYE.

tions 3'=R (@, z) (R rationnel en z) que nous donnons ici. Si p et ¢ sont
respectivement les degrés des puissances les plus élevées de z au numérateur

et au dénominateur de R et si p > ¢ + 1 (p et g entiers), nous posons
s=(a+By)i(y+9oy), (a8 — By) # o,

ce qui raméne 1'équation a la forme

(u) )”:]{’(J'; ),).
Soit y = u:¢. Les fonctions u et ¢ vérifient le systéme

d )
(%) T‘;:Av, %1rf(u, vy =G'(u, ¢, )

ainsi que
q !/ a
s "w=u, +f Aver.

(c)
Z Fu, v, r)y="F(uy, ¢y..1y) +f G(u, v, .ryde,

ot F et G sont des polynomes en u et ¢. Considérons les relations

xr
g U= uﬁ—f Avidx
Tg

( F(u;, ¢ 2) = F (1, v, 2) +f G(Uieys vimy, @) dx

(i=1,2,...),

(d)

ou les intégrations sont effectuées le long d’une ligne L. Nous démontrons
que, lorsque ¢ tend vers l'infini, #; et ¢; convergent uniformément vers des
limites déterminées en tout point de L, et qu'il en est de méme en tout point
d’une ligne quelconque issue d'une singularité mobile. Pour caractériser ces
propriétés, que ne posséde pas la méthode de M. Picard dans le cas qui nous
occupe, qu'elle soit appliquée 4 (a) ou au systéme (b), nous proposons
d’appeler les relations (d) des itérations intégrales convergentes.

Si nous envisageons maintenant les relations

W= i+ Ay Vi (i — Tiq ),
(e) Fuy, i) = F(uiygy vicg, imq) + G (timy, 04y, Ziy) (Xi— 2
(i=1,2,...,n),

ou z, est un point déterminé x de L et x|,..., x;,..., x,_, les points de
division de I'arc &, de L, nous obtenons les mémes conclusions que pour (d)
lorsque ¢ tend vers 'infini, les intervalles partiels tendant vers zéro. Nous pro-
posons d’appeler (e) des itérations différentielles convergentes. Si les nombres p
et g, définis plus haut, sont tels que p<g+1, il suffit de considérer une
relation

Fi(x’)')th(-”oy,)'o)+f G, (x, y) dx, »
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qui se traite comme les secondes relations de (d) et (¢) dans lesquelles on
rend u constant. Pour démontrer que (d) et (¢) sont des itérations conver-
gentes, nous devons postuler I'existence de dérivées premiéres pour certains
coefficients de R, de sorte que les méthodes que nous proposons s’appliquent
a des équations moins générales que celles de M. Picard et de Cauchy-
Lipschitz. On peul maintenant se demander s'il n’est pas possible, pour une
équation différentielle donnée, de définir sa solution & I'aide d'itérations
convergentes.

C’est la un probléme dont la solution peut étre particuliérement délicate
dans certains cas; nous avons obtenu, pour des équations d’ordres supérieurs
et de types généraux, des résultats que nous espérons pouvoir bientdt publier.

Nous n’avons pas examiné ici les singularités fixes a cause de la trop grande
multiplicité des cas possibles, mais les itérations (d) sont particuliérement
fécondes pour leur étude. )

Dans le Chapitre I nous définissons par prolongement des fonctions « et ¢
qui vérifient (¢). Ce résultat nous sert de base pour démontrer, dans le
Chapitre II, que les relations (d) sont des itérations intégrales convergentes,
et, dans le Chapitre III, que les relations (¢) sont des itérations différentielles
convergentes. L’essentiel de ce travail a fait I’objet d’'une Thése de Doctorat .
spécial présentée devant la Faculté des Sciences de I'Université de Bruxelles.

CHAPITRE L
1. Soit I'équation

- D> S
(1) d:  Plr.3)

de =~ Q(x.3)

ou P et Q sont des polynomes en z dont les coefficients sont des fonctions de x
que nous préciserons plus loin. Par la substitution

3)", (20— 37) Z o,

I’équation (1) devient

Jr1

(/_" . hk=—u
(2) dr =

p+ 2 Dk
1

Nous ne nous occuperons, dans ce travail, que des équations (2). La variable
est complexe. Nous chercherons la valeur, en un point x, d’une intégrale
de (2) qui se réduit 4 y, pour x=x,, lorsque x suit une ligne donnée z,x
ou L. Les conditions imposées a priori a L sont : 1° la longueur S de L est
aussi grande que l'on veut, mais finie; 2° L ne traverse pas les singularités des
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coefficients C et D ni les singularités fixes de (2); 3° s’il existe sur L des
singularités mobiles, on peut décrire de chacune de ces singularités comme
centre, avec un rayon ¢ donné, mais aussi petit que I'on veut, une circon-
férence qui ne renferme aucune singularité fixe. Nous ferons I'hypothése que,
le long de L et dans les domaines ¢, les coefficients C et D sont continus et que
les D admettent des dérivées premiéres continues. Nous écrirons donc

Ci(2') = Cr(x) + e,

3
) Di(a') = Di(@) + (o — o) [ Di(z) + di],  Di(a') = Dig(x) + s

ou ¢y, d;, d) tendent vers zéro lorsque &’ tend vers x, les points 2’ et z appar-
tenant 4 L ou aux domaines ¢.

2. Soit x, un point ordinaire. Posons
Yo Uy, y=u:r.
Ona

du
dx

p—1
(3 bis) % (pv/'—’ —4—2 [)kux-‘,,,_;-,.>

= Avp,

1

P—1

= AD—C ltk 1 k '—(:,It/' ’V—(A, w’.
k k 7 p+1
1

Le point  étant un point quelconque de L, soient les relations

u':uo-i—f' Avdxr,
(4)
F(u, v, z) =F(u,, uo,xo)—f—f G(u,v,z)dr,

ou, de méme que dans tout ce qui suivra, les intégrations sont effectuées le
long de I'arc x, & de L. Nous avons posé

p—1
Ap=C,, = H(u,v z) :Z (Dior—*ut+ kADgor—F+1ub= ) (p — k),

1
pP—1

K(u,v,z)=— Cprur—t— Cppy ul'+2 (ADg— Cp) or+1—kyt—t,
1

p—1 _
F(u,v,z)= VP+Z Divr—*uk:(p — k), G(u,v,x)=H(u, v, x) + K(u, v, x).

1

On voit que
JF JF

.(5) I{:d_.z+Avd_L¢'
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Dans (4), nous choisissons pour ¢ la racine qui se réduit a ¢, pour &= z,.
On constate aisément que (4) vérifie (3 bis), et toute solution de (3 bis) peut
se mettre sous la forme de (4). Si dans (2) le degré du dénominateur est égal
ou supérieur & celui du numérateur augmenté d’une unité, il n’est pas néces-
saire d’effectuer la transformation y = u:v¢; il suffit de considérer la relation

Fi(2, y) =Fi(x0, y0) +f Gi(x, y)dx
qui se traiterait comme le systéme (4) dans lequel on ferait u = const.

3. Nous nous proposons de déterminer deux fonctions u et ¢ qui véri-
fient (4) et se réduisent respectivement & u, et ¢, pour x =x,. A cet effet
nous considérons les relations )

ui:u°+f Avi,dx
(6) (i=1,2,...).
Fugy viy ) = F(ug, v, o) —}—f G(tti—yy 01y, ) dz

Tout d’abord montrons que, quelles que sotent les racines choisies au dela des
OF (ui vy, )
av;
de u; et v;, pour toute valeur de i, sont bornés le long d’une ligne 1., de longueur
finee &', constituée par L. augmentée de petits arcs décrits dans les domaines d.
Smt M la borne supérieure de |u, |, | ¢, ], 1 et des modules des coefficients de
F et G le long de L et dans les domaines 2. Nous disons que

points ot une ou plusieurs des quantités s’annuleraient, les modules

(6') ]u,-|<Me"", }('i,<9,pM3e"',
o

1d

P =Y (>pMy—M-. .
0
- Supposons les (6') vérifiées pourz—l Il vient
|ul|<M+M.2pM?f &V Ay =M -+ M.2p M* (" — 1) 1 P < MeP%,
0
1F(u03 Vo, ‘TO) I < (1’ —+ I)M/I_H}

| f G (tis, iy @) dz| < MP f ervS dd < M(erP¥ —1),
0 0

[F(uh iy ;(;) l < (1) 4 I)M/’*1+ M((z/"";’_ 1) < (p+ I)MP‘Heﬂl‘a/.

On déduit aisément de cette derniére inégalité

Pt

loe] <[] D) MF+ (p+ S ery < Mie [(1’— N+ (p+ I)"]<21DM’6"°

1
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Les inégalités (6") sont vérifiées pour i = o : elles sont donc générales.

- \ 0F o Yoo Ly . .
Dans I’hypothése ou (uo—v:w) 7 0, montrons que, quel que soit ¢, «,

et ¢; sont bien déterminées le long d’un arc z,z de longueur non nulle.
Posons
F (19, 04, 1) = F,. wi=tty+ 1. 0i7= 0y + e

Pour i =1, il vient

2 =f A(vo+ pa) da,
JF, N *
P'l 5‘; == P(-T — Ty, /~ly IJI) -+ G("0+ )»ns o+ IJ‘IU .Z‘)d.l’.
ou P est un polynome dont le terme général est (x — x,)*APu) avec a=o
our,y=isia+fB21,y22sia=_3=o0.
Calculons y., par les approximations successives

F, : o ;
(8) p.,,k‘:)‘—.- =P(x— 2 1, prsa) +f Gty b 00+ feas )

avec P = o pour £ =1. Soit s la longueur de I’arc z,x. Posons

‘:|A|(]“o]+/:")b >s, p=1:

de,

JF,

5 |
ey

[ étant une quantité définie par

(9) O PGs, )+ [ Glsgl

ou P(s, %, ) résulte de P en remplacant  — x, par s, les coefficients par le
maximum de leurs modules le long de L ou dans 55 A, par A; 1, par 5 |G| se
déduit de méme de G, %, et 1, étant également remplacés par 7 et 1. On voit
que

oF,
< ===
“J"-‘I:,'l()"ul

On déduit de (8)

7) DN ,
Sa;‘l Ptk — 1= ] = “J'l,/.'—1 — H-l.k—‘.»]Pm—n

ol P, , est un polynome en & — @, [y t—1, {1 42, Ay qui se déduit aisément
de P. Soit ¢ un nombre donné inférieur & 1. Imposons & s la condition de
vérifier

()Fo
v, |’

(10) Plisi(s,hp)<g

ou PI‘,,_._‘(;S‘, A, i) s'établit comme P (s, A, &), t4 k-1, thi,1—a étant remplacés
par . -
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On voit, en vertu de (10), que
| P Pog—r | < q | Mrik—1 — Pak—2 '

Par conséquent, lorsque # tend vers Dinfini, y, , converge uniformément vers
une limite g, qui vérifie (7): il résulte de (9) et (10) que ce résultat est valable
pour des valeurs de s et / respectivement supérieures & des nombres non nuls.
On remarque qu’en remplagant %, et A, par p; et A;; A, et Par A, et w;,
dans (7), les inégalités (9) et (10) subsistent : par conséquent ., pourra étre
calculé dans les mémes conditions que .. Il en résulte que les fonctions u;, ¢;
définies par (6), sont bien déterminées le long d’un arc z,« de longueur non .
nulle. C. Q. F. D.

Trkorime. — Il existe un arc z,x de L, de longueur non nulle, en tout point
duquel u; et v; convergent uniformément vers des limites déterminées lorsque i

tend vers l'infini.
En effet, on a
F(uwi v, 2) — F(uiy, 0imy ) = (0 — i) Ppy+ (03— i-1) Qriy
ou Py, et Qg sont des polynomes ¢n u;_,, u; ¢;_,, v;.. On obtient des expressions
analogues pour G. Comme Q,,= :—j::—u‘ pour z=ux,, on aura, en vertu de ce

qui précéde, si 'arc z,x est assez petit,

IF
[ Qg | > :T" (h—mg)  (mg<<r).
0
()FO ~ ‘ r .
Posons 5| (1t—my) =m. Comme |u, |, ..., |v;]| sont bornés, on voit que
[ .
M o
[i— i,y | < — [{$ic1— vimai] ds,
m o
M
i ot < [ e sl Ly — wia s,
o

ou M est un nombre positif déterminé. On a

(11) Ji— iy |, [6’i—f'i?1|<<%£)is‘:i!.
En effet, un calcul simple montre que l'inégalité (11) est vérifiée si elle I'est
pour { —1. Or elle I'est pour i =1. Elle est donc générale et les séries

uo—l-(u,—uo)—&—...-t-(u,-— u1.1)+...,
o+ (P1— ¢p) 4.+ (vi— Piq) 4.

sont uniformément convergentes. Par conséquent, lorsque ¢ tend vers l'infini,
u; et ¢; convergent uniformément vers des limites u et ¢ qui vérifient le sys-
téme (4) en tout point d’un arc z,z de longueur g, non nulle.
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4. Soit x, 'extrémité de 'arc o, : en faisant dans (6) ¢ =2, nous défi-
nirons, comme au n° 3, des fonctions u et ¢ le long d’un arc «, z de longueur g,
non nulle. Nous obtenons ainsi des fonctions u et ¢ qui vérifient (4) le long
d’'un arc x,x de longueur 6,+ 5,. En opérant de proche en proche, nous
pouvons donc définir des fonctions u et ¢ qui vérifient (4) tout le long de L
ou tout le long d'un arc z,« (« exclu) de L, « étant le premier point de L
ol 5= s’annule., D’ailleurs, au point «, les fonctions u et ¢ sont bien déter-
minées. Soit, en effet, x un point de I'arc z,«. On a

3
g Uy—u +f Avdzx,
r

(12)
( Flus, g 2) =F(u,0,2) + [ Glu,v,z)de.

Nous savons que G (u, ¢, z) et Av sont bornées en module le long de L; par
conséquent, les différences u,—u et F(u,, ¢,, @)—F(u, ¢, ) deviennent
arbitrairement petites en méme temps que  —a : il en est donc de méme

de u,—u et ¢, — ¢. Comme u et ¢ sont bien déterminées, on voit qu’il en est
de méme pour u, et ¢,.

8. Nous étudierons maintenant les développements de u et ¢ dans le

domaine de a. Soit z un point de I’arc z,«. Pour calculer « et ¢ nous considé-
rerons encore les relations '

v
U= tty + [ Aviydr,
(13) A h
F(us vy ) =F(ug, vqy ) +f G(ui—q,y Vicq, )

\ -2
avec U, = U,, v,= v,. Posons

U= Uy+ A 0= O+ My F (g, vay ) = Fq;
pour plus de généralité, nous supposerons que

(14) dFy|l=o0 pour j=1,2,...,7—1,
) | Zo pour j=r,

sans que (14) détermine la position de a. Nous avons u,5< o, car nous devons
rejeter I’hypothése u, = o. Elle entrainerait, en effet, en vertu de (14), vo=o.
Il résulte du systéme (4) que u et ¢ deviennent arbitrairement petits en méme
temps que z — «. On a donc

|v]<Nst  (b>o0),

ou N est un nombre positif. Si M est le maximum du module des coefficients

de F, G le long de L, on voit que | z| < MNs*,
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Supposons s <1 et substituons & u et ¢ respectivement MNs*~' et Ns* dans

F(u, o x) :f G(u, v, z)dz.

On trouve
1
/} -

1
|v]<3pM'-’sb+;, ce (ui entraine |u | <3pM"sb

En répétant les mémes opérations, on vérifie facilement que

n n
+1+

lo] < BpyMes’ s, Juj< (3py Mg’ 0,
1
Par conséquent, si 'on choisit s de fagon que 3pM*s” < ¢<1, on ne peut
avoir, lorsque n tend vers I'infini, que =0, u =0 en tout point de l'arc az
de longueur s. Ceci conduit, de proche en proche, & la conclusion absurbe
,=v,=0. On n’aara donc jamais en un point critique mobile u,=o.
Pouri=1,0na

(15) F(uy, 01, ) — F(uq, va, @)
. JF JF uh / 0*F -
== (5z), (50 ), B (57), + Ple =m0,

P étant un polynome dont le terme général est (x — a)* A3y, avec a’=o0 ou 1;
si /=0=o0, y2r—+1, sinon «'4 3+ y22. Si «'=1, le facteur x —« est
multiplié, en vertu de (3), par une fonction de z qui tend vers zéro avecx — a.

On déduit de (5) et de

74 :f A(vy+ o) de,
[

(16) fo(ua+ %o, 9o+ po. ) dx _f"'[(gg>1+ Alvat Ho)(g—D“] i

:f Q (%o, o) dr,
x

Q étant un polynome dont le terme général est /¥ A% uf avec a=o0 ou 1,
et &'+ 3+ y21, le facteur f; tendant vers zéro avec x — «.
Dans ces conditions, on déduit de (15)

ri\odvr /,

(17) B ("”? =—P<x—a,xl,p,>+f' K(ua,va,xwx—hf R(z, ho po) daz,
% X

ol R est un polynome constitué comme Q. Le terme K (u,, ¢,, ) tend vers
K (u,, ¢5, a) lorsque  — a tend vers zéro. C’est seulement aux points critiques
fixes que, simultanément avec (14), K(u,, ¢., «) = o. Posons

oF\
(—(v>1.r.__})a.

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943. 2
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Calculons encore ., par les approximations successives
(18) P,pir=—Plz—a, an-t,k—”'*‘f K (tty, vy, x) (/.l‘—%—f Rz, 7,. o) dz.
-2 o

Soient s la longueur de za, |A| et |K | les maximés de A et K(u,,¢,,7)le
long de L et dans les domaines ¢. Posons

1 1

1
=A|(va|+ p)s, p=2|K[s | P,

Imposons 4 s la condition de vérifier

P(s, % p)+f'n(x, h, ) ds

f. K(uy. v4. ) dz
a

les polynomes P et R de (19) se déduisant de P et R de (18) comme suit : les
coefficients sont remplacés par le maximum de leur module le long de L et
dans ¢, les termes analogues & f; par leur module et %,, %, PAC A5 My iy e
par . En choisissant la méme détermination, on a ainsi, quel que soit £,

1
f K(uy, vy ) dr ’
(20) 1= a |1+:1.k] (1:1,k|<”l)-

On déduit de (18)

(19) <m<i,

| Lt P k—1 — [J‘l.k—'.’) ,

Pk = Park—1=—

ou P, , est un polynome en p,,_,, > qui se déduit aisément de P..

Si s vérifie encore 'inégalité

" 3
(21) | (S'lu,i). <q <1,

f. K (uyy 0oy 2) da
&

P’ se déduisant de P, ,_, comme P dans (19) de P dans (18), on a
| Pt b= P,k | < g | Pt pmt — Pa, k=2 ly

r” r—1 r—1

| Po |7 (l——m)T:IPQI_"_

par conséquent lorsque # tend vers l'infini, @, , converge uniformément vers
une limite i, qui est solution de (17). On vérifie aisément que les premiers
membres de (19) et (21) tendent vers zéro avec s. Le résultat que nous venons
d’obtenir est donc valable pour une valeur s supérieure 4 un nombre non nul.
En remplacant, dans (18) et (16), A,, 1, Ao, W&, respectivement par A;, i,
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Xi-1y Wi_s, Nous obtenons les mémes inégalités que (19) et (21), et par consé-
quent les mémes conclusions que pour .,. :
En tout point d’un arc s de longueur o non nulle, nous aurons donc

j K(uy, vy, x)dr
. &
pi=

P, ] [1+ &) ([§i|<m)-

1

(22)
La détermination choisie est la méme quel que soit 7.

TukoriMe. — Lorsque @ tend vers Uinfini, \; et u.; convergent uniformément
vers des limites déterminées en tout point d’un arc ax de longueur nulle.

On déduit aisément des relations (16) et (1 1), dans lesquelles on remplace
les indices o et 1 par ¢, i —1, puis par i —1, { — 2,

(23) bi— by :/ “A (it — i) dex,

(24) Po(pi— piot) 2 pf’pf‘.
- . a+b=r—

=—P(x— o, by i) + P — 2, Liyy rimt)

-+ [ [(7-1'41 — 1) P+ (Wica — i _2) Qi ] dr,
v
ou P;_, Q_, sont des polynomes A; ,, s, iy, hia.
En vertu de (22) et des propriétés des termes de P, on a, si s est assez petit,

r—1

/‘A Kty 05 @) dr i
(23) Po(pi— i) 1| = r (1 -+ 0:)
- X
‘ :f |-(-/'1'—!" 4~’)r1 |+(P*1— _[Jl—> ,-|](IJ
o
ou
(26) ol <<m'<r.

Le long de I'arc ¢ tous les termes qui figurent dans le second membre de (25)
sont bornés en module et la condition |z — «|<sQ, ou Q n’est pas nul, est
satisfaite. On déduit ainsi de (23) et (25)

M
I)‘i'_'li—i l, IPI—‘PI—1|< o []7&1_1—)\:—2]+|P-t—1—]-1-1—2]]d5,

st

ot M est un nombre positif déterminé. Je dis que

i

i F— o\
(27) [h—hica |, Jpa— g [ <(2M)is " ;(H_;)...(H_‘ 2).

r
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Un calcul immédiat établit que 'inégalité (27) est vérifiée pour i si elle I'est
pour i —1. Or elle I’est pour { = 2, car il suffit que M2| ;|4 |u |. Elle est
donc générale. Par conséquent, les séries

U+ (1 — U)o o (U — U ) H. ..,

Va1 — 0g) oo+ (00— o) 4.

sont uniformément convergentes, et lorsque ¢ tend vers Dinfini, u; et ¢
convergent uniformément en tout point d'un arc az de longueur o, non nulle
vers des limites u et ¢ définies par '

1

E x N f“K(ul, vy ) da
(28) u:uz—i—f Avdr, =y | 2= o (1+2)
[+ £

(1g1<m),
qui vérifient le systéme
(29) u= ua+f‘ Avdz,
: -3
(30) F(u,v,2)=F,+ f G(u,v,z)dx.
s

" 6. Montrons que tout systéme de fonctions U, V qui vérifie (25), (29) en
remplissant au point « les conditions (14), est représenté par (28), ou 'on
choisit une des r déterminations. Tout d’abord on vérifie aisément que |U|
et | V| sont bornés comme |u| et |¢|. On tire alors de (29), (30)

U Uyt Mut‘, V= =+ M\vd,

ol |[My| et |M,| sont bornés et ot ¢ et d tendent vers zéro en méme temps
que x — a. Si I'arc ax est assez petit, on déduit de (30), en refaisant les
calculs que nous avons établis plus haut,

"—.
f K(ug, vq, 2)dz
V=, +| 2= B [1+¢'] (17| <<m<r).

Choisissons, pour V, la méme détermination que dans (28) et formons les
différences u;— U, ¢,— V. Si s est assez petit, on trouve, en répétant la
démonstration du n° 3,

lu— U,  Je—V|< (2M)'.9‘f—“”‘:<l+ ,’) -(r+ ‘—7—')’
d’ou ’

lim|u;—U|=|u—U|=o, lim|v;— V|=|v—V|=o,

ce qui entraine u="U, ¢v=V. On démontrerait d’ailleurs, d'une maniére
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analogue, qu’il n’existe pas d’autres fonctions que « et ¢ qui vérifient (4) et se
réduisent respectivement a u, et ¢, pour = x,.

Ea choisissant convenablement les déterminations, les formules (28) repré-
sentent donc, en tout poinl de I'arc ax, les fonctions u et ¢ définies n* 3 et 4.
Mais, en vertu de leur forme, ces mémes formules définissent u el ¢ en tout
point d'un arc issu de «, de longeur ¢, et défini comme suit : arc ay de L
(y étant situé entre x, et «), arc de courbe yy, tout entiére dans le domaine &
(. étant au dela de «), puis arc y,.x de L. Si o, 0,,, 6,2 sont les longueurs
de ces différents arcs, leur somme doit étre mferleure ou égale 4 5,. Comme
les lermes qui figurent dans (28) sont continus et que les points criliques
fixes sont exclus de L, les formules (28) sont valables, en tout point cri-
tique «, le long d’un arc ayy,x de longueur non nulle. En prenant, pour la
longueur du chemin yy,, une borne supérieure suffisamment petite, la nouvelle
ligne L’ aura, dans les hypothéses les plus défavorables, une longueur ¢ telle
que &'< I8, ol / est un nombre positif. Si, dans les formules (19) et (21),
nous substituons dans les numérateurs & |u,| et |¢,| les quantités Me™®,
2pM? e [voir (6/ )] les formules (28) seront encore valables le long d’un arc
de longueur non nulle. Par conséquent, en prenant les points y et y, suffi-
samment voisins de « et I’arc vy, suffisamment petit, nous ne rencontrerons,
sur la ligne L, qu’un nombre fini de points critiques mobiles. Le long de L/,
nous pourrons définir les fonctions u et ¢ par les relations du n° 3, puisque le

: . JF . ( .
long de cette ligne 5 ne s’annule plus et reste, par conséquent, supérieur a un

nombre nul. Ce dernier résultat servira de base 4 nos démonstrations des Cha-
pitres II et III.

CHAPITRE IL

7. Nous avons défini, au Chapitre précédent, en opérant par prolongement
le long de L/, des fonctlons u et ¢ qui vérifient les relations (4). Nous démon-
trerons maintenant que les relations (6) définissent les mémes fonctions
lorsque x est un point quelconque de L/, les intégrations étant effectuées le long
de L'. Pour éviter toute confusion, nous représenterons par U et V les fonc-
tions définies par (4) lorsque x est un point quelconque de L/, de sorte que
nous étudierons les relations

Uk: Uy —1—f AV‘-._l dx
(31) ' (k=ea,2,...).
F(U/U ka J/‘) _— F (utn o, J"o) -Ff G(”’k—h V*('—U x) dx

Partageons L’ en arcs partiels par les points x,, x,, . . ., z,, z, étant 'extré-
mité de L’. Nous représenterons par s; la longueur de I'arc x;_,x; et par &' la
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plus grande de ces longueurs. Lorsque n tend vers I'infini, s’ tend vers zéro.
Nous désignerons par 5; un point quelconque de I'arc 2;_,.z; et par u(z,), ¢(z;),
U(z,), V(5:)les valeursde «, ..., V au point z;. On a

Ui (51) = Uy (i ) + j AV, dor,

Fl l«“’*l (;i)y vk—l ( :i): Si ]
=P Uini (vt )y Vi (i )s 2iey | +f G(Upoy Vieao vy dr,

. . . i .
Soit my le minimum de |:T’ le long de L. On sait que m; > o.
Faisons I'hypothése que

V| Ul Vi)
| IV,

. ] l
(92) > gL,

pour tout puint x de 'arc @,.x;,, lorsque i <k. Si s; est assez pelit, on a, dans
ces conditions,

(33) Vit (50) = Vi (@imr) + Qperi Ao
De méme, en vertu des propriétés de ¢,

(34) ez =elaem) + Qidie

On a enfin

(35) Ui (3) = Uy (i) + Prcyide s
(36) w(s) = w(x—) 4 PiA,.

ou Qi ..., P, sont bornés en module et [A,,/, ..., |A,;[<s, on a
également

(37) Ui(5:) — w(5) = Upleimy) — e (rieq) +f A(Vioy— o) da.
Posons :

. R l:rU"(:i)’ VA'(:‘I')a L'-,'J—FIII(S,‘), "(:i)9 :'iJEFA-.h

1l vient '

(38) Fri=[Uk(s) — (=) ME + [ Vilz) — e ()] N

= [Uk(‘ri—l) — (X )l M./r'.‘q -+ | V(i) — e (im )J Nf-_,

+fz‘ [(Upms — t6) Rpy + (Vi — ¢) Sy ] dy
ot M!, Nf sont des polynomes en u(s;), ..., Vi(z); Mi,_,, Ni,_, des poly-
nomes identiques aux précédents lorsqu’on y remplace x;, par =; R,_,,
Si_. des polynomes u, v, U,_,, V,_,. Il résulte de (33), (34), (35), (36), ot
'on remplace £ —1 par £,

Mé‘,.: M~E o my A, \.ffi: N,’{-,.,_, + np; Al

AT

avec |Ayil, | Ay, |Ss: et|my|, [nyi| bornés lorsque | Pil, | Qil, | Quzi,ils [Proi i
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le sont. En tenant compte de (33), (34), (37), on voit que -
(39) Vk(~,)—0(»,)_'\[,((1‘,_1)—V(.Z‘,_l)—I—P‘,p [Ulc(xl—l)_u’(‘cl—l)] z‘._..

+ Qk !Pi[vlt(xl——i) - (’( Ljmy )] N.l._, -+ Rk‘la‘k,l N,Ii‘,_,

f [(Uscy — @) Rpey + (Vs — 0)Sh_y] dz,

ri—

Ni
ol |P.i|, Qril, |Rei| sont bornés dans les conditions que nous allons définir
et iy |p; 1S53 |0k |S8'5:.°On a

N ()I‘(u ¢y )

i . Jv
pour
o(wrimy) = Vi(rimy) et (i) = Up(aiy).
Dans I'hypothése que
(40) NE > mg 2,

en tout point de I'arc x,x;_, lorsque i<k, et en tenant compte pour le calcul
des intégrales des relations (33), (30), on peut substituer a (37) et (38) les
inégalités

[ Ur(2:) — u(s:) | <|Urlxim) — w(@imy) | + M| Vi (imt) — 0{ximi) | $i+ M's. sy,
[ Vi(z:) — v(5:) | <| Vi(@imy) — (@i ) |

+%—)¥;31[|U/c (-1‘1—1)—(t(.1:i—1)|+|\’k (wi..,)—v(xi_i)l]

2| Vs (i) — () | | Vi (212) — o) |

14

M '
-+ — 5.5
mg

M’ est obtenu en remplacant les termes du second membre de (39) par le
maximum de leur module le long de L’ en particulier u, .. ., VA, ..., parles
bornes supérieures définies par (6') ot I'on remplace P ¢’ par Plg, et 5V lorsqu il

apparait en dénominateur, par my:2. Par conséquent M’ est borne lorsque
'inégalité (32) est satisfaite. Posons

M —=2a2M': mg,
ol m, <1 81 m,.> 1, sinon m, = mr. On trouve que

(41) [ Uk(5i) — w(z) | < s'[eMotrsizd (14 Ms;) — 1] << s/ [ @Mlsst s — ],
(42) | Vi(a:) — v(5:) | << s/ [@Mte+5i=0 (1 - A Misy) — 1] < 5/ [ @Mlsiteno+s) — o],

on établit aisément que les relations (41) et (42) sont vérifiées si elles le sont
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pour les indices k —1 et { — 1. Or, on tire de (39), pour { =1,

[Ur (21) —u(z) | < Ms's, <s'[eMsi—1],
| Vi (1) — o(2y) | < Ms's, < §'| €M — 1],
Usoy () — w(ay) | < s'[eMs—1],
[ Vici (&) — o) | < 5[ €™M —1].

Car, quel que soit £,
Ui(xy) = u(xo)= ty. Vilay) = e(x) = .
Par conséquent les relations (41) et (42) sont vérifiées sous la condition i<k.
8. Démontrons que les relations (41) et (42) sont vraies pour toute valeur

de £ si s’ est suffisamment petit.
En effet, elles le sont au point x,, car

J F[U‘(1"), VA'(»TO)a x0]
()Vk

O F (1o, ¢0. 1)

dv,

2 my.

Nk | =

[1 découle aisément des relations (31) que U, et V, varient d’'une maniére
. \ dF(Uy, Vi,

continue avec . Il en est donc de méme de ——(—d‘v‘—“rz et de N Leurs
modules, qui partent de valeurs supérieures ou égales & m;, pourraient donc
décroitre et prendre en certains points les valeurs m;:2. Soit ' le premier
point oii, par exemple, est réalisée la condition

OF[Us(a'), Vi(a), &']

A

=mg:2, |[Ng[2me:o.

Dans cette hypothése, nous ferons coincider 'extrémité d’un intervalle, soit z;
avec ’. On a i<k. Soit ¢ un nombre arbitrairement petit. Supposons s’ choisi
assez petit pour que

(43) s’[e”“’:—l]<s
(voir au n° 6 la définition de /). On déduit de (41), (42)

Ug(a') = u(a' + na, Vil )y=v(a') 4+ La (| na ]y | S| <€),

ce qui entraine

.dF[Uk(al)r Vi(a'), o‘,] - 0F(u,v,a)

oV, = o0 -+ P(“ﬂa': o)

ou P est un polynome en v,, {,, sans terme indépendant. On en conclut

OF (U, Vi, &)

M,
<l dvk + eMg

ldF(u, v, ot')
dv
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avec M, borné. Choisissons ¢ assez petit pour que

my 2
€l\la’+ 7 = my '3';

on aurait ainsi
‘dF(u, v, o)

2
<mF3’

ce qui est absurde, puisque 2mg.

Nous serions arrivé a la méme conclusion en envisageant I’hypothése

0F (U, V, o)
dV;

2mp:a, INE =g 2.

Si s remplit la condition (43) les relations (41) et (42) sont donc verlﬁees
quel que soit £. C. Q.

9. TutoréMe. — Les fonctions U, et V, convergent uniformément vers u et v
en tout point de L' lorsque k tend vers U'infini.

Nous pouvons, en effet, toujours faire I’hypothése d'une division de L’ en
arcs partiels tendant vers zéro lorsque 4 tend vers I'infini. Il en résulte que,
quelque petit que soit ¢, la condition (43) est réalisée lorsque k est suffi-
samment grand. Par conséquent, lorsque k£ tend vers l'infini, on voit, en
vertu de (41) et (42), que U, et V, convergent uniformément vers u et ¢ en
tout point de L'. C.Q.F.D.

10. La démonstration que nous venons d’établir montre que le théoréme
est vrai malgré la présence possible de singularités pour une ou plusieurs

des quantités V,, ..., V,_, sur la ligne L’, respectivement au dela des

points x,, ..., x;_,. Si, par exemple, V; posséde de tels points pour lesquels

IF(U,V, .. o , . .

%——) =0, on choisira arbitrairement, au dela de ces points, la détermi-
L

nation de V, : l'effet de ces singularités s’amortit & mesure que £ augmente
pour disparaitre a la limite. On voit encore que le rapport U, : V, converge
uniformément vers u : v en tout point de L.

Si nous comparons la méthode que nous venons de développer 4 celle des
approximations successives de M. Picard appliquée aux équations (2) ou aux
équations (3 bis), nous constatons que les approximations de M. Picard, dans
le domaine ou elles convergent, s’appliquent a des équations plus générales
que les nétres, puisque nous avons di postuler I'existence de dérivées pre-
miéres pour les coefficients de F, mais elles ne convergent plus le long de
lignes aussi générales que L'. Par contre, nous avons démontré que les rela-

tions (6) étaient valables le long d'une ligne quelconque qui est soumjgeL!
a la seule restriction de ne pas traverser les singularités fixes ou mobiles, f
nl
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943. 3 = {

& .



18 EDMOND LAHAYE.

qui peut les entourer d’une maniére arbitraire; il résulte de plus, dela démons-
tration exposée au n° 3, que les relations (6) convergent dans le domaine des
singularités mobiles. Pour caractériser ces deux propriétés, nous proposons
d’appeler les relations (6) des itérations intégrales convergentes.

CHAPITRE III.

11. Nous conserverons aux lettres x;, s;, s/ la méme signification qu’au
Chapitre précédent. Nous poserons

w(a;) == u,. e(ry) =5
ou u et v sont les fonctions définies au Chapitre I. Considérons les relations

=1+ Ay Vi (1 — iy ),
(44) F (@, 90y 2i) = F (i, im0y Lit) + G (@i, 0icrs i) (20— 2

(i=1,2,....n)

avec U,=u,, v,—+,. Pour définir ¢;, nous supposerons a; remplacé par x
dans (44) : v; est alors la racine se réduisant & ¢, pour x =x;_, et suivie par

continuité lorsque . parcourt I'arc x;_,x;. La racine v, est donc fixée sans ‘

. e £ ’ ()F(u Vi, X ,
ambiguité si, sur 'arc z;_, z;, ——(;";—") ne s'annule pas. Nous démontrerons

que lorsque s tend vers zéro, n tendant vers l'infini, % et ¢ convergent unifor-
mément vers u et ¢ en tout point de L.
Nous établirons d’abord que les modules de %; et ¢, sont bornés. Si M et P

sont les quantités qui figurent dans (6'), on a

{ l_li I < I\l eln.\'.+.4.—+~s‘-)y ] T’i I < lehlge‘)‘s‘_"_“__’_x‘_)’

A
( ) l l.‘(‘di’ “,I,, ‘1'1) [ < (P -+ I)M/H-i epP(s,+...+.v,~\_

En effet, supposons les inégalités précédentes vérifiées pour ¢ —x. Il vient
8| <|Timy | | Aimt Vi | 8: < MWt 1 21)M2s;] < MePlosteotsi),
On a enstuite
F(u,v,z:) << F.(izil—l; ity Zicy )|+ G(Bimgy Vior, Tioy) | S

< (1, -+ I)Mp+lepl'(.¢,+...+x,~_,) —+ 1\1Pe""(51+--~*“"‘~“s,
< (P + l)Mp+1 ep]'(.\“+...+s,;—,)[l + Psi] < (1) &+ 1)1“,,” (?”"""!"‘“""""),

ce qui entraine

—1
r 1 1

1
1o <l IZ M7+.(P 4+ 1) M’ P elisr s
j=t

) .
< M? el’(s,+...+s.—)[(1, —1)+ (P + l)}xJ < ZpM'lel'(“'*“'*""".

Or les inégalités (A) sont vérifiées pohr t=1. Elles sont donc générales.
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¢’ étant la longueur de L/, on aura
|| <Me™, || <apMzet™.
Soit z un point de I’arc .z,_, ;. Nous poserons
Fuyvna)=F,  F(T@,v,z)=F,
et de méme pour G. On a

(45) u—_—u,-_,.—l—f ’ \edr,
(46) F = I?I—rl_’_f Gdr.

Si 5; est suffisamment petit, on 5ait (n* 6) que
(47) w=wy+Piadn e e+ Qi

ou [P, |, |Q.,| sont bornés et |A;|, |A;|<s;. Dans les relations (45) et (46)
faisons x = «; : en vertu de (47), elles s’écrivent
‘ =i+ Ay vy (i — i) + Pi6y,

48
. (,' ) ? Fi=Fii 4 Gy (00— 2im) +Qu0;,

ou |P;|, | Q;| sont bornés et |¢;|, |c;|<s;. Dans ’hypothése que u; et v; sont
bien déterminées, la comparaison des (44) et (48) donne
Ui— By =ty — Uiy + Ay ( Pim) — P (i — iy + P;é;,
(49) F_F —F % , _ e
i —F=F_ +F._ + (Gi—l — Gi—1) (zi— i) + (\)isi)
mais

F.— Fi= (u;— @) Mg+ (¢i— 9) Ngs,

ou Mg, N, sont des polynomes en u;, u;, ¢, v;. On a Np,= :—;}7‘ pour u;= u;,
¢;= ¢;. Faisons ’hypothése que le long de I'arc &, lZ—i ‘ > mg 2, ol my est
le nombre défini au n° 7. On tire de (44), si s; est assez petit,
U= U; +p§:,g. == 0+ (123;:
ou |p;|, | ¢:! sont hornésret |A:], | 4| <s:. Ceci entraine
Mg, = My i + my, Ap,, Nl";: Np.ic1 + g, Ay,
avec | my,|, | ng, | bornés et [A, ], | A, 1 <si On vérifie facilement que

Ui— U= iy — Giy 4 Nimy ($iiy — Pimy ) (21— @41 ) + P05,

{(¢ice— ) [Lim (20— 2iy) + iy A']

(50) ) | +(u1—|“.I_I-if|\I-Ml—l(xl—‘z.l—’)_*_M;’_’A”]
Vi— ;=g — i+ NF —

~+ Ni1 61 2 Nr.i1)
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ot |Liy|, ..., M|, [N | sont bornés et |A'|, A" <s;, {2/, |<s's;. Dans
I’hypothése que, le long de 'arc x,x;_,, on ail aussi { Ny, ,/Zm,:2, démontrons
que

(51) | wi— a,; ], |V,—¢7,~|<s’[e"“"7i—lj,

c; étant la longueur de I'arc x,x;_, et M un nombre positif défini comme
le nombre correspondant du n° 7. En effet, on tire de (50)
Jui—d; | <|wy— iy | +M| ey — vy | 8i+ Ms,s,
l Vi— ;,l < I i — 6,'_1 | -+~ 1““ Uiy — Wi, I -+ I $iy— iy HS['—F Msl-s’.

Supposons les inégalités (51) vérifiées pour s — 1. 1l vient

[ — ;| < .9,[(,""‘“;"'_’([ + Ms) —1) < .S"[(f!‘“‘a“"*““ —1] :s’[e”'a‘ —1],

fei— 0 <s’[e’-“';iﬂ(1 +2Ms;) — Ms;—1] <.s"[e”";i— 1]

Or, pour i =o, les inégalités (51) sont vérifiées puisque u, = u,, ¢v,=1,. Elles
sont donc générales. Soit maintenant ¢ un nombre arbitrairement petit. En
choisissant s’ de fagon que

(52) s eMB ] <,

on établit, comme au Chapitre précédent, que tout le long de L,

oF

dv

> myi2, { Fex | > mg:2.

Par conséquent si s’ remplit la condition (52), on obtient, a I'extrémité x,

de L/,

| un—dnl, | ¢n— ¥n| <s’[e”'!';—1].

Lorsque n tend vers 'infini, s’ tendant vers zéro, u, el ¢, convergent donc
uniformément vers u et ¢ au point x, extrémité de L'. Tout ce qui précéde
restant vrai si le point  est un point quelconque de L', nous voyons que z et ¢
convergent uniformément vers u et ¢ en tout point de L.

12. La méthode de Cauchy-Lipschitz, appliquée aux équations (2) ou
(3 bis), conduit, comme on sait, au méme résultat que les relations (44). Elle
présente une généralité plus grande, en ce sens qu’elle ne nécessite pas l'exis-
tence des dérivées des coefficients de F' que nous avons postulée. Par contre,
elle ne converge pas dans le domaine des singularités, et en particulier des
singularités mobiles. Nous allons démontrer que les relations (44) convergent
dans le domaine des singularités mobiles. '

Soient, comme au n° 8, « le point critique et ayy, z 'arc défini au n° 6 et le
long duquel les développements (22) sont convergents. Partageons cet arc en
arcs partiels par les points z,, ..., x,; x, coincidant avec x. Soient encore s;
lalongueur de I'arc x;_, z; et s’ la plus grande de ces quantités. Lorsque » tend
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vers U'infini, s tend vers zéro. Considérons encore les relations (44), ou cette
fois #y, ..., @;, ... désignent les points que nous venons de définir. Nous
avons L, == l,, ¢,==¢,. Nous poserons également

U= ty+ 1, 0T -

On voit immédiatement que u, est défini par la relation

— b 5 - o [9F T d_F
(53) [J~¢'l 2+P(7'z 9‘711; [J~z>+('7’z 7)<()_.T>1+)l d-l—t- .

:2 G(_E/‘_l, F/_l, Zjq ) ((I'/'— Ly ),

i=t

qui est la relation (17) lorsqu’on y remplace I'indice 1 par ¢,  par x;et

f G(u,v,z)dx par ZG(E,-_., Vit Xy ) (2 — xjy)-
a j=1 )
Ceci permet d’écrire

1
s

Z K(ua, vo, Zjy ) (x;— xjy)
(54) p=| = G+2)  (ui<m),

Py

si les conditions (19) et (21) sont satisfailes dans lesquelles on remplace s

par Zsj; f Rz, X, p)ds par ER(JC/—«, Ay )85 «/{‘K(ua’ sy &)dz par

:
Z K (uay 02y ;) (2j— ;1)

' Nous avons également
(55) h=Ricy+ Ay (02 Pt ) (20— Zi1).
On déduit de (54)

(56)  Pyp= [Z K (ttss 00 /1) (72— x,»_i)](l +a) (Iml<m <),

Remplagons, dans (56), i par i —1 et retranchons de (56) larelation nouvelle,
il vient ‘

Pa(p,-—p,-_a( > ﬁ;‘pb)

a+b=r—1
i—1

= K(uy, 04, i) (21— 1141) —+—2 Kty 0o, 2j 1) (j— 2j1) (R, — Riy).

1

En vertu des propi‘iétés de n; et de n;_,, qui découlent des relations (53), pour
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les indices ¢ et £ — 1, on voit que

1
(57) . Fo== fmr + Qi avec ‘ Q[I borné et IAI l <sh.

En appliquant les mémes considérations a y; et u,_,, on a

(58) i == picy 4 Qi | Q; 1 borné et | A;|<sT,
ainsi que
(59) ' )-i: )\1»1 -+ Ai~| ( O+ [J.,‘,,) (.7‘/ — iy ) -+ I’,‘QP,“),’.

P;| est borné, |c;|<s; et |9, | tend vers zéro avec s,.
“n vertu de (58), la relation qui définit y; devient

ou

. Jr . [or
P R . Y = (s — —
. (60) prPat Plari— o by o) = (= =) (().r) + ((M)a

X
. < 79 N IF
=y Py +Ploy— a2y ) + (i — ) (iTZ‘)x_i_ 1iy (i)—u>a
A+ Gy, vimyy i) (20— i) + Qi+ Qi)
1
1+-
ou [Q;|, |Q; | sont bornés et |A;<s, ", |A;|<s; et |9;| tend vers zéro avec s;.
Faisons apparaitre, dans (53), les termes en u._,. On déduit alors de (53)
et (60)
(61) (=P Po+ Pz — o, 2y i) — l’(.r,— oy P p.,)
) = (Hf‘—r— }-—Mr—1)Pa+ Pz, — o iy, {-Li—1) - p(miq — o, 7—~i*1, —{ii—|>
+Q2A1+Q'1'<P;Ai+ [G(lli_n Cimry L) — G (W Vi, iy )] (r;—miy).

Dans le premier membre de (61) le coeflicient de ., — i, est

> oY,

a4h=r—1
ot ¥ est un polynome en A;, w;, A;, ;. Pour ;= u;, la somme Zu 1+ X’ vaut

r—1

7

f. ‘K(u,, Vo, x) dx

(r—n| = P +y)  (nl<g<yv.

De sorte que nous pourrons écrire pour toute valeur de /< n,

r—1
x; r

K(uq, vo, ) dx

r—1t

(r—n|= [t 7| > M (14 .. 45) © (1—q),

Py

ot M’ est un nombre borné. Nous ferons I’hypothése que

r—1

(62) |prﬁ}’+2’L>M’(s,+...+s,~)-"—(1—qu)‘ avec kg <1,
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ou k est un nombre donné supérieur a 1. L'inégalité (62) est réalisée
pour =1 si 5; est suffisamment petit. Soit ¢ le module de la plus grande
des quantités o;, ¢;. On déduit de (55) et (59) et de (61), en vertu de I'hypo-
thése (62),

l hi— 7, [ < |7-1—1 — i l +Mp— i |+ Mes,

M DT 4+ e — i []

(.S’I —§-..."l—S,') " .

N M<cp+s’;>sl- .

r—1’

[ Fe [ <[ i — P [+

(Si+...4s) "
ot M est un nombre positif. Posons
[)\i_ 7,‘—}— I Pi— Pgl:l{,
En choisissant un autre nombre positif N, on voit que
1
Ns; N )
NS 4 (? -+ )?/

r—1 r—1
IS

T Sy s) T

K, <K+ K,

(sy+...+8)

ce qui entraine }
) L N
(63) K<< <<P + s"’) N i o

On vérifie aisément que I'inégalité (63) est réalisée si elle I'est pour 7 —1.
Comme elle I'est pour i =1, elle est générale. On a

i

Sy 4.8 \ 1

s; ! ds -

——Tgf ,,_lzlf(-cl—‘l—--.—{"si)’y
(s T o

(l’égalité ayant lieu pour 7 infini), par conséquent

=N e <(? "*‘-"1;) [CN"';%— 1]’

ou ¢ est la longueur de I’arc ayy,x. On démontre maintenant, comme au n° 8,
que si s’ est suffisamment petit pour que

. P

ol & est un nombre positif arbitrairement petit, 'hypothése (62) sera réalisée
le long de I’arc ayy, . De sorte qu’au point z =z, A et [x convergent unifor-
mément vers A et p lorsque n tend vers linfini, les ares partiels tendant
vers zéro. Il en est donc de méme en tout point de I’arc ayy, x pour les quan-
tités u et ¢ définies par les relations (44). _C.Q.F.D.

——~————



