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A g r s '
Sur quelques notions fondamentales de U’analyse générale (');

Par M. Ky FAN.

INTRODUCTION.

L’Analyse générale a pour objet I'étude des transformations d’un élément
abstrait de nature quelconque en un élément également abstrait. Sa premiére
notion fondamentale est donc celle de transformation. Les transformations les
plus importantes sont celles qui sont continues ou bicontinues. L'étude des
transformations continues embrasse les théories sur les transformations
linéaires, les polynomes abstraits, les différentielles abstraites, etc. L'étude des
transformations a la fois biunivoques et bicontinues, ¢’est-a-dire des homéo-
morphies, permet d’introduire la notion de dimension et celle de ligne dans
’Analyse générale.

Le présent travail constitue une tentative pour étudier systématiquement
quelques notions fondamentales de ’Analyse générale. Parmi ces recherches,
les unes concernent des notions qui se rattachent aux transformations conti-
nues. Les autres ont pour objet I'étude de notions qui relévent de la notion
de transformation bicontinue.

Le premier Chapitre est consacré a lanotion de polynome abstrait et surtout
a la recherche d’une représentation d’une fonction abstraite continue par une
limite de polynomes abstraits, avec convergence uniforme, ce qui constitue un
prolongement de travaux de M. M. Fréchet [3], [4], [5] (*). Nous sommes
parvenu & résoudre ce probléme pour les espaces d’une certaine catégorie
assez étendue, laquelle comprend plusieurs espaces fonctionnels importants.

Le second Chapitre est destiné a la notion de différentielle. La définition
adoptée est une généralisation de la définition opératoire donnée par
M. J. Hadamard [1] dans I’Analyse classique. M. Fréchet [10] a généralisé
cette définition de M. Hadamard 4 I’Analyse fonctionnelle et indiqué la possi-
bilité d’une généralisalion & I’Analyse générale. Nous montrerons que la diffé-
rentielle au sens de MM. Hadamard-Fréchet dans I’Analyse générale conserve
les propriétés les plus importantes de la différentielle classique.

(') Ce travail a été présenté comme Thése de Doctorat és Sciences a la Faculté des

Qubgy

Sciences de I'Université de Paris, le 23 2
(*) Les chiffres entre crochets renvgiént a la.b}b jographie rejetée a la fin du Mémoire.

Journ. de Math,, tome XXI. — {Nc \ﬁ 394' 38
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Dans le troisiéme Chapitre, nous nous eccuperons de la notion du type
homogéne de dimensions, notion obtenue par la localisation de la notion du
type de dimensions de M. Fréchet. D’ailleurs, I'idée de formuler cette nouvelle
notion a été briévement indiquée par M. Fréchet [13]. Nous ferons voir les
avantages que présente cette nouvelle notion sur I’ancienne. Nous monltrerons
ensuite qu’on peut étendre Lout ce qu'il y a d’essentiel dans la théorie du type
de dimensions, & la théorie du type homogéne de dimensions.

Enfin, nous étudierons dans le dernier Chapitre, la notion de ligne. Nous
donnerons une caractérisation topologique pour I'arc simple, ainsi que pour
la demi-droite topologique, dans des espaces abstraits trés généraux. Nos
caractérisations présentent l'avantage de ne pas faire intervenir la considé-
ration de compacité. De sorte que, méme dans le cas trés particulier des espaces
distanciés, nos caractérisations nous paraissent encore nouvelles.

Les espaces ol nous nous placerons dans les divers Chapitres sont de plus
en plus généraux. Dans le premier Chapitre, les espaces considérés sont cer-
tains espaces distanciés affines vérifiant cinq conditions supplémentaires. Pour
le second Chapitre, nous envisagerons d’abord les espaces distanciés vectoriels,
et ensuite les espaces distanciés affines. Dans le cours du troisi¢éme Chapitre,
nous nous placerons dans les espaces distanciés. Enfin, pour le dernier
Chapitre, les espaces considérés sont ceux que nous appellerons espaces de
F. Riesz. La catégorie des espaces de F. Riesz est d’une extréme généralité.
Elle comprend comme cas particuliers les espaces (£) de M. Fréchet
([1], p- 163) ainsi que les espaces accessibles de M. Fréchet ([1], p. 185) et par
suite les espaces de M. Hausdorff. '

Les principaux résultats des Chapitres I, I1I ont été énoncés dans deux Notes
insérées aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (K. Fan, [1],|2]). Pour
ne pas étretrop long, j’ai laissé de cdté des recherches se rapportant a lanotion
d’espace dans I’Analyse générale, dont les résultats ont été résumés dans une
Note présentée 4 I’Académie des Sciences (K. Fan, [3]) et dont le détail sera
publié ailleurs (*).

Jexprime ici ma profonde reconnaissance a M. M. Fréchet qui m’a guidé
dans mes premiéres recherches et n’a jamais cessé de me donner des précieux
conseils et des encouragements, sans parler du parti que j’ai tiré de ’étude de
ses travaux qui sont & la base de toute I’Analyse générale. J'adresse également
mes vifs remerciements a MM. J. Hadamard, E. Cartan, E. Borel, H. Villat,
J. Pérés, G. Bouligand et H. Cartan pour le bicnveillant intérét qu'ils ont
bien voulu me témoigner.

(*) Au cours de I'impression du présent travail, nous avons publi¢ ailleurs deux Notes
(Fan, [4], [5]) et un Mémoire (Fan, [6]), qui constituent un prolongement du
Chapitre 1V du présent Mémoire.
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PREMIERE PARTIE.

Les transformations continues.

CHAPITRE 1.

NOTION DE POLYNOME ABSTRAIT.

Ce Chapitre est consacré & la notion de polynome abstrait et surtout i une
représentation d’une fonction abstraite continue par une limite de polynomes
abstraits.

1. PoLynoMe asstrart. — Nous appellerons fonction abstraite toute transfor-
mation ponctuelle Y =F(X) d’un point X d'un espace abstrait en un point Y
d’un espace abstrait distinct ou non du premier. Soient &,, &, deux espaces
distanciés affines (') et Y = F(X) une fonction abstraite définie sur I'espace &,
tout entier el ayant ses valeurs appartenant 4 &,. Nous dirons, avec M. Fréchet
([2], p- 75), que Y =F(X) est une fonction abstraite d’ordre entier n ou un
polynome abstrait d’ordre n (*), lorsqu’elle est continue sur &, et telle que
sa différence A"+"'F(X) d'ordre n—+1 est identiquement nulle sans qu'il en
soit de méme de sa différence d’ordre n. Nous posons ici

(1) AmrF(X)=4,.44,. .. L, A F(X)
avec, en général
(2) 4,G(X) =G(X -+ 1,,X) — G(X),

de sorte que Av+"F(X) dépend de n+41 accroissements A, X, ..., A,., X
de X qui sont indépendants.

2. Unse question pe M. Fricaer. — On sait, depuis Weierstrass, que toute
fonction ordinaire continue peut étre représentée comme limite d’une suite de
polynomes. M. Fréchet [3], [4] a étendu ce théoréme aux fonctionnelles
continues qui sont définies : 1° dans I'espace (C) des fonctions continues (°);
2° dans I'espace (L*) des fonctions de carrés sommables (*). Pour traiter un

(") Cf. M. Frecner, [1], p- 144.

(*) M. Frkcuer a introduit la notion de polynome abstrait dans le cas beaucoup plus
général ou les espaces &,, &, sont deux de ceux qu’il a appelés espaces algébrophiles.
Cf. M. Fricugr, 2], p. 76. ’

(*) Cf. M. Frecuer, [1], p. 88.

(*) Dans M. Frecngr, [1]. p. go. I’espace (L.2) est désigné par (L2,).
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cas beaucoup plus général, le méme auteur (M. Fréchet, [5]) a envisagé une
certaine catégorie d'espaces qu'il a appelée la catégorie T. Ce sont certains

espaces distanciés affines, & savoir ceux qui satisfont aux quatre conditions
suivantes : :

1. Les distances sont inaltérées dans toute translation.

Il. A chaque pomtX est associée une suite (finie ou infinie) de nombres
réels x,, 3, ..., Ty, ..., qu'on peut appeler les coordonnées du point \. Un
point X aveccoordonnéesx.,x.l, cers Tuy .. Sradésigné par X=(x,,,, ..., 2, ...).

I11. Ces coordonnées étant des fonctionnelles du point X :

x=0(X),  &=0,(X), x,=0,(X),

.
on suppose que ces fonctionnelles sont du premier ordre au sens donné plus haut.

IV. Il existe des points E[ tels que pour tout point X avec coordonndées
Xy, Lyy .o Ly ..., 00 ALL o
X = lim X *,
">z

ou
XM=z, E{+. ..+, EL

Il est facile de voir que tout espace de la catégorie T est séparable. On sait
qu’il existe des espaces distanciés affines non séparables, tel est par exemple
I'espace (D.,) de M. Fréchet ([1], p. 97). Il en résulte donc qu'il existe des

-espaces distanciés affines restant en dehors de la catégorie T.

Pour toute fonction abstraite continue Y = (X)), dont les variables X et Y
restent dans deux espaces.de la catégorie T, M. Fréchet [5] a donné une
représentation de F(X) par une limite triple de polynomes abstraits. Et il a
proposé de chercher & obtenir un énoncé plus rapproché de celui de Weierstrass
en remplacant la triple limite par une simple limite et en précisant les
conditions de convergence uniforme. Nous allons donner une solution de la
question ainsi posée par M. Fréchet en remplacant la catégorie T par une
certaine catégorie T'. Cependant, méme en restant dans la catégorie T, on
peut déja remplacer la triple limite, comme nous allons le montrer, par une
double limite (Th. 3), et dans un cas particulier par une simple limite (Th. 1).

3. DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTIONNELLE CONTINUE. — Dans un espace de la caté-
gorie T, nous appellerons ensemble borné toul cusemble de points dont les
coordonnees de rang n sont bornées, quel que soit n, les bornes pouvant
d’ailleurs varier avec n.

Tout ensemble compact et fermé (appartenant a un espace dela catégorie T)
est un ensemble borné. En effet, pour un rang r fixe, la coordonnée z, = 0,(X)
est une fonctionnelle continue du point X. Et I'on sait que toute fonctionnelle
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conlinue dans un ensemble compact ct fermé est bornée dans cet ensemble (')

D’aprés un théoréme da & M. Fréchet ([7], p. 5), tout ensemble compact
d’un espace distancié peut étre considéré comme faisant partie d’un ensemble
compact et fermé. On en déduit alors que tout ensemble compact (appartenant
a un espace de la catégoric T) est un ensemble borné.

Tutorime 1. — Soient & un espace de la catégorie T et D un ensemble borné et
JSermé de points de &. Toute fonctionnelle Y = F(X) qui est définie, bornée et
continue sur D, peut étre représentée sur D sous la forme

(3) Y = lim ¢,(X)
n>=» .

d’une limite de fonctionnelles d’ordres entiers ¢,(X) (2).

Démonstration. — On sait que la fonctionnelle F(X) continue et bornée
sur I'ensemble fermé D peut étre prolongée par une fonctionnelle F(X)
continue et bornée sur l'espace & tout entier (*). On a, d’aprés la condition IV
du paragraphe 2,

X=1lim(z Ef+.. .+ x,E}).
no> =

“En vertu de la continuité de F(X), on a

(4) FX)y=lim F(x, Et ...+ 2, )
nyn
pour tout point X = (z,, ., ..., @,, ...) de &.
La valeur de & (w,E{+...+u,E}) pour n fixe, ne dépend que des
nombres u,, ..., u,. On peut donc écrire

(3) @, (tts, ..ov ) =F (1, B 4. 4 1, E2).

®.(uy, ..., u,) est une fonction ordinaire réelle de n variables réelles
Uy, ..., U5 elle est définie pour tout point (u,, ...,u,) de I'espace carté-
sien (R.,) & n coordonnées. Elle est méme continuesur I'espace (R, ) tout entier
[en vertu de la continuité de F(X) et en tenant compte que le point
u,E}+.. .4 u,E] dépend contintiment du systéme de nombres u,, ..., u,,
quand r reste fixe (*)]. ‘

(*) Cf. M. Frecuer, (6], p. 8, ou [1], p- 236.

(?) On verra dans la démonstration que ¢,(X) sont définies et continues non seulement
dans I'ensemble D, mais dans I'espace & toul entier. Sans cela la proposition « ¢,(X) sont
d’ordres entiers » n’aurait pas de sens. ,

(*) Ce théoréme a été démontré d’abord par M. Il. Tietze [1] dans le cas d’un espace
distancié et plus tard par P. Urysohn ([1], p. 293), dans le cas plus général d'un espace
normal. S : : ‘

(*) Cf. M. Frecngr, [5], p. 187.
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L'ensemble D étant borné, il existe une suite de nombres positifs M,,
M., ..., M, ... telle que, pour tout point X de D, on ait

(6) lan | =] 0.(X)[EM, (n=1u,2,...).

D’aprés le théoréme classique de Weierstrass, pour loute valeur fixe de
'entier n, on pourra trouver un polynome P, («,, ..., u,) tel qu’on ait

! P,y oo, ) —®p(1y, ..., 0,) < ;!Z
pour
ey SN, Yy, ' EM, fe, $M,.
On a alors, en vertu de (6), .
(7) . PulEy, oy @) — D2 J-,,),<I'_’

pour tout point X=(z,, #,,...,x,,...) de I'’ensemble D, quel que soit
I'entier n. )
En combinant les relations (4), (5), (7), on obtient

(8) Y =lim P, (., .., 22).
n> o
En posant
(9) ?"(X') =Py, ..., 24)= P"(O'(X | | X)>v

on obtient la représentation (3). ¢,(X) sont des fonctionnelles du point X;
elles sont définies pour tout point X de &. Chaque ¢,(X) est continue dans
'espace & tout entier, car P,(x,, ..., x,) est continue par rapport 4 'ensemble
des nombres z,, ..., z, et les ;= 0,(X) sont des fonctionnelles continues du
point X. : ~

Considérons maintenant le polynome

P”(x1. ey ‘x”):“"Alll ;,_"\.Z'?"...(l':"'.

.....

Soit d la plus grande valeur de la somme «,+ ...+, Si 'on donne

4 X des accroissements A, X, A, X, ..., A,X, A, X, les coordonnées

;= 0,(X) recevront des accroissements A,x;, Az, ..., duiy Aui Ty, OU

zy~+ Az, = 0,(X + A;X). Les fonctionnelles 8,( X)) étant du premier ordre, on a
) ,Amok(x) =0(X+A, X+ A X) — 04( X+ A, X) — 0:(X + A X))+ 0x(X)= 0,

et par conséquent
OA(X ~+- AIX - A-_;X) =ap+ Ald‘k-’r— Ag.I‘k,

etde méme pour les autres combinaisons analogues de X, A, X, ..., A.X, Awii X,

Il en résulte que
A+, (X) =2 Aq,,... a4 (Al g% | g8a),

lei, AV g3,z s'obtient en donnant au point (x,, ..., #.) de P'espace

n
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cartésien (R,) a n coordonnées d +1 accroissements (A, x,, ..., A,z,), ...
(Mg @y, ooy By x,) suivant les formules usuelles et comme o, .. + a, <d—|—1
cette dlﬂ'erencc (d+ 1) est nulle. On a alors

Ad+ro,(X)=o.

Les 0,( X) sont donc des fonctionnelles d’ordres entiers. C. Q. F. 1.

A. Caricorie T’. — Comme cas particulier du théoréme 1, toute fonction-
nelle Y =F(X), qui est définie et conlinue sur un ensemble C compact et fermé
de &, peut étre représentée sous la forme (3) d’une limite de fonctionnelles
d’ordres entiers ('). Pour assurer la conyergence uniforme dans I’ensemble
compact et fermé C, nous imposerons aux espaces considérés des conditions
supplémentaires qui sont d’ailleurs réalisées par beaucoup d’espaces de la

catégorie T.
Au lieu de la condition I1I de M. Fréchet (§ 2), nous imposerons la

condition plus commode :
IIL bis. Ces coordonnées étant des fonctionnelles du point X
x, == 0,(X), x,=0,(X). cee x,=0,(X),

on suppose que ces fonctionnelles sont conllnues et addztwes au sens restreint,
c’est-a-dire -

0,,(X,+X2) = On(Xl) -+ On(x'_’) (J)

Nous imposerons, en outre, et surtout, une nouvelle condition :

V. En posant -
Xm=uwmz E} +...+u, E},

on a l'inégalité

(0, X" )<(0, X)
entre les (Iutances (ot O est le point d’origine de Ucspace), quel que soit n et quel
que sott le point X = (&, &y, ..., Ty ... ).

La catégorie des espaces distanciés affines satisfaisant aux conditions I, 1I,
IV de M. Fréchet (§ 2) et IIl bis, V sera appelée la catégorie T'. Tout espace
de la catégorie T’ est évidemment un espace de la catégorie T.

(') Car tout ensemble compact est borné (§ 3) et toute fonctionnelle continue sur un

ensemble compact et fermé est bornée sur cel ensemble.
(%) Toute fonctionnelle continue et additive est nécessairement du premler ordre au -

sens indiqué au paragraphe 4, mais la réciproque n’est pas vraie.
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3. Deux Lemmes. — Il nous sera utile pour la suite de démontrer les deux
lemmes suivants qui sont intéressants par eux-mémecs. Notre raisonnement
pour les deux lemmes est exactement analogue a celui que M. Fréchet ([3],
p- 199-201) a employé pour le cas ou & est 'espace (C) des fonctions
continues (').

LeMMe 1. — Dans un espace & de la catégorie 1", la convergence de

X =lim X" =lim (& E! 4. ..+ 2, L)
n> o "> xn

est uniforme dans tout ensemble compact de points X.

Démonstration. — Si C est un ensemble compactl de points X, et ¢ > o0 est
un nombre donné, il faut prouver qu'il existe un entier p tel que

(X, Xm)y<e pour n>p,
quel que soit le point X de C. '
En effet, dans le cas contraire, il y aurait une valeur ¢,>> o telle que, pour

toute valeur positive de I’entier 7, il existe un entier n,”> ¢ et un point X; de C
pour lesquels on ait

(10) . (X4 Xy) 2 &y

Or, C étant compacl', on peut supposer que limX;= X, (en remplacant au
i>=

besoin la suite des points X; par une suite extraite des X;). En posant
Z,=X,—X,, on a, d’aprés la condition I du paragraphe 2,
(Ziy O) = (Xi— Ny, 0) = (X;, X4),
donc limZ;= 0, oi O est le point d'origine de I'espace. Or, d’aprés la
i>®
condition 111 bis, on a
ZE'"i): Xg’li) . x¢0u.-);

d’ou (en appliquant la condition I)

(X, Xy = (Zy, X{"'— X,)
S(Zy ZP) + (2}, X' —X,)
=(Zy ZI") + (X,, X))
< (0, Zy) + (0, Z{) + (X, X{).

D’aprés la condition V, on a alors

(Xi,v Xi‘”i‘) 52(07 Zi) -+ (XO: x‘()’"))'

(*) ‘Nous verrons plus tard que (C) est un espace de la catégorie T'. Pour la définition
de l'espace (C), voir M. Frecrer [1], p. 88.
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Comme limZ;= O et limX}"= X, (car n;,>> 1), le second membre tend vers
i>» i>w

A 1 . [ X L A .
zéro avec -- On voit alors que l'inégalité (10) ne peut pas étre vraie pour

toutes les valeurs de I’entier ¢. C. Q. F. D.

Lewme 2. — 8¢ C est un ensemble compact de points d'un espace de la
catégorie T', il restc compact quand or lui adjoint tous les points de la JSforme

X# =2, E? 4. ..+ z k"

n>

ot n est un entier posittf quelconque et X =(x,, €y, .... x,, ...) un point
quelconque de C.

Démonstration. — Il faut démontrer que si
(1) X, Xgul, o, XL

est une-suite inlinie de tels points (ou X, sont des points de C), on peut en
extraire une suite convergente. L’ensemble C étant compact, on peut supposer,
comme précédemment, que la suite X,, X,, ..., X,, ... converge vers un
point Z. Alors deux cas se présentent : :

1 cas. — Ou bien les entiers n,, n,, ..., n;, ... sont tous inférieurs a
un méme entier N, il y en a donc une infinité qui sont égaux 4 un méme
nombre n<_N. En extrayant de la suite (11) une suite convenable, on sera
ramené au cas o ils sont tous égaux a n :

x{I’:)) Xg:)) ey Xg?}
Cette suite convergera vers le point Z ('),

2° cas. — Ou bien en extrayant de la suite (11) une suite convenable, on
peut supposer que n; croit constamment. Or, d’aprés le lemme 1, on peut faire
correspondre & tout entier £ un entier ¢, tel qu'on ait

(X. Xml)< %

(') En posant ;
X‘l;—(zvi,l; ey .Z'\;i’,,, - ), Z:(,Sj. caey Bpy e ),

ona

(x‘(:':): Zry = (x.JmET-i— et zvi,rzEZ; SET+. . 4z E).

D’autre part, :
lm .Z‘V..’/'Z: lim OI-(X.,,.) = O/(!xm Xv'.) = OI(Z) == 3.
i>=n i> o i> o
Comme le point z,E%+...+ 2,E" (n étant fixe) dépend contindment du systéme de
nombres z,, ..., z,, on a donc lim (X{, Z"™) = o, c’est-a-dire lim X{" = Z
i>n i>» o
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. IV, 1942. [ 39
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pour n>gq;, X quelconque dans C. Si maintenant n, est le premier des

nombres n,, n,, ..., n; ..., qui est supérieur a ¢,; n, le premier des
nombres n,, ny, ..., n;y ..., qui est supérieur A g, et a n,; ...; n, estle
premier des nombres n,, ry, ..., B, ..., qui est supérieur a g, etan, , etc.,

on aura, quel que soit £,
"y, 1
(X/’I:’ xf,k")> < i

Comme la suite X,; X, ..., X, ... converge vers le point Z('), il en sera
de méme de la suite
X(P,XEP, L X0,
Dans les deux cas, on a bien extrait de la suite (11) une suite convergente.
C. Q. F. D.

6. ConverGence uNIFORME. — Appliquons maintenant les deux lemmes
précédents a la démonstration du théoréme suivant :

TueoriME 2. — Sotent & un espace de la catégorie T' et C un ensemble compact
et fermé de points de &. Toute fonctionnelle Y = I'(X), qui est définie et continue
dans C, peut étre représentée sous la. forme (3) d’une limite de fonctionnelles
d’ordres entiers, avec convergence uniforme dans C.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1 et la remarque faite au début du
paragraphe 4, il nous reste seulement 4 prouver que la convergence de (3) est
uniforme dans C.

Soit C, I'’ensemble obtenu en adjoignant & 'ensemble C tous les points de la
forme X" =x,E/+...+a,E},, o0 n est un enticr positif quelconque et
X=(&,, &3y ..., T, ... ) un point quelconque de C. On a vu que C, est aussi
compact. Soit C, ’ensemble obtenu en adjoignant & C, tous ses points d’accu-
mulation, C, est compact et fermé (*). Donc, la fonctionnelle F(X) [c’est le
prolongement de la fonctionnelle F(X) sur l'espace & tout entier] continue
dans C, y sera uniformément continue (*). Dés lors, 4 tout nombre ¢ >0 on

pourra faire correspondre un nombre v > o tel que I'inégalité
(12) (X, X*)<m,

vérifiée pour une valeur arbitraire de I’entier n et un point X quelconque
de C, entraine

(13) |F(X) — F (X)) | <e.

(*) Car pi> pi—,, puisque n,>n,  etncroit constamment.

(?) Dans un espace distanci¢, un ensemble compact reste compact quand on lui adjoint
tous ses points d'accumulation. Cf. M. Frecuer, [7], p. 4, ou [1], p. 270. ’

(*) Cf. M. Frecrer, |6], p. 29, ou [1], p. 271.



SUR QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES DE L'ANALYSE GENERALE. 299
Or, d’aprés le lemme 1, on peut trouver un entier ¢ tel que I'inégalité n>gq
entraine (12) et par suite (13), quel que soit le point X de C. Par conséquent,
la convergence de (4) ou de

Y=1Iim®,(z,, 2y ..., L)
ny»»
est uniforme dans C. Comme l'inégalité (7) est vraie pour tout point X de C,
la convergence de (8), c’est-a-dire de (3), est aussi uniforme dans C.
€. Q. F. D,

7. DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ABSTRAITE CONTINUE. — Nous avags terminé
I’étude d’une représentation d'une fonctionnelle continue, passons maintenant
a Détude d’une représentation d’unc fonction abstraite continue. Nous

commengons par le cas ou les espaces considérés appartiennent a la
catégorie T de M. Fréchet.

Tutorkne 3. — Soient &,, &, deux espaces (distincts ou non) de la catégorie T
et C un ensemble compact et fermé de points de &,. Toute fonction abstraite
Y =F(X) qui transforme chaque point X de C en un point Y de &, et qui est
continue sur C, peut étre représentée sur C, sous la forme
(14) : :lim[lim Q"’(X)J

$>o | r>»
d’une limite double de fonctions abstraites Q, ,(X) qui sont définies sur tout
Uespace &, et d’ordres entiers.

Démonstration. — On a, par hypothése,

(15) X=1lim (z, E} +...4 . E),
ron

(|6) Y =Ilim ()’] G‘:+---+)’.\'G;)7
; Sy o

ou G sont des points fixes de I'espace &, (d’aprés la condition IV), et y; sont
les coordonnées du point Y. ' o

' La coordonnée y, étant une fonctionnelle continue y;= ¢;(Y) du point Y,
Y=Y [F(X)] est une fonctionnelle du point X, qui est définie et continue
dans I'ensemble compact et fermé C. D’aprés le théoréme 1 et la remarque
faite au début du paragraphe 4, cette fonctionnelle peut étre représentée sous
la forme

(17) = e[ F(X) | = lim ora(X)

d’une limite de fonctionnelles d’ordres entiers ¢, ,{X). De (16) et (17), on tire

Y —=I1lm{lim [cp,,(X)G‘, + .o+ Q,‘(X)G}] 2.
s>olr>= .
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En posant '
(18) .. ’ Qr,g(X):CPr,j(x.)G';‘F...—f' (Pr,J(X)G;,
on obtieyﬁt (14).
Q..«(X) dépend contintment du systéme ¢, ,(X), ..., ¢.,(X) (quand r,
s restent fixes) et les ¢, (X)) sont des fonctionnelles conlmues du pomt X. Par
conséquent, Q, ,(X) sont des fonctions abstraites continues. On voit aisément
que Q. .(X) sont d’ordres entiers, puisque les ¢, ,(X) sont des foncuonnelles
d’ordres entiers.- : . Q. F. D. ,
Si ’on suppose que &,, &, sont deux espaces de la catégorie T’ , la représen-
tation (149 peut étre remplacée par une limite simple, avec convergence

uniforme dans C. Ainsi nous obtiendrons un énoncé plus rapproché de celui
de Weierstrass :

Tukonime 4 ('THEOREME FONDAMENTAL). — Sotent &,, 8, deux espaces de la
catégorie T' et C un ensemble compact et fermé de points de &,. Toute fonction
abstraite Y = F(X) qui transforme chaque point X de C en un point Y de &, et
qui est continue sur C, peut étre représentée sur C, sous la_forme
(19) ‘ Y = lim R,(X)

"=
d'une limite de JSonctions abstraites R, (X) qui sont définies sur tout l’espace &,
ct d’ordres entiers. Et la convergence est uniforme dans l’ensemble C.

_ Démonstration. — On voit dans la démonstration du théoréme 3, que la
représentation (14) peut étre décomposée en
(20) : Y = lim Y
s> »
et
(21) Y= lim Q, ,(X),
- ’ ) . B re

ou
S YO =y, Gy +...+ y,G:.
D's pres le théoréme 2, pour chaque valeur de #, la convergence de (1 7) est
‘unifgpme dans I'ensemble C. Par suite, pour chaque valeur fixe de 5, la
eﬁimergenee de (21) est uniforme dans C. Alors, pour ¢chaque valeur posmve
“de l’enner 5, on pourra faire correspondre un entier r, tel que

(22) ) (Yll) Qr,s(x))<"

qu&i q&t&m&kg@mt X de C. En vertu de (20) et (21), on voit 1mméd1atemem
qui %{4‘ o -

L ,—""lm Qr..S(X)
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En posant

) R”(X):Q"n,"(x)’
on obtient la représentation (19).
Soit D I'ensemble de tous les points Y qui sont les transformés des points X
de C par la transformation donnée Y = IF(X). L’ensemble C étant compact et
fermé, d’aprés une propriété des transformations continues, I’ensemble D est

aussi compact et fermé ('). Par suite, la convergence de (20) est uniforme
dans D (lemme 1). C’est-a-dire, la convergence de

F(X)=lim[F(X)]#*
$>»

_est uniforme dans C. Alors, en vertu de (22), la convergence de (23) ou bien
de (19) est uniforme dans C. C. Q. F. D.

8. CrassiFicATiON DE BAIRE POUR'LES FONCTIONS ABSTRAITES. — LEn généralisant la
classification de Baire pour les fonctions ordinaires, nous appellerons fonctions
abstraites de classe o, toutes les fonctions abstraites continues, et ensuite
Sfonctions abstraites de classe 1 toutes les fonctions abstraites discontinues qui
sont limites de fonctions abstraites continues. Plus généralement, on peut
appeler fonction abstraite de classe n toute limite de fonclions abstraites de
classe n — 1, qui n’appartient & aucune des classeso, 1, ..., n —1t. Enfin, on
peut définir des fonctions abstraites de classe w, w41, ..., 0 ... j w®, ...
en désignant par ces symboles les divers nombres transfinis de Cantor; mais
nous n’y insistons pas.

Le théoréme 4 nous permet d’énoncer le théoréme suivant dont la
démonstration est immédiate :

TrkorkMe 5. — Sotent &,, &, deux espaces de la catégorie T' et C un ensemble
compact et fermé de points de &,. St les variables X et Y restent dans &, et &,, les
Sonctions abstraites Y = F (X)) définies dans C et de classe o ou 1 sont les seules
qut soient représéntables par des limites simples de polynomes abstraits. Plus
généralement, toute fonction abstraite Y = F (X)) définie dans C et de classe n(>1)
est représentable par une limite multiple de n itérations de polynomes abstraits.

9. FoncrionseLLEs sEMi-conTINUES. — Toute fonclionnelle semi-continue est
de classe 0 ou 1 au sens donné plus haut. On en conclut, d’aprés le théoréme 5,
(ue toute fonctionnelle, qui est définie el semi-continue sur un ensemble C
compact et fermé d'un espace de la catégorie T’, peut étre représentée sur C
comme la limite d’une suite de fonctionnelles d’ordres entiers. On verra méme
(u’'on peut préciser certains détails sur une telle représentation.

(*) Cf. M. Frecuer, [1], p. 247.
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TreoreMe 6. — Sotent & un espace de la catégorie T' et C un ensemble compact
et fermé de points de &. Toute fonctionnelle Y = 1'(X), qui est définie et semi-
continue supérieurement sur G, peut étre représentée sur C, sous la _forme

(24) Y =F(X) = lim g, (),

oti les 0,(\) sont des fonctionnelles définies sur & tout entivr et d’ordres entiers et
Jforment unc suite monotone constamment décroissante

e (X1 >4 (X)>...> 0, (X) >0, (X)>. ...

Démonstration. — On sait que (') toute fonctionnelle IF(X) semi-continue
supérieurement sur C peut étre considérée comme la limite d’une suite non
croissante de fonctionnelles continues sur C

F(X)= lim F,,(X),

n> =

F (X)2F(N) 2 2 F0X)2F,  (X)2. ...

En posant
AN 1
G,,()\)—l,,(\)+/',
on a
F(X)=limG,(X),

">z

Gn<x) - Gn+l(x)z

I
Il(ll—f—l)'

G.(X) étant des fonctionnelles continues sur C, d’aprés le théoréme 2, pour
chaque valeur de 7, on peut trouver une fonctionnelle 2,(X), définie sur & et
d’ordre entier et telle que

1

iGIa(X)—"?n(x)|< m

pour tout point X de C. On a évidemment
F(X)=Ilimg¢,(X).
ny>»

De plus, on a
, . . 1
cP’l(k) - @II+I(X)>G11(X) —G,,+|(x)-—— —n(,l+ l) go_

C’est-a-dire, les 9,(X) forment une suite monotone constamment décroissante.
C. Q. F. D.
On obtiendra un théoréme analogue sur les fonctionnelles semi-continues
inférieurement, si I'on remplace dans le théoréme 6 les mots supérieurement et
décroissante par inférieurement et croissante.

(*) Cf. M. I'. Hausoorrr, [1], p. 293.
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Soit E un ensemble appartenant & un espace distancié. Etant données
une fonctionnelle G(X), définie et semi-continue inférieurement sur E et
une fonctionnelle H(X), définie et semi-continue supérieurement sur E et
telles que G(X)2H(X) partout dans E. On sait, d’aprés un théoréme da a
H. Hahn ('), qu'il existe une fonctionnelle F(X), définie et continue sur E
telle que G(X)2F(X)2H(X) partout dans E. ‘

Si I'on suppose que G(X) > H(X) partout dans I, on peut démontrer, par
le méme raisonnement que M. Hausdorff ([1], p. 295) a utilisé pour prouver
le théoréme de Hahn, qu'il existe une fonctionnelle F(X), définie et continue
sur E et telle que G(X)>F(X)>H(X) partout dans E.

Ceci étant, nous allons prouver le théoréme suivant :

TukorkMe 7. — Sotent & un espace de la catégoric T' et C un ensemble compact
et fermé de points de &. Etant données une fonctionnelle G(X), définie et semi-
continue inféricurement sur C et une fonctionnelle H(\), définie et semi-continue
supérieurement sur G et telles que G (X)>H(X) partout dans C, il existe alors
une fonctionnelle P(X), définie sur tout Uespace & et d’ordre entier et telle
que G(X) > P(X) > H(X) partout dans C.

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, il existe une fonctlionnelle (X)),
définie et continue sur C telle que G(X)>F(X)>H(X) partout dans C.
Maintenant G(X)—F(X)>o0 et F(X)—H(X)>o0 sont deux fonction-
" nelles semi-continues inférieurement sur l'ensemble compact et fermé C.
Elles atteignent leurs bornes inférieures b,, b, en au moins un point de C.
b,, b, sont alors nécessairement positifs. Soit & le plus petit entre les deux
nombres positifs b,, b,. On a

G(X)2F(X)+b>F(X)>F(X)—b2H(X)
pour tout point X de C. Or, d’aprés le théoréme 2, on peut trouver une
fonctionnelle P(X), définie sur Ltout Pespace & et d’ordre entier, telle que
|P(X)—F(X)[<b
pour tout point X de C. P(\X) satisfait bien aux inégalités .
G(X)>P(X) > H(X),

“quel que soit le point X de C. : C. Q. F. D.
10. ExenpLes b'ESPACES DE LA cATEGORIE T, — La définition de la catégorie T’

peut paraitre complexe, mais pour en justifier la considération, il suffit
d’observer qu'elle comprend, outre les espaces cartésiens (R) (n=1,2,...),

(') Cf. H. Hanx, [1], p. 103, ou M. I'récHET, [1], p. 272
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beaucoup d'espaces fonctionnels importants, soit en Analyse, soit en Topologie,
et dont nous allons citer quelques-uns :

Exemple 1. — Espace (C) des fonctions continues X(t) d’une variable
réelle t, o<t<wn ().

C'est un espace distancié affine (M. Fréchet, [1], p. 142-143), ou les
distances sont inaltérées dans toute translation. I.a condition I (§ 2) est donc
vérifiée.

A chaque point X(¢) de I’espace (C) on peut faire correspondre une suite
de nombres z,, x,, xz,, ..., &,, ... comme ses coordonnées ou les x, sont
déterminés de la maniére suivante : si () est la fonction conlinue de
période 2 égale & X(¢) danso<t<r et & X(—¢) dans — =<0, les , seront
les coefficients de la série de Fourier de &(¢) :

x
K(t)~ =2 4+ 2, €080 + X2 ¢082L 4. ..+ T, O8Nl . . ..

V2

On sait que

- T =~
(23) Ty= \gf X(t)de, .r,,:; f X(¢)cosnt dt pour n21.

D’aprés (25), on voit immédiatement que les conditions 11 et III bis sont
réalisées.
D’aprés un théoréme bien connu de Fejér, I’expression
Xy 1
— + &, <l— —)COS[ ...

\/2 n

U,,,x(l) -

)cos(n — )¢

V4 n
+ Zp| 1 — " cospl +...+Ty— | 1 —
tend uniformément vers X(¢) dans l'intervalle (o, =). Si I'ou pose

I 1 P :
El= —, Et={(1— — )cost, ceey Ef={1— % )cospt, R
[ 1 7
\/2 \ n \ n

R n—1
h;;_,:<1— - )cos(n—l)l,
(3

on a alors
X :’lli;rl(.zroE’(f—&— v+ EX D),
ce qui montre que la condition IV est aussi vérifiée.
On sait que les expressions o,(¢) de Fejér restent toujours comprises
entre le maximum et le minimum de X(¢) (?), alors la condition V est aussi
réalisée. Ainsi I’espace (C) appartient a la catégorie T'.

(*) Pour la définition de I'espace (C), voir M. Frecngr, [1], p. 88.
~ (*) Cf. M. H. Leeesau, [1], p. 98.
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Appliquons le théoréme 6 au cas ou I'espace & est I'espace (C). Toute
fonctionnelle Y =F(X) .semi-continue supérieurement sur un ensemble
compact et fermé de (C) peut étre représentée sous la forme

Y =F(X) = lim ¢, (X),
n> =
ot les g,(X) sont des fonctionnelles d’ordres entiers formant une suite
monotone constamment décroissante. Dans la démonstration du théoréme 1,
on peut voir qu’on a ici - ‘
2.(X) =Pulzy, 2y, ..., 2,,),

ou P, sont des polynomes en z,, x,, ..., x, et les x; sont définis par (25).
M. Fréchet ([3], p. 197) a démontré qu’on peut exprimer P, (z,, z,, ..., x,))
par une somme d’intégrales multiples

k9
Pn(xo,:n,......n,,"):K(,,">+f SO (60) X (01) dlty ..
[}

+f ...[K‘,,’"‘(I,,....trn)X(t,‘")...X(t,)dll...dl,.",

ot les K sont des fonctions continues qui sont déterminées par la fonc-
tionnelle F(X) indépendamment de la fonction X(¢).

En résumé, toute fonctionnelle Y = F(X) qui est définie et semi-continue
supérieurement (inférieurement) sur un ensemble compact et fermé de (C) peut
étre représentée, sur cet ensemble, sous la forme

e
(26) F(X):lim{.Kf,“’+f K (e X (¢y) dt,
"> 0

-1—ffK(,,‘”(t.,12)X(12)X(l,)(lt,(llz
0 0

B S

+f f K=t (¢, ..., 1,,")X(r,.")...X(t1)d/....dz,‘ns,
0 0

ot les K sont des fonctions continues qui sont déterminées par la fonc-
tionnelle F(X) indépendamment de la fonction X(t). De plus, en désignant
par 9.(X) Uexpression entre I'accolade de (26), la suite des ,(X) est cons-
tamment décroissante (cretssante).

Exemple 2. — Espace (I") (p21) des suites de nombres réels ., @, ...,

a,,... tels que la série 2[.1:,, I est convergente, la distance de deux points
n=t *

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. IV, 1942. 40
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X=(@,®ay..; Tuy--), Y =(Y1y Y2y «-+, Ynr -..) étant définie par
) 1
(X, V)= ¥ =i
n=\ ,

Dans les cas particuliers p=2 et p =1, on a respectivement ’espace (I*) de
Hilbert et Uespace (') des séries absolument convergentes (*).

On vérifie facilement que I'espace (/) appartient & la catégorie T', quel que
soit p21.

Exemple 3. — Espace (L*) des fonctions de carrés sommables (*).
Exemple 4. — Espace (S) des séries convergentes ().
Exemple 5. — Espace (E,,) de-M. Fréchet ([1], p. 81).

M. Fréchet ([8], p. 48-49) a-démontré que cet espace est un espace distancié
affine. On vérifie facilement qu’il appartient a notre catégorie T’.

Exemple 6. — Espace (R) ot chaque point a un nombre fini non borné de
coordonnées (M. Fréchet, [1], p. 76).

C’est un espace distancié affine (M. Fréchet, | 8], p. 49) qui appartient a la
catégorie T". ' _ :

11. Revaroues. — 1° Dans le théoréme 1, nous avons supposé que I’en-
semble D est fermé et que la fonctionnelle F(X) est bornée sur D; ces deux
hypothéses ont été utilisées seulement pour prolonger la fonctionnelle F(X)
sur 'espace & tout entier. Donc, le théoréme 1 restera vrai, si U'on suppose D
seulement borné (_fermé ou non) et F(X) définie et continue (bornée ou non) sur
tout l’espace &.

2° De méme, le théoréme 2 subsistera, si 'on suppose C seulement compact
(fermé ou non) et F(X) définie et continue sur U'espace & tout entier (au lieu
de C). Aprés cette modification, notre théoréme 2 devient, pour le cas de
Pespace (C), celui de M. Fréchet ([3], p. 195-202; voir aussi MM. Volterra
et Pérés, [1], p. 61-63) bien connu en Calcul fonctionnel.

3° D’aprés la remarque 1° que nous venons de faire, le théoréme 3 restera
valide, si I'on suppose Uensemble C borné (au lieu d’étre compact et fermé)
et F(X) définie et continue sur tout l'espace &, (au lieu de C).

(*) Dans M. Frecuer, [1], p. 83, 86, P’espace (£2) de Hilbert est désigné par (£2) et
I’espace (') des séries absolument convergentes est désigné par (A).

(®) L'espace (L?) est désigné par (£2,) dans M. Frecser, [1], p. go.

(*) Pour la définition de I'espace (S), voir M. Frecner, [1], p. 84.
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4° Le théoréme 4 subsistera, si l'on suppose C seulement compact ( fermé ou
non) et F(\) définie et continue dans tout l’espace &, (au lieu de C).

5° Nous avons vu que tout espace de la catégorie T’ appartient a la caté-
gorie T de M. Fréchet. On pourrait se demander si la catégorie T’ est
effectivement plus restreinte que T. Nous n’avons pu ni trouver un exemple
d’espace appartenant a T et restant en dehors de la catégorie T', ni démontrer
que les deux catégories sont identiques. :

CHAPITRE II.

NOTION DE DIFFERENTIELLE,

12. Introbuction. — MM. Hadamard et Fréchet se sont occupés, a plusieurs
reprises, de la notion de différentielle. M. Hadamard [1] a proposé dans
’Analyse classique une définition opératoire de la différentielle. M. I'réchet,
ayant donné en 1925 [9] une définition de la différentielle dans 1I’Analyse
générale, a introduit, dans un Mémoire paru en 1937 [10], la généralisation
de la définition opératoire de M. Hadamard dans I’Analyse fonctionnelle. 11
a écrit a la fin de ce Mémoire :

« L'intérét de la définition de M. Hadamard n’est pas épuisé par son
utilisation en Analyse fonctionnelle. Il est peut-étre plus encore dans la
possibilité de son extension en Analyse générale.... La définition au sens de
M. Hadamard généralisé présente sur notre définition (') I'avantage de garder
un sens pour des espaces abstrails vectoriels non distanciés o notre définition
ne s’applique pas (ou, tout au moins, ne s’'applique pas littéralement). Il reste
a voir si elle conserve les propriétés les plus importantes de la différentielle
classique en dehors de la propriété essentielle (généralisant le théoréme des
fonctions composées) qui lui sert de définition. C'est un point sur lequel nous
reviendrons ultérieurement. »

M. Fréchet a eu l'obligeance de me conseiller d'étudier cette question
- qu'il avait d’abord l'intention de traiter lui-méme. Nous allons montrer dans
le présent Chapitre que la différentielle au sens de M. Hadamard généralisé
par M. Fréchet en Analyse générale conserve les propriétés les plus impor-
tantes de la différentielle classique, si I’on se borne aux espaces distanciés
vectoriels (?). La définition gardera encore un sens pour des espaces plus
généraux, par exemple pour les espaces distanciés affines. Mais les propriétés
les plus importantes ne subsisteront plus.

) Clest-a-dire la définition que M. Fréchet [9] a proposée en 1925.
) Pour la définition des espaces distanciés vecloriels, voir M. Frecugr, (1], p. 140.

(1
e



308 ) KY FAN.

13. Norarions. — Dans I'étude de la notion de polynome abstrait, on a
affaire & des opérations effectuées sur les points d’un espace distancié affine
(& savoir I'addition de deux points et la multiplication d’un point par un
nombre réel). Dans le présent chapitre, pour définir la différentielle, nous
aurons affaire a des opérations effectuées sur les vecteurs (ron sur les points), a
savoir I'addition de deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un
nombre réel.

D’aprés la définition des espaces distanciés affines (M. Fréchet, | 1], p. 144),
a tout espace distancié affine & est associé un champ s de vecteurs. A tout

couple ordonné z,, x, de points de & correspond un vecteur ¢ déterminé
. —>
de 0. Nous exprimerons cette correspondance par la notation x,z,=¢
oux,—x,=:¢.
Inversement, étant donnés un vecteur ¢ de o et un point z, dv &, il existe un

point x, et un seul tel que x—,:—v:= ¢. Le point x, ainsi délerminé par x, et ¢
sera désigné par x, =z, + ¢
La somme et la différence de deux vecteurs ¢,, v, de ¢ seront désignées
par ¢,%=¢,. Le produit d’un vecteur v par un nombre réel A sera désigné
par Av. Enfin, || ¢|| désignera la longueur du vecteur . '
Soient A un paramétre numérique réel et i, une valeur fixe de %. Si {u(A)!
est une famille de vecteurs de o dépendant du paraméltre 7. et ¢ est un vecleur

fixe de 5, la notation
Lmea(k)=v
1>y

devra signifier
lim|la(d) —v|=o.

Soient &,, &, deux espaces distanciés affines el ,, o, les champs de vecteurs
respectivement associés a &, et &,. Une transformation vectorielle U*(¢) qui
fait correspondre 4 chaque vecteur ¢ de o, un vecteur ¥'(¢) de o, sera dite -
continue, si la longueur || W'(¢)| tend vers zéro avec | ¢||. La transformation
vectorielle W'(¢) sera dite lLinéaire, si elle est continue et additive au sens
restreint, c’est-a-dire telle que, pour deux vecteurs ¢;, v, quelconques de &,

on ait
We+ py) = W(p,)+ W(r,).

14. Dervimion. — Soilent &, et &, deux espaces dislanciés affines, distincts
ou non. Soit X =F() une transformation ponctuelle qui est définie pour
les points = d’un voisinage V, d’un point z, de &, et qui transforme chaque
point z'de V en un point X de &,.

La transformation ponctuelle X = F(z) sera dite différentiable au point x,,
s'il existe une transformation vectorielle linéaire W(¢) qui transforme chaque
vecteur ¢ du champ o, associé a &, en un vecteur du champ g, associé a &, et
qui est telle que la condition suivante soit vérifiée :
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Si I'on considére une transformation # = g(7) d’un nombre réel X en un
point x de V, telle que

1° z,= g(0);

2° llm”—(’—li;—"@_l g9 sit) existe, c'est un vecteur du champ o,
r>0 . >0
qu’on peut écrire par dg (1) ;
dh =0’
on aura
1° F(s ”)) l( (©) =lim }M—) existe. C’est un vecteur du
)>0 h>0
, . dF(g(m) /))
champ 3,, qu’on peut écrire par L
, dF(&(1) _y dg(h)
dh oo ( dh “,#1>'

Cette définition est une généralisation de la définition de M. Hadamard [ 1 |,
celle-ci étant donnée pour les fonctions ordinaires. Comme M. Fréchet ([10],
p- 244) a déja généralisé la définition de M. Hadamard a I’Analyse fonction-
nelle, 'extension formulée ici 4 I’Analyse générale est immédiate.

TuioriME 8. — St X = F(&) est différentiable en x,, il n’y a aucune transfor-
mation vectorielle linéaire O(«), outre que W (v), qut puisse jouer le role de W (¢).

Démonstration. — Supposons que O(v) joue le méme role que W'(v). Soit ¢ un
vecteur arbitrairement choisi du champ s,, considérons la transformation
x=g(A)d’un nombre réel X en un pointx de V

Izg()\) —uan+re (V).

Ona
dg (h) . o(h)—glo)
‘L-0: ‘3(0) t‘t d; |}~:ll-: gli]:—rb—-_ =
dF(g(h . : , . :
Donc, —%,;\(—)) existe et I’on a nécessairement
(h=0)
dF(g(h
(;)A(A))rl:n,—: ‘II(V) -—:@(V).

Mais ¢ est un vecteur arbitraire de 5,, les deux transformations vectorielles W'(¢)
et O(¢) sont donc identiques. C. Q. F. D.
D’aprés ce théoréme, la transformation vectorielle W'(¢) est seule de son
espéce; nous l'appellerons la transformation tangentielle de F(x) en x,. Le
vecleur ¢ peut étre considéré comme un accroissement Az de I'argument .

(*) Le vecteur v étant fixe, le point z appartient donc au voisinage Vo, de z, quand
| 4| est assez petit.
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On aura souvent avantage a appeler W'(Ax) la différenticlle de F () en x,
correspondant & un accroissement Ax. Nous la représenterons par dF(z) ou
plus précisément par op F(x):

(27) dF (x)==0xF(.r)y=W(Az).

/

Remarquons toutefois que la longueur

” e F(a) — F(ao) Fla,+ .\x)”

n’est pas nécessairement infiniment petite par rapport a la longueur  Ax||.
Tel est le cas, comme M. Fréchet ([10], p. 247-249) I'a démontré, ot X = F(x)
est la fonctionnelle numérique définie sur l'espace (C) des fonctions x(t)

continues dans a<t<b :
F(r)= Max .r(¢?),
a :I{h

et ou .r, est une fonction .r,( /) n'atteignant son maximum qu’en un seul point.
(LN

15. CoNTINUITE D’UNE FONCTION ABSTRAITE DIFFERENTIABLE. — Bien que la définition
de la différentielle ait été donnée dans le cas ou les espaces considérés sont les
espaces distanciés affines, nous allons supposer dans les paragraphes 15-22 que
les espaces considérés sont non seulement distanciés affines, mais aussi distanciés
vectoriels ('), ce qui nous permettra d’établir les propriétés les plus impor-
tantes de la différentielle classique. Et nous verrons plus tard (§ 23) comment
on peut modifier la définition de la différentielle dans le cas plus général
des espaces distanciés affines, de sorte que les théorémes contenus dans les
paragraphes 15-17 et 19-21 restent vrais.

Tueorime 9. — 8¢ la fonction abstraite X = F(x) est différentiable au
point xz,, elle est continue en ce point.

Démonstration. — Soit z,, &,, ..., &,, ... une suite infinie de points
distincts de V , telle que limz, = ,. On peut déterminer une suite d’entiers
.. >
positifs
N<Nu<... < Na< Ny < ...
telle que la distance

1 .
(Zoy ) < oo pour tous les 22 Ny,

quel que soit m=1, 2, 3,
Définissons mamtenant la transformation o= g(») d'un nombre réel
A(0<%<1) en un point = de V., comme il suit : D’abord, pour A=o,

(*) Tout espace distancié vectoriel est aussi distancié affine, mais pas réciproquement.
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1
m -1

, . " o 1 -
on pose g(0) = x,. POUT'm—2’~ > etk=o0,1,2,..., (N, —N,—1), on
définit g(A) =y, 4, quand

1 k 1 [ S 1 k41 1 )
m N,,l+,—N,,,<m m+1,)él'>771—m<ﬁl_m_;').

On a alors
(g(o), é’()~)><nl+t . Ly 1
> =T pour Lt T
(g(0), g(7~))< m—+ 2 n o4 r ., 1
Iy S(m—4-1)2 m? pour m+1=A>rn+ 2’
Il en résulte que
’ (&’(0); 5’0\),\)< m 1 ‘ Lo
) S 5z pour I—)—l:_/.>0.
Alors
-
o (sl 800) g(o)g(x)u:
A>0 s A>0 A ’

et par conséquent

—o, le zéro-vecteur de g,.

) d)\. (=0
On en conclut que
1im F(s)) —F(8(0))
A>0 A

existe et =W (o0)=o0

(¢'est-a-dire, le zéro-vecteur de 5,) (*). D’oti 'on a
gi;x‘]’(F(.ro), F(g(h)))=o0

ou bien
’}i;r:(F(:L'o), F(zn))=o.
F(x) est donc continue en . C. Q. F.D.
Si les espaces considérés sont seulement supposés distanciés affines, notre
théoréme 9 n’est pas vrai : une fonction abstraite F(x) différentiable en z,
n’est pas nécessairement continue en , [méme dans le cas ou F(x) est une
fonctionnelle numérique]. Ceci résultera de 'exemple suivant.
Soit (R) I’espace ou chaque point a un nombre fini non borné de coor-
données (voir § 10, Ex. 6). Il revient au méme de supposer que chaque pointz

(1) Car toute transformation vectorielle linéaire transforme le zéro-vecleur de o, en

zéro-vecteur de a,.
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de (R) a une suite infinie de coordonnées .,, x,, ..., x,, ..., nulles a partir
d’un certain rang variable avec le point. La distance de deux points
T=(L, Tay ovyTny «..)etYy=(¥1,¥2, ...y Yu ...)est définie par

o ! [yp— Zn|
x, v)— S A B—
() Zn! 1+ | Ve— & |

n=1

A tout couple ordonné de points .r, y, faisons correspondre le vecteur

—_>
LY =) — &y, Y= Ty e Vi L e L

Définissons l'addition de deux vecteurs et la multiplication d'un vecteur par

—>
un nombre réel de la facon habituelle. La longueur d’un vecteur xy est définie
par

. -
l=7|=¥
zy|= | Vu— |

n=l\

On voit aisément que I'espace (R) est un espace distancié affine.
Considérons maintenant la fonctionnelle

X=F(x) :2»{'"

n=l

qui transforme chaque point & =(x,, 5, ..., x,, ...) de (R) en un point X
de I'espace cartésien linéaire (R,). L’espace (R,) est un espace distancié
vectoriel avec une interprétation évidente des vecteurs. 1l est manifeste
que F(z) n’est pas continue au point 0 =(o0, 0, ..., 0, ...) de (R).

Soit z = g(A\)= (&, (A), ;(A), ..., u(}), ...) une transformation d’un
nombre réel A en un point x de (R) telle que g (0) = (0, 0, ..., 0, ...)et

L o(h)— o
;\1m‘ﬁ)—-cﬂ ={ay, ds ..., dy ... ).
>0 \
On a alors
lim .z‘,‘(A) — ay, -”,w,,(M —lpy ... p =0
A>0 A I
ou
. A
llmz 'E'i(——)—a,, —=o.
2> 0 2

Il en résulte que
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D’autre part,

1‘(s'<'))—f(g<o)) 3 el
\

7y ~ un vecteur de (R,) ().

A

On a alors

([F(‘g(}.)\ __l \zvn() ) jia “

La transformation vectorielle

» \

-
2 T'p

n=1 l

Y(p)=

’ Oll ¢= T, &ay ovv Ly «n. |

est évidemment linéaire et 1’'on a

dF(g()) qu(dg(}.) )
d‘A (A u,— d)‘ O\—o

F(z) est donc différentiable au point 0 = (v, o, ...,0, ...), bien qu'elle y
“soit discontinue. g

16. THEOREME DES FONCTIONS ABSTRAITES COMPOSEES. — Solent maintenant &,,
&,, &, trois espaces distanciés vectoriels et «, X, Y les variables appar-
tenant respectivement & &,, &,, &,. Supposons que X = F () est définie
dans un voisinage V,, d’un point x, de &, et différentiable en x;, avec la
transformation tangentielle W (¢). Supposons encore que Y =G (X) est
définie dans un voisinage Vy du point X,=F(x,) et différentiable en X,,
avec la transformation tangentielle @(u).

D’aprés le théoréme 9, F (), G (X) sont continues en x, et X, respective-
ment.” Donc, H(2) = G (F(«)) est défini dans un voisinage W, du point x,.

Considérons une transformation z = g (X) d’'un nombre réel A en un point x
de W telle que x,=g(o)et dx )f)‘) existe. Posons g,(M)=F(g(})).

(1:0)

Onag,(0o)=X,. De plus, d’aprés la différentiabilité de F (z),

dg: (M) . g1(A) — g (o)
o2 =—=1 e o
d)\ (=0 Al;l: ~)‘ d 7
i F'(g(A))—-l‘(é’(O)) existe et :‘P‘(——g;(m )'
A>o0 2 o

(*) Un point ou un vecteur de 1’espace cartésien linéaire (R,) est toujours représenté ,
par un nombre réel. Nous écrivons par la notation {r} pour désigner le vecteur de (R,)
représenté par le nombre réel r.

Journ. de_Math., tome XXI. — Fasc. 1V, 1g42. él
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Comme G (X) est différentiable en X, il en résulte que

dG(é’lO\)) . _ dg()) dg (1) -
N d)\ (7.:0) existe ot —e( d)\ (l:o))——9<‘p( d)\ (?,:o))).
Or,
dG(&®) . G(g(1)—G(g(0)
dh ().—0)—/->o ’
G(F(s(1)) — G(F(s(»)))
)\->o A
—hmH(g(X)) H(é’(o)) dH(g(1)) .
Ao A dl. (h=0)

La fonction composée H(.z):G(F(x)) est donc différentiable en x, et sa
transformation tangentielle est @ (W (¢)) (*). On a ainsi le théoréme suivant :

Tuioreme 10. — La composition de deux fonctions abstraites I(x), G(X)
différentiables successives donne une fonction abstraite différentiable G (F (x)).
Et la transformation tangentielle de G(F (x)) s'obtient par la composition des
deux transformations tangentielles successives de F(x) et de G(X).

17. La rormuLe dX = W (dz). — Nous avons introduit la notation
(27) dF(z)=0xF(z) =W (Ax)

pour désigner la différentielle de F(x) en x, correspondant & un accrois-
sement Az. Dans le cas particulier de la transformation identique F (7)==,
la différentielle de F(x) en z, correspondant & un accroissement Az est
évidemment Az. On a donc

(28) dz = Ax,

lorsque x est la variable indépendante et, par suite on a aussi
(29) dX =dF(z)=W¥(dr),

toujours quand z est la variable indépendante.

Or, si z est une fonction abstraite d’une variable abstraite y, = G(y),
qui est différentiable en y, [ou z,= G (y,)] et qui a © (Ay) comme sa différen-

tielle en y, correspondant a un accroissement Ay, on a vu (théoréme 10) que
la_fonction abstraite F(G (y)) est différentiable en y, et que sa différentielle
correspondant & un accroissement Ay est ¥(©(Ay)). On adonc

dX = 3§, F(G(y)) =W (8(Ay)) =W(3%,G(y)) =¥ (d).

. (’} La transformation vectorielle ® (W' (v)) est évidemment linéaire.
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Ainsi, lorsque \I'(Ax) est la différentielle d’une fonction abstraite X de x, la
relation

(30) dX = ‘r((/.l’)

a lieu, non seulement quand x est une variable indépendante, mais méme quand
c'est une foncuon abstraite différentiable d’une autre variable abstraite y.
[.’avantage précieux de la notation différentielle consiste précisément en la
possibilité de ne pas préciser quelle est la variable que I’on considérera
comme indépendante.

48. LA DIFFERENTIELLE D'UNE FONCTION ABSTRAITE CONSTANTE. — THEOREME 11, —
Soit X = F (x) une fonction abstraite différentiable pour tous les points x d’une
sphére ouverte S, (z,, x) < r, de Uespace &, (x, étant un point fixe de &, et r
un nombre positif). La condition nécessaire et suffisantc pour que X =F () soit
une constante abstraite sur S (c’est-a-dire que X soit fixe quand « décrit S) est
que &3, I () soit identiquement le zéro-vecteur pour tout point x de S et tout
accroissement Ax de x.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle
est aussi suffisante. Soit , un point arbitrairement choisi de S. Appelons

L —
T, = &g+ h Xy (0<R<).

Les points x; appartiennent évidemment a4 S. Posons g(})=ux;. C’est une
transformation d’un nombre réel A en un point x, de S. On a, pour un A,
fixe (0 <A, < 1),

g £ = 00) =

=Xy,
> — &

Alors, d'apreés la dlfferentlablhte de F(x) cn &, et d’aprés la condition
OAr (.’D)_O

_—
E(m,) F(x)

lim = 3%, F(x)=o.
A>T — Lo To- '1
D’ou
_
lim III‘(.Z",\“)F(.@)')H —
a>ke | A—Do]

Considérons maintenant la fonction ordinaire numérique

S
h().):“1«‘(.1-‘.)1«‘(.1“,\)[] (0<2<1).
On a

HlF (0) l'u,)li—ﬂFwo)F(a:,)lH |F (o) Flan) |
[ 72— 2o - [2— 0]

h(b)y—I(2,)
1. — ho
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et par suite
dh(}) Y

di (h="1)

Or, A, est un nombre arbitrairement choisi dans I'intervalle 0 <7.< 1, /1(2.) est
donc une constante dans cet intervalle. D’autre part, on a

-_
h(0) = F(z,) F () || =o.

Donc, /i(7)=0 pour 0<% <1. Clest-a-dire F(x,)=1(.x,) pour 0<7.<1. On
en conclut que F(.r) est une constante abstraite dans S. C. Q. F. D,

Nous dirons qu’un ensemble ouvert A d’un espace distancié est d'un seul
tenant si, pour tout couple de points x,, x, de A, il existe au moins une suite
d'un nombre fini de sphéres ouvertes appartenant 4 A dont la premiére
contient x,, dont la derniére contient x, et ayant chacune au moins un point
commun avec la précédente.

On déduit facilement du théoréme 11 le théoréme suivant :

TuioriMe 12. — 8¢ X =F (&) est défini sur un ensemble ouvert d'un seul
tenant A, de Uespace &,, et si F(x) est différentiable sur cet ensemble, la
condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction abstraite soit constante
sur A est que ¢, F (x) soit identiquement le zéro-vecteur pour tout point x de A
et tout accroissement Ax de x.

19. CoMPOSITION D’UN NOMBRE FINI D’ESPACES DISTANCIES VECTORIELS. — Supposons
qu'un point X d’un espace distancié vectoriel & dépende de plusieurs points ',
&3y ..., T, en nombre fini et appartenant chacun a un espace distancié
vectoriel &,, &,, ..., &,. On pourra écrire X=F(x,, .x;, ..., x,). Pour
définir la différentielle totale d’une fonction abstraite de plusieurs variables,
nous rappelons d’abord la construction due 8 M. Fréchet ([9], p. 317) d’un
espace distancié vectoriel E composé & partir de n espaces distanciés vecto-
riels 6,, &,, ..., &,.

Nous considérons I'ensemble des points x,, x,, ..., x,(x; € &) comme
définissant un point « = (&, @,, ..., x,) d'un espace E . La distance de deux
points x et 8=(y,, ¥1, - . ., y.) de E est définie par

(a, ﬁ) = (&1, Y1) (2, J2) + .o (Eny V)

Soiex_xt, Gy, O3, ..., 0, les champs de vecteurs respectivement associés aux
espaces &,, &,, ..., &,. Nous considérons 1'ensemble de vecteurs u,, u,, ...,
u,(u; € 6;) comme définissant un vecteur £ ={u,, u,, ..., u,| du champ X
associé a E. Soient E et y={¢,, v, ..., ¢, | deux vecteurs de X et » un nombre
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réel, posons

KRas

+
r

Iz

On voit que E est un espace distancié vectoriel.

Soit W';(;) une transformation vectorielle linéaire deg,en 6 (i =1, 2, ..., n),
ou ¢ désigne le champ de vecteurs associé a un espace distancié vectoriel &. La
transformation vectorielle ¥ (&) définie par

= 0, Us vy, o, Uy 9,
={ru,ru, . ...,ru,l,

n==
H
| = e +Fees] 4. oo+ | ]

W) =W{uy, tan ooty =W (u) + W) +...+ W(u,)

est linéaire de X en o.
Inversement, si W' (§) =W ({u;, u,, ..., u,}) est une transformation vecto-
rielle linéaire de X en 5 ct

Wi(w)) —=W(l{o, ..., 0, uy0, ..., 0}) (1€7<n);

W,(«;) est une transformation vectorielle linéaire de 5;en s et 'on a

UW(fwy, ey, oo, ) = Wi(u) +Walws) +. ..+ Walu,).

- 20. DrereresmietLe Totake. — Nous dirons qu'une fonction abstraite de
plusieurs variables
X:F(.z',, Tay "-yr.Tn)' (xleé;lyxeg)

est différentiable par rapport a I’ensemble des variables z,, x., ..., x,
au point (&, sy, ..., Tu,) si, considérée comme une fonclion F (a)
d’une variable « de 'espace composé E, elle est différentiable au point
Go=(Zy0y T30y + - -y Tng)-

Soient X = F (a) =F (x,, x,,...,x,) (x; € &, X € &) une fonction abstraile
différentiable par rapport a l’ensemble des variables x,, x,, ..., =, au
point a, = (&0, X1, . . ., T, ) et ¥ (Ax) la différentielle de & () en «, corres-
pondant & un accroissement Ax. En faisant varier seulement x,,

F(.Z‘], Ta0y o . -,,=’L'n1;) — Fi(‘Tl)

est une fonction abstraite d’une variable o, de &, en &. Je dis que F,(x,) est
différentiable au point x,,.

~ En effet, soit x,=#A,(%) une transformatlon d’un nombre réel A en un
point x, de &, telle que x,, = &, (0) et que

-
.Z';n,ll(/.)

dhd)y

existe.
di. =0 A0

Considérons maintenant la transformation « = g(A) d’'un nombre réel A en un
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point « = (&, (&), x.(A), ..., #,(2)) de E définie comme il suit

Ly (h)y =l (R), Zy (1) = Zao, ce Zn (1) = Zyo.
On a alors
aozt’;"((.) :(‘rIO; Lags -+ L) .’I/',“,)
et
150 ool ()
48h)  _fim M,n,o,...,o}
d. (h=0j >0 I3
A d ()

= —— s 0,0, +.., 0,
| dl = > \

Alors, d’aprés la différentiabilité de F () en a,,

F(g(1)) . e [ f (D) \
di. (h=0) existe o =1 {Tl).:ﬂ)’ OO Of '

Mais, & (g()) =F,(h (})); on a donc

M =¥ fdh () » 0, 0 0}>
d. (}\:0’__ ? ) D=0 20 e 0y )

D’autre part, ¥ (%) étant une transformation vectorielle linéaire d'un vecteur
E=luy,ttay ...,u,}deZena,

¥ (n)=W({u, 0,0, ...,0})

est une transformation vectorielle linéaire de o, en 5. On a enfin

dF, (R (})) g (YD)
d}‘ ().:U; - ! d)' (‘I.:l)))‘

Ainsiy, F,(x,) est différentiable au point x,, et sa différentielle en x,, corres-
pondant a un accroissement Ax, est W, (Ax,). Il en sera de méme quand on fait
varier seulement x, ou seulement x, . .. dans F(z,,z,, ..., 2,). On a ainsi
035 F () = W(Aa), ,
oy Fi(z) =W, (Azy) =W ({Axy, 0, 0, ..., 0}),
oxe Fo(2:) = W2 (Az,) =W ({0, Axy, 0, ..., 0}),

0x% Fr(2n) = Wa(Az,) =W ({0, 0,0, ..., Az, ).

En posant
Aa ={Az,, Az, ..., Az, },

on a
W(Ax) =W, (Azy) + Wa(Azy) +. . .+ Fa(Az,),

et par conééquent

0% F (@) = 03, Fi(zy) + OF, Fa(22) +. ..+ ok, Fu(zy).
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Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant :

Tatorime 13. — Une fonction abstraite X =F(x,, x,, ..., ) différentiable
par rapport a Uensemble des variables x,, x,, ..., x, est différentiable par
rapport @ chacune d’elles et sa différentielle totale correspondant ¢ un accrois-
sement Az, Az, . . ., Az, | est la somme des différentielles partielles (par rapport
a chacune de ces variables) chacune correspondant a I’ accroissement partiel Ax;

.
(T10r T30, ++1s Tho)

(31) B{A.r,,A:c,,...:Ax,,}F(xly Loy ouey xn)
n
:2 azf.o;‘F(xlﬂ) LS ‘ti—i,()) Zi, ‘ti+l,0) seey wno);
i=t '
ou bien
n
dF(.iL‘l, Tay v ouy x,,) :Eagi;iF(xio’ ooy Ziy0y Liy Tip1.0y oo oy x"o).

i=1

Lorsque 1'on prend pour F(zx,, ., ..., z,) successivement chacune des
variables indépendantes z,, ., ..., x,, on voit que '

dz, = Az, dx,— Ax,, ceey dzr,— Ax,

et par suite dans le cas général

n
(32) dF(.’I,‘,, Loy oo vy -Z'n) :28;‘?‘1‘1(1’10, ooy Liq,0y Liy xi+1.0’, ey xno).

i=1

21. CuanceMeNT DE VARIABLES. — La formule (32) est démontrée en supposant
indépendantes les variables x,, x,, ..., x,. Supposons maintenant que

= fi(ts, bay -\ tw)  (150<n)

[@io =fi(i4, t20y -- -5 tmo)] sont des fonctions différentiables par rapport a
I’ensemble de nouvelles variables ¢,, t,, ..., ¢, pour ¢4, tag, ..., L. Clest-
a-dire, en considérant ’ensemble des points ¢, ¢,, ..., ¢, comme définissant
un point T=(¢,, ¢, ..., t,) d'un espace distancié vectoriel composé e, les

fonclions abstraites
(1:,~=f,(‘t) :ﬁ(ti) tg, ey lm)'

d'une variable ~ sont différentiables en =, =(t,0, Zs0, ..., tm,). Désignons
par ®;(At) la différentielle de f;(t) en 7, correspondant a un accrois-
sement At =|A¢,, Az,, ..., At,]. '

Je dis que X=F(f,(t, ..., tw)y ..., fa(tiy - .., tn)), considérée comme
fonction des variables ¢,, t, . . ., t,, est différentiable par rapport 4 ’ensemble
de ces variables pour #,,, 5, ..., t,,. Autrement dit,

X =G(t) =F(fi(z), fo(®), - o, fu()),

considérée comme fonction de =, est différentiable en =,.
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Ea effet, soit =g (1) une transformation d’'un nombre réel A en un point =
8 : p
‘;;\ ) . existe. En vertu de la différen-
(A=0)

T N ASEM) ‘ sral dg@)
tiabilité de f;(=) en 7, = existe et est égal 4 (I)i<Tn _M).

Counsidérons maintenant la transformation

de 'espace e telle que 1,= g (o) et

2=h(D=(fi(g1), ... fu(&(1))

d’un nombre réel A en un point 2 = (.r,, r,, ..., x,) de I'espace composé E.
Onaoa,=h(0)=(T0y Taps . ...: T,a) et

dh(?) lmgf,(,,(; ) — f.(g(o)) Ji(8(1) = fa(810)) |

d?. =0 230 2. 7. \
1 dmgw) dfn(gun )
' di D= ’ d’ =0
i dg(n dg(%) !
(Ol ( (ﬂ ,1—_03). U ‘bn( ﬂ fl.:m) ’ )

D’aprés la différentiabilité de F(2)=F(x,. 1., ..., z,) en a,= (.%‘,.,,
L'sae ..., Tn,), ON en conclut que

d5(h(D)) . o dhay
di (r=0) existe ot _—‘P< dr. .1:0))
Or,
Fh)=F(fi(gM). ..., f(8)))=G(g1)).
On a donc '

dG(g(h))  _ y Ve (281 * dg(?)
e = (L) e (L))

La transformation vectorielle
(33) O (A7) =W ( {® (A1), ..., Pa(AT)})

du champ associé & 'espace ¢ (ou se trouve le point 7) en champ o associé &
V'espace & (ou se trouve le point X) est évidemment linéaire.
Ainsi, X =G () =F (fi (%), . . ., fa(7)), considéré comme fonction abstraue
- de =, est différentiable en =, et sa différentielle correspondant é un accrozs:ement Az
est © (At) [défini dans (33)].
En posant :
. ‘lf,(u,):‘l’([o;,...,o, Uy 0,...,0}) - (1€ign)

- (c’est une transformation vectorielle linéaire du champ o; associé & &; en
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champ ¢ associé & &), on peut écrire

(34) 8 (A1) =¥ W,(®,(11)).

i=1

D’autre part, on a les relations

dX:SS‘TF(/}(T), .. ..f,,(?)):O(AT),
dz;= 9% fi(7) = ®,(Ax),

ﬁi’iF(xm, se o Ziet.0, iy iy 0, o ooy Tpo) = Wi(dzy) ().

L’égalité (34) prouve donc que

n
— x;
dX = E Oy Fxyg, ..y 2y, 1y Lig10s oo vy Tno).

i=1

En résumé, nous obtenons le résultat suivant :

- Takorine 14. — La formule (32) subsiste lorsque x,, «,, . . ., x, sont des Sone-

tions abstraites différentiables de noucelles variables Ly bay ..., Ly, pourvu qu'on
remplace dz,, dz., . . ., dx, dans la formule (32) par leurs expressions en fonc-
tionde dt,, dt., ..., dt,.

22. COMPARAISON AVEC D’AUTRES DEFINITIONS DE LA DIFFERENTIELLE. — Nous dirons
que la différentielle étudiée précédemment est au sens de MM. Hadamard-
Fréchet. M. Fréchet [9] a proposé en 1925 une autre définition, que nous
appellerons la définition au sens de M. Fréchet. Une fonction abstraite X = F (z)
définie dans un voisinage d’un point z, est différentiable au sens de M. Fréchet
en x,, s'il existe une transformation vectorielle linéaire ¥ (Az) de 'accrois-
sement Az de la variable x telle que

. IF(;vo)F(xo—i—.\x)——‘lf(A.z')‘H
lim
1Az>0 B

(35)

W (Ax) sera appelé la différentielle au sens de M. Fréchet de F(z) en z,
correspondant & l’accroissement Azx. La définition de M. Fréchet pour l.a
différentielle met en évidence sa propriété de constituer une sorte de. partie
principale de l’accroissement de la fonction abstraittf. La déﬁni.tlon de
MM. Hadamard-Fréchet met plutot I’accent sur ses propriétés opératoires.

TukoriMe 15. — Une fonction abstraite différentiable au sens de M. Fréchcft est
ausst différentiable au sens de MM. Hadamard-Fréchet et les deux différentielles
sont égales.

(*) Voir paragraphe 17. p
2
Journ. de Math.,tome XXI. — Fasc. IV, 1942. ¢
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Démonstration. — Soit X =F(x) une fonction abstraite différentiable au
sens de M. Fréchet en x,. Il existe alors une transformation vectorielle
linéaire W'(Ax) satisfaisant a la condition (35). Considérons maintenant
une transformation x=g(%) d'un nombre réel 7. en un point z telle
que z,= g(o) et

=
(36) lim &0 &)
%30 A
1l s’agit de prouver que
=
(37) |"nﬂw)_) __1[‘(‘))’:0,
1>

En effet, on peut d’abord exprimer la condition (35) sous la forme

—_— —_—
lim ﬂF(ro)F(g(l))—‘p(g(o)é’()-)) ﬂ —o.
liwrssil>o g0y en)]

D’aprés (36), on en tire

lim “F(wo)l’(s'(l)) — W (g(O)g(?))ﬂ

— 0.
h>0 I)-|

C’est-a-dire
R TII —
“mul‘(&vo) F(g(h) _ qr(g(o))g(,')) H: ..

A0 7.

En appliquant encore une fois (36), on obtiendra (37). C. Q. F. D.

Comme I’a fait remarquer M. Fréchet ([10], p. 245), la réciproque du
théoréme 15 n’est pas vraie. La différentielle au sens de MM. Hadamard-Fréchet
est plus générale que celle au sens de M. Fréchet.

Dans I’Analyse fonctionnelle, M. Paul Lévy ([1], p. 51) a proposé une
définition de la différentielle qui peut étre généralisée en Analyse générale de
la fagon suivante : Une fonction abstraite X = F(x) sera dite différentiable au
sens de M. Paul Lévy pour x = x,, s'il existe une transformation vectorielle
linéaire ¥'(Ax) de I'accroissement Ax telle que, pour chaque.vecteur Az,

lim F(zo) F(xy+ A Ax)

3 existe et =W (Ax).
A>0

Et, W (Ax) est, par définition, la différentielle au sens de M. Paul Lévy de F(x)
en x, correspondant & 'accroissement Ax.

On voit facilement qu'une fonction abstraite différentiable au sens de
MM. Hadamard-Fréchet est différentiable au sens de M. Paul Lécy et a la méme
différentielle. Comme ’a fait observer M. Fréchet ([10], p. 240), la définition
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de M. Paul Lévy est effectivement plus générale que celle de MM. Hadamard-
Fréchet. '

23. LA DIFFERENTIELLE D’'UNE FONCTION ABSTRAITE ENTRE DEUX ESPACES DISTANCIES
AFFINES. — Jusqu’a présent, nous n’avons envisagé que le cas ou les espaces
considérés sont distanciés vectoriels. Passons maintenant au cas plus général
des espaces distanciés affines. Il peut arriver, comme nous avons vu sur un
exemple (§ 15), qu'une fonction abstraite X =F(z) entre deux espaces
distanciés affines, différentiable en x, au sens de MM. Hadamard-Fréchet
n’est pas continue en x,. Cette circonstance ne se présente dans aucune -des
définitions classiques de la différentielle. Cette remarque nous conduit & imposer
la continuité comme une condition supplémentaire dans la définition de la
différentiabilité, quand les espaces considérés sont des espaces distanciés
affines. ‘

Alors, quand les espaces considérés sont seulement supposés distanciés
affines, une fonction abstraite X = F (&) sera dite différentiable au sens stricten
un point x,, si elle y est continue et différentiable au sens de MM. Hadamard-
Fréchet. Dans le cas particulier ou les espaces sont distanciés vectoriels, il y
a identité entre la différentiabilité au sens de MM. Hadamard-Fréchet et la
différentiabilité au sens strict (voir le théoréme 9).

Aprés cette modification, les théorémes 9, 10, qui sont démontrés en sup-
posant distanciés vectoriels les espaces considérés, subsistent évidemment pour
le cas des espaces distanciés affines, si I'on ajoute partout les mots « au sens
strict » aprés le mot « différentiable ».

Pour définir la différentielle totale au sens strict d'une fonction abstraite
de plusieurs variables, observons d'abord le fait suivant : Si les espaces
&,, &,, ..., &, sont distanciés affines, I’espace E composé & partir de ces
n espaces (d'aprés la méme construction donnée dans le paragraphe 19)
est aussi distancié affine. Alors, une fonction abstraite de plusieurs variables,
X=F(x), @, ..., x,), (xz;€86,X€6; &, & étant des espaces distanciés
affines) est différentiable au sens strict par rapport a I’ensemble des variables
Ly Tgy . . oy T POUT Ty == 4, ..., L= Tpo, Si, considérée comme une fonction
abstraite F(a) d’une variable « = («,, x,, ..., «,) de I'espace composé E,
elle est différentiable au sens strict pour le point oy = (&4y 20, - - -5 o).

Les théorémes 13, 14, qui sont démontrés en supposant distanciés vectoriels
les espaces considérés, resteront vrais pour le cas des espaces distanciés affines,
si 'on ajoute partout les mots « au sens strict » aprés le mot « différentiable ».
Dans la démonstration du théoréme 13, pour pouvoir conclure que la fonction
abstraite F, (z,) = F(=z,, x4, ..., Z,, ) est différentiable au sens strict en z,,,
on n'a qu'a ajouter la mention que F,(x,) est continue en z,. [Clest
évident, puisque F(z,, x,, ..., x,) est continue par rapport 4 'ensemble des

variables x,, z,, ..., x, pour z,=x,,, Zp=1,,.] De méme, dans la

“ ey
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démonstration du théoréme 14, pour conclure que
X=G(r) =F(fi(7), fo(7), ..., fa(2))

est différentiable au sens strict en 7, il faut ajouter la mention que G(7) est
continue en 7,. (C'est aussi évident, car on sait que la composition de deux
fonctions abstraites continues fournit une fonction abstraite continue.)

Ainsinous avons pu étendre la notion de différentielle aux fonctions abstraites
entre deux espaces distanciés affines.

DEUXIEME PARTIE.

Les transformations bicontinues.

CHAPITRE III.

NOTION DE DIMENSION.

Les notions étudiées dans les Chapitres précédents se rattachent aux trans-
formations univoques et continues. Passons maintenant aux transformations
biunivoques et bicontinues. Dans I'étude des transformations biunivoques
et bicontinues, les notions de dimension et de ligne s’introduisent en
premier [feu. C’est la notion de dimension, qui nous occupera dans le présent
Chapitre.

24. LES pIVERSES DEFINITIONS DE LA DIMENsioN. — Un grand nombre de défini-
tions de la dimension ont été proposées. Les définitions adoptées jusqu’a une
époque assez récente, basées sur le nombre de paramétres déterminant un point
de 'espace, ont di étre abandonnées en raison du théoréme de G. Cantor sur
la correspondance biunivoque entre les points de la droite et du plan. Nous ne
nous occuperons que des définitions modernes échappant a cette difficulté. On
voit apparaitre en 19og la premiére définition qui est due & M. Fréchet
([11], [12] et[1], p- 30). D’apreés lui, le type de dimensions d’un ensemble E
est au plus égal a celui d'un ensemble F, s'il existe une homéomorphie entre E
et une partie de F. Nous représenterons, avec M. Fréchet, une telle circons-
tance par la notation dE<dF, ou aussi bien dF>dE (ou la lettre d rappelle
’initial du mot « dimension »). Sil'on a & la fois dESdF et dF<dE, on dira
que E et F ont méme type de dimensions et 1'on écrira dE=dF. Si l'on a
dE<dF sans avoir dF <dE, on dira que le type de dimensionsde E estinférieur
A celui de F et 'on écrira dE < dF ou dF > dE. Enfin, il peut arriver qu'il
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n'existe aucune homéomorphie entre E et une partie de F, ni entre F et unc
partie de E; dans ce cas les types de dimensions dE et dF sont incomparables.
D’aprés un théoréme bien connu de M. L. E. Brouwer, on a

d(Ry) <d(R,) <...<d(R) <d(Rpig)<...,

ou (R,) désigne 'espace cartésien a n coordonnées. Dés lors, M. Fréchet a
proposé de repérer, au moyen des nombres entiers positifs, les types de dimen-
sions ci-dessus. De sorte que l’espace cartésien (R,) a n coordonnées peut
prendre le nom d’espace cartésien a n dimensions : d(R,)=n. On est alors
amené a dire qu'un ensemble E a un type infini de dimensions, si I'on a
dE > d(R,), quel que soit I'entier.n.

Une autre catégorie de définitions a pour but de définir le nombre de
dimensions par voie de récurrence en passant de n & n 1. Ce principe a été
donné par H. Poincaré en 1912. Sa mise au point a été réalisée par les travaux
bien connus de MM. Brouwer, K. Menger et P. Urysohn sous des formes
différentes, mais équivalentes dans les cas les plus importants. Les définitions
de cette catégorie ne fournissent que des nombres entiers de dimensions. Elles
ne se prétent donc pas 4 la classification des champs fonctionnels. ’

Eofin, MM. F. Hausdorff et G. Bouligand ont indépendamment proposé
une définition, basée sur la notion de mesure des ensembles. Cette définition a
pu trouver des applications dans la théorie du potentiel, mais elle n’est pas
topologique, du moins a premiére vue.

La définition de M. Fréchet permet une classification topologique intéres-
sante des ensembles abstraits et particuliérement des champs fonctionnels. La
possibilité d’utiliser cette définition pour la dislinction des divers types
infinis de dimensions est un de ses avantages essentiels du point de vue de
I’Analyse générale.

25. Le TYpE LocAL DE pIMENSIONS. — La notion due & M. I'réchet du type de
dimensions repose sur la comparaison de deux ensembles pris chacun en bloc.
Il en résulte, comme M. Fréchet I’a fait remarquer, qu’une droite a un type de
dimensions inférieur 4 celui d'une circonférence; qu'un plan a un type de
dimensions inférieur 4 celui de la surface d’une sphére; que les surfaces de la
sphére et du tore ont deux types de dimensions incomparables, etc.
M. H. Tietze ([2], p. 44) y a remédié en appelant figure homogéne a
n dimensions, un ensemble E tel que, pour chaque point a de E, il existe un
voisinage de a sur E (c’est-a-dire la partie commune de E et d'un voisinage de a)
qui soit homéomorphe 4 un « intervalle » de l'espace cartésien (R,) & n
coordonnées, le centre de 1’ « intervalle » et le point a se correspondant par
cette homéomorphie. ¢

M. Fréchet ([13], p. 289 ou[1], p. 111), poussant plus avant, a introduit
le type local de dimensions. Soient E, I deux ensembles appartenant a deux
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espaces distanciés et a, b deux pointsde [ et de I° respectivement. Le type local
de dimensions de E en a est au plus égal a celui de I en b, si, quel que soit un
voisinage V, de & sur I, il existe un voisinage V, de a sur E tel que V,, soit
homéomorphe & une partie de V,. Dans cette homéomorphie, I pornt b n'est pas
nécessairement le transformé de a. Pour désigner une telle circonstance, nous
écrirons, avec M. Fréchet,d i< d, I oud, "2 d E. Ceci posé, 'égalité d,E=d,IF
devra signifier la coexistence des relations d,E<d, Y et d,IF<d,E. Et l'on
écrira d,E < d,F ou 4,1 > d,E, sil'on a d,E<d,]" sans avoir d,IF <d,E.

26. Le 1YPE HOMOGENE DE DIMENSIONs. — En développant une indication que
M. Fréchet ([13], p. 289 et [1], p. 112) a donnée briévement, nous dirons
qu'un ensemble E non vide est (dimensionnellement) homogéne, si 'on a
d,E=d,E pour tout couple de points a, b de E. La définition suivante est
évidemment équivalente : un ensemble E non vide est homogéne, sil'on a
d,E<d,E pour tout couple de points a, b de E.

Soient E, I' deux ensembles homogénes appartenant a deux espaces
distanciés, distincts ou non. Nous dirons que le type homogéne de dimensions
de E est au plus égal a celui de I et nous écrirons

JE <JF ou JF 2 9L, -

si, pour un certain point @ de E et un certain point 6 de I, on a d,E <4, F.

Si cette condition est vérifiée pour un certain point @ de E et un certain
point b de F, il en sera de méme pour un point quelconque x de E et un point
quelconque y de F : d,E<d, I, puisque E et I sont homogénes.

Cette définition est purement topologique et indépendante du choix des
familles de voisinages.

Sil'on a & la fois 0E <oF et oI <JE, nous dirons que les types homogeénes de
dimensions JE et oI sont égaux et nous écrirons

JE = oF.

Sil'on a JESOF et si la relation 0IF SJE ne peut pas avoir lieu, nous dirons
que OE iest inférieur & oF (ou bien : oF est supérieur i JE) et nous écrirons
J0E < oF ou JF > 0E.

La définition du type homogéne de dimensions présente sur celle du type de
dimensions les avantages : a. de rendre souventcomparables des ensembles dont les

types de dimensions sont incomparables (par exemple dans le cas des surfaces de
la sphére et du tore); b. de transformer souvent des inégalités en égalités (')

[ Y
(*) A vrai.dire, cet avantage est en méme temps un défaut. La classification des

ensembles homogénes au moyen de leurs types homogénes de dimensions est plus grossiére
que celle au moyen de leurs types de dimensions.
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(par exemple dans le cas de la droite et de la circonférence ou dans le cas du
plan et de la surface d’une sphére). Nous verrons plus tard (§ 34) un exemple
d’'un ensemble homogéne K tel que, pour tout e€nsemble séparable (') non
isolé E, les types de dimensions dK et dE soient incomparables et que le type
homogéne de dimensions JK soit comparable a celui de n'importe quel
ensemble homogéne. Nous verrons méme que, étant donné un ensemble sépa-
rable et homogéne E, il existe toujours un ensemble homogéne F tel que
JF = 9E et dF > dI (voir § 34).

Nous supposons dans le présent Chapitre que tout ensemble considéré appartient
a un espace distancié et nous allons montrer que, pour un grand nombre de
propriétés des types de dimensions, 1l existe des propriétés analogues des
types homogénes de dimensions.

27. QueLoues proPRIETES IMMEDIATES. — Nous allons d’abord signaler quelques
propriétés immédiates :

1° Sotent E, IV, G trois ensembles homogénes. Alors :

a. EcF entraine okl <oF;

b. 0E<OF et oF <0G entraine oE oG

c. 0E < 9F et 0F <0G entraine oE < 0G;
d. 0E = 0F et 0F = 0G entraine 0E = 9G.

2° St E est un ensemble homogeéne et F est un ensemble homéomorphe a E, F est
ausst homogéne et 0E = oF.

3° Sotent ECF et F un ensemble homogéne. St E est non vide etouvert dans F,
E est aussi homogéne et oE = oF.

4° Tout ensemble isolé est homogéne. Pour un ensemble isolé ) et un ensemble
homogene E quelconque, on a toujours OE > dJ. Deux ensembles isolés ont toujours
le méme type homogéne de dimensions.

5° Un ensemble homogeéne est nécessairement dense en sol, s'il n'est pas
tsolé.

6° En désignant par E, l'ensemble de tous les points de condensation de E, on
n'a que deux cas possibles pour un ensemble homogéne E : sou EE,=o,
sot E Cc E,.

. 7° Si pour tout couple de points a, b d’un ensemble E, il existe une homéo-
morphie de E en lui-méme tout entier et transformant a en b. (On dit alors
que E est topologiquement homogéne), E est nécessairement homogéne.

(*) Cf. M. Frecugr, [1], p. 72.
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Autrement dit, tout ensemble topologiquement homogéne ecst dimensionnel-
lement homogéne.

La réciproque de 7° n’est pas vraie. Il suffit de s’adresser & un exemple
aussi simple que I'ensemble linéaire constitué des points d’un intervalle fermé.

Comme tout espace distancié affine est topologiquement homogéne ('),
on a alors :

8° Tout espace distancié affine est homogéne.

Ainsi, les espaces suivants sont tous homogénes et leurs types homogeénes
de dimensions sont bien définis : 1'espace cartésien (R,) 4 n coordonnées,
I'espace (R) ot chaque point a un nombre fini non borné de coordonnées
(voir §§ 10, 13), P'espace polynomial (P) (*), I'espace (E,) de M. Fréchet
(cité au paragraphe 40), I'espace (C) des fonctions continues (cité au
paragraphe 10), 'espace (C") des fonctions ayant une n'*™ dérivée continue (*),
P'espace (), p21 (cité au paragraphe 10), I'espace (L”) des fonctions a
p*"™ puissance sommable, p>1 (*), I'espace (S) des séries convergentes (§ 10),
'espace (I) des fonctions entiéres (*), 'espace (M) des fonctions mesurables (*)
et 'espace (D,,) de M. Fréchet (*).

De plus, on déduit de 3° et 8° :

9° Tout ensemble non vide et ouvert d’un espace distancié affine est homogéne.

28. RELATIONS ENTRE LE TYPE DE DIMENSIONS ET LE TYPE HOMOGENE DE DIMENSIONS. —
D’aprés 1°, 2° du paragraphe 27, on a immédiatement le

Tutorime 16. — Soient E, F deux ensembles homogénes. St les types de
dimensions dE et d¥° sont comparables, les types homogénes de dimensions oE et
JF sont aussi comparables. St dE<dF, on a dESIF. St dE = dF, on a JE =JF.

Pour mieux voir des relations entre le type de dimensions et le type
homogéne de dimensions, la notion d’ensemble réfléchi qui a été introduite par
M. K. Kunugui ([1], p. 31) dans un autre but, est fort utile. D’aprés lui, un
ensemble E contenant au moins deux points est réfléchi, si, quel que soit le
point a de E, tout voisinage de a sur E contient un ensemble homéomorphe 4 E.

On établit facilement les propositions suivantes :

1° Tout ensemble réfléchi est homogeéne.

(') Cf. M. Frecugr, [1], p. 274.

(*) Pour les définitions de ces espaces, voir M. Fricher, [1], p. 78, 89, 87, 91, 97.

(*) Pour la définition de I'espace (L”), voir M. S. Banacn, [1], p. 12. D'ailleurs, (L*)
‘a €té déja cité au paragraphe 10.
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Mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la circonférence d’un cercle
de ’espace (R.) est un ensemble homogéne sans étre réfléchi.
2° Sotent K, ¥ deux ensembles homogénes tels que dE — dF. Si E est réfléchi,
F est aussi réfléechi ().
3° Sotent E un ensemble homogéne et F un ensemble réfléchi. Alors
a. JE20F entraine dE 2 dF;

b. 0E > 0F entraine dE > dF ;
c. dE < dF entraine oE < JF ().

4° Soent E, F deux ensembles réfléchis. St Uon a 0E = oF, dE et dF sont aussi
comparables et dE = dF.

D’aprés 39, 4° et le théoréme 16, on peut énoncer
p %y » ON p

Tutorime 17. — Les deux notions du type de dimensions et du lype homogeéne
de dimensions seront équivalentes, quand on se borne aux ensembles réfléchis.

29. EcHELLE DE TYPES HOMOGENES DE pmMENsIoNs. — Tous les espaces cartésiens
(R.) sont évidemment réfléchis. Alors, d’aprés les inégalités connues

d(R)) <d(Ry)<...<d(R,))<d(Rpi)<...,
on a, en vertu de 3° du paragraphe 28,
(38) I(Ry) <I(Ry) <...<I(Ra) < I(Rp) <....

Il n’y a donc aucun inconvénient 4 poser
(39) _ Jd(R,) =n.

De sorte qu'on peut convenir de dire que le type homogéne de dimensions de
Uespace cartésien (R,) ¢ n coordonnées est égal a n. Nous verrons plus loin une
définition de I'addition des types homogénes de dimensions qui nous fournira
une raison de plus pour légitimer la notation (39).

Il est tout naturel de dire qu'un ensemble homogéne E a un type homogéne
infini de dimensions, si 'on a 0E > o(R,) pour tout x. Il reste 4 prouver qu’il
existe de tels ensembles.

Je dis que U’espace (R) (cité aux paragraphes 10, 18) a un type homogéne

(') En appliquant le théoréme 16.

(*) La réciproque de a. est vraie d’aprés le théoréme 16. Mais la réciproque de &. n’est
pas vraie. On le voit en prenant E = la circonférence d’un cercle dans le plan (R,) et
F = la droite (R,). De méme, la réciproque de c. n’est pas vraie non plus. Pour s’en
assurer, il suffit de prendre E = I'ensmble K dont nous allons parler dans le paragraphe 34
et F = un ensemble réfléchi séparable.

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. IV, 1ga. 43
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infini de dimensions. 11 suffit de prouver que, quel que soit n, on a

(40) do(R,) <dy(R),
ou le premier zéro désigne le point d’origine o = (0, 0, ..., 0) de (R,) et le
second zéro désigne le point d’origine o = (0, 0, ..., 0, ...)de(R).

Soit S une sphére ouverte dans (R) dont le centre est o= (0, 0,...)etle

rayon est e > o. Pour une valeur fixe de n, on peut trouver un nombre a tel que

n
a>o et @ 2 ! <&
1+ a ki

k=1

Tous les points (x,, x,, .. ., x,) de (R,) tels que |x;| <  a forment un voisinage V
de 0o =(o, 0, ..., 0). A chaque point (z,, x,, ..., x,) de V faisons corres-
pondre le point (z,, x;, ..., x,, 0, 0, ...) de (R). Appelons W I'ensemble
de tous ces points (x,, @, ..., &,, 0, 0, ...). L'ensemble V de (R,) et
I’ensemble W de (R) sont évidemment homéomorphes. D’aprés |z;|< a, on a

n n

1 | @ | < “ 2 1 <z

kU 1+ |y I+ o e k]
k=1

k=1

Donc W appartient A la sphére ouverte S. Ainsi V est homéomorphe a une
partie de S. Il en résulte I'inégalité (40) et par conséquent o(R,)<o(R).
Comme cette inégalité est vraie pour tout n, (R) a donc un type homogéne
infini de dimensions. ‘

Il est facile de voir que I'espace (E,) de M. Fréchet est réfléchi. Alors,
d’aprés 'inégalité connue d(R) < d(E,) (voir M. Kunugui, [1], p. 38), on
ad(R)<<9(E,) (). Nous avons ainsi

(4x) d(R,) < d(R) < d(Ey).
M. Fréchet ([1], p. 83-92) a établi les égalités suivantes :
d(Em):d(C):d(C”):d(l‘):d(lz):d(L‘l):d(_S):d(l):d(M).

D’autre part, M. S. Mazur [1] a démontré un théoréme intéressant, d’apres
lequel les espaces (#) et (L?) sont homéomorphes, quels que soient p, g21. 11
en résulte alors les égalités suivantes :

(42) d(Ey)=d(C)=d(Cr)=d(Ir) = d(L7) = d(S) = d(I) = d(M).
Tous ces espaces sont homogeénes. Il vient donc, en appliquant le théoréme 16,
(43) 0(Ey) =0(C) =9(Cr) = d(Ir) = d(L7) = 9(S) = o(I) = d(M).

On constate de plus que presque tous les espaces importants considérés par les

(*) D’apreés 3, ¢, § 28.
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analystes sont réfléchis. En effet, en appliquant 2° du paragraphe 28 aux
égalités (42), on voit que tous les espaces figurant dans ces égalités sont
réfléchis, puisque (I,) Pest.

30. Les TYPES HOMOGENES DE DIMENSIONS DES ENSEMBLES HOMOGENES ET LOCALEMENT
SEPARABLES ONT UN Maxmum. — M. Iréchet ([14] ou [1], p. 83; voir aussi
P. Urysohn, [2]) a démontré un théoréme important, d’aprés lequel le plus
grand des types de dimensions des ensembles séparables (appartenant a des
espaces distanciés) est celui de I'espace (E,, ). On pourra tirer dela un théoréme
analogue pour les types homogénes de dimensions.

En employant une notion due & P. Urysohn ([3]; voiraussi M. W. Sierpinski,
[1]), nous dirons qu'un ensemble E (appartenant.a un espace distancié) est
localement séparable en un de ses points, a, s'il existe un voisinage V, de a sur
E tel que V, soit séparable. Un ensemble sera dit localement séparable, s'il est

"localement séparable en tous ses points. L'n ensemble sera dit nulle part
sévarable, s'il n’est localement séparable en aucun de ses points. Il est facile de
_voir qu'un ensemble homogéne est soit localement séparable, soit nulle part
séparable.

Ceci posé, nous allons démontrer le théoréme suivant :

Tukoreme 18. — Parmi les types homogénes de dimensions des ensembles
homogénes et localement séparables (appartenant a des espaces distanciés), i/ y
en a un qui est le plus grand. Ce dernier est égal au type homogéne de dimensions

de lespace (E,,).

Démonstration. — Soient X un ensemble homogéne et localement séparable
(d’un espace distancié) et a un point arbitraire de E. Soit & un point arbitraire
de I'espace (E, ). L’espace (E,) étant réfléchi, tout voisinage V, de b contient
un ensemble homéomorphe a (E,). On a donc d(E,)=dV,, quel que soit un
voisinage V, de b. D’autre part, d’aprés la séparabilité locale de I’ensemble E,
il existe un voisinage V, de a sur E tel que V, soit séparable. On a alors, en
appliquant le théoréme de M. Fréchet (cité au début de ce paragraphe)
dV,<d(E,), d’ot dV,<dV,. Donc, d,E<d,(E,) et par conséquent, dE<LI(E,).
C’est-a-dire, le type homogéne de dimensions d’un ensemble homogéne et
localement séparable (appartenant & un espace distancié) est au plus égal a
celui de (E,). Or, ’espace (E,,) est lui-méme localement séparable. On a ainsi
le résultat annoncé. C. Q. F. D.

[l est évident que tout ensemble homogéne E tel que dE<9(E,) est loca-
lement séparable. Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
homogéne E (appartenant a un espace distancié) soit localement séparable
est )OE<o (E,).

M. Sierpinski ([2], p. 192) a démontré que 'espace (D,,) (§ 27) est nulle
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part séparable. La relation 9 (D,,) <0 (E,) ne peut donc pas avoir lieu. D’autre
part, M. Fréchet ([1], p. 98) a établi I'inégalité 4(E,) < d(D,,). On a donc,
d’aprés le théoréme 16, 9 (E,) <o (D,,). Ainsi nous avons I'inégalité

(,l[l) d(hu))<d(Du))

31. TYPE HOMOGENE DE DIMENSIONS DE L’ENSEMBLE DES NOMBRES RATIONNELS. — Dans
I'espace cartésien linéaire (R,), ’ensemble C, des nombres rationnels est
évidemment homogéne (méme réfléchi). Nous allons déterminer les ensembles
homogénes qui ont le méme type homogéne de dimensions que C,.

Tatorkme 19. — L’ensemble homogéne (appartenant a un espace distancié) le
plus général dont le type homogene de dimensions est égal a celur de I’ensemble C,
des nombres rationnels, est n’importe quel ensemble dense en soi tel qu’aucun de
ses points n’en soit point de condensation. '

Cette condition peut étre exprimée par
(45) Ecl/—E.,

ou E' désigne I’ensemble dérivé de E et LI, désigne 'ensemble des points de
condensation de E.

Démonstration. — 1° Soit E un ensemble homogéne tel que oJE =0C,. Nous
allons prouver qu'il vérifie (45).

D’abord, E est dense en soi. Sans quoi, E serait isolé (d’aprés 5°, § 27)
et 0E < 0C,.

Soient a€E, c€C, et V, un voisinage de ¢ sur C,. In vertu de JE =0C,,
il existe un voisinage V, de a sur E tel que V, soit homéomorphe a une partie
de V.. Or, V,contient seulement une infinité dénombrable de points. V, contient
donc une infinité dénombrable de points ('), et par conséquent a n’est pas point
de condensation de E. E vérifie donc la condition (45).

2° Soit E un ensemble vérifiant (45). Nous allons prouver qu'il est homogéne
et oE =0C,.

Il suffit de montrer que, quels que soient un point @ de E et un pointcdeC,,
onad,E=d.C,.

On constate d’abord que l'on peut toujours supposer que les familles de
voisinages de l'espace distancié auquel appartient E, sont exclusivement
constituées par des ensembles ouverts (par exemple, par des sphéres ouvertes).
Soient V, un voisinage de a sur E et V. un voisinage de ¢ sur C,. D’apreés
E.E,=o, il existe un voisinage W, de a sur E tel que W,CV, et que W,

(!) D'abord V, conlient au plus une infinité dénombrable de points. Et puis, comme E
est dense en soi, V, contient au moins une infinité dénombrable de points.
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contienne au plus uneinfinité dénombrable de points. D’autre part, W, contient
au moins une infinité dénombrable de points, puisque E est dense en soi. W, est
donc un ensemble dénombrable infini. De plus, E étant dense en soi et W,
étant ouvert dans E (puisque nous avons supposé les familles de voisinages
exclusivement constituées par des ensembles ouverts), W, est dense en soi (').

En résumé, W, est un ensemble dénombrable dense en soi. V. est évidem-
ment aussi dénombrable dense en soi.

En généralisant un théoréme de M. Sierpinski [3], M. Fréchet ([1], p- 103)
a démontré que deux ensembles dénombrables, chacun dense en soi, et appar-
tenant a deux espaces distanciés, sont homéomorphes. Donc, W, et V, sont
homéomorphes et par conséquent, d,E=d.C,. Il en résulte que E est homogéne
et 0E =0C,. C. Q. F. D,

On sait que dans un espace distancié séparable, pour qu'un ensemble E
vérifie la relation E.E,= o, il faut et il suffit que E soit au plus dénombrable
(Cf. M. Fréchet, [1], p 265; M. Hausdorff, [2], p. 268) Nous avons alors le

corollaire suivant :

CoRroLLAIRE 1. — 8¥ nous envisageons seulement les ensembles appartenant & des
espaces distanciés séparables, I’ensemble homogéne le plus général dont le type
homogeéne de dimensions est égal a celui de C,, est n’importe quel ensemble
dénombrable dense en sot.

A titre d’exemple, '’ensemble des nombres algébriques, réels ou complexes,
de 'espace (R,) est un ensemble dénombrable dense en soi. Ainsi l’ensemble
des nombres algébriques, réels ou complexes, dans le plan (R,) est homogeéne et
du méme type homogéne de dimensions que C,. De méme, I’ensemble des nombres
algébriques réels sur la droite (R,) est homogéne et du méme type homogéne de
dimensions que C,.

En se servant encore une fois du théoréme cité plus haut de MM. Sierpinski-
I'réchet, on obtient un résultat intéressant :

CoRroLLAIRE 2. — Les ensembles homogénes appartenant a des espaces distanciés
séparables et ayant le méme type homogéne de dimensions que C, ne sont autres
que les ensembles homéomorphes a C,.

En d’autres termes, au point de vue topologique, parmi les ensembles
homogénes appartenant & des espaces distanciés séparables, il n’en existe qu’un
seul qui est du méme type homogéne de dimensions que C,.

TuéoreMe 20. — Tout ensemble E homogéne non isolé appartenant a un espace
distancié séparable posséde un type homogeéne de dimensions supérieur ou égal
a celui de C,, suivant que E est non dénombrable ou dénombrable.

') Cf. M. Hausporrr, [2], p. 241.
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Démonstration. — Soit E un ensemble homogéne non isolé d'un espace
distancié séparable. Nous allons d’abord démontrer que 0>0C,.

On peut supposer comme précédemment que les familles de voisinages de
I'espace auquel appartient E, sont exclusivement constituées par des ensembles
ouverts (par exemple, par des sphéres ouvertes). Soient « € Eet V,, un voisinage
de a sur E. V, est ouvert dans E et I'ensemble E est dense en soi (puisque E est
homogéne non isolé, voir 5°, § 27). Donc V,, est aussi dense en soi : V.c(V.).
D’autre part, V, étant séparable, il existe un ensemble dénombrable D tel que

DcV,cD+D.

On tire de la
DcV,c(V,)y=D".

D est donc dense en soi et dénombrable. Alors, D est homéomorphe a C,,
dV,2dD =dC, et par conséquent, ok >0C,.

D’aprés le corollaire 1, dI£ >0dC, ou JE=09C, suivant que E est non
dénombrable ou dénombrable. C. Q. F. b,

CoroLLARE 3. — Parmi les types homogénes de dimensions des ensembles
homogénes non isolés appartenant a des espaces distanciés séparables, il y en a un
qui est le plus petit. Ce dernier est égal au type homogéne de dimensions de
Uensemble C, des nombres rationnels.

32. TYPE HOMOGENE DE DIMENSIONS DE L’ENSEMBLE DES NOMBRES IRRATIONNELS. — Nous
allons maintenant envisager le type homogéne de dimensions de 'ensemble
linéaire H, des nombres irrationnels. On a évidemment les inégalités

(46) JC, < I, << d( R,

puisque dC, < dH, < d(R,) et les ensembles C,, H, et (I},) sont tous réflé-
chis. Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
ensemble soit homogéne et ait le méme type homogéne de dimensions que H,.
Dans ce but, considérons d’abord I’ensemble linéaire triadique de Cantor.
C’est I’ensemble de tous les nombres de la forme

=S T —oou

=3 3 b g . (ap=o ou 2).

Désignons-le par T (*). T est évidemment homogéne, méme réfléchi. Il est
bien connu que T est parfait discontinu (*). On sait que tout ensemble linéaire

() I n’y a aucun rapport entre la catégorie T (dont nous avons parlé dans le
Chapitre I) et I’ensemble triadique T de Cantor.

(*) Rappelons qu'un continu est un ensemble fermé connexe et contenant plus d'un
point. Un ensemble est discontinu, s'il ne contient aucun continu. M. Hausdorfl' ([3],
p- 152) appelle ensemble punctiforme (punkihafte Menge) tout ensemble Lel qu'aucun de
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parfait discontinu est du méme type de dimensions que H, (¢f. M. Fréchet,
[1], p- 41). Il vient donc, d’aprés le théoréme 16,

(47) oT = dH,.

Ceci étant, nous sommes en mesure de démontrer le théoréme suivant :

Tukorime 21. — Pour qu'un ensemble E appartenant a un espace distancié
quelconque soit homogéne et du méme type homogéne de dimensions que
Uensemble H, des nombres irrationnels, il faut et il suffit que la condition
sutvante soit vérifiée : Pour tout point a de E et tout voisinage V, de a sur E, il
existe un ensemble P et un voisinage W, de a sur U tels que

1 PcV,
2° P soit parfait compact et discontinu ;
3° ‘W, soit homéomorphe & une partie de P.

Démonstration. — 1° Supposons que E soit homogéne et JE = 0H,. Nous
allons prouver que la condition du théoréme est vérifiée.

On a d’abord, en vertu de (47), )E =0dT. Soienta € I,z € T et V, un voisi-
nage de a sur E. Il existe alors un voisinage V, de ¢ sur T tel que V, soit
homéomorphe & une partie de V,. Or, T étant parfait compact discontinu
et réfléchi, V, contient un ensemble parfait compact et discontinu (*). Alors
V. contient aussi un ensemble P parfait compact et discontinu (*).

D’autre part, il existe un voisinage W, de a sur E tel que W, soit homéo-
morphe 4 une partie de V,. Par suite, W, est homéomorphe a une partie
de T. Mais T et P sont homéomorphes, car deux ensembles parfaits compacts
discontinus et appartenant 4 deux espaces distanciés sont toujours homéo-
morphes (*). Donc W, est homéomorphe 4 une partie de P.

2° Inversement, supposons que E vérifie la condition du théoréme, nous
allons prouver que E est homogéne et oE = oH,.

ses sous-ensembles contenant plus d'un point ne soit connexe. 1l est facile de voir que,
pour tout ensemble fermé d'un espace distancié, la propriété d'étre discontinu coincide
avec celle d’étre punctiforme. Les ensembles punctiformes au sens de M. Hausdorfl sont
aussi appelés ensembles dispersés par Urysohn ([4], p. 74).

(*) Car un ensemble homéomorphe a un ensemble parfait compact et discontinu est
encore un tel ensemble.

(*) On trouvera dans M. Hausborrr ([3], p. 197), la démonstration du théoréme
suivant : deux ensembles parfaits compacts punctiformes et appartenant a deux espaces
distanciés sont homéomorphes. Comme il n’y a aucune distinction entre un ensemble
fermé punctiforme (d'un espace distancié) et un ensemble fermé discontinu, deux
ensembles parfaits compacts discontinus et appartenant & deux espaces distanciés sont
homéomorphes.



336 KY FAN.

Soient a, ¢ deux points arbitraires de E et de T respectivement. Il suffit de
montrer qu'on a d,E=d,T.

Etant donné un voisinage V, quelconque de ¢ sur E, V, contient un ensemble
parfait compact et discontinu. Or, cet ensemble parfait compact et discontinu
est homéomorphe a T, on a alors dV,2dT. Il en résulte d, 15> 4, T.

Réciproquement, étant donné un voisinage V, de ¢ sur T, V, contient un
ensemble P, parfait compact et discontinu (car T est un tel ensemble et
réfléchi). D’aprés notre condition, il existe un voisinage W, de a sur E tel que
W, soit huméomorphe & une partie d’un ensemble P parfait compact et
discontinu. Or, P et P, sont homéomorphes, W, est alors homéomorphe 4 une
partie de P, et, par suite, homéomorphe a une partie de V,. Donc, d,E<d,T.
En résumé, on a d,E =d,T. E est donc homogéne et ok = ¢T = oH,.

C. Q. F. D.

Si E est un ensemble, homogéne ou non, tel que d,E<d,H, pour tout
point a de E et tout point ~de H,, on a aussid, K <d,T, quels que soienta € E
ett € T. Pour un point a quelconque d’un tel ensemble E, il existe un voisi-
nage W, de a sur E tel que W, soit homéomorphe & une partie de T. W, est
évidemment aussi homéomorphe a4 une partie de n’importe quel ensemble
parfait compact et discontinu. Ainsi, le théoréme 21 peut s’énoncer sous la
forme suivante :

Treoreme 21 bis. — Pour qu’un ensemble 5 appartenant a un espace distancié
soit homogéne et du méme type homogéne de dimensions que U'ensemble H, des
nombres irrationnels, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes sovent
réalisées simultanément :

1° Pour tout point a de E et tout voisinage V, de a sur E, V, contient un
ensemble parfait compact et discontinu.

2° Quels que sotent un point a de E et un point h de H,, on a U'inégalité entre
les types locaux de dimensions d, E<d,H,.

Il y a lieu de remarquer que dans la derniére condition, nous n’imposons
pas 'homogénéité de E.
On déduit facilement du théoréme 21 bis le corrollaire suivant :

CoROLLAIRE 4. — Pour qu’un ensemble E homogéne (appartenant a un espace
distancié) tel que JES0H, soit du méme type homogine de dimensions que H,, 1l
Saut et il suffit que, pour tout point a de E et tout voisinage V, de a sur E,
V. contienne un ensemble par fait compact ().

Les conditions dans les théorémes 21, 21 bis peuvent paraitre complexes.

1) Tei, on n'a pas besoin d'imposer que cet ensemble parfait compact soit discontinu.
) P P q p P
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Cependant, il en résultera une condition simple quand on se borne aux
ensembles linéaires [c’est-a-dire les ensembles de l'espace cartésien linéaire

(R))]:

TutoreMe 22. — Pour qu’un ensemble linéaire E soit homogéne et du méme

type homogéne de dimensions que H,, il faut et il suffit que les deux conditions
sutvantes soient vérifiées simultanément :

1° E est discontinu.

2° Pour tout point a de E et tout voisinage V, de a sur E, il existe un ensemble
parfait contenu dans V .

Démonstration. — La condition 2° est nécessaire, d’aprés le théoréme 21.
La condition 1° est aussi nécessaire. En effet, si E n’était pas discontinu,
E contiendrait un intervalle de la droite (R,) et par suite JE=d(R,). On
aurait alors 0JE =0(R,) >0dH,.

Reste a démontrer que ’ensemble des conditions 1°, 2° est suffisant. D’abord
il est facile de voir qu'un ensemble linéaire E satisfaisant aux conditions 1°,
2° du présent théoréme vérifie aussi la condition 1° du théoréme 21 bis. Puis,
pour un ensemble linéaire discontinu E, on a toujours dE<dH, (voir
M. Fréchet, [1], p. 40).. Comme H, est réfléchi, on a d,E<d,H,, quels que
soient a€E et he H,. C’est-a-dire E vérifie la condition 2° du théoréme 21 bis.
En résumé, tout ensemble linéaire E satisfaisant aux conditions 1°, 2° du
présent théoréme vérifie aussi les conditions 1°, 2° du théoréme 21 bis, et, par
suite, est homogéne et du méme type homogéne de dimensions que H,. Ainsi,
'ensemble des conditions 1°, 2° du présent théoréme est suffisant.

C. Q. F. D.
Le théoréme suivant généralise 1'égalité oT = oH, :
Tutorkme 23. — Dans un espace distancié et localement compact ('), tout
ensemble E parfait discontinu est homogene et JE = oH,.
Démonstration. — Soient a€E et V, un voisinage de a sur E. Il existe un

voisinage U, de a sur E tel que U,c V, et U, soit compact. On peut suppbser
que U, est 'ensemble de tous les points de E qui sont intérieurs a une
sphére S, de centre a et de rayon ¢. Prenons un nombre v tel que : > >o.
Désignons par Q I'ensemble de tous les points de E qui sont intérieurs a la
sphére S, de centre a et de rayon 7. Q est ouvert dans E. Comme E est dense

en soi, Q est aussi dense en soi. Donc, la fermeture P=Q de Q est un
ensemble parfait.

(*) Un espace est localement compact, si tout point est intérieur a au moins un ensemble
compact et fermé.
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E étant fermé, on a P = Q c E. Tout point de P est nécessairement intérieur
a S, ou sur la frontiére de cette sphére. Donc, on a PcU,.cV,. De plus, P est
compact (car U, est compact) et discontinu (car E est discontinu). Le voisi-
nage V, de a sur E contient donc un ensemble P parfait compact et discon-
tinu. D’autre part, P> Q et Q est un voisinage de a sur E. La condition du
théoréme 21 est donc bien vérifiée. E est alors homogéne et JE = oH,.
C. Q. F. D.

TatoriMe 24. — Si E est un ensemble homogéne appartenant i un espace
distancié quelconque tel que JE < 0(R,), oE et oH, sont comparables et I’on a
0E<oH,. En d’autres termes, le type homogene de dimensions de H, est le plus
grand de ceux qui sont plus petits que le type homogéne de dimensions de la
droite (R,).

Démonstration. — Soient a€E, he H, et V, un voisinage de A sur H,.
Il faut chercher un voisinage V, de a sur E tel que V, soit homéomorphe a
une partie de V. ]

En vertu de 0E < 9(R,), il existe un voisinage V, de a sur E tel que V, soit
homéomorphe & un ensemble linéaire L. On a dV,=dL<d(R,).

Si dL=d(R,), on aurait dV,=d(R,), dE2d(R,), et par conséquent,
dE20(R,), ce qui est absurde. Donc : dI. < d(R,). Alors, on a nécessairement
dL<dH, (voir M.. Fréchet, [1], p. 40), et dV,<dH,. Or, H, est réfléchi,
dH,=dV,. 1l enrésulte quedV,<dV,et dESIH,. .C. Q.F.D.

Finalement il est intéressant d’observer que l’ensemble des nombres transcen-
dants réels sur la droite (R,) est homogéne et du méme type homogéne de
dimensions que H,. D’ailleurs cet ensemble est homéomorphe ¢ H,. En effet,
I'ensemble C, des nombres rationnels et 1’ensemble des nombres algébriques
réels sont dénombrables et chacun dense sur toute la droite (R,). On sait
que, pour deux ensembles linéaires dénombrables chacun dense sur toute la
droite, il existe une homéomorphie de (R,) en lui-méme tout entier et trans-
formant le premier ensemble dans le second (*). Il en résulte donc que
’ensemble des nombres transcendants réels est homéomorphe 4 H,.

33. CoMPOSITION D’ESPACES ET COMPOSITION D’ENSEMBLES. — Nous avons utilisé
I'opération de composition d'espaces distanciés vectoriels (ou distanciés
affines) pour définir la différentielle totale (§ 19). C’est une méthode de M.
Fréchet qu'il avait employée pour définir la différentielle totale a son sens. Le
méme auteur ([12], p. 146 ou [1], p. 107), s’est servi de la composition
d’espaces distanciés pour définir 'addition du type de dimensions. Pour
introduire I'addition du type homogéne de dimensions, nous suivrons la méme
marche que M: Fréchet.

(') Cf. M. Frecuer, [1], p. fo.
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Soit &, &,, ..., &, ... une suite finie ou dénombrable infinie d’espaces
distanciés. Construisons un nouvel espace désigné par [&,,68,, ..., 6,, ...],
dont les points sont toutes les suites de points

X=(21,Zs, .oy, Zny «..),
oux, est un point de &,(n=1,2,...). La définition de convergence est
donnée comme il suit : pour qu’une suite de points

X0 — (z{m, a2\, 2L (m=1,2,...)

tende vers un point
X=(x, Loy oo vy Zpy -+ ),

il faut et il suffit que, pour chaque valeur de n,

lim 2™ —= z, dans 'espace &,.
my> o«

L’espace [&,, 6., ..., &, ...] ainsi défini s’appelle espace composé des
espaces &, &,, ..., &,, .
L’espace (E,) de M. Frechet est un espace composé :

(EQ,):[(R,), (Ry), oo oy (Ry), ]

En employant un raisonnement analogue a celui que M. Fréchet a utilisé
pour ’espace (E,) (*), on peut prouver la proposition suivante :

1° L'espace [6,, &,, ..., &, ...]| composé ¢ partir des espaces distanciés &, ,
&yy vy &y, ... estlui-méme un espace distancié.

En effet, on peut définir la distance de deux points

X=(x, Zs, o0, Zny ...) et Y =(r, e o5 Yny +-)

par
_l_ ( Zny ,)/u )

n! 14 (Zn, ¥a)
n

(X, Y)=

ou (&, y.) désigne la distance de x, et de y, dans l'espace &,. Dans le cas
particulier ou I'espace est composé a partir d’un nombre fini n d’espaces, on
peut aussi prendre une autre expression pour la distance, a savoir :

(X,Y)=(2, 1)+ (22. ¥2) + . . .+ (Zny Yn)-

Soient 6,, &,, ..., &,, ... une suite (finie ou infinie) d’espaces distanciés
et E,E,, ...,E, ... une suite d’ensembles tels que E;C&;. On définira
U’ensemble composé |E,, E,, ..., E,, ...] comme l’ensemble de 1’espace

(*) Cf. M. Frecner, (6], p. 39-41.
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[6,, &2, ..., &,y ...] formé par tous les points (x,, z,, ..., @,, ...) avec
x,€E,. )
Rappelons ici quelques propriétés simples dont nous ferons usage plus loin :
2° Sotent &, et F,(n=1, 2, ...) deux suites d'espaces distanciés homéo-
morphes respectivement. Alors, les espaces composés [&,, &,, ..., 8,, .. ] et
[F., Fay ..., F., ...] sont aussi homéomorphes (*).

3> Soit &,(n=1, 2, ...) une suite finie ou infinie d’espaces distanciés
réfléchis. Alors l’espace composé | &,, &,, ..., &,, .. .] est aussi réfléchi.

4 Soit Vy un voisinage d’un point X = (x,, s, ..., &,, ...) de Uespace
composé [6,, &,, ..., &,, ...]. Alors il existe une suite de voisinages V:,."' de x,
dans &, tels que

[Va Vo o oo Ve o] € Vi

Remarquons que les propositions 1°-4° sont valides, que Iespace

[6/,64,...,8,, ...]so0it composé a partir d’'un nombre fini ou dénombrable

infini d’espaces &,.

5° Soient &,, &,,...,8, un nombre fini d’espaces distanciés. Soient x;
un point de &,(k=1, 2, ..., n) et V. un voisinage de x, dans Uespace &,. 1l
extiste alors un voisinage Vy dupoint X = (x,, @,, ..., x,) dans l'espace composé
[&1) 8y ..., &, tel que

Vi C[Vay Voo ooy Vi, |-

THEOREME 25. — Sotent &,, &,, ..., &, n espaces distanciés homogénes. Alors

Uespace composé [&,, &,, ..., &,] est aussi homogéne.

Démonstration. — Soient X = (x,, 3, ..., &) et Y = (¥, ¥a, ..., ¥a) deux
points de ’espace composé [&,, &,, ..., &,] et V, un voisinage de Y dans cet
espace composé. D’aprés 4°, il existe des voisinages V, de y, dans 'espace
E(k=1,2, ..., n)tels que )

| [Viy Vi oo V] € Vi

Les espaces & sont homogénes, il existe des voisinages V., de x; dans &, tels
que V,, soit homéomorphe & une partie de V,,. D’aprés 2, [V,, V., ..., V. ]
est homéomorphe aunepartie de[V,,V, ..., V, ] et, par suite, homéomorphe
a une partie de V,. D’autre part, d’aprés 5°, il existe un voisinage Vy de X
dans I’espace composé [&,, &,, .. ., &,] tel que

Vx € [Va, Vaoy ooy Vo ]

Ainsi Vy est homéomorphe a une partie de V,. L’espace composé est donc
homogéne. €. Q.F.D.

(') Les propositions 2°-4° sont dues 3 M. Kunuvgu, [1], p. 30-32.
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Comme tout ensemble de points d’un espace distancié peut lui-méme étre
considéré comme un espace distancié, toutes les propriétés précédentes pour
la composition d’espaces distanciés resteront évidemment vraies pour la com-
position d’ensembles appartenant a des espaces distanciés.

34. ApDITION DES TYPES HOMOGENES DE pIMENsIONs. — Si E | E,, ..., E, sont n
ensembles homogénes chacun appartenant 4 un espace distancié, I’ensemble
composé [E,,E,, ..., E,] est aussi homogéne. Donc le type homogéne de
dimensions de cet ensemble composé est bien défini. Nous appellerons somme
des types homogénes de dimensions JE,, dE,, ..., JE, le type homogéne de
dimensions de [I,, E,, ..., E,] et nous écrirons

OE,+ 0E;+...+ dE,=d[E, E,, ..., E,].

Pour que cette définition soit légitime, il nous faut démontrer la proposition
suivante :

1° Si 9k, =dF,(k=1,2,...,n),0na
O[Ey, By, ooy By = 0| Fy, ¥y o, Fyl.

En effet, cette propriété peut étre facilement démontrée en appliquant 2°, 4°,
5° du paragraphe 33.
On peut aussi aisément établir les propositions suivantes :
2° Soitv,, vy, ..., v, Une certaine permutation de n premiers entiers 1, 2, ..., .
Ona
OE,+ 0E;+. ..+ 0E,= 0E, + JE,,+...+ 0E, .
3 Sil'on a 0E20F(k=1,2,...,n),0ona

OE;+ 0E;+. ..+ 0E, 2 0F, 4 0F, .. .+ 0F,.

4° Quels que sovent les ensembles homogénes E, F, on a

OE + JF > 9E.

Ko Pour tout ensemble isolé J et tout ensemble homogéne E, on a oE + 9J = oE.
Inversement, si un ensemble homogéne F satisfait a larelation oF + oF = oE pour
n’importe quel ensemble homogéne E, F est nécessairement isolé. :

Ainsi il est naturel de dire que le type homogéne de dimensions d’un ensemble
isolé J est zéro et nous écrirons '

(48) d] = o.

Mais cela ne peut nous conduire 4 considérer le type de dimensions dJ d'un
ensemble isolé J comme zéro. Deux ensembles isolés ne sont pas nécessairement
du méme type de dimensions. D’ailleurs, on peut donner un ensemble isolé K tel
que, pour tout ensemble séparable non isolé E, les types de dimensions dK et dE
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. . L3R V4 [} . . s
sotent incomparables. Considérons par exemple I'ensemble suivant qui a été
considéré par M.-Fréchet ([7], p. 13). Faisons correspondre 4 chaque fraction
décimale

X0, @Ay .y
le point X de I’espace (D,,) qui a pour coordonnées :
Jy=a,. Ly == (L, R ZTn = Un,
Tous ces points X forment un ensemble K isolé ayant la puissance du continu.
K est un ensemble non séparable, car tout ensemble isolé séparable est au plus

dénombrable. Donc, pour tout ensemble séparable non isolé E, les types de
dimensions dK et dE sont incomparables.

6° Etant donné un ensemble homogéne E, il existe toujours un ensemble homo-
géne non séparable F tel que 0E = oF. :

In effet, nous n’avons qu’a prendre F = I, K ].
Si I'ensemble E dans 6° est séparable, on a évidemment dF < dF. Donc :

7° Etant donné un ensemble homogéne séparable E, il existe toujours un
ensemble homogeéne F tel que 01 = oF et dE < dF.

Citons finalement, a titre d’exemples, les formules suivantes :

(49) O(Roym)= (R, )+ d(R.),
(50) dCu+1n: an+ de: dCi,
(51) O, pn—= OH, + U, — oH,

ou C, désigne I'’ensemble des points de (R,) dont les coordonnées sont toutes
rationnelles et H, désigne I'ensemble des points de (R,) dont les coordonnées
sont toutes irrationnelles (). L’égalité (49) justifie une fois de plus la notation
d(R,)=n. D’aprés 3°, 4° et (51), ona

OH, = 0H, + 0H, 2 0H, - dC, > ol

d’out
JH, + dH,=JH, + 0C,.
On voit donc que ’ensemble des inégalités OE,2 oF, et 0E, > JoF, peut ne pus

entrainer I'inégalité JE, + oE, > oF, 4 JF,.

33. RETOUR AU TYPE HOMOGENE DE DIMENSIONS DE L’ENSEMBLE DES NOMBRES IRRA-
TIoNNELS. — Pour I’addition du type homogéne de dimensions, nous n’avons
utilisé que la composition d'un nombre fini d’ensembles. Nous allons appliquer
la composition d’une infinité dénombrable d’ensembles pour étudier quelques
ensembles homogénes ayant le méme type homogéne de dimensions que H,.

(') On sait que 'ensemble C,, est homéomorphe a C,. De méme, les ensembles H, et H,
sont homéomorphes. Voir M. Frecuer [1], p. 6o.
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Nous avons vu (§ 31) que tout ensemble homogéne appartenant 4 un espace
distancié séparable et ayant le méme type homogeéne de dimensions que C, est
homéomorphe a C,. Considérons maintenant le type homogéne de dimen-
sions 9H,. Nous avons I’ensemble triadique T de Cantor qui est du méme type
homogéne de dimensions que H,. Il est facile de voir que T et H, ne sont pas
homéomorphes, car le premier ensemble est compact en soi, tandis que le
second ne l'est pas. Il existe donc au moins deux ensembles homogeénes
linéaires qui sont non homéomorphes et qui ont le méme type homogéne de
dimensions que H,.

Soit G, I'ensemble de ceux des points de I'espace (E,,) dont les coordonnées
sont toutes rationnelles. C, peut étre considéré comme un ensemble composé

Co=[Cy,Cy,...,Cp ...

Alors, d’aprés 3° du paragraphe 35, 'ensemble C, est réfléchi, puisque C, est
réfléchi. On sait que dC,,= dH, ('), alors 9C,=0oH,.

Il serait intéressant de savoir si I’ensemble C,, est homéomorphe 4 H,. Nous
ne savons pas répondre & cette question. Cependant, nous montrerons que C,
estune image biunivoque et continue de H,. Pour ce faire, nous allons d’abord
construire un espace homéomorphe 4 C,, tel que les points de cet espace soient
les suites infinies d’entiers positifs.

Commengons par un espace donné par M. L. Vietoris ([1], p- 174) :
Soit (N,) I'ensemble des entiers positifs (?). Tout point = de (N,) posséde
une suite de voisinages V™ (m=1, 2, 3, ...). V™ est 'ensemble des entiers
positifs y tels que y = x (mod m). M. H. Tielze [3 | a démontré que (N,) est un
espace distancié. En désignant par (y(n))! le plus grand diviseur de n contenu
dans la suite des nombres

=1, 2!

=2, 3! =6, 4! =24,

il a défini la distance de deux points x, y par I’expression

1

Y(r—=)

{ar, x)

(z, )= :ﬁ:o.

On voit facilement que (N, ) est dense en soi. Il s’ensuit que (N,) et C, sont
homéomorphes, car deux ensembles dénombrables, chacun dense en soi et
appartenant & deux espaces distanciés sont homéomorphes.

Considérons maintenant I'espace (N.,), ot chaque point est défini par une

(') M. Frécuer, [1], p. 103.
(*) M. Vietoris a considéré I'ensemble de tous les entiers o, =1, == 2, = 3, .... Nous avons

modifié cet ensemble en considérant seulement les entiers positifs, parce que c'est plus
commode en envisageant des relations entre I'espace (N, ) (défini plus loin) et 'espace (B)
de Baire.
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suite infinie d’entiers positifs et ot la distance de deux points X = (z, ., . . .,
Ly ...) et Y =(¥1, Y2y .oy Yuy ---) est définie par

E3

X, V=Y -

nlo+ Yy, —ay)

n=1

On voit que (N,,) est I'espace composé

(N ) =[N N ) (N

Comme (N,) et C, sont homéomorphes, (N,,) et C,, sont aussi homéomorphes
(d'aprés 2° du § 33). Ainsi nous arrivons au théoréme suivant :

TueoriMe 26. — Soit (N,,) l'espace ot chaque point est défini par une suite
infinie d’entiers positifs et ot la distance de deux points X = (&, ., ..., Ty, --.)
Y = (¥, Yy vy Yuy --.) estdéfinie par

1 I
XY= S
' ’ noo =y (v, —.2)

n=t

L’espace (N,,) est homéomorphe a I’ensemble C.,, de ceux des points de [’espace (E,,)
dont toutes les coordonnées sont rationnelles ().

Il en résulte que 'espace (N.,) est réfléchi et o(N,,) =dH,.
Ceci étant, nous pouvons prouver le théoréme suivant :

TueoriMe 27. — L’ensemble C,, cst une image biunivoque et continue de
Uensemble H,.

Démonstration. — Il saffit de prouver que I'espace (N,,) est une image biuni-
voque et continue de I'espace (B) de Baire (*), car il est bien connu que
I'espace (B) de Baire est homéomorphe a H,.

() Dans I'espace (N,,), on peul aussi prendre une autre expression un peu plus simple
pour la distance (fournissant cependant une définition équivalente de la convergence), a
savoir :

L

, . »' —|
(X")_Z Rl Y(Vp— L)

n=1

(*) Chaque point de P'espace (13) de Baire est défini par une suite infinie d’entiers

positifs. La distance de deux points = == (&, @4, ..., Tny ... ) LT =(J 1, Vay vvvy Fur =0)
est définie par

M ="  (5%)=o,

ou m est 'entier positif déterminé par les conditions suivantes :

ZmZYm  Tr—yx  pourtout A <m.
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. , o

Falspns correspondre a chaque point £ =(x, @y ..., 2, .. .) de (B) le
point de (N,) X=(z,, ®,, ..., x,, ...) avec les mémes coordonnées. Etant
donné un nombre positif ¢, on peut déterminer un entier M assez grand tel que

I I
M0 T M3 7

< E.

I .
Prenons = Pour un point =(y,, y., o1 Yny o) de (B) tel que
En<o= ﬁ, on a nécessairement
Xy =)y, LyTTZ Yy, ca, AN )

Alors la distance entre les points

X=(x, 2, ..... Lny o o) et Y=01 .. Dny oet)

de (N,,) est
N ! !
X=X e

< e

1 1 1 1
= 2 Y —— <(M+l)f (M)t +

n=M+1

Ainsi (N,,) est une image biunivoque et continue de (B). Et par suite,
I’ensemble C,, est une image biunivoque et continue de H,. C. Q. F. D.

36. Concrusiox. — Nous avons montré, dans ce qui précéde, qu'on peut
étendre tout ce qu'il y a d’essentiel dans la théorie du type de dimensions, &
la théorie du type homogéne de dimensions. Dans le cours de ce Chapitre,
nous nous sommes borné aux ensembles appartenant a des espaces distanciés.
Cependant, la définition du type homogéne de dimensions peut aussi bien

3

s'appliquer aux ensembles appartenant a des espaces (¢) de M. Fréchet
([1], p- 172). ‘
Naturellement le type homogéne de dimensions n’est défini que pour les
ensembles homogénes. Mais, parmi les ensembles les plus importants qui se
sont présentés d’eux-mémes dans la Topologie ou dans I'Analyse, la Plupart
sont homogénes. Comme exemples d’espaces homogé‘nes, on peut citer, en
outre des espaces distanciés affines, les groupes topo!oglques. On sait que tout
groupe topologique, étant un espace (¢) particulier, est topologlc!uement
homogéne. Il s’ensuit, a plus forte raison, que tout groupe t'opolpglque est
dimensionnellement homogéne. Il serait intéressant d'étudier la f;lass1ﬁ-
cation des groupes topologiques au moyen de leurs types homogénes de

dimensions. 5

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1V, 1942./
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CHAPITRE IV.

NOTION DE LIGNE.

37. 1’omiET pU PRESENT CHAPITRE. — Dans I’Analyse générale, comme dans
I’Analyse classique, la notion de ligne est d’une importance non moins fonda-
mentale que celle de dimension. D’ailleurs, ces deux notions sont intimement
liées. A partir des importants travaux de C. Jordan, L. Zoretti [1],
N. J. Lennes [1] et S. Janiszewski [1], de nombreux travaux ont été consacrés
a I'étude de la notion de ligne. Ces travaux ont non seulement énormément
élucidé la notion de ligne, mais ont encore contribué dans une large mesure
au développemenl général de la Théorie des ensembles. Dans ces nombreux
Mémoires sur la notion de ligne, les divers auteurs supposent souvent qu’on a
affaire soit 4 un espace cartésien, soit & un espace distancié. Le besoin incon-
testable de fixer la notion de ligne dans des espaces plus généraux se fait sentir
immédiatement. Nous sommes ainsi amenés a étudier cette notion dans une
certaine catégorie d’espaces que nous définirons plus loin sous le nom d’espaces
de F. Riesz. La calégorie des espaces de F. Riesz comprend comme cas
particuliers les espaces (£) de M. Fréchet (') ainsi que les espaces accessibles
de M. Fréchet (?) et par suite les espaces de M. Hausdorff (*). L'intérét de nos
résultats consiste non seulement dans la généralité des espaces considérés, mais
aussi dans ce fait que nos principaux résultats méme dans le cas trés parti-
culier des espaces distanciés sont encore nouveaux.

38. Les espaces b F. Riesz. — Un ensemble & d’éléments quelconques,
appelés points, étant donné, faisons correspondre a tout sous-ensemble E
de & un sous-ensemble E de & par une loi déterminée. L’ensemble E s’appelle
Sfermeture de E. Un point a est dit point d’accumulation d’un ensemble E, sil’on

aa€E—(a). L’ensemble & sera dit espace de F. Riesz, 'il est formé de plus

d’un point et si la loi de correspondance de E a E satisfait aux deux conditions
suivantes dues 4 M. F. Riesz ([1], p. 19):

1° E et F étant deux ensembles quelconques compris dans &, on a toujours
(52) E+F=E~+F.

2° La fermeture d’un cnsemble (a) formé d’un seul point a est I’ensemble (a)

M) M. Fnkcngr, (1], p. 163.
(*) Cf. M. Frecuer, [1], p. 185.
*) M. Frecuer, [1], p. 204; M. Hatvsporrr, (2], p. 213.
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lui-méme :

(53) ()= (a) ().

Sil'on prend, au lieu de 1’opération de fermeture, 'opération de dérivation
comme la notion primitive, on peut définir les espaces de I. Riesz comme il
suit : Un espace de F. Riesz est un ensemble & contenant au -moins deux
points, ou l'on a défini une opération faisant correspondre a chaque sous-
ensemble E de & un sous-ensemble E’ de &, appelé ensemble dérivé de E, telle
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1° E et F étant deux ensembles quelconques compris dans &, on a toujours
(52 bis) (E+FY=F'+F".

2° Un ensemble (a) formé d’un seul point a a pour dérivé I’ensemble vide :
(53 bis) (a)Y=o.

Tout espace de F. Riesz est un espace (¢) de M. Fréchet ([1], p. 172).
Comme M. Fréchet ([15], p. 144) a montré qu’on peut traduire les conditions
(52 bis), (53 bis) imposées a I'opération de dérivation sous forme de conditions
imposées au choix de familles de voisinages, on peut dire qu'un espace de
F. Riesz est un espace (¢) ou les familles de voisinages satisfont aux deux
conditions suivantes :

1° Pour tout point a, quels que sorent les voisinages V, et W, de a, il existe au
moins un voisinage de a qui appartient enticrement & la foisa V, et W,,.

2° Pour tout point a, les voisinages de a, envisagés simultanément, n’ont en
commun que le seul point a.

Il est facile de voir que tout espace (£) de M. Fréchet est un espace de
F. Riesz. Mais la réciproque n’est pas vraie. Il suffit de rappeler 1’espace
suivant donné par M. F. Riesz ([1], p. 19) : L'espace est formé des points
d’une droite, mais ot un point a ne serait considéré comme point d’accumu-
lation d'un ensemble E, que si tout intervalle de milieu a contenait une
infinité non dénombrable de points de E. C’est un espace de F. Riesz sans
étre un espace (£). Donc, la catégorie des espaces de F. Riesz est effectivement
plus générale que celle des espaces (£).

D’autre part, tout espace accessible de M. Fréchet est un espace de
F. Riesz. En effet,un espace accessible n’est autre qu'un espace de F. Riesz
vérifiant la condition supplémentaire suivante :

(') D'aprés 1° et 2, on peut démontrer les formules ECE et O = 0. (Pour déduire
cette derniére formule, on utilise I’hypothése que & ne se réduit pas & un seul point.)
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3° Quel que soit E, on a

(54) E=1
en désignant par Ela Sfermeture de E.

Mais un espace de F. Riesz n’est pas nécessairement un espace accessible.
M. Fréchet ([1], p. 162) a appelé espace (Q) I'espace dont chaque point est
une fonction numérique f(x) d'une variable numérique x (variable dans
I'intervalle o <o <1) et ol une suite de points f,, f5, ..., f,, ... est considérée
' comme convergeant vers un point f, si f,(x) converge vers f(x) en chaque
point x considéré individuellement sur o <ax<1. Et il a indiqué que (Q) est un
espace (£) sans vérifier (54). Cet espace (Q) fournit donc un exemple simple
et non artificiel d’un espace de F. Riesz qui n’est pas un espace accessible.
Donc, la catégorie des espaces de F. Riess est aussi effectivement plus large que
celle des espaces accessibles.

39. L'arc smpLe. — Un ensemble de points d’un espace (¢) quelconque
sera appelé arc simple, s'il est homéomorphe 4 un segment fermé de la
droite (R,). Cette définition est exactement celle qu'on a adoptée habituel-
lement dans le cas des espaces distanciés. Il y a toutefois des différences
essentielles entre le cas des espaces distanciés et le cas infiniment plus général
des espaces (¢). On sait que tout arc simple dans un espace distancié est un
continu, c'est-a-dire un ensemble connexe fermé et contenant plus d’un point.
Mais un arc simple dans un espace () (méme dans un espace accessible) peut ne
pas étre un ensemble fermé, ce qui résultera de I'exemple suivant : Considérons,
avec M. P. Alexandroff ('), I'espace dont les points sont ceux d’une droite
indéfinie avec les voisinages habituels et en outre un point @ pris hors de la
droite. On prend comme voisinage de ce point a tout ensemble obtenu en
supprimant de l’espace total un nombre fini de points de la droite. On voit
facilement que c'est un espace accessible (et par suite aussi un espace de
F. Riesz). Dans cet espace. I’ensemble formé par les points d’un segment
fermé de la droite est un arc simple, sans étre un ensemble fermé.

Une autre différence essentielle consiste dans le fait suivant : Dansun espace
distancié, une image biunivoque et continue d'un segment fermé de la
droite (R,) est toujours un arc simple. Mais, dans un espace accessible, une
tmage biunivoque et continue d’un segment fermé de (R,) peut ne pas étre un arc
simple. Considérons encore 'espace de M. Alexandroff dont nous venons de
parler. Soit A ’ensemble de cet espace formé par le point a (qui est pris hors
de la droite) et les points ¢ de la droite tels que 0 < ¢<1. Faisons correspondre
a chaque point z de (R,) tel que o < ¢<1le point zde A etaupointz=ode(R,)

(') Cf. M. Frecuer, [1), P 245.
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le point @ de A. A est alors une image biunivoque et continue du segment
fermé S=[0, 1] de (R,), mais cette correspondance n’est pas bicontinue.
Dailleurs il est facile de voir que 1’ensemble A n’est pas homéomorphe a S.

Revenons maintenant a la définition des arcs simples. La définition précé-
dente n’est pas géométrique, car elle affirme l'existence d’une certaine
homéomorphie. D’autre part, la définition fait intervenir le segment fermé de
la droite, de sorte qu’on utilise les rapports entre les points de I’ensemble en
question et ceux d'un ensemble fixe pris comme un modéle. Ainsi, a partir
de Janiszewski, on est amené a poser le probléme de chercher une définition
purement géométrique des arcs simples. Autrement dit, il s’agit de caractériser
les arcs simples par leurs propriétés qui sont a la fois géométriques et topo-
logiques.

Dans la Thése de Janiszewski [1], sa caractérisation topologique des ares
simples repose sur la notion importante due & Zoretti de continu irréductible
entre deux points. Cette caractérisation ne peut pass’étendre au cas des espaces
de F. Riesz (ni méme au cas des espaces accessibles), puisqu'un arc simple
dans un espace de F. Riesz (ou dans un espace accessible) n’est pas nécessai-
rement un continu. .

Une autre caractérisation est la suivante : pour qu'un ensemble d’un
espace distancié soit un arc simple, il faut et il suffit qu'il soit compact, fermé
et connexe irréductible entre deux points ('). Cette caractérisation est plus
propre 4 la généralisation. Nous montrerons qu'il est possible d’obtenir une
caractérisation topologique et purement géométrique, pour les arcs simples
appartenant a des espaces de F. Riesz, basée sur les notions d’ensemble
connexe irréductible entre deux points et d’ensemble localement connexe,
sans faire intervenir la considération de compacité.

Nous adoptons dans un espace (¢) quelconque les définitions suivantes :

Un ensemble E est dit connexe irréductible entre deux points a,, a,, s'il est
connexe, contient a,, a, et tel que tout vrai sous-ensemble de E contenant a,, a,
cesse d’étre connexe.

Un ensemble E est dit localement connexe en un de ses points, soit a, si pour
tout voisinage V, de a, il existe un ensemble G connexe et ouvert dans E tel
que 2 € G c V,.E. Un ensemble est dit localement connexe, s'il est localement
connexe en chacun de ses points.

On démontre facilement le lemme suivant :

LemvMe 3. — Soient &,, &, deux espaces (v) et f une homéomorphie trans-
Jformant un ensemble E de &, en un ensemble F de &, : F = f(E). Alors :

(1) Ces conditions sont dues a M. N. J. Lenngs, [1], p. 308. Voir aussi M. Hausporrr,
[3], p- 219-223.
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1° St E est connexe irréductible entre deux points a,, a,, F est aussi connexe
irréductible entre deux points b,= f(a,), b, = f(a,).

2° St E est localement connexe en un point a€kl, F est aussi localement
connexe en b = f(a).

Comme un segment fermé de la droite (R,) est un ensemble connexe
irréductible entre deux points et localement connexe, il s’ensuit que tout arc
simple dans un espace (v) quelconque est un ensemble connexe irréductible entre
deux points et localement connexe. D’autre part, il est facile de voir que tout
arc simple A dans un espace (¢) est un ensemble séparable, c’est-a-dire qu'il -
existe un ensemble dénombrable infini D tel que D ¢ A ¢ D. Nous verrons plus
loin que ces trois propriétés des arcs simples suffisent a les caractériser parmi les
ensembles appartenant a des espaces de F. Riesz.

40. UNE DECOMPOSITION D’UN ENSEMBLE CONNEXE IRREDUCTIBLE ENTRE DEUX POINTS.
— Enoncons d’abord le lemme suivant qui est bien connu dans le cas des espaces

distanciés (') :

LemMe 4. — Dans un espace de F. Riesz, sotent E, I deux ensembles non
disjoints et fermés dans leur somme S=E+F. Si leur somme S et leur pro-
duit P = EF sont connexes, E et ¥ sont aussi connexes. ’

Démonstration. — Si E n’était pas connexe, on aurait

" E=E,+E, E.E+E.E,=o0, E,Zo0#E,.

On a alors
P=E,.F+E,F, ETFEF+ET.EFcEE,+EE,=o.

Mais, P est connexe, il en résulte qu’au moins une des égalités E,F =o,
E,F = o a lieu. Soit E,F = o. Considérons maintenant la décomposition

(55) S =(E,+ F) +E,.

En appliquant (52), compte tenu que E et F sont fermés dans S(E=ES,
F=FS),ona
(E,+F).E,c(E,+ F).S=E,.S+F.S=E,.(E,+E,+F)+F=E,+F

et par conséquent
(56) (E,+ F).E,c(E, + F).E,—o.
D’autre part
(E,+F).E,=F.E,cS.E,=S.(E.E,) =(S.E).E,=E.E,= (E,+ E,).E,=E,

(') Cf. M. Hausporrr, [3], p. 151.
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et par suite
(57 (E;+F).E, =F.E,=F.E,—o.

Or, S est connexe. D’aprés (55), (56), (57) et E,+F 20, on en conclut
que E,=o. Ceci est une contradiction. Donc, E est connexe.
C. Q. F. D.
Les théorémes 28, 29 que nous allons exposer dans ce paragraphe et dans
le suivant, sont bien connus dans le cas des espaces distanciés (*).

TueoriMe 28. — Soit A un ensemble connexe irréductible entre deux poinis a,,
a, et appartenant & un espace de F. Riesz. Pour tout point b de A tel
que a,2bz~2a,, A peut étre décomposé en deux ensembles fermés dans A,
connexes, l'un contenant a,, l'autre a, et n’ayant en commun que le seul point b.

Démonstration. — Soit b un point de A tel que a,% b~ a,. L’ensemble
A —(b) est un vrai sous-ensemble de A et contient a,, a,. 1l est donc non
connexe. On a alors une décomposition

A—(b)=P+Q, P.Q+P.Q=0, PFoz=0Q.

En appliquant (52) et (53), on a
(P+ () A=(P+(0)).A
=P.A+(0)=P.(P+ Q=+ (b)) + (b) =P+ ().

C’est-a-dire, I'’ensemble P - (b) est fermé dans A. De méme, on peut prouver
que Q + (b) est fermé dans A.

La somme et le produit des ensembles P + (b), Q-+ (&) sont respecti-
vement A et (b), quisont tous les deux connexes. D’aprés le lemme 4, il en
résulte que P + (b) et Q + (b) sont aussi connexes.

Les ensembles P + () et Q + () sont des vrais sous-ensembles connexes
de A. Aucun de ces deux ensembles ne peut contenir a la fois a,, a,. Donc,
'un d’eux contient a,, l'autre a,. Le théoréme est ainsi démontré.

C. Q. F. D.

41. UN ENSEMBLE CONNEXE IRREDUCTIBLE ENTRE DEUX POINTS CONSIDERE COMME UN
ENSEMBLE ORDONNE. — Enongons maintenant le théoréme suivant :

TutorkMe 29. — Dans un espace de F. Riessz, tout ensemble A connexe irréduc-
tible entre deux voints a,, a, peut étre ordonné de la fagon suivante :

1° Pour deux points b£c de A, une et seulement une des relations b <c,
¢ < b est vraie.

(') Cf. M. Hausporrr, 3], p. 220-222; M. K. MenGeR, [1], p. 42-47; MM. B. KNasTER el
C. Kuratowski, [1], p. 219-221; C. Zarankiewicz, [1], p. 136.
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2° Pour tout point b de A tel que a,= b=~ a,, on a toujours les relations
a, < b<a,.

3 Quels que sotent les points b, ¢, d de A, les relations b < c, ¢ < d impliquent
b<d.

4° Soit b un point de A tel que a,#bz~a,. Soit A =B, + B, une décom-
position de A en deux ensembles fermés dans A, connexes et tels que

By. Bi=(4), By 3 a,, Bisu, ().
Alors tout point de B, — (b) est < b, et tout point de B, — (b) est > b.

Démonstration. — Soient b, ¢ deux points de A tels que
b Ze, aZbFa, _ajFcFHa.

Nous posons b < c, si et seulement si A est somme de deux ensembles fermés
dans A, connexes, n'ayant en commun que le seul point 6 et tels que I'un
contienne a,, 'autre contienne a, et c.

Pour un point b de A tel que a,5£b><£a,, nous posons toujours a,< b
et b < a,. Enfin nous posons a,<  a,. Nous allons prouver (ue la relation <
ainsi définie vérifie les conditions 1°-4°.

1°a. Pour deux points b£c de A\, les deux relations b<c et ¢ < b sont
tncompatibles.
Evidemment on peut se borner au cas ol
ay # b # ay, gy F ¢ F .
Supposons & < c. On a alors.
A=B,+B, B.B=(b), B,da, Bda,c,
ou B,, B, sont deux ensembles fermés dans A et connexes.
Considérons maintenant une décomposition
A=0_C+ (G, Cy.Ci={(c), CoDuy, Ciaa,
ou C,, C, sont deux ensembles fermés dans A et connexes (*). ll s’agit de
montrer que b € C,.

On peut considérer I’ensemble A comme un sous-espace et désigner par
Jfront.,C, la frontiére de C, relative a ce sous-espace A. On a

fl‘On',.ACOI-Co.(Cl— (c)).ACCo.C_,.A =C,.C, = (e).

(') Une telle décomposition de A est possible, d’aprés le théoréme 28.
(?) Dans le Chapitre 111, nous avons désigné par C, I'ensemble des nombres rationnels.
lci, la lettre C, n’a aucun rapport avec 'ensemble des nombres rationnels.
PI
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D’autre part, on a c ¢ B,. Donc,
By (front., Cy) =o.
Or, a,€ B,.C, 0. Il en résulte que B,c C,, puisque B, est un ensemble
connexe ('). Donc, b€ C,. Ainsi, b < ¢ implique c < b.
1° b. Pour deux points b4 c de A, au moins une des relations b le,elb

est vraie. .

On peut encore se borner au cas ou
ay, Z b Z ay, ay 7 ¢ 7 ay.
Supposons que ¢ << b. Alors, pour toute décomposition
A=Co+C,, GCo.Ci=(c), ©Coda, C,da,
ou C,, C, sont deux ensembles fermés dans A et connexes, on a nécessairement

b&C,.

Soit maintenant

A—=B,+B, B,.B,=(b), B,d>a, Bida,
ou B, B, sont deux ensembles fermés dans A et connexes. On a

front.\B,=B,.(Bo— (0)).A C B,.B,.A =B,B,= (b),
Ci.(front.,B;)=o (car b g Cy),
a;€C,.B,# o.
Donc, C, € B, et par conséquent, ¢ € B,. C’est-a-dire : b .
La condition 1° du théoréme résultera immédiatement de 1° a et 1° b. La
condition 2° du théaréme est évidemment réalisée.

3° b ¢, c < dimpliquent b <d.
D’aprés b < c et c<d, on a a,%c5~a,, b5£a,, d5#a, On peut évidem-
ment supposer que b > a,, d 4 a,. On a alors
A =B,+ B, B,.B,= (), B, 3> a,, Bi2ay,c,
A:C(;—*_ Cl‘ CO.CIZ(C), CoBaoy Cisal)d;

ou B,, B,, C,, C, sont des ensembles fermés dans A et connexes. Ona b & C,,

puisque c < b. Donc : :
: C;.(front.,By) =o.

(') M. Frecuer ([1], p. 229) a démontré pour I'espace (¢) le plus général le théoréme
suivant : Si un ensemble C connexe contient au moins un point d’un ensemble E et au
moins un point du complémentaire de E, alors C contient au moins un point de la fron-
tiere de E.

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1V, 1942. 46
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Mais, a,€ C,.B,52 0. Il en résulte que C,C B, et par suite, d€B,. On a
donc b < d.

4° Soit b un point de A tel que a, 7 b >~ a, . Soit
A:Bo—*‘Bj, Bo.sz(b), Boaao, B,Bal,

ot By, B, sont des ensembles fermés dans A et connexes. Alors, tout point de

B,— (b) est < b et tout point de B, — (b) est > b.

Tout point de B, — (&) est évidemment <> b. Il reste & prouver que tout
point de B,— () est < b. Soit z un point de B,— (). On peut se borner au
cas ou x >~ a,. Considérons la décomposition

A=X,+X,, Xo.- Xy = (=), X3 a,, Xiday,

ou X,, X, sont deux ensembles fermés dans A et connexes. On a

B;.(front., X,) = o,

puisque z n’appartient pas a B,. Or, B, est connexe et a, € B,.X, £ 0. Donc,
B, € X, et par conséquent b € X,. C’est-a-dire x<b. Ainsi tout point x de
B,— (&) est < b.

Le théoréme 29 est ainsi complétement etabh v C. Q. F. D.

42. QueLQuEs LEMMES. — Supposons qu'un ensemble A connexe irréductible
entre deux points a,, a, et appartenant 4 un espace de F. Riesz est ordonné
d’aprés le théoréme 29. Nous allons établir quelques propriétés de cet ensemble
ordonné.

Pour un point b de A, nous des1gnerons par A(< b) 'ensemble des points =
de A tels que z <b. D’une fagon analogue, on définit les notations A (> b),
A(£b), A(2b). Dans le cas particulier o b=a, ou b=a,, on a évidemment

A(Ka) =0, A(tam)=(a), A(>a)=o0, A(za)=(a).

En employant ces notations, on a, d’aprés le théoréme 29, pour tout point 6
de A tel que a2 b~ a, :
’ A(<b)=B,— (b)=A —B,, A(>b)=B,— (b)=A —B,,
A(Sb)=B,, A(26)=B.

On voit immédiatement qu’on a le lemme suivant (') :

Lemme 5. — Quel que soit le point b de A, les ensembles A(<b) et A(>b)
sont ouverts dans A ; les ensembles A(Sb) et A(2b) sont fermés dans A (*). Et,

(*) Dans les lemmes 5-10, on fait les mémes hypothéses que dans le théoréme 29.
(%) Car les ensembles 1%0, B, sont fermés dans A.
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quels que sotent les points b<c de A, I'ensemble A(>0).A(< ¢) est ouvert
dans A, Uensemble A(20).A(<c) est fermé dans A (V).

Lemue 6. — Quels que soient les deux points b<c de A, Iensemble
A(>b).A(<c) nlest pas vide.

Démonstration. — Si A(>b).A(<c)=o, on aurait
A=A(Ze)+ A(LD).

A serait alors somme de deux ensembles non vides, disjoints et fermés dans A.
Ceci est impossible puisque A est connexe. C. Q. F. D.

Lemme 7. — Soit A =L+ M une décomposition de A en somme de deux
ensembles non vides disjoints tels que

x <y quels que sotent ze€Ll, yeM.

Alors, ou bien L posséde un dernier élément (*), ou bien M posséde un premier
élément. (Ces deux cas sont d’ailleurs incompatibles, d’aprés le lemme 6. )

Démonstration. — Dans le cas contraire ou L n’a pas de dernier élément
et M n’a pas de premier élément, on aurait

L:ZA(<m), M:ZA(>)').

x el yEM

Or, d’aprés le lemme 5, chaque A(< ) ou A(>>y) est ouvert dans A. Les
ensembles L, M seraient donc ouverts dans A. A serait alors somme de deux
ensembles non vides disjoints et ouverts dans A. Ceci est une contradiction,
puisque A est connexe. C. Q. F. D.

Lemme 8. — Pour tout point x £ a, de A et pour tout voisinage V, de x, il
existe aumoinsun point y de V... A tel que y < x. De méme, pourtout pointx = a,
de A et pour tout voisinage V, de x, il existe au moins un point yde V.. A tel

quey > x.

Démonstration. — Nous démontrerons le casou x> a,. (Pourlecasou x £ a,,

(*) Dans un espace (¢) quelconque, si F et G sont deux ensembles fermés dans un
ensemble E, le produit F.G est aussi fermé dans E. En appliquant (52), on peut démontrer
la proposition suivante : Dans un espace de F. Riesz, si F et G sont deux ensembles
ouverts dans un ensemble E, le produit F.G est aussi ouvert dans E. (Cf. M. Appgrr, [1],
p- 28.)

(*) Clest-a-dire : L posséde un point d tel que pour tout point z % d de L, on ait z < d.

46.
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la démonstration est analogue.) Soient x < a, et V. un voisinage de x. Sil'on

avait
Ve A(<z)=0,

on aurait
AN (<)
D’autre part, on a

Aldz)y=A(< x) 4+ (x), a€EA(<x)Fo.
Alors, I'’ensemble A (<) serait non connexe, ce qui est une contradiction (*).
’ =) »ceq

C. Q. F. D.
Lemme 9. — Soient b < ¢ deux points de A et

H=A(20).A(Lc).

Tout sous-ensemble K de A qui estconnexe et contient b, c, contient H entiérement.

Démonstration. — Soit h un point de A tel que b < h<c.Ona
A=H,+H, I,.H=(L) H,da,b Hda,ec

ou H,, H, sont deux ensembles fermés dans A et connexes (*). Considérons
maintenant la décomposition

K=K.H,+ K.H,.
Comme K est connexe et beK.H %0, c€K.H,> 0, on a nécessairement

o = KH,.KH, + KH,.KH,cK.H,.H, + H,.K.H,
cH (A T) 4+ (Hy A) Hy=H,. H,= (L),
et, par suite, »
o # KH,.KH, + KH,.KH, cK.(4).

C’est-a-dire, A€ K. Ainsi, ’ensemble H appartient entiérement a K.
€. Q. F. D.

Lemme 10. — 8¢ D est un ensemble tel que Dc A € D, pour tout couple de
points b < c de A, il existe un point d de D tel que b < d < c.

Démonstration. — I'ensemble A(™> b).A(<c) est ouvert dans A (lehme 5)
et non vide (lemme 6). Soit z un point de cet ensemble. Il existe un voisinage

V. de z tel que
V2. ACA(> D). A(<L o).

(') L'ensemble A (<)) est toujours connexe. Dans le cas oit H =a, ou b =a,, cela est
évident. Dans le cas olt a,# b £ a,, on a vu dans le théoréme 29 que A(<b) =B, et que
B, est connexe.

(*) Dans le Chapitre 111, nous avons désigné par H, I’ensemble des nombres irrationnels.
Ici, la lettre H, n’a aucun rapport avec Tensemble des nombres irrationnels.
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Or,z€D.OnaV,.Ds£0. Soitde V,.D. On a alors
deV,.. DcV.. ACcA(>b).A(<c).

Donc :
bh<<d<e. C. Q. F. D.

Tous ces lemmes 5-10 seront utiles dans le paragraphe suivant.

4A3. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES ARCS SIMPLES DANS LES ESPACES DE F. RiEsz:
— Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

ThioriMe 30 (TnEoREME FONDAMENTAL). — Dans un espace de F. Riess, pour
qu’un ensemble soit un arc simple, il faut et il suffit qu’il soit séparable, connexe
irréductible entre deux points et localement connexe.

Démonstration. — Nous avons déja vu (§ 39) que ces trois conditions sont
nécessaires. Il reste 4 montrer que tout ensemble A vérifiant ces trois conditions
est un arc simple.

D’aprés le théoréme 29, I'ensemble A qui est connexe irréductible entre
deux points a,, a,, peut étre ordonné de maniére que les conditions 1°-4° du
théoréme 29 soient réalisées. D’aprés la condition 2° du théoréme 29, I'ensemble
ordonné A posséde un premier élément et un dernier élément. On voit qu’en
vertu des lemmes 6, 7, aucune coupure (') de 'ensemble ordonné A ne donne
de saut ni de lacune ('). L’ensemble A étant séparable, A contient une partie D
dénombrable infinie telle que entre deux quelconques de ses points se trouve
un point de D (d'aprés le lemme 10). Ainsi, le type d’ordre de '’ensemble
ordonné A est précisément celui de I'ensemble des points d’un segment fermé
de la droite (ordonné d’aprés les grandeurs des abscisses) (*). Il existe donc
une correspondance biunivoque '

xz=4®(2), t=W(x) [o<tgr, xeA]
entre le segment S—= o, 1] et A de maniére que

<< ty entraine ®(¢) << P(¢,),

et
x, << Ty entraine W (z,) < W¥(x).

Nous allons montrer que cette correspondance est une homéomorphie.

1° La transformation t = W () est continue sur A.

1° a. t="W(x) est continue au point r = a,.

(') Cf. M. Sigreinski, (4], p. 143.
(%) Cf. M. Sigrpinski, [4], p. 151.
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Quand x =a,, on a ¥(a,)=o0. Soit « un nombre arbitrairement donné :
1> >o0. Le sous-intervalle 0 </ < e de S correspond a I'ensemble A (< ®(¢)),
qui est ouvert dans A (lemme 5). Comme a,€A (< ®(2)), il existe un
voisinage V, de a, tel que

Vi, - ACA (< @is))

Pour tout pointxde V,.A  ona
anlx < B(2),

c’est-a-dire
0SW () <.

t="W(x) est donc continue au point x = q,.
1°b. t="W(x) est continue au point x =a,.
La démonstration pour ce cas est analogue a celle de 1° a.

1°c. Soit b un point de A tel que a,# b=~ a,. t =W (x)est continue au pornt b.

Dans ce cas, o0 < W'(b) < 1. Soit ¢ > 0 un nombre arbitrairement donné. On
peut évidemment se borner au cas ou W(b)—z >0, W(b)+ < 1. Le sous-
intervalle ¥'(b) — ¢ <t < W(b)+ e de S correspond & I'ensemble

A(>@[W(b)—:]) A (< O[W(b)+¢)).

Cet ensemble est ouvert dans A (lemme 5) et contient b. 1l existe un voisinage V,
de b tel que

Vi, ACA(>®[W(h) — ). A (< ®[W (D) +¢]).
Pour tout point x de V,. A, on a

O(W(b)—¢|<ax<<B[W(b)-+c:]

c’est-a-dire
V(b)) —e<<W(x)<<W(b)+:.

Donc, t =W (x) est continue au point x = b.
2° La transformation x = ®(t) est continue sur S.
2° a. x =®(t) est continue au point t =o.

Quand =0, on a ®(0)=a,. Soit V, un voisinage de a, arbitrairement
donné. D’aprés I'hypothése, A est localement connexe. Il existe un ensemble K
connexe et ouvert dans A tel que

a,€KcV,,. A.
Comme K est ouvert dans A, il existe un voisinage W, de a, tel que

W, -AckK.
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D’aprés le lemme 8, il existe un point s de W, . A tel ques > a,. Les points a,,
s appartiennent 4 I’ensemble connexe K. Alors, d’aprés le lemme 9, -

A(Za).A(<3)cK.

On a alors
A(Za).A(<3)CVa.A.

Pour tout point ¢ de I'intervalle 0 <t < W'(3), on a
B(H)eA(Za,). A(<z)CV,,-A.

x = ®(¢) est donc continue au point = o.
2° b. & =®(t) est continue au point t=1.
La démonstration pour ce cas est analogue & celle pour 2° a.
2° c. Soitt, un point > o et < 1.x =®(t) est continue au point t,.

Soit x,=®(¢,), on a a,< x,<a,. Soit V,, un voisinage de x, arbitrai-
rement donné. A étant localement connexe, il existe un ensemble K connexe et
ouvert dans A tel que

roeKc Vv, A

Comme K est ouvert dans A, il existe un voisinage W, de z, tel que
W, .AcCK.

D’apreés a,< x,< a, et le lemme 8, il existe deux points y, 3 de W, . A tels
que y < x,< 3. Les points y, z appartiennent 4 I'ensemble connexe K. Alors,

d’aprés le lemme 9,
A(>y).A(< z)cK.

L’intervalle ¥'(y) <t < ¥'(3) contient ¢, a son intérieur, puisque y < x,< 3.
Pour tout point ¢ de cet intervalle, on a

D(t)yeA(>)). A(<s)cKaV,, A

x = ®(t) est donc continue au point ¢,.
Ainsi notre théoréme 30 est complétement démontré. C. Q. F. D.

Le théoréme 30 nous permet de proposer la nouvelle définition suivante.
Un arc simple est un ensemble séparable, connexe irréductible entre deux points
et localement connexe. Cette définition, équivalente a 'ancienne (§ 39) dans
le cas des espaces de F. Riesz, est purement géométrique.

L'intérét du théoréme 30 consiste non seulement dans la généralité des espaces
considérés, mais aussi dans ce fait que nous n’avons pas fait intervenir la
considération de compacité. La compacité a été souvent prise comme une partie
des propriétés caractéristiques des arcs simples dans les espaces distanciés ().

. (*) Cf. par exemple, M. Hausborer, |3], p. 219-222; M. W. Wikosz, [1], p. 30;
M. Mencer, (1], p. 42-47.
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On connait, par exemple, la caraclérisation suivante. Pour qu'un ensemble A
d’un espace distancié soit un arc simple, il faut et il suffit qu'il soit compact en
soi et connexe irréductible entre deux points (*). La condition « compact en soi »
joue ici un double réle. D’une part, on en déduit comme une conséquence que
A est séparable (). D’autre part, pour prouver que A est homéomorphe 4 un
" segment fermé S de la droite (R,), on démontre d’abord qu'il existe une
transformation biunivoque et continue de A en S, puis, en employant I’hypothése
que A est compact en soi, on conclut que cette transformation est aussi continue
de S en A (®). [On emploie ici le théoréme suivant : Une transformation
biunivoque et continue d’un ensemble compact en soi dans un autre ensemble
est toujours bicontinue. Ce théoréme qui est vrai dans le cas des espaces
distanciés (*), ne subsiste pas dans le cas des espaces de I. Riesz (*)].

Dans la démonstration du théoréme 30, une grande partie en est simplement
une généralisation de la méthode connue que I'on a employée dans le cas des
espaces distanciés. Cependant, pour établir la continuité de la transformation
x==®(t)de Sen A, nous avons utilisé la condition de connexité locale, en nous
servant des lemmes 8 et 9. Nous avons ainsi réussi a n’acoir pas utilisé la condi-
tion de comnacité. :

Les trois conditions « séparable », « connexe irréductible entre deux points »,
« localement connexe » prises séparément sont déja classiques. Néanmoins, le
Sait que Uensemble de ces trois conditions fournit une caractérisation des arcs
simples dans les espaces de F. Riesz, constitue a notre connaissance, un nouseau
résultat. Méme dans le cas trés particulier des espaces distanciés, celte caractéri-
sation nous parait encore nouvelle (*).

44. Lk ravon TopoLoclQuE. — Dans un espace (¢) quelconque, nous appelle-
rons rayon topologique tout ensemble homéomorphe 4 une demi-droite (avec le
point initial) de (R, ). Cette définition est plus large et peut-étre plus naturelle
que celle de M. Kuratowski [1]. Cet auteur appelle rayon tout ensemble fermé
homéomorphe & une demi-droite, et il suppose que I'espace considéré est un

(') M. Hausporrr, [3], p. 222.

() On sait que tout ensemble compact d’un espace distancié estséparable. ((f. M. Frcuer,
(1), p. 72.)

(*) Cf. M. Hausporrr, (3], p. 221-222.

') Cf. M. Hausporrr, (3], p. 196.

*) Ce théoréme n'est pas vrai méme pour le cas des espaces accessibles, comme nous
l‘avons vu sur un exemple au paragraphe 39. Mais il est vrai dans le cas des espaces de
Hausdor(t (voir- N. Boursaki, [1], p. 62).

(*) Dans une lettre & l'auteur, du 14 juillet 1941, M. Hausdorff a eu lobhgeance de
nous signaler un théoréme de M. G. T. Whyburn [1], d’aprés lequel dans le plan euclidien
tout ensemble connexe irréductible entre deux points et localement connexe est un arc
simple. De sorte que dans le cas du plan euclidien, notre ‘caractérisation des arcs simples
n’est plus nouvelle.
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espace cartésien. Il a démontré le théoréme suivant : Pour qu'un ensemble E
(d’un espace cartésien) soit un rayon, il faut et il suffit qu'il soit un continu
non borné contenant un point a, qui n’est situé sur aucun vrai sous-ensemble
connexe non borné de E. On voit facilement qu’un rayon topologique a notre
sens peut ne pas étre un ensemble fermé et qu'un rayon topologique a notre
sens dans un espace cartésien peut étre borné. Ainsi, pour caractériser les
rayons topologiques & notre sens, il faut exclure la considération des condi-
tions « fermé » et « non-compact ».

Nous dirons qu'un ensemble E est monotone-connexe relatif a un point a,,
s1 E est connexe et contient un point @, qui vérifie les conditions suivantes :

1° Le sous-ensemble E — (a,) est non vide.
2° Pour tout point b £ a, de E, E — (4) cesse d’étre connexe.

3° Quels que soient deux sous-ensembles connexes B, C, de E, qui con-
tiennent a,, l'une des inclusions B, C, ou C, c B, a nécessairement lieu.

On vérifie sans peine que tout rayon topologique dans un espace (¢) est
séparable, localement connexe et monotone-connexe relatif 4 un point. Nous
verrons plus loin que ces trois propriétés des rayons topologiques suffisent a les
caractériser parmi les ensembles appartenant a des espaces de F. Riesz.

A8. UNE DECOMPOSITION D'UN ENSEMBLE MONOTONE-CONNEXE RELATIF A UN POINT. —
Commencons par le théoréme suivant qui est analogue au théoréme 28.

TrioriMe 31. — Soit E un ensemble monotone-connexe relatif a un point a,
et appartenant & un espace de F. Riesz. Pour tout point b a, de E, E peut étre
décomposé en deux ensembles B,, B, fermés dans E, connexes et tels que

B,.B,=(b), Byda, B,—(b)o.
Démonstration. — L’ensemble E — () étant non connexe, on a
E—(6)=P+0Q, P.Q+P.Q=o, P3o#Q.
On en déduit
(P+(8).E=P.E+ (5)=P.(P+Q+(0)+@®) =P+ ().

L’ensemble P 4 () est donc fermé dans E. D’une facon analogue, on montre

que Q + (b) est fermé dans E. La somme et le produit des ensembles P +(5),

Q 4 (b) sont respectivement E et (), qui sont tous les deux connexes. Donc,

P 4 (b) et Q+ (b) sont connexes, d’aprés le lemme 4. L’un des ensembles

P 4 (b), Q +(b) contient nécessairement le point a,. Soit a,€ P+ (). En

posant B,=P +(b), B,=Q -+ (b), la décomposition E=B,+ B, vérifie
toutes les conditions du théoréme 31. C. 0. F. D.

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. IV, 1942. 47
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46. UN ENSEMBLE MONOTONE-CONNEXE RELATIF A UN POINT CONSIDERE COMME UN ENSEMBLE
orboNNE. — Le théoréme suivant est analogue au théoréme 29 :

TuiorEME 32. — Dans un espace de F. Riess, tout ensemble . monotone-connexe
relatif & un point a, peut étre ordonné de la fagon suivante :

1° Pour deux points b 5~ ¢ quelconques de E, une et seulement une des relations
b < e, c < bestvraie.

2° Pour tout point b2 a, de 1<, on a a, < b.
3° Quels que soient les points b, ¢, d de L, les relations b <c, ¢ <d
impliquent b < d. '
4° Soient b~ a, un point de E et E=B, + B, une décomposition de E en
deux ensembles fermés dans E, connexes et tels que
B,.By=(b), B, 3 a,, B,— (b) Zo.
Alors, tout point de B, — (b) est < b et tout point de B, — (b) est > b.

Démonstration. — Pour tout point b £ a, de L, nous posons a,<b. La
condition 2° du théoréme est ainsi réalisée. Pour deux points £ ¢ de E tels
que b 3£ a, 5% ¢, nous posons b < c si et seulement s’il existe une décomposition

E =B,+ B,, By.B, = (b), B, 3a,, B;>¢;

ou B,, B, sont deux ensembles fermés dans E et connexes. Nous allons prouver
que les conditions 1°; 3°, 4° du théoréme sont réalisées.

1° Montrons d'abord que les relations b < ¢, ¢ < b sont incompatibles. On
peut évidemment se borner au cas o les points b, ¢ sont dlsuncts de a,. Sup-
posons b < c. On a alors

E =B,+ B,, B,.B, = (b), Bo 3 a,, B,>c¢;

ou B,, B, sont fermés dans E et connexes. Considérons une décomposition
E=C0+C“ Co.C;:(c), Coaao, Ci—(c)¢0,

C,, C, étant deux ensembles fermés dans E et connexes. Il s’agit de montrer
que beC,.

Comme c¢B,, on a C,¢B,. Or, B,, C, étant deux ensembles connexes
contenus dans E et contenant a,, au moins une des inclusions B, c C,, C,CB,
doit avoir lieu. Donc, B,cC, et par suite b&€C,. Il en résulle que c4d.
Ainsi, b < cimplique c <2 b.

Montrons maintenant que b<<c implique ¢ <b. On peut evxdemment se
borner au cas ol ¢ £ a,. Supposons b<¢. Soit

E =B,+ B,, B,.B, = (d), By 2 a,, B,—(b)#o0

une décomposition de E en deux ensembles fermés dans E et connexes. On a
nécessairement c€B,, puisque b<c. Considérons maintenant une décom-
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position
E=Cy4 G, GC,.Ci=(e), CyDa,, C,—(e)#Zo,

C,, C, étant deux ensembles fermés dans E et connexes. Il s’agit de prouver
que beC,.

B, et C, étant deux ensembles connexes contenus dans E et contenant q,, au
moins une des relations B,c C,, C,c B, a nécessairement lieu. Si I'on avait
B,.C,=o0, on aurait B,cC, et C,cB,. Alors on aurait B,cB, ou C,cC,
selon que C, € B, ou B, € C,. Ceci est une contradiction, puisque

B, — (b) 0 ZCi— (c).
Donc, B,.C, £ 0. On a alors
B1 .Ci# o,
f.-om.,ic.:(‘;l.(co_ (¢))-EcCi.Co.E=C,.Co=(c),
B;.(front.;C,) =0 (car c€ By).

Or, B, est connexe. On a donc B, € C, et par suite b€ C,. C’est-a-dire ¢ < b.
Ainsi, b < c implique ¢ < b. La condition 1° du théoréme est démontrée.

3> b cetc<dimpliquent b < d.

On peut se borner au cas ot b < a,. D’aprés b < ¢, c< d, on a
E:Bo+ Bj’ BO'BI:([))) Boaao, B1BC)
E:CO-'—C!, Co.CIZ(C), Coaaoj Cjad;

ou By, B,, C,, C, sont fermés dans E et connexes. On en déduit

front.gB, = B,.(B,— (6)).EC(b),
C,.(front.;B,)cC,.(b) =0 (car c<{C b, b&C,),
ceC..B‘¢ 0.

Comme C, est connexe, il en résulte que C, € B, et par suited€B,. On a
donc b < d.

4° Sotent b >~ a, un point de E et
E=B,+ B, By.By=(b), By 3 a,, B,—(b)#o

une décomposition de E en deux ensembles fermés dans E et connexes. Alors tout
pointde B, — (b) est < b et tout point de B, — (b)) est > b.

.

Il est évident que tout point de B, —(b) est > 6. Reste a démontrer que
tout point de B, — () est < b. Soit z un point de B, —(4). On peut évidem-
ment supposer que x> a,. Considérons la décomposition :

E =X,+ X, Xy Xy = (=), XoDay, Xi—(z)#Zo;
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X,, X, étant deux ensembles fermés dans E et connexes. On a

front.e X, =X,.(Xo— (2)).EcX,. Xo. E=X,. X, = (),
B,.(front.gX;)C B,.(x) = o.

D’autre part, B,.X, £ 0. Sans quoi on aurait B, € X, et X, CB,. On aurait
alors B,cB, ou X,cX, selon que X,cB, ou B,cX, ('). Ceci est une
contradiction.

Ainsi, on a a la fois B,.(front..X,)=o0 et B,.X,>20. Comme B, est
connexe, il en résulte que B, CX, et par conséquent, b€X,. C'est-a-dire
x < b. La condition 4° du théoréme est ainsi démontrée.

Le théoréme 32 est complétement établi. C. Q. F. D.

Soit & un point de E, nous désignerons par E (< b) I'ensemble des points x
de E tels que # < b. 1l en résultera les définitions de ce que nous représen-
terons par E(> b), E(<b) et E(20).

En employant un raisonnement analogue 4 celui que nous avons utilisé
dans le paragraphe 42, on peut démontrer le théoréme suivant :

TrEorEME 33. — Dans un espace de F. Riess, soit E un ensemble monotone-
connexe relatif a un point a,. Supposons que l’ensemble E est ordonné suivant le
théoréme 32. Alors :

1° Quel que soit le pbint b de E, les ensembles E (< b) et E(C> b) sont ouverts
‘dans E, les ensembles E (<b) et E(2b) sont fermés dans E.

2° Quels que soient les points b < c de E, Uensemble E(> 0).1E (< c) est non
vide et ouvert dans E.

3° Soit E=L+ M une décomposition de E en deux ensembles non vides,
disjounts et tels que
xz <y quels que sotent ze€l, »reM.
°

Alors, ou bien L posséde un dernier élément, ou bien M posséde un premier élément.
(Ces deux cas sont d’ailleurs incompatibles d'aprés 2°.)

4° Pour tout point x de E et pour tout voisinage V. de x, il existe un point y

de V.. Etelquey > x.

5° Pour tout point x 7 a, de E et pour tout voisinage V. de x, il existe un
pointy de V. .E tel que y < .

6° Soient b < ¢ deux points de E et
H=E(25).E(<c).

(*) Au moins une des inclusions X, c B,, B, € X, a lieu, car X;, B, sont deux ensembles
_ connexes contenant a, et contenus dans E.
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Tout sous-cnsemble K de 15 qui est connexe et contient b, c, conticnt H
entiérement,

7° Si D est un ensemble tel que Dc Ec D, pour tout couple de points b < ¢ de
E, il existe un point d de D tel que b < d c.

47. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES RAYONS TOPOLOGIQUES. — Nous arrivons
maintenant au théoréme suivant :

TatoriMe 34. — Pour qu'un ensemble d’un espace de F. Riess sott un rayon
topologique, il faut et il suffit qu'il soit séparable, localement conncxe et
monotone-connexe relatif @ un point. .

Démonstration. — Il suffit de prouver que tout ensemble E séparable, loca-
lement connexe et monotone-connexe relatif &4 un point @, est un rayon
topologique.

D’aprés la connexité monotone de E, I peut étre ordonné suivant le
théoréme 32. L’ensemble ordonné E posséde un premier élément, & savoir le
point a,. D’aprés le théoréme 33, 4°, IX n’a pas de dernier élément. Aucune
coupure de ’ensemble ordonné E ne donne de saut ni de lacune (théoréme 33,
2° et 3°). E étant séparable, il contient une partie D dénombrable infinie telle
que entre deux quelconques de ses points se trouve un point de D (théo-
réme 33, 7°). Ainsi, le type d'ordre de ’ensemble ordonné I est précisément
celui d’'une demi-droite de (R, ). Il existe donc une correspondance biunivoque

x=®(), t =W (x) (t20, xr€E)
entre la demi-droite > o et E de maniére que

U<ty entraine @ (¢,) << ®(¢y),

et
xy < T entraine W(z,) < W (x,).

En suivant la méme marche que celle dans la démonstration du théoréme 30,
on peut démontrer (en utilisant la condition de connexité locale) que cette
correspondance est une homéomorphie. E est donc un rayon topologique.

€. Q. F. D.
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