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Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
F(z, Yy 5 Py q, 5,9, t)=o,
intégrables par la méthode de Darboux

- ESuite).

. Par E. VESSIOT.

INTRODUCTION ET RESUME.

Ce travail fait suite au Mémoire qui a paru récemment, sous le
méme titre, dans ce Journal (') et dans lequel j'ai déterminé les
faisceaux de transformations infinitésimales associés aux équations
(l) I“(‘r’ )/7 ’:’1)’ q’ ") s’ ,):OJ

dont chacun des deux systémes de caractéristiques (supposés distincts),
a deux invariants au moins du premier ou du second ordre. J’applique

(') E. Vessior, Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
F(z, y,3,p,q, 1,5, t)=o0, intégrables par la méthode de Darboux (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, g° série, t. 18, 1939, p. 1).

Journ. de Maih., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. I



2 IX. VESSIOT.

fes résultats et les méthodes de ce Mémoire, ainsi que je I'avais
annoncé, a la recherche de celles de ces équations qui s'intégrent
explicitement.

Elles se répartissent en classes, toutes les équations d’'une méme
classe se déduisant de I'une quelconque d’entre elles par les diverses
transformations de contact de I'espace (, y, ). Je donne pour cha-
cune de ces classes C un représentant type T, et, pour chacune de
ces équations types T, ses invariants et son intégrale générale.

Conformément au fait fondamental que mes recherches ont mis en
évidence, c'est la théorie des groupes continus finis qui domine la
question. Chaque type T est fourni par I'une des structures des
groupes a deux ou trois paramétres; mais certaines de ces structures
donnent plusieurs types distincts. ‘

Comme je I'avais démontré ('), pour qu’'une équation (1), dont
chaque systéme de caractéristiques a deux invariants au moins du
premier ou du second ordre, ait une intégrale générale explicite, il
faut et il suffit que chaque systéme ait un invariant au moins du
premier ordre. Cela équivaut a dire qu’elle est réductible par une
transformation de contact a la forme’

(2) s==f(z, ), 5 Py 9)s

ou, en d’autres termes, que dans la classe C dont elle fait partie,
figure une équation. (2). J’ai donc pu choisir, pour les types T, des
équations de cette forme.

On sait que Goursat a étudié autrefois (*) les équations (2) dont
chaque systéme de caractéristiques a un invariant du second ordre
et trouvé que ce sont celles qui se raménent, par des transformatlons
de la forme

(3) ‘II’J:E;(\x); )J:"l()’): SIZC(J": J 5 ),

soit & des équations de Laplace (intégrables par la méthode de
Laplace), soit & certaines formes canoniques G, déterminées par lui.

(1) Loc. cit., n** 16, 17, 31, 34.
(?) E. Goursat, Recherches sur quelques équations aux dérivées partielles
du second ordre (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2¢ série,

L. 1, 1899, p- 31-78 et 439-464).
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Ces équations G de Goursat, ayant deux invariants du premier ou
du second ordre pour chaque systéme de caractéristiques, et étant de
la forme (2), doivent, d’aprés ce que je viens de dire, se retrouver
dans les classes C; mais le principe de classification de Goursat, relatif
aux transformations (3), étant moins extensif que le nétre, relatif aux
transformations de contact, certaines classes C peuvent, a priori,
contenir plus d’une équation G. J'indique a quel type T peut effecti-
vement se ramener chaque équation G, et je donne une transformation
(ponctuelle ou de contact) qui opére cette réduction.

Les types T sont au nombre de douze; 'un d’eux dépend d’une
constante arbitraire, et un autre de fonctions arbitraires d’un argu-
ment. Trois, dont celui-ci, sont des équations de Laplace.

Il y a onze équations G. Deux d’entre elles, qui dépendent d’une
fonction arbitraire de deux arguments, se raménent, par des transfor-
mations de contact a des types T ne dépendant d’aucun arbitraire,
et dont I'un est une équation de Laplace. Les neuf autres sont irréduc-
tibles entre elles vis-a-vis des transformations (2): trois sont d’emblée
identiques & des types T; les transformations qui raménent les
six autres a des types T sont des transformations ponctuelles trés
simples. '

Le fait que les équations G appartiennent & des classes C explique
que Goursat ait pu les intégrer. Mais il n’y est arrivé, pour plusieurs,
que par des artifices cachés et des calculs difficiles qui ne sont pas
toujours donnés complétement.

Les intégrales générales que je donne pour les divers types T
découlent d’une méthode unique, stre et réguliére ('), fondée sur
I’emploi des équations finies des groupes paramétriques de la structure
dont chaque classe provient. La forme en est entiérement explicite
et garde, méme dans les cas difficiles, un caractére d’élégance.

Voici, pour terminer cet apergu, un tableau des types T, avec
quelques indications sur leur origine (?).

(') Cette méthode d’intégration a été donnée dans la premiére partie du
Mémoire, loc. cit., n>s 15 et 81.

(2) Ces résultats ont été publiés dans une communication 4 I’Académie des
Sciences de Paris (C. R. Acad. Sc., t. 208, 1937, p. 779).



4 : E. VESSIOT.
a. Trois INVARIANTS POUR cHAQuE sysTiME. — Un seul type,

(A) Sz o.

b. TROIS INVARIANTS POUR UN SYSTEME, DEUX POUR L'AUTRE. — Les types
qui correspondent & ce cas sont associés a des faisceaux de la forme
of  of

ad ad 0 .
A f+"u?a(“f)]—‘1a (')"{‘*‘Voq’:x(")sz d—u,’ 7)‘—0 (o =1, 2),

out ' du,

ou (L,, L,|, (M,, M,| sont des transformations inﬁnitésimales de base

d’un couple de groupes paramétriques de 1'une ou l'autre des deux
structures de groupes 4 deux paramétres (').

1° Structure abélienne. — Un type unique,

(By) 'S:J:_,:_),’

équation de Laplace dont les invariants 4, et  (au sens et avec les

notations de Darboux) sont nuls.
Les équations VIII de Goursat (*) s’y raménent par des transfor-

mations de contact.

2° Structure non abélienne. — Un type unique,
(Bu) s=q¢,

équation de Moutard, qui ne différe pas de I’équation X de Goursat,
et a laquelle les équations VI de Goursat se raménent par des transfor-

mations de contact.

(') Voir la premiére partie du Mémoire, loc. cit., n® 30. 11 s’agit ici de réduire
le nombre des arbitraires, et de calculer des types d’équations associés aux
faisceaux ainsi obtenus.

(?) Les équations G ont été numérotées par Goursat avec des chiffres romains,
par lesquels nous les désignons ici. Ses équations VI et VIII sont celles qui
dépendent d'une fonction arbitraire de deux arguments. Il y a donc, en fait,
une infinité d’équations de la forme VI et de la forme VIII.
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c. DEUX INVARIANTS POUR CHAQUE systiME. — Les types qui corres-
pondent & ce cas sont associés & des faisceaux de la forme
dJ 9 J 0 ’
f “[‘*‘“oq"at(")M:x- _.L -{ (a=1, 2, 3)-

ou + o @a (1) Lay oy du,’ O,

ou (L, L,, L;], ! M,, M., M;{ sont des transformations infinitésimales

de base d'un couple de groupes paramétriques de 1'une quelconque
des cinq structures de groupes 4 trois paramétres (').

1° Structure simple du groupe projectif ¢ unc variable. — Trois types,
(Gl) 5426 =o0,
équation de Liouville. Iin posant 5'= 3 + log2, y'=—y, on obtient
’équation IX de Goursat
(C}) s=es\p'—1.

Le changement de variable x = ¢**, 5 = 5'— 4’ raméne & ce Lype
I’équation VII de Goursat.

u =i
(GP) s = <h=

Le changement de variables 3 =:5', 2 =— &' raméne a ce. type
I'équation III-de Goursat.

2° Structure a dérivé de degré 2, dépendant d’une constante
arbitraire (*),

(Wi, W) =(m—1)W,,  (Wy;, Wy=W,, (W, W,)=o.
Trois types : d’abord le type général,

I —-

(Gih) . SZTmO(p)O(q) (m o, 1),

(') Voir la premiére partie du Mémoire, loc. cit., n° 28. Ici encore, il s'agit
de réduire autant que possible les arbitraires que comporte cette forme de
faisceaux et de calculer des types pour les divers cas de réduction obtenus.

(*) Le mot « degré » désigne ici le nombre de paramétres du groupe en question,

qui est, d'aprés les formules de structure écrites, |W,, W,|.
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ou la fonction 6( ) est définie par ’équation

w4+ (m—1)0-—=(w— 0")'*"‘.

Un changement de fonction, de la forme s=/s/, y raméne
I'équation IV de Goursat. Chaque valeur de m donne une classe
différente : pour m =2, on obtient I'équation II de Goursat en
posant ' =ix,y =iy, s'=— 3.

On a ensuite deux types spéciaux : pour m= o,

s 1 1

P s _
(Ch) Pq =TT =

et,pourm=r1,
(Ch szﬁﬁ(/»)ﬁ(q),
ot la fonction (w) est définie par
log(1+ 6) = = 0.
[.’équation Cj est une équation de Moutard, et il suffit de poser
s'==log(z —x)—log (s — ¥)

pour la ramener & I’équation XI de Goursat.
D’autre part, ’équation V de Goursat se raméne a C; par le chan-

gement de fonction z'= ig (x+y)—s3.
3° Structure spéciale a dérivé de degré 2,
(W, W) =W, — W,, (Wi, W) =W, (W, Wy) -o.
Type unique :
(G $=220(p) 0(q),
la fonetion 0(w) est ici définie par I'équation
0= (w—+ 0)log(w -+ 0).

Ce type résulte de C}, par un passage 4 la limite, qui fait passer de la
structure précédente a celle-ci. Il suffit de faire tendre m vers zéro.
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L’équation C,, se confond, du reste, avec un cas singulier de
I’équation IV de Goursat, signalé par lui incidemment.

4° Structure a dérivé de degré 1,
(W, W,)-=o, (W,, W3):-=o, (W, Wo)-=W,.
Type unique :
Vpq =o.

(CIV) . s+$+}’

C’est, au changement prés du signe + en signe — (qui est sans
importance), I'éguation I de Goursat.

5° Structure abélienne. — Une infinité de classes, représentées par
un type général dépendant de fonctions arbitraires,

(Cv) s-+ap—+bg +czs—o,
avec
E = déterminant | 9, ¥y s |, G = déterminant | Yy 9,94 |, (x==1, 2, 3),

@1, P2, Ps 6tant trois fonctions arbitraires de x et ¢,, 4,, 4, trois
fonctions arbitraires de y.
Clest le type des équations de Laplace dont les invariants A, &,
- (dans le sens et avec les notations de 1)arboux) sont nuls.

VI. — Recherche des équations L, ayant deux invariants au moins,
du premier ou du second ordre, pour chaque systéme de caracté-
ristiques, qui sont intégrables explicitement. Types fournis par les
groupes & deux paramétres.

35. Dans ce paragraphe et dans les suivants, nous allons former
et intégrer les diverses équations, types T, auxquelles on peut ramener,
par des transformations de contact, les équations E ayant deux inva-
riants au moins du premier ou du second ordre pour chaque systéme
de caractéristiques, qui-sont intégrables explicitement.
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Le plus simple de ces types T, qui convient au cas de trois invariants
de chaque systéme, sera, d’aprés les n>* 32, 33, 34, ’équation

(A) s=—o.

Pour les deux autres hypothéses, trois invariants pour I'un des
systémes seulement, et deux invariants pour chaque systéme, nous
avons donné, au n° 50 et au n° 23 respectivement, la forme générale
des faisceaux @ associés a de telles équations. Ce sera le point de
départ de notre étude.

Nous avons vu, par ailleurs, aux n** 16, 17, 31, 34, que pour
qu’une équation E satisfasse a la question, il faut et il suffit qu’elle ait
deux invariants au moins du premier ou du second ordre pour chaque
systéme et qu'il y ait, dans la classe a laquelle elle appartient, une
équation de la forme

(E,) s=f(@, y, 5 p q)-

Il sera donc naturel de chercher, pour les types T, des équations de
cette forme.

Ils feront, dés lors, partie des équations I, qui ont un invariant du
second ordre de chaque systéme. ‘On sait que Goursat a montré
autrefois (*) que celles-ci peuvent se ramener, par des transformations
ponctuelles, soit au type linéaire de Laplace, soit 4 un certain nombre
d’équations types G, qu'il a données, et ce qui précéde explique que
Goursat ait réussi, de plus, 4 intégrer ses diverses équations G.

Le probléme que nous traitons ainsi différe cependant de celui de
‘Goursat, car nous ne considérons deux types T comme distincts que
s'ils représentent deux classes différentes, c’est-a-dire si ’on ne peut
pas passer de I’'un & 1’autre par une transformation de contact. Mais
nous aurons a examiner auquel de nos types T appartient chacune
des équations G de Goursat. On verra que celles qui ne dépendent
pas de fonctions arbitraires font partie de classes différentes,
et qu’elles sont identiques ou se raménent, par des transformations
ponctuelles trés simples, aux types T de ces classes.

(') Loc. cit., p: 2, note (*).



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 9

36. Nous nous occuperons d'abord du cas ou I’'un des sous-faisceaux
singuliers a trois invariants et 'autre deux. Nous avons trouvé dans
ce cas, pour les faisceaux associés & qui sont intégrables (n> 29, 30),
la forme canonique

. df o = L
X, = Ju —+ u, d -+ uo‘?a(”)]‘l’ du, ( )
A T=1, 2),
() = o |

X, = ;;’;f + o (9) My R

ou I'on doit prendre, pour L,, L, et M,, M, des transformations de
base d’un couple £, J1L de groupes paramétriques d’une quelconque
des structures des groupes a deux parametres.

On peut en faire disparaitre tout signe de fonction arbitraire.
En effet, le rapport ¢, : ¢, n’est pas une constante, car si ’on avait
¢.=c9,, X, aurait un troisiéme invariant, distinctde ¢ et ¢,, & savoir
un invariant de L, 4 cL,. On pourra donc prendre u'= g, : ¢, comme
variable nouvelle 4 la place de u. Cela donnera, au lieu de X, une
transformation de la forme '

of

o,
ﬁ == u.cp(u) f

ou, + ugpy(u) (Ly+ uL,)

(en laissant tomber I'accent de «’). On pourra ensuite poser
Wy=UsQo(tr), Wy = uo @y () + urp(u)o,(u),
ce qui donnera, pour &, (en laissant tomber les accents), la base

__9f of o
Xa—(ﬁ—l-ll.m—%—uo(l‘,—i—ul‘z), Xg__d_u_i_

En opérant de méme sur &,, on aura le type annoncé

df af _df

“ X, = Ju —+—u1d ™ + to(Ly+ uLy), X, = 0—u,’
_.of , _9of
X2_d‘,+so(M,—;—uMg), X, = o

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942, 2
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36 bis. Les deux types de structure, pour les groupes a deux para-
métres, sont représentés par les deux groupes

dJ 9 . ,
(l) 0_;_/:, ()—:f:’ 5y== &+ y, Iy TZ 5o+ Uy,
(1) ' %3 3%‘; =z + a,,

dont les formules de structure (') sont respectivement, :

(1 bis ) ci==a;+ by, = ay + by,
(II bis) cy=—a b, €=ty by 1.

On en tire, pour les groupes /7 et I,

(£) L= d%{:-, L, — d_du{—’
2 2
(2) (o) M.r:dd—“'a, Mz:'di{?’
(3) G :W"’% +W"’%f‘z’ Lo == %

Pour trouver une équation E associée 4 (1), nous avons a considérer

le dérivé de (1) qui est (*)

af o . of
(4) E¢-+u°(L1+ uL.Z), ()—uo" —d—t;’
o ' M. Y.
5“)’ M1+‘Mg, (‘)‘—)0', -

et 4 en chercher une intégrale compléte. Pour avoir une équation de
la forme s =s(x, y, 3, p, q), nous devons prendre comme variables
indépendantes un invariant du premier ordre de chaque sous-faisceau
singulier. Il est naturel de prendre ici = u, y = ¢. Nous cherchons

(*) Equations (45) du n® 31.
(%) Nous séparons par un « point et virgule » les transformations distinguées

o, U,

du,’  Iv,
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donc une intégrale compléte qui comprenne ces deux fonctions, elle
sera fournie par le sous-faisceau de (4) qui les admet pour invariants,
c’est-a-dire ‘

(5) M, + 0 M,, of . o I

duy’ duy,”  dv,
Ce serait, dans les deux cas,
(6) xr—u, Y=y, 2= ¢ — Wa,

a a , . ..
et, dT{ = X,, d'Tf = X, étant transformations principales, on aura

1 [} .
(7) p=Xuz, p =Xz, o -=X,9 = X,p.
Cela donne, dans le premier cas,

(8) p=uy(v—u), g=wy, T=uy

c’est-a-dire I’équation (du type de Laplace)

C p—s(y o(_pP \_,.
(9) p—S(‘)—.Z') ou E()_ﬁ)—()’
et, dans le deuxiéme cas,

(10) P =uo(ow) —wy— u), q =Wy, T = UyVy,
c’est-a-dire I’équation

(11) Pqg —=s(z—x) ou %(:f.L):O

37. Appliquons la méthode d’intégration du n° 31. Nous avons,
dans le premier cas, a intégrer les deux faisceaux &, et &.,,

of of of o  of
(12) d—u+"°()w1 +u1d_uo+uu°dw2’ Et_,-’
(13) of O O O

e e L S wnadin a4 4 -
()V 0 dW1 0 d‘v‘g ’ ()Vo

u’on réduit ala forme canonique en v réduisant d’abord leurs dérivés
y

of of . of. of of
(F9 da’ . T %0 ) au
) o of 9. I,

o’ Odw,  Owy,’  dvg



12 E. VESSIOT.

On peut garder « et ¢, respectivement, comme variables indépen-

df A O L
dantes, en leur associant un invariant de Hug el et

(respectivement), soient @ = uw, — v, et b =W, — .
I1 vient ainsi

: . af of a9f af
(12 bis) du+ ' Ja +tod +"'du0’ dul’

dont l'intégrale générale est, Z(«) étant une fonction arbitraire,

(l[l) a:i(u)r (Va:;:_,) llo:‘;‘”: u1:£,”) W?:uzl_z-;
et

. af " ()/ 9 ‘)f
(13 bis) oo Ty, T P R IO

dontl'intégrale générale est, v;(¢) étant une fonction arbitraire,
(13) b =n(»), W=, vo=n", wa==e1 - .

L’intégrale générale de 7 est alors, d’apréslaformule (47) du n° 31,
ot les Q; sont les seconds membres de | bis,

(16) = (u) + 1 (v), we= X (u) 4+ v/ (v) —(u) — n(e);
et I'on a, par suite, d’aprés (6), pour l'intégrale générale de (9),
(17) = —2)E () +E(z) + ).

37 bis. Opérons de méme dans le deuxiéme cas. Nous aurons
a intégrer les deux faisceaux F, et &,

()f )/ of Jdf af

(18) +t,()"0+u[$‘,a—+((‘.+lt))‘ * g
r)f af , of af .
(19) +‘°[W’d_w,+m‘;)7v—2 B

et considérerons, a cet effet, encore leurs dérivés

" af L 9f , af . of I
(Fv o’ “1()_'_'_(“’2_’_“)(—)?!_‘-’ du,’ 0’
' a
(F%) o o 9. I,

do’ O, dw,’  dv,
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En raisonnant comme ci-dessus, nous serons conduit a introduire,
Wo+ U

1

respectivement, les variables auxiliaires ¢ = et b= ¢w, — w,.

On obtient ainsi, & la place de (18),
(18 bis) o L of 9 ., o

i 7Y\ SRR A
du wy du O 0wy 'ou,’ Odu,’

dont la réduction s’achéverait en posant

I
’ 7 ’ ' P ’
W= Uy = — Uy, = (u;— u)w',
1

ce qui donne, pour intégrale,
— u.

: . 1 .
(20) a=7:(u), ‘71:2/’ Wy =

R

On a, de méme, pour (19),

(19 bis) - -of of a ., o

Ay S ey
o0 TGyt o, dey
dont la réduction s'achéverait en prenant ¢, = ¢,w,, d’oti I'intégrale
(21) b=mn(v), W=, W= ¢n — 7.

L’intégrale générale de (11) est ainsi, comme conséquence de celle
de 7,

' . z
7 yn —1n
(22) W= = “'Q:Tq-;’;—u,
z
-

la suivante
‘ __nly)—k=)
(23) s= ——m)_ + z.

38. Nous modifierons légérement les types' (9) et (11) trouvés.
Pour le premier, en changeant  en — x, nous aurons le type ('),

__p
(By) =i

- (') On vérifie facilement que les invariants & et £, de Darboux, pour cette
équation de Laplace, sont nuls. La forme (17) de I'intégrale générale est d'accord
avec la théorie de Darboux pour les équations de Laplace.
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Pour le second, en posant
(24)

on le raméne d’abord a

—x=e%,

12]

sle:': ql ;
et en changeant s’ en —3’, on aura le type
(Bn) s=gq¢e,

qui appartient & la catégorie des équations de Moutard.

Ce dernier type est (au changement prés de x en y et yenx)
le type X de Goursat. Goursat a donné deux autres types,
pour le cas que nous considérons ici (trois invariants pour un des
systémes de caractéristiques et deux invariants pour I'autre), 4 savoir
les types

s s
VI - 5= +F<.q:, —):0,
(VD) L g
et
(VIII) p—sy+F(x,s)=o,

la fonction F étant, dans les deux cas, une fonction arbitraire de ses
deux arguments. Mals, quelle que soit cette fonction, ces équations
appartlennent la premiére a la classe de By et la seconde a la classe
de B,. Nous le montrerons en réduisant aux formes canoniques que
nous avons trouvées [équations (18), (19) et équations (12), (13)
respectivement], les faisceaux associés a ces deux types.

39. Les sous-faisceaux singuliers du faisceau F associé & une
équation

(25) s=a(x, ¥, 5 P, q),

c’est-a-dire du faisceau

f’f of . 9

+r—~+a
dp oq’

0f of o of o
'Yf oy 95 dp+tdq or’ o’

Xf_
(26)
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sont
- . . odf _of
(27) (F) Xy=Xf+ Yo, X, =5
_ ) a
(28) (F2) X._,:Yf—}—kad;f, X‘:d—{'

On vérifie, en effet, immédiatement, que ces faisceaux (27), (28)
satisfont aux relations de structure (X.._, X;;)=o0 (i, /=1, 2).

Si I'on applique les opérations X f et Y f aux deux membres de
’équation VIII, on trouve

(29) r+¥uy x,s)—[y—Fi(x, s)]Xs=o, Ys=o.

Ceci prouve que 7, admet les invariants u, u,, u, (dont les deux
premiers sont de premier ordre) donnés par les formules (')

(30) u=ucw, P—yu,+ F(x, uy) =o, Uy —= X u,.
D’autre part, Y 5 étant nul, &, admet les invariants
(31) v=y, vo—¢.

Si nous prenons ces invariants comme variables, nous obtenons,
pour base de &,

7} /] /) 7} , 0
X,:d;‘{—i—u,auio—i—[vuo—l"(u, uo)](-)‘g-i-uo%, szmf:,
__9f of . 9of __ 9
XG0 T 99: + 05 Xe= G

Pour ramener X, & sa forme canonique, il faut prendre pour

o L .9

variable, a la place de z, un invariant de Fiian q(); » SOit

(32) We== 0q — 5,

(t) D’apreés le n° 4, on déduit des invariants du premier ordre u et u, I'inva-
riant du second ordre wu,=X;u,:X,;u==Xu,. On a, d'aprés (29), pour
Pexpression de u,,

uy={r+F(x, w)]: [y — Fi (2, u)],

formule ou «, devra étre remplacé par la fonction de z, y, p tirée de (30).
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et, si nous posons encore

(33) N =g,

nous aurons la forme

a . )
—(3[;) X, = df 4 w52 f uod‘f; + F(u, uo) f X,=— (;:1
__of df of _ 9
(35) XQ— ()V -+—"'()(d“)1 “+ v d“’ ) Xt,-—— ()7""?

qui est du type obtenu au n° 29. Elle met en évidence la structure I
pour les groupes £ et I, et ceci suffit a prouver que I'équation VIII
de Goursat appartient a notre classe B,.

Nous allons cependant poursuivre la réduction de &, suivant la
méthode du n° 30, de maniére a arriver 4 une transformation de
contact faisant passer de (VIII) a (B,).

Nous devons chercher pour cela un invariant spéeial, du premier
ordre, de F,. Les dérivés 7, et F| de &, sont

) of 0f F9 _9f, of
&0 = 0u T Y 0w, 0Wz Ta= du,’ ou,’
- . . of . Of A
(F1) &y, Xy L= aw, + F, du I

Nous avons a considérer la transformation principale de 7',

9/’: &)1:{’1—*— (A)gérg,

qui est définie par la condition (Q, &;)=o0 (mod F7). Or, celle-ci
s’écrit QF, = o, ce qui prouve que

(36) u'e=Fy, (u, uo)

pourra étre pris pour l'invariant spécial cherché. La transfor-
mation (34) sera alors divisée par X,u '=F,,+ u,F;;, et donnera
ainsi, en remplacant u, par

U,y

(37) u,= —l S F" "3
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la transformation de la base nouvelle

EI RO

i (g — ety e s a ),
ou I’on a, sous le bénéfice de (36),
(39) a(u'y uy) = °F"" a(u's ) = l;k

On devra ensuite remplacer w, et w, par deux invariants de la
transformation infinitésimale qui figure dans (38) en facteur de u/,
a savoir, par exemple (¢ étant une constante arbitrairement choisie),

. .

iy Mo
(40) W = —+—f a, duy, W, == —h/ s duy.
« i

La base de I, prend ainsi la forme

e oy N Y,
(41) X,_W -+ u,tho +9.((¢,zto)()w,l +~?g(lt,llo)m, X.—= ()l_l,'l,

les fonctions ¢, ¢, étant, sous le bénéfice de (36),

I ""()a

4 I 2
12 @ (1, ug) ~ du0 9y (td tty) == —=— + — du
( ! ) ( I Zuo f () ’ ! 1 e l‘ 1,:1/0 - ()ul v

et I'on conclut de ces formules, par un calcul facile,

!

(43) dqn __}_ dcp, w

) — .
()Uo llllo d”o llllo

Nous supposerons ici, pour simplifier les formules, que F(u, u,)
s’annule pour u = u,, ce que 'on obtiendra en faisant, dans VIII,

le changement de variable préliminaire = = z -{—fF(a:, 0)dx.
On conclut alors, de (43) et (42) ("),

u
¢ duO

=g

(*) Les parenthéses de (Fy,,) indiquent que u est remplacé dans Iy, par la
fonction de u’ et u, définie par (36).
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. . 3
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Le calcul se termine dés lors en posant v, = o, («/, u,), c’est-a-dire

Uy A l‘vu
(45) = du" W= ) du
=) TS (o (Fiw)') "
- ( uun i, - i,

ce qui donne, pour &, la base

of O (O of by

A

(46) Xo= g0 T 'd' (d . d(._)’ Xa= )’
_9of of . Of

(47) X,= op Yo (dcv ATA ) Xi= doe

Le faisceau associé a I'équation VIIl a été ainsi transformé dans le
faisceau associé a I'équation

(48) P=s(y—2);

et 'on a, d’aprés (6) et (8), les formules
(4g9) =1, y=v, =o', — ), P=us(v — i), q9'=w,
qui, rapprochées des formules (30), (31), (32), (33), (36), (39), (40)

et (45) définissent une transformation de contact faisant passer de
'une des équations a 'autre.

40. On donne au résultat une forme un peu plus simple en
prenant, dans les intégrations des formules (40) et (45), au lieu de la
variable u,, la variable u qui lui est liée par ’équation (36), et en
désignant par w(x, «’') la fonction définie par

(50) 2 =F,(z, »).

La transformation de contact obtenue est ainsi définie par le systéme
d’équations suivant :

p—owy+F(z,0)=o0, s’:z—f[my—F(x,m)]dx,

1"‘(:':—y)fP = ) q’:q—/wdw,

étant entendu que &’ joue le role de paramétre constant dans les inté-
grations effectuées par rapport & . Vérifions que ces formules satis-
font bien a la question : nous verrons que cela est vrai en laissant aux

(51)
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intégrales le caractére d’intégrales indéfinies, et sans avoir besoin de
faire sur F(x, s) I'hypothése F(x, o) =o.

Différentions, en effet, totalement la seconde des équations (51), en
tenant compte des autres. Il vient, eu égard 4 (50),

di'=dz -«pdx—d.t’f(_)'——l*,,)() ,dz'-—dyfo)dr

=dzs —pde+(¢'—q)dy — () — 2 dxf—d:

dx

== '——de+(q—f1>d)'+(z—))flsz-

m?
D’ou
ds'—p'de — q'dy —=dz — pdx - g dy.
On a donc bien affaire & une transformation de contact.
Considérant, d’autre part, 2’ et y comme variables indépendantes et
dérivant la premiére et la troisiéme des équations (51) par rapport

-4y, nous avons
, . 0w Ox v 0T ox
.9:o)+(y—r(,,)d d) ['()] ,-d_y,

I
— z —
- f FII), +( ) l?u d.)

D’ou, comme conséquence des formules de transformation ; I'identité

s — oz, x’):M(S’— 2 />; M= v v 9z oty

Yy —x
ou M est une fonction de r, z, =’ et y. L’équation (51) devient donc,
par la transformation de contact considérée, le résultat de I'élimina-
tion de &' entre s = w(x, 2') et la premiére des équations (51), qui
définit &', c’est-a-dire précisément I'équation VIII,

p—sy +F(z, s)=o.
ZA. Occupons-nous maintenant de l'équation VI de Goursat.
Calcul et raisonnements étant analogues & ceux que nous venons de

développer pour 'équation VIII, nous les abrégerons. Les inva-
riants de &, sont ici, u, u,, u,, définis par

(52) w=uz, p —sus+ F(z, uy) =o, uy =X uy;
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et ceux de F, sont

14
(53) . V:y, Vo— ;.
En posant
(54) . w,=gq, W= vgq — 2,

nous avons, pour le faisceau & associé a I'équation, la base

X, = ‘Lf + uy —d—j—- + wol vy i L o =T (e, 1) ﬂ, A— ﬂ,

(55) du w, oy Oy o, du,
- __of .d/;,.df) - __of,
?kg—‘a‘j‘f“‘o(ﬂ’% t (("1Tv249 A\,'_-(Y)o,

ce qui met en évidence les groupes £ et 1L relatifs 4 I’équation (11),
et prouve, par la méme, que VI est réductible a (11), et par consé-
quent & By, c’est-a-dire encore a 1'équation X de Goursat, par des
transformations de contact appropriées.

En raisonnant comme aux n* 30 et 40, on est conduit & la transfor-
mation définie comme il suit. Soit w(z, ') l'intégrale générale de
I’équation

A ()(’) NG Y 5
(56) Foe Jz 4 Fhe - ol -+ =o0,

a' étant la constante d’intégration; et a(x, '), b(x, ') deux autres
fonctions définies par les équations

da
(57) d—$-+—ma_o, —x-‘_["a.

Nous considérerons la transformation % définie par les équations

(58) p—sw—+F(z, 0)=o, d=az-+0,
\ dlogu
(59) == -2 d.z% ’ ¢ =ayq.

En différentiant totalement la seconde des équations (58), et tenant
compte des autres, on trouve

2  ~a o2

ds'-— p'dx' = d(dz —pdzx) + [ 9b b—= ()a] da’.
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La transformation % sera donc une transformation de contact si la
fonction de x et &/,

dlogu db

(60) ) U(x,x):(b—.z)W—W

est identiquement nulle. Or, on a, en tenant compte de (57),

Jw

(61) Glom=— 52 (b — @'+ aky).
G/, sera donc nulle s1
(62) H(z, Z)=0b—a' 1 aF,

est elle-méme nulle. Or on a, d’aprés (57),

(63) o=« (F;;,, %‘; R R T F>,
_ce qui s’annule identiquement d’aprés (56).

La transformation % sera donc de contact si H(z, &) et G(x, =)
sont nulles pour une valeur particuliére quelconque x, de . Si nous
désignons para,(x'), b,(z') les valeurs (laissées arbitraires jusqu’ici),
auxquelles a et b se réduisent pour x=x,, et par f(x') la valeur &
laquelle se réduit F,(x, ») pour # = x, [valeur qui est connue dés
que la fonction w(x, x') est choisie], nous aurons & satisfaire aux
deux conditions

(64) by— '+ ay f—=o, (bo——x’)Z—:——b’o:n,
qul se réduisent &
(65) I+ ay f'=o, by— '+ ay f=0o,

et se résolvent sans difficulté.

A2. Véritions que la transformation de contact %, ainsi définie,

change l'équation VI en (11). Considérons, a cet effet, =’ et y
comme des variables indépendantes, et dérivons, par rapport a y, la
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premiére des équations (58) et la premiére des équations (59). Il
viendra, compte tenu de (59),

) . . o] dx
S—qm | r—pu—3ia + Fy+ l‘“’}—v oy = O
. Pq . Ologa dx
Sy T ¥ 0z’ dxr dy —

d’ou, par I'élimination de ¢ y, une identité de la forme

s — [1 7 _M(s—qm),

ou M est une fonction de r, p, 3, x, 5', 2. Ce qui fournit la vérification
cherchée, puisque I’élimination de w entre (58) et s— qw =o0 donne
l’equatlon VI

ViI. — Types intégrables fournis par les groupes & trois paramétres.
1° Structure simple du groupe projectif & une variable.

43. Passons a la recherche des types d’équations LK, intégrables
explicitement pour lesquelles chacun des systémes de caractéristiques
a deux invariants. D’aprés le n° 23, nous aurons a trouver les équa-
tions E associées & des faisceaux F de la forme

(1) (F4) Xizg—{t—i— Uo@a(u) Ly, Xz,:if (¢ =1, 2, 3),

du,
) 5 Xe=T sotaM, X=2L @=109),

(L, Lo, Ly), (M,, M,, M;) étant deux groupes £ et I, en w,, w,, oy,
simplement transitifs et réciproques, qui seront un couple de groupes
paramétriques de l'une des cinq structures de groupes a trois
parametres, :
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Les cinq types de structure a considérer seront (')

(h - (w1, w2) =y, (vay vy) =@y, (svy, vy) =24,
(1I) (1w, 93) =0, (w4, t93) = vy, (W, y) = c vy,
(1) (w1, ¥3) =0, (w1, tv3) =0y, ($way 93) = ¥y - vy,
(1V) (tv4, w2) =0, (svq, 03) — o0, (102, v3) = vy,

(V) (', g2) =o, (w, tv3) =0, (W, wy) =o.

44. Considérons le premier. Il a pour représentant le groupe
projectif a une variable

(I = L2
a;w —+-1
pour lequel les équations de structure (11) du n° 14 sont :

aib, + a, b, a, b+ a, ;0. + b,
(3) C= ——F— (9= ———— = —
a,b,+1 a,by+1 0,41

Les équations finies des groupes £ et J1 sont donc

;W Wy ;W a, ;o W=y

(4) (8) wy= Ut D Gt d G
a; w1 2 Ay s+ 1 AsfVy —+ 1

(5) (M) o, = by, + b;;wz, ; by + wg, = byw, 4 b;,;
botvy, 41 2 batw, + 1 ; b+ 1

et leurs transformations infinitésimales de base seront :

—w of Jaf _ of of . If ooaf

6) () L‘_“‘W—me’ LQ_W“()WI +m, L;,__(VIFW—;—HZH%(E
(x=1, 2, 3),

—w 9 O . O L Of o Of | Of

(7) (gn) M1—-‘V15‘—‘Z+$‘/;;d‘—v;) *\IZ_Wid_% —W:‘““()wa’ J‘.\!;;—-‘Vg d“)l -+ ()(—V;
(x=1, 2, 3).

On remarque que I'on passe de £ a4 O en permutant w, et w,. Cela
permute L, et M,, L, et M;, L, et M,; et pour passer de (4) a4 (5), et
inversement, on permutera a, et b,, a, et b,, a, et b,.

(') Voir par exemple, S. Lie et Fr. ExceL, Theorie der Transf. Gruppen,
t. 3, p. 716.
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Si I'on effectue, dans les transformations (6), le changement de
variables (4), les transformations (L;) obtenues sont données par les
formules

a(Ly)=(a,+ asa;) L, — a;a, L, + a, L) '
(8) a(Lly)= —2a,a; L)+ ajl,—ail) (a=a,- wa;),

a(L;)= 2a, L\'— ajl,+ L)
)

ou les L; sont les L; écrits avec les lettres accentuées s, au lieu des
lettres w;.

On en conclut la possibilité de ramener ¢,(«) L., (x =1, 2, 3), par
un changement de variables (4), ou les a; seront des fonctions de u
convenablement choisies, 4 la forme ¢, (¥) L,, ou ¢,(«) L,, suivant que
o7 + 4 9. ¢, sera non nul, ou nul. of

Ce changement de variables changera, dans (1), le terme 5~ en

9f | da, o Of
(9) du " du dag Ons

(2, B==1, 2, 3).

Or, d’aprés des équations fondamentales de la théorie des groupes ('),

les expressions -‘3;—3 %Li sont des combinaisons linéaires et homogénes
i "( .

des L;, a coefficients fonctions des a;. Donc les expressions (g) seront

de la forme

d ,

()—'{;—Jr-m“(u)La (x=1, 2, 3);
de sorte que, en remplacant u, par une autre variable, de la
forme mu,+ m,, dans le cas ¢} 49,9, 0, et mu,+ m, dans le

cas 9} + 4 ¢,¢,=o0, on aura ramené (1) & la forme

P) i . )
(I()) X,:(—,‘é—i—mg(u)Lg—i— I)I,;,(u)L:x‘f— lto]q: )\:;:‘;L{;,

pour le cas ¢} -+ 4 9,9, 0; et 4 la forme
9f

)
(11) Xa_—_—d—{t—+—mi(u)Li—{—mn(u)L;,-i—uoLg, X;,:d_l.lo,

dans le cas ¢} + 4 9, p;=o.

() S. Lag et Pr. EnceL, Theorie der Transf. Gruppen, t. 1.
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En opérant de méme sur le sous-faisceau (2) de &, on est conduit &
décomposer le cas de la structure I en trois cas distincts, que nous
devrons traiter séparément.

48. Le cas le plus simple est celui ou l'on aura
X,: Ju + my(u)Ly+ my () Ly+ uo Ly,

|
(12) {
(X of —|—n,(u)’\[,+u {(9)My-1- vo M.

Le dérivé ' de & est alors

M.; ()f '()_f’

of of \
Ju ~+ nmy Ly + my Ly, oo My My, Ly, (}T{"{;' doy’

Pour le réduire a sa forme canonique (')

‘)f I f+f0f 9. 9 9
+r 03 7 Jz’ dp dq’ Odu, Jdv,
nous prendrons comme variables les éléments de I'intégrale compléte
u, ¢, 0 =w, — w,w,, constituée par trois invariants du sous-faisceau
complet {L,, M, }. Sil’on remarque que l'on a-

Liw = o, L,w=o, Lio—=—2mow,

(13)

Mo—=—uo, Moy = —2w,w, M,w—=o,

on est conduit a poser

(14) e W = Wy — WL W, = u, y=rv,
ce qui donne, en omettant des termes en O o I, -
du, ~ 0dv,
of . of of _Of _ 9
(15) 0= 0z TP oz Pop T 70 T 7 ouy’
o of of If __
\ 0—0y+(/d +0’5+T—— o "_0Vg,
" Voi of of
(') Voir M,, n° 7, p. 212. On observera que s*—; —— sont des transforma-
du, dv,

tions distinguées de F'.
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. 4
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avec

X X,
(16) prP= (;0) = my—2m;wy, 7= _G;—w =R 2y,
(17) p=Xp, T =X,q, e=Xg=Xop=—2myn, v.

D’ou, pour I'équation E,

(16) s=—2my(x)ny(z)e.

Elle se réduira 4 la forme de Liouville

(CH) s+ 2e =0,

si 'on prend pour variables indépendantes, au lieu de « et ¢,

(17) .z:fm;;(u)du, y:fng(v)dv,

ce qui équivaut a supposer
(18) ) my(u)=1, ny(v)=1

dans le faisceau initial.

Tous les faisceaux & considérés appartiennent donc & une méme
classe, et ’on obtiendrait I’équation C] en partant du faisceau, obtenu
en faisant m,=n,=1, m,=n,=o,

X, = dl —+ L; + «,L,, X;,:—(Z[-;
(19) Ju du,
19

_ 9 _9f
Xg— 0—‘) +Mg+ Vol\l;;‘ X/'—-d—Vo.
Les formules (16) deviendront ainsi

P:’—'2W~1, q=—2w;,,
et I'on aura, par suite,

=X,p—=2wi—au, t=X,qg =2wl—2p,
32 ) 3 ’

ce qui donne les invariants du second ordre de E

2 q!.
(20) —2Up=r— ") —200:t—;--
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A6. Appliquons maintenant la méthode du n° 43 pour intégrer

le faisceau (19), et par suite, 'équation Cj. Nous avons a intégrer
d’abord le faisceau &,

, _ 9 . _9f
(ll) . Xl_d—u—i—L;:+ ltoL.l. X;:_m,

en le réduisant a la forme canonique (')

A of of G  If

(22) d——i—OC Txu—*-otsd——l— %, d—ans

dont I'intégrale générale est
(23) 0(0‘:_‘(?(0(), 11:?1(“),' “2———@”(“)7 : 13:({’/”(“)7

¢ étant une fonction arbitraire de «.
Les variables « et «, constituant une intégrale compléte du 2° dérivé
de (12)
o o 9 I

+ % Goe dao T«l, da‘_) : dot;;

Nous prenons donc le 2° dérivé F' de (21), qui est (*)

()f‘*‘Ln Ls; Ly, g‘

L, est transformation distinguée, et {L,, L, } est complet : il admet
pour invariants u et w;. Nous posons donc

a=u, A= wy, a=Xx,=w,

(24)

=X 4y=— 20,0, ay= X o, =2(3w3— u,) w,

et la réduction sera effectuée.
L'intégrale générale de &, est donc

" "

(25) wy=9(u), w ==’ (u), we_.:—. 2—27,‘ =g -—2%»

(') Voir M, n* 14 et 15, p. 231 el suivantes.
(*) Les formules de structure de £ sont (L,, L,)=—L,, (L,, L;)=L
(Lyy L) =—2.L,.
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en omettant la valeur dew,, qui n’aura pas aintervenir. Et nous aurons
de méme pour F,,

1" [

(26) waz={(v), w={, Wu____u:_[y’ ”’1:'}#,_%'
Les formules, déduites de (3),
(27) = Gbirabs o abira o b by
as b, 41 a.b.o o
qui entrainent
(28) ,J,:(a,~a2a;,)(1,,_1,2[,;:)"

(as by +1)*

donnent dés lors I'intégrale générale de F, en y remplacant les a; par
I'intégrale générale de 7, et les b; par I'intégrale générale de F,. On
a ainsi, en particulier,

' () .
(2 S CI O e
ce qui suffit & donner l'intégrale générale de Cj, en vertu des
formules (14), sous la forme classique (*)

3 DY)
(0) “E (@ 3 T

47. Passons au second cas de la structure I,

(31) X,:%+mz(u)L2+ my(u) Ly + woLy,

X, = 3‘—{ 4+ (¢9)My 4 na (v) M, -i—.voM;;.

Le dérivé ' de & est alors
9 of

J d
;’é - m, Lg—i— M3L3, g'é -+ ny M1 -t ngMg, I.q, I\l;; H -(;LTO-’ d‘;o .

(') Si Pon pose z'=—=z-+log2, y'=—y, ¢(z)=X(=x), q'(y):Y(ly’)’

le/
I'a . o T jent es— > .,
_T’équation C{ prend la forme s—=e?, et I'intégrale (30) devient e X Y7

! est alors identique a 'équation X de Goursat.
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. . . ®
Le faisceau complet {L,, M;} admet les invariants, u, ¢ et — Nous
2

pourrons donc poser

&)
(32) - xr—=u, y=v, et — —,
Wy

et il viendra, pour la forme canonique (15), en particulier,

I 1
(33) p=Xiz=— mywy— my o c==X,p :(— m,—+ ms —.,)n._,m.
W w2

* En éliminant u, ¢, w, w, entre les équations (32), (33), et s=g, on
obtient I'équation E cherchée :

(34) se*=n.(y)Vp:— hm,(x) m,(z).

On voit qu’en faisant
(35) .T:Qf\/mz(u)m3(u)du, y={ n.(»)dy,

on aurait obtenu le type, débarrassé de fonctions arbitraires,
(Gt) s=es\/p*—1,

auquel I’équation VII de Goursat,

(VID) “s=e\ap 1 p,

se raméne par le changement de variables

(36) x = e*/, =z —x.

Ici encore, les faisceaux & considérés, comme les équations E associées,
constituent une méme classe. I.e choix primitif de variables [équa-
tions (32)] conduirait, par ailleurs, a I'équation type C; directement,
si les m;(u) et les n;(¢) étaient choisis, — ce qui est-loisible puisque
le type ne dépend pas du choix de ces fonctions — de maniére que
I'on ait

(37) fmymyz=1, n,—1I.

Ceci nous permettra de supposer, pour les calculs qui vont suivre,

1
(38) my == s n,—o, n,=—1.
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On a ainsi, pour p=X,z, ¢ =X, 3, s=X,p= X g,

(39) p:——;(tv.z—}—i), ¢ == — 2y, — ¢%, s:——(W-_.—ﬁ—p)o::(':\/]fl—1;

W,
et 'on en déduit ('), pourr=X,p, t = X, ¢,
1__(n,—+—p)(: “+p i—un> \/p*—l(\/p‘l—x-i-zl.,):
(40)

=2 — 2¢g— qei= ~2-(q‘-+e-5)— 2¢,.

De la les invariants du second ordre, des deux systémes de caractéris-
tiques de C; :

(41) — U= _), +\/p-—1, —2(’n:1~-(q + e¥).
Vpr—1
48. Pour intégrer C;, nous avons a intégrer d’abord &,, qui est
_9 1 9,
(42) ’X,_%—F 5(L2—+—L,q,)—*—uoL,, X, = P

Suivant la méthode appliquée au n° 46, nous considérons son dérivé

second &, qui a pour base, outre 5 f » les transformations

(43) of=% f ), L, L

Q f est transformation distinguée, et a pour l'un de sesinvariants tout

invariant de 5~ of L+ (1 — W )() : I'un de ceux-ci est
Wy — 1
Y —— plt =
(44) Wa=¢ Wy 1

Si alors on effectue dans € f la transformation (4), avec

(45) aizeuy a‘!:‘_eu: a—1,

9
le terme en 5= f sera nul. Or le raisonnement employé au n° 44 montre

(*) La valeur de w, a été tirée de la premiére des équations (39); et on I'a
écrite w,—— p —\/p*—1, afin d'obtenir C} telle quelle. En réalité, le
radical \/p*— 1 y est susceptible de deux déterminations.
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que Q f prend, par ce changement de variables, la forme

(46) Yt () L+ B () Ly + L)L,

dans laquelle le coefficient de ()g— est I, w, 40, — L,w.,’. Puisque ce
coefficient est nul, c’est que [,, [,, /; le sont tous trois. Donc le
changement de variables considéré réduit Q f a 3—{;; ce qui revient a

dire que les trois fonctions w/,, w/,, w) définies par les formules (4)
et (45) sont trois invariants (indépendants) de Q f.

Par ailleurs, d’aprés les formules (8), ce méme changement de
variables donne

(47) (L= 1(eLyrely),  (Ly)—(Ly)=erly—erLj,

F', étant ainsi devenu

‘ L, =/ o o

e Of of 9
(48)? 9 ;‘()‘—v,‘—Fm; o, ¥

) — W, Wy S
oy ER A du du,

nous pourrons prendre comme variables conjuguées o, a,, pour
réduire ¥, a sa forme canonique, deux invariants de L., soit :

I 1
(49) a =Y, %= (o — o) ) =— > w'.

Or on a maintenant, a cause de I'identité

X, =+ u,L,,
et de (47), la formule
9 ) )
(50) X,:d—i+%(e"L._,+e""L3);

et I'introduction des variables «, «,, & la place de w/, et ¢/, donne

(1472): ()f (le):_“,’;"_’_dsf_l_Zao(d_'/'.{,“)l _d_f>-

ow,’ o, da * day
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Le faisceau &, prend ainsi la forme :

Of WO O e i
Jz

S A oly 3 — -,
' 0, 2 0, oty Ot du,
avec
[ d
2 2
art—e
51 2y = v, Oy
(51) =, s T

et la réduction a la forme canonique (26) s’achéverait facilement.
L’intégrale générale de F, est donc donnée par les formules (4)
et (45), avec

(52) Wy =20 — 29, W, = ¢, Wiz o, W' — 20,

@ étant une fonction arbitraire de «, et u étant donné, en fonction
de a, par

(53) et =0 — 299",

On peut, du reste, résoudre les formules (4) sous la forme

- AW dy Wy o\ Wy - [N
(54)  wy= 5 ——"2, Wy== — e P
ay W, + 1 a1 W, -1
avec
PR . P I Vo
(35) a\=ec™, y=1, dy=— ¢ ", a=d,— i,y =2e7".

49. L’intégrale générale de & est donnée, dés lors, par les for-
mules (27), o les a; et les b; sont fournis par les équations donnant
les intégrales de 7, et F,, c’est-a-dire :

e~ g+ a e +1 ‘ —ec o+ a
ay = T a,— — o, - o
—e e +1 —e™o 41 — ey 41
” — 4oe
(06) a, — a,a;— -——(4 e‘é‘(({;’+ : )2, Q1= og(?’ — 20, e = ?12__ 2??”’
" "
bx:q"— ilq‘i)/’ [’2:‘!/) by—=— ‘)Ll:'{/’ by — b, bi‘:"!‘l’

ol ¢ est une fonction arbitraire de o et ¢ une fonction arbitraire de ¢.
D’ou I'intégrale générale de C; :

_(a—a,a,)(by— baby)

T (@bt an)(az b1 ) x = u, Y=,
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ou, sous forme explicite (*),
(57), 2V e~ =@ "(ab +1)* — 20" Y (2} +1) + 2042, e =o't — 299",

avec les deux fonctions arbitraires o(a) et $(y). On remarquera qu'il
en résulte, pour I'intégrale de 'équation VII de Goursat,

(58) 2dfe=q"(a+1)"— 29"l +1) -+ 2042, z =92 — 209",

50. Pour le troisi¢éme et dernier cas de la structure I, nous
aurons

’ X, = E + my(1e)Ly-+ ()L, + u, Ly,
(39) of
X, = 3— + n(9)My + ny ()M, -+ ¢, M

Le dérivé F' de F est

w. oo

J
d—‘-f “+ myLy + my Ly, —‘Z “+ oM+ n;M; Ly, 92 oo
0 [

du dv

. . . )
et son sous-faisceau complet { L,, M, | admet les invariants «, ¢ et o
1

L’équation E que I'on obtiendrait en posant, par analogie avec les cas
précédents,

. ®
r=u, y==v, es== — (0 =y —- watwy),

se simplifie par le changement de variables défini par

ds
dz' — '
vi—e®
c’est-a-dire
= _=

shs'= ae 7y 1 — ¢, ou ch;—:e‘ *.

Nous poserons donc, d’emblée,
z w

(60) r=u, y=v, ch; =\/ (= w3 — wywy),

(*) Sil'on posait §(y)= » on aurait, plus simplement encore,

Y()

(57 6is) 2Y'e =+ o"(a +Y)2— 20 (0 -+ Y) + 29 =o, er— ot — 2q>(p
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1y9f2. 5
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9
d’ot1
s Vo (¥, - Vg (9,
sh=- = =23 thZ — / 2,
2 0 2 4y

Wy = (Ve o
chz—=— " "2"3% shz o= o V1% s
w o

(60 bis)

Le calcul de p=X,z, ¢ = X,3, s =X, q= X, p donne alors

my ., 3 3 n 3 s
p=-—th> 4+ m,w,cothZ>, ¢ == —1thZ 4 nyw, coth 2,
Wy 2 2 W, 2 . 2

my | s : I 1
s=(—1th> — m,w,coth> / —nyw — |-
Wy 2 2/ \shs Wy

D’ou, compte tenu de (6o bis) et (61),

(61)

m, = s\/n, , s K
sshz :(—' th = — my,v, coth ~>(— th> — nyw, coth ~) s
Wy, 2 2 /\w, 2 2

et par conséquent

(62) : sshz==\/p* — hmym,\qg*= Gnyn,.

Si donc on prend pour variables, au lieu de z =u, y =,

(63) J-:z\/ Vg (uyne(u)du, )':zf\/n._)(v)n;;(v)(lv,

on aura la forme type

(G sshs=\p* - 1V/g"—1,
a laquelle I'équation 111 de Goursat,

(1) ssins =V Vg,

se raméne par le changement de variables

z=17, xr= -x.

Ce troisiéme cas donne donc, comme les autres, une seule classe de
faisceaux @ et d’équalions E associées; et 'on obtiendra directement
la forme type C}, avec les variables (60), si I'on a choisi des m; et
des n; satisfaisant aux conditions .

(64) hmgmy,—1, Gnyn,—1.
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Nous prendrons, pour les calculs qui restent  faire,
(65) 2ma =1, 2m,=—1, 2n,="1, 2n,—1I.
Nous aurons alors

(66) 2p>-t“—’lh2+w‘.colh~,

d’ou, pour r=X, p,

’ 1/ 1
2= —th-—w coth> L—u ———(——_-w ;
(c o2 2 )'_shz T 2\ )y

et, en éliminant w, au moyen de (66),

(67) r=-\VpPF—1(ypP—icothz +u,)..
On aura, de méme, par raison de symétrie

(68) t=—\¢*=1(yVg* — 1 cothz + ¢,).

" De la les invariants du second ordre de E

(69) —ILOZ‘»-—,—_._—F\/]?!—I cothz, ——Vo_—:——t—--a—\/q-—ncoth..
Vpr—1 *

54. D’aprés les formules obtenues au n° 48 pour l'intégrale géné-
rale de &,, l'intégrale générale du faisceau F considéré ici sera
donnée par les formules (27) avec

[ g -+ xe” o + e — @+ ae* ,
U= ————— Q= ————  Oy=—————> ;= a9’ — 29,
(70) 1 — ¢ + e — o'+ et -— @ + e
' — v / oV
R

¢ et ¢ étant des fonctions arbitraires p(«) et $(f8) des variables
auxiliaires « et 3, et « et ¢ étant liées a ces variables par les formules

(70 bis) eo,l_ ‘P e _ 2(?0 0. P |/e 24’4‘”

On aura douc, pour I'intégrale générale de C], sous le bénéfice des
mémes formules (70), et des relations (60),

s _ (a by + ayb;) (a, by 4 1)

(71) e't—q‘) o 2<PCP ’ e = q‘/g__ ZLP"!J”’ ch? 2 (ety — (lzan)(bj — b-zll:x) ?
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et la derniére de ces formules devient, sous forme’explicite,
(72) hopesr Ch’z =[P+ ¢ Y+ (@5 n)er

- [(abs+ ¢y e (B + o) e ],
et, en tenant compte de (71),
(73)  Gogerr(chtZ - ) (ap 1 (hgdey — )

AP 1| 299" - Y o)
+ 8ob (o 9o") - 49T+ "

VIIl. -- Suite des Types intégrables fournis par les groupes & trois
paramétres. 2° Structures pour lesquelles le groupe dérivé est
4 deux paramétres.

$2. Le type de structure Il dépend d’un paramétre c. Les deux-
valeurs ¢ =1, ¢ = o0 constituent des cas singuliers, qui devront étre
examinés a part. Pour le cas général, nous prendrons comme repré-
sentant du type le groupe linéaire

() - 2= x - ,) + ay, ¥y =wry,
dont les formules de structure sont [voir n° 14, équations (11)],
(2) ¢y, by, = uby+ ay b, ey==ay by + .

Les deux groupes paramétriques £ et I sont donc

(3) (£) W = vy, Wy == Uy Vs + @IV, W'3 S UV iy,
af y) 9 ()f
(4) L’:W“()V‘L/‘a (=1, 2, 3), Lg:w,’ld‘—é, L,= (W’
(5) (M) wi=huwy,  Whoz=bawyt bWy, W= bywy o,
. of of of 9
— . & v W e A 1, — o, —~
(6) M, =, o, -+ mp, o, M, =w, Pk M=o, N

avec les formules de structure

(7) (Ly, Ly)=(m —1) L,, (L, Ly)=— L, (Ly, Ly)=o, '
(8) (M, M) == (1 — m) M,, (M, \;)—= M, (M,, M.)=—o.
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Les valeurs exceptionnelles de m, a réserver, seront m=—1 et

m=o : elles correspondent respectivement ac=oetc=1.

Si I'on effectue dans les L; la transformation (3), on obtient
(L,) =a{"L,, (L.)=¢,L}.

(L)y=L,+ (m--1)asa;"L, - L,

(9)
On passe de £ 4 It et inversement par I'inversion
1 . w, . Wy
(10) (v,_;‘—)—I, nf._,__‘_vllnm, W =— W

elle échange L, et —M,, L, et —M,, L, et —M,.
En raisonnant comme au n° 44, on en conclut que I'on pourra

prendre
af -
X,:% ~+ my (1) Ly+ my(v) Li+ w1y,
(11) . 0
X,== —‘é + ny(9) My 4 ng(0) My 4 9o M.
Le dérivé F' de & est alors
. o of
N

0]
f + m,L,+ m; L., 9

Ju

J){ + nsM, + ny My,

/

et, pour chercher I'équation E associée, on prendra comme variables
)

trois invariants du sous-faisceau complet {L,, M, },

(12) T == u, y=v, 5z = log (wymw, i),
Cela donne, pour p =X,3, ¢ =X,5, s= X, ¢= \.p, les formules

Wi =+ ( ) ! PR (m— 1)y —
= m m—1)my - puny — - 3 Y
r e Yy (oo q * o, v,

2
-4

— S§==myn, it — + (m=—1)mn; ‘—‘—.’.,
- W, (4 554

w,

qui s’écrivent, en tenant compte de (12),
) s\ t—1 v\ !
s "> +(m——1)u;;<‘—"> >

Pp=mee Wil (m—1)ym,wy', ¢g—=n, e—s(
(13 ) s\ m—1 wy \ 1
2 ) 21—} 4 —1 .
— Wit 4 (m — 1) myn, W) e
’ 1

—S=mgny e >
Wy

et il ne reste plus qu’a éliminer w; et ‘;’ entre ces trois équations.
1
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Nous les simplifierons, 4 cet effet, en posant, au lieu de z=u,
Y =9

1_ n—1 1 nm—1
(14) x:fmg'm;, ™ du, ,}’:f’ﬂ_ﬁ'"x m o dy,
1 .

B L
m m ﬁ n m I;I'l w
o (R e =)

ce qui donne

(16) pem:Z‘—"‘—h(n:z—x)l, qe’_":p‘—’"—i—(m—l)[.;.,
—semnr— (;\P')l—-lll+ (m - l) ;\F"
On est alors conduit a poser

i L m—1
(17) . zI:elu___‘v'—)wglwa "o

ce qui donne

(1/8) Cfmp =N (m— 1)), mg =i (m— )
mis's' = (1—m) (k" —1) (g™ —1).

On en conclut le type cherché (ot nous laissons tomber les accents),
(Gh) - - 52+ (m—1)0(p)b(g)=o,

la fonction 6(w) étant définie par I’élimination de A entre les
équations

(19) - mw =MW"+ (m—1)), ml=n"—1,
c’est-h-dire'par I'équation -
(20) [w-+(m—1)8](w—0)mt=1,

Ce type correspond a I'équation IV de Goursat, qui est
(Iv) sz +¢(p)o(g) =0
la fonction ¢(w) étant définie par I'équation

(21) (p—aw)r=(9—Pw)® ou af=—1.
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Ou raménerait (IV) a C;, en posant

1

22 o= /m—l, = —
(22) \ B Ve

et en effectuant sur 3 un changement de variable de la forme
(22 bis) s'=4hs,

k étant une constante convenablement choisie. Le cas 3 = x corres-
i
pond donc au cas m =o0; et le cas m =1 se trouve écarté.

82 bis. Rappelons que les variables dont le choix a donné C;, sont

m—1

i 1 m—1
x = [mg(u)’”m;,(u)Tdu, Y :fnz(v)’”n;;(v) " du,
(23) v

1 m—1

s=wyewlwg™ .

On pourra conserver le choix @ =u, y=v¢ pour les variables
indépendantes, & condition de choisir les m; et n;, ce qui sera loisible,
de maniére a satisfaire aux relations

(24) my— m;™"™, n,— n§™,
Nous prendrons
(25) my,=—=m,=—1, ny—n;=—1I.
Calculons les invariants de E. Nous aurons ici
=, mp:?.“’”—l—(m—nﬂ;
d’ou, pour r =X, p, I’équation
mr= (1 — m) (J—"— 1) (-’-’ — - ”o)

J5 W

= (1 —-m)m9<p—t_;~ - "o> = (1— m)-m9<g — un>.

<
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Donc E a pour invariants (')

(26) (m —1)uy—= —

— -+—(m—1)9(—:1)~

83. Pour trouver I'intégrale générale de (C}), nous avons &
intégrer d’abord #,, qui est, sous I’hypothése (25),

J /]
(27) | Xlzd—iﬂ’- Lr'i- L;+ w,L,, X:;:';)‘;‘f;‘
Le dérivé second &' est
__of . 9
Qf—‘)—u+L:+L:Jy (m —1)L,— Ly, L;; iy’

Qf en est une transformation distinguée. Prenons pour variables
nouvelles ses invariants évidents

(28) W, =wy, Wy == (v, — uw’y, Wy, — .
Ces formules définissent une transformation (3) de £, avec
(29) ay—1, as—=-— u, a;—— u.
Les formules (9) deviennent par suite,
(Ly)=L,— (m —1)ul, + ul’, (Ly) ==L, (Ly) =L%;
de sorte que X, devient

af ) , N
X,:d—{t—huo{ll.—u[(m—rn)ll._,—-],xj}.

Pour le réduire 4 sa forme canonique, nous prenons pour variables
conjuguées deux invariants de (m — 1)L, — L, soit

) _ ’ 1 ’ —
(30) a—=w,, ao—-W;,—i-;:WQW, m,

(*) On obtient, pour ¢ =X, ¢, par un calcul analogue,

t=<x—m>e<q>[°—;"—’+v.{-
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Il vient alors, pour les autres variables canoniques,

X, o

o, — — “.‘. L Rl R “‘( “.,-—-(m+ll'
(3 1— Xl @ 3Y 2 | L
I)
— X, = mw\, w7 gt
: X, a 2 v

et I'on tire de ces équations

mw, == (m —1)a™ (o, — aa,), mw,=—=(m — 1) ay+ aa,,

(32) mu=—a*ay,+ (m —1) (aax, — oy);

puis, au moyen de (28),

(33) W =a, mw, — a+ia,, mwy=—= 220, + moaa,;

et les équations (32) et (33) donnent l'intégrale générale de F,,
si'on y considére x, comme une fonction arbitraire mo(a), et «,, =,

comme les dérivées, premiére et seconde, de z,.
. Nous déduirons 'intégrale générale de F,,

9 )
(34) X2:$+M,+M3+"(M“ X,= l%,

de celle que nous venons de trouver pour %, au moyen du chan-
gement de variables (10). Il donnera le faisceau

o, Y,

vy’

dv

et il suffira de changer encore w, en — w/,, W, en — | et ¢, en — ¢,
pour revenir 4 la forme de &,. L’intégrale générale cherchée sera
donc donnée par '

(35) oy == g, mw, == B2f3,, mw,y== B, + mp,
(36) my=P*By+(m—1) (BB:—Bo), Bo=mY(B), Bi=m¥(B), Bi=my'(H).

Les formules (2) conduiront alors a I'intégrale générale de &,

(37) Wy = by, Wy tt, by + u, b7, Wwy=a b, a,,
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. 6
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avec
(38) =2, Uy = am*20", y=0o*Q"-+ moag,
(39) by =3, by =3, h,=3"+ mL.

(40) = a’?”+ (m —1) (a9’ — g), p=P" 4 (m —1)(BY' — Ly,
¢ étant une fonction arbitraire de « et { une fonction arbitraire de .
L’intégrale générale de C;; est alors définie par

t m—1

(41) x=u, y=rw, F=wT e,

et donnée, par suite, par les formules définitives

. "

oy (F=E(m—n1(a0'—0), =B (m— 1) (B — ),
Zm— (a/n-H (?"_*_ §m+| LP”) [_(0((?”—0— m ?’) -+ (ﬁy‘!,”_*_ m V‘XJ/)JHL-—I.

84. Cas m =o. — Les formules (1) 4 (10) du n° 32 deviennent

(43) 2=+ )y + ay, Y=

(44) ey =, by, co=a b+ a,, e =t b+ ;.

(48) () W= a, Wy, Wy == Uy W+ as, W= a1+ (b,
o _ _of __of

(47) Ll_ﬁ“zdﬂ’, (a—ly 2, 3)! Lz—()_%’ L:;——M’

(48) (M)  w\,=byw,, W= by w, - (vy, Wy = b+ oy,

o ) ) 4
(49) M,=w, dw, TWger M= av,’ Mi=wi 50

(50) (Ly, Lz):-—]‘m (Ly, Ly)=— L, (Lyy Ly)=o,

(51) (M“ Mg): 1“2, (Mn M:;): M:(.- (1“27 1\13):(),

(52) (L) =L, — a,L,—a,L). (L)) =, L, (Ly) =« L,
, Wy , Wy

I
Inversion W= — Ww,—— = W, = —
(33) ( 10n) =8 2 W, 3 v,

et I'on peut prendre, par suite, encore, pour définir F,

X, = ‘%{—i—mz(u)L._,-*— my(u)L;+ wyLy,
X, = Jo ~+ ng(v) M, + Il;;(V)l“;;—!— voM,.
Le dérivé ' est

J a a “af
az'é—l—m,Lg—l— m;,L;,, %—anMg—*— ngMa; Lly Ml; 6‘{_‘;‘7 W"/o
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et il a pour intégrale compléte les invariants de { L,, M, }

(55) xr==u, =y, ;:“_‘
Wy
On a alors, pour p= \,5et g=1\,3,

5 1 — s L
(56) P—= Py (my— my3), q—= “.3<"2 nys);
et 'on en déduit, pour s=X,p=1X,¢q,

. _
(57) s = “—1, [my(nyz — ny) + ng(mys — my)).
3

L’élimination de &: et :Zvi‘ entre (56) et (57) donmne alors, pour
I’équation E associée & &,

(58) 5 m 1y

Pg Mgz —ms  ngs—n,

n, c e .
Le rapport - n’est pas une constante; car sic'était une constante ,
3

9, admettrait, outre les invariants y et ¢, 'invariant du sous-faisceaun
complet { kL,+ L;, L, }. On pourra donc prendre pour variable z,
au lieu de «, et de méme, pour y, 4 la place de ¢, les variables

__ m.(u) L n(v),
- m.,(u)’ )—nu(v)'

(39)

ce qui donnera, au lieu de (58), le type

$ 1 1

Ci — =
(Git) P ;——x+:.—)'

Pour les calculs ultérieurs, nous pourrons prendre les variables (55),

avec
my—n;—1, m,(u) —=u, ny(v)=v. -

On aura ainsi, directement, I'équation Cj, le faisceau F étant

X, = ();f + uL,4-L;+ w, Ly,

du
o 9.
du,’ v,

(60) 9
X, — (T{—'_ eM,+ M; + oo M,
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Les formules (56) deviendront

. u— =z ¢ — 3
(61) pE—g 1=

AN

et la premiére donnera, par exemple, pour r= X, p,

r__1-—p T4 1tyWy _ 1T—2p

- — Uy
p  u—3s Wy u—z

D’ou les invariants du second ordre de Cj,

S A =t _ 29—t
(62) 77— %’ v.,__q Py

55. Passons & D'intégration de Cj, qui va résulter de celle de &,

9 0
(63) X,:£+uL,+I,3+_u0L., x*:%io’
Le dérivé second, 7', est
o . o
d_lt’ UL!—‘r—L;, ]4” ;)70"
On peut donc prendre pour variables conjuguées deux invariants
du sous-faisceau g%, L, ‘—;?ML » qui est complet, car L, est une trans-
. { 0

formation distinguée de #',. Nous poserons

(64) -~ : a="%  ap= %,

Wy Wy
et, par suite,
o —X'ao—'u ot—‘('—'a'—cv
T Xa Y = X

L'intégrale générale de F, est ainsi, ¢ étant une fonction arbitraire
de a (variable auxiliaire),

(65) u=q’, wy— ¢, ws— 99", Wy == ag".
On en déduit l'intégrale générale de F, par la transformation (53),

accompagnée du changement de &, en — «’,, de u en ¢ et de u, en
— ¢, qui change X, en

X, = z—{—j 4+ oM, + M;+ ¢ M,.
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On obtient ainsi,  étant une fonction arbitraire de 3 (variable
auxiliaire), I'intégrale générale de F, .

1 a
(66) v="1 Wy — 4 w,— 1, wy=3;

et les formules, déduites de (44),
(67) wy=a, by, Wy=a, b, + «,, Wy= @y by + ay,

— ou (ay, a,, a;); (bi, by, b,) sont les valeurs de (w,, u,, ')
données respectivement par (65) et (67) — donnent l'intégrale
générale de 7,

(68) wu=¢/, =Y, w==7T,0 we=0"(o4+1), wy=o"(a+ B).

De la I'intégrale générale de C;,
d
(69) e=¢(a), y=y(p), s=2EEE)

a—+f

86. On apercoit que cette intégrale générale peut se transformer
en appliquant la transformation de Legendre & chacun des systémes
de quantités [a, ¢(a), ¢'(a)], [B, $(B), ¥'(3)] En désignant par X

une fonction arbitraire de , et Y une fonction arbitraire de y, il vient
9 =, a=X/, o =X —NX,
Y=y, B=Y, $=rY—Y;

d’ou, pour l'intégrale générale de CZ,

X+Y
(70) z:x+J'—m.

L’équation est une équation de Moutard.

Effectivement, si I'on cherche a faire disparaitre le terme en pg par
un changement de variables = 0(z, y, 5), on a, pour déterminer 6,
la condition (') 4

(/] M 1 1

&logx_—_s—w—:—y’

(') Comparez une Note de Cosserat, dans la Théorie des surfaces de Darboux,
t. 1V, p. 4o7.
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qui est vérifiée, par exemple, par 6 =log(s —ax)— log(s —y); et
si I'on pose, en conséquence,

—x

b
__‘)r

n

(71) . a—

n

on obtient, en laissant tomber les accents, la tranformée suivante,
qui est le type XI de Goursat et a la forme canonique des
équations de Moutard,

(X1) s‘—%—gx( o )—I—%(;’%):o

Son intégrale générale est, d’aprés (70) et (71),

-

(72) )(\’+\')—(X+Y)
7 T aX Y,y

57, Cas m=1. — Les formules fondamentales du début du n° 32
deviennent, dans ce cas, -

(73) ey=u, by, o=ty by+ uyby, Cr= b5 4 u,,
(74) (F)  wWy= vy, W T gV - (Y, VT 8y,
(73) () W,y =b,w,, W, = hv, + by, Wy = vy 1y,
- Y .9 _9f 9 _of
(76) Ly = _+‘.dﬂ._,+"3()w3’ Lg_“'t)w,’ ]'3—1)c_\';,’
N o O . 9f _ . 9 (o9
(7/) Mi.—“im-’—“’g()‘—“z: I\lg—W1d‘v!) h[x—(‘lm,
(78) (Lly L2):U’ (L“ Lz):—‘ L.'n (L‘.’y Ls):”,
(79) (M, M,) =0, (M;, Mj) = M, (M, M;) =o.

Les transformations L, et M,, respectivement distinguées dans
£2 et M, sont identiques, conformément a la théorie de Lie.
L’inversion

1 W, Wy

(80) W= —» wy=— —32, W=~ ",
; Wy w W
] 1

échange L, et —M,, L, et —M,, L; et —M;. Enfin la transfor-
mation (74), effectuée dans les L;, donne .

(81) (L)=L,—aL;, (L)=L, (L)=al,
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Par suite
af :
X, = Fm + 1o @1 () Ly + 0y (u) Lo+ @, (u) Ly)

devient, par cette transformation (74),

dJ a ) , , ,
(Xy) = Ti + (:L—: + 1y >L, -+ (7"1 -+ uocp._,> Ly 4 (ay — @y 4091+ a4 ¢3) L.

Aucun des 3; n'est nul; car, si I'un d'eux était nul, { X,, X,} admet-
trait, outre les invariants ¢ et ¢,, tout invariant de I'un des trois

groupes (L, L)). De plus 2’ n’est pas une constante, car si 'on avait
1
¢.=rc9,, (¢ =const.), { X,, X,} admettrait tout invariant du groupe

(L,+cL,, L,). On peut donc prendre zf pour nouvelle variable; et,

par conséquent, en supposant ce changement de variable effectué,
supposer ©,= u9,. Sil'on prend alors
91,

al
a,=u " = iy — fu.,du, = u, =~ + wo gy,
®2 7

%, sera réduit A la forme

_9f : _f
(82) X1—5[—l+Lz-.+uo(L,+uL.l), X::_d.l_[o.
En effectuant dans cette transformation I'inversion (80), accompagnée
du changement de u en — ¢ et de u, en ¢,, on obtiendra la forme a
laquelle on peut réduire F,, & savoir

_of , _ 9
(83) X:—%+M:;+V0(M|—‘Ms); X'.—(T,o'

Le dérivé ' de & est alors

) J
:)—‘l{ + L, ;){ +M,;, Li+ul, M, —¢M,;

of ﬂ

du,” 9wy’
et une de ses intégrales complétes sera fournie par trois invariants du

sous-faisceau complet { L,+ul,,M,—¢vM o, o » SOIt

o 5
2 Ju, O,

s w,
(84) xr—u y=yv, = 22— ulogw,—vlog .
. "y Wy

(4]
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En portant ces variables dans X, et X., on obtient, pour

p=X;5, ¢ = Xaz, s=X,p=Xiq,

les expressions

I Wy *y
p=—logw;—(u+v)- » g=—log = —(u—+v)—,
Vo Wy Wy
(85) )
1 Wy Wy
s§—= - -— — 4 (w4 v)—;
Wy Wy N

. ] L (2% , . .
et il ne reste qu'a éliminer v, et * entre ces équations pour avoir
1

I'équation K cherchée. On simplifie en posant
(86) C d=(ue)—s  p=(u+e)ot
iy (399

ce qui donne

(87) p—+log(u +0) = logh — %, g +log(u 4+ ¢)=logp — 1,
1
Uu—+v  u-+v

(88)

(A=—1) (. —1).

ceci conduit & remplacer s par

(89) s'=z+ (v +¢)loglu +v),
ce qui raménera (88) a la forme

(Gih) s(z—+y)=0(p)0(q),
la fonction 0(w) étant définie par I’équation
(go) log(r 4+ 0) — 0=

Le changement de variable

(K]

(x+y)—s.

(g1) 3= l"

~

transforme cette équation en I’équation (V) de Goursat
V) s(z+y)+o(p) e(g)=o
dans laquelle () est définie par I'équation

(92) log(¢ — 1)+ o =w."
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538. Passons a I'intégration de Cj;. Le dérivé second de &,

Q— 0f+L~;, Q=L,+ulL,, Q,—L,+ L,, dd_uf’
°

a pour transformation distinguée 2, qui admet pour invariants w,, w,,
w, — u. Nous prendrons, pour réduire &, a sa forme canonique, deux
variables conjuguées a et «, qui soient des invariants communs & Q
et Q,, soit

W
3 ’ a—=w Qo= W'y — Ul — —
(9 ) 1y 0 W,

’ o .
Comme on a X, = Q + u,Q,, il vient ensuite

Xia= uyQa=uoa, Xjog==uyQiag==uo(wz—u), o= = ,
X, a
u . X, 2y u
Xyo=—ueR0 =ty —» == — — -y
10y 08ey Xy I 2 X, o
donc
. Wy — U u

(94) ay = ’ oo ==

o a

L’intégrale générale de &, est ainsi, ¢ étant une fonction arbitraire
de a,

(95) u=o%¢’, w=a, w—a(ae —¢), wy= (" + ¢').

L'intégrale générale de F, en résultera par l'inversion (80), accom-
pagnée du changement de u en —¢; en remplagant « par Beto(a)
par — (), ce sera donc

(96) o= i-r"!’nb”, = é’ Wy pq’ '*P, = ‘gq/;_‘_ ,‘!’/.
IJ

Les formules (73); o1 les w; remplacent les c;, et ou les a; el b;sont rem- '
placés par les expressions des w; données, respectivement, par (95)
et (96), donmnent alors I'intégrale générale de F

-

]

) u:x:(Pﬂ, "—r) 4)” “,1__; %, W‘z:g(“CP’—QH—ﬁq/—'J_/),

‘ wy=a (a9 + ¢’ -+ B+ ¢);
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1342, 7

(97)
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et les formules (84 ) fournissent l'intégrale générale de C;,

( r=ay,  y=EY,
(98) { z=a¢'— 9+ B¢ -} —zlog(aH)— ylog(FH) + (z + »)log(xr + y)
ot H— O((P”—i— ?/‘*_ 16'1’“”'*" "l’"

89. Cas m=2. — Ce cas ne présente rien d’exceptionnel, mais
nous devons le signaler parce qu'il conduit a I'équation II de Goursat,
a savoir
() S5 =\ 1+ p*y 1+ g2

L’équation (20) devient, en effet, dans ce cas

W - 0=, 0=yu? -1,

de sorte que C} est alors

(99) SE4-\p—1y¢y*—1=o0,

d’ou on passe & I'équation (11) par le changement de variables

(100) x' =iz, x' =iy, 5'=—z.

60. — Comme représentant de la structure I11, nous prendrons le
groupe
(1) Z'= ey x + ery + ey, V' =y + loge,

qui donne les équations de structure

(2) c—=aby, o= a1 by + a., ;= a, b+ a, logb, + a,

et les deux groupes paramétriques

(3) (£), W=y, W == gy + dy, W= ay vy + as logew, + ay,
(4) (M), &\ ==bywy, Wy=wy+ by, W=+ (logdy) w,+ byevy.

Les transformations infinitésimales de base de ceux-ci seront

_ . of _ Y togw, AL =9
(5) Ly=wq Oivy (x=1,3,3), L= o + logim, vy’ La= oy’
: w9 i = Y
(6) | M,__w,()—w1 +W,-‘Tv3s M,-W:Wv—?) M:‘—(h()ﬂ’;z’
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avec les formules de structure

(7) (Liy Ly) = Ly— Ly, (Ly, Ly)=— L,, (L, Ly)=o,
(8) (M1, Mz) =M,— M, (My, M:x) = M, (M?.yb M:l) = 0.

Sil'on effectue dans les L; la transformation (3), on obtient
(9) (Ly)=L\—al\+ (a—ay) L, (Lo)=a, L}, (Ly) = as L.
On en conclut, comme au n° 44, que I’on pourra prendre

(;o) X,:g{+mg(u)L,+ my(u)Ly+ u,L,.

Par ailleurs, on passe de £ a4 IR, et inversement, par 1’inversion

1 We w,logw, — w,
(II) WI‘_W) W;:—;’ Wﬁ‘:;:T;:
1 1 1

elle échange L, et —M,, L., et —M,, L; et —M,. On pourra donc
prendre aussi

(12) X‘l:%{;_'—”z(")Mri‘ n,(¢) My—+ oo M,.
Le faiscean & étant ainsi défini, cherchons I'équation E associée.
o
Le dérivé ' de 7 contient le sous-faisceau complet {L,, M,; dd—f dpfg
0

o o 9.

ou figurent les transformations distinguées de &', a savoir au. 30
(]

On a donc, comme intégrale compléte de F', lc systéme fondamental
d’invariants de ce sous-faisceau

— L R A
(13) x == u, =g, = +logm
Le changement de variables défini par ces équations (13), effectué
dans X, et X,, donne d’abord

Vy

P= L[l"lz(l—z—?— logws,) + m,], q == _[n?('—;_’_log‘_v.g) +”3];
Wy V'

Vo
et ces formules peuvent s’écrire simplement

(14) per=mya(1—loga),  ges=n,B(1— logP),
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1
si I'on pose

ny n, iy

- 1 == wy -~ =2
(15) 2= w e r=5e my==mye", ny=
2 2

ce qui est licite parce que ni m,, ni n, n’est nul (*).
Ceci conduit 4 prendre pour variables, au lieu des v.

(106) .z':fmodu, ¥ fnodv, s 2 e,
(2 2%

de sorte qu’on aura -

(17)  p=x(—logh), ¢g=plr—logp), 1= e ™,

On tire alors de la

s= - Alogh (2’ L Lng'.z):;—)\log)\ (Z — ™

H Wo Mg
ou, compte tenu de (17) et de la valeur de n, donnée par
(18) | sz = (rlogn) (prlog ).

L’équation E cherchée est donc

(Ci) sz-=0(p)0(y),

ot la fonction 0(s1) est définie par I’élimination de A ents
(19) w =21 — logd), 0 =12logh,
c’est-a-dire par ’équation

(20) 0 = (w-+0)log(sv—+0).

Ce type C,;, correspond au cas singulier signalé par Gou
équation IV, que nous avons rencontrée au n° 52,

(Iv) . : s5+9(p)elg)=o,

(1) Silon avait, par exemple, m —o0, F, admettrait, outre v el ¢
invariant, qui serait tout invariant du faisceau complet JL;, L,

nous supposons que ni #,, ni F, n’a plus de deux invariants indép
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L d
ou la fonction g(w) peut étre définie comme intégrale de I'équation

do v

(21) _ 7&_5—*—/0

k étant une constante arbitraire. Le cas singulier a lieu pour £ =+ 2..
La fonction 6(w), définie par I'équation (20), est, en effet, uneinté-
grale de I'équation
dy w

+ +2=o0,

(22) av—v+ )

qui se raméne 4 (21) en posant 6 = /9 : ce qui change C,, en (IV).

61. — L’équation C,, provient, du reste de Cj; par un passage 4 la
limite. Si I'on fait tendre, en eflet, m vers zéro dans les équations C},
et (19) du n° 32, on obtient la forme Cy, la fonction 6 étant définie par
I’élimination de 7. entre les équations

(23) w=2(1 — logh), 0=—2logh.

Or celles-ci ne différent des équations (19) que par le changement de
8 en — 6, lequel n’altére pas la forme de C,,,.

La structure LIl peut, du reste, étre considérée comme un cas
limite de la structure 11, obtenu en faisant tendre m vers zéro. Si, en
effet, on prend comme représentant de la structure II le groupe

— df f— I;L—!i.r: df — p—x df
(24) c‘ti—a—r, L,=—e 5;, Ly,—e (_);

qui a les mémes formules de structure

(25) (&), Loy =(m —1)&s, (K, ) =— &, (&, &) = o,

que le groupe (4) du n° 82 ('), on ne peut y faire m= o, car cela
rendrait &, identique & &,; mais on peut faire tendre m vers zéro en
prenant comme transformations de base

L, —
L, — &L, N
&y, & ,’2— _— e s &y

(') Le groupe (1) du n* 52 donne aussi, bien entendu, ces mémes formules de
structure (23). On les obtient en le définissant par ses transformations infinité-

simales -
) d d a
.‘I,:xd;'i—i—myd—'){, :l?.,:}'d—'{;, .‘L,:d;i.
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-

Cela donne, & la limite, le groupe

(26) = %, .fo_,:xe—"g—;, .{C‘»_:e“’(%{,
dont les formules de structure, .

(27) (X, LY=L, — ), (T, T)=—&,;, (X, Ty,
sont identiques celles du groupe (5) du n° 60 ci-desst
est, par conséquent, urn représentant de la structure III.

62. — L’équation C;,; ne dépendant pas du choix de
m; et n;introduits dans les formulesinitiales (10) et (12), n
supposer maintenant :

(28) m,—1, m;—o, n,—i1, ny;=—o,
c'est-a-dire

a . a
(29) X,:TZ—{-L,—{— uoLy, X,= t—,‘—{ﬂ-M,—}— voMy;

et au lieu de (16) et (17),
Wa
— — — V2w,
(30) r—=u, y=v, Z_w,e ’

(31)  p=A(1—logd), g = p(— logp), ).—_:5, @

On aura donc, pour r=X, p, t=X,g,

0(
r:—llogl[i—)—‘%ﬁ(l-i-uowz)]:e(p)[ ZP)+u
S ) 0(q)
t:—p.logp.[%—;;i—i—vo] :O(V)I'Tq—‘)

De 1a les invariants du second ordre de &, et de F,, ¢

deClll’ 6
B2 wm=g MRl ),

0(q) E

(1) Le groupe (1) du méme numéro donne aussi, naturellemen
de structure (27). Il suffit pour les obtenir, de le définir par sest
infinitésimales

af . — of

&Z,—xg—i—ﬂ 5;_’ 3——0—.2:

—%oz 9y’ L=y
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On remarquera que ces formules sont celles qu’on obtiendrait en
faisant m = o dans les formules (26) du n° 32, au changement prés
de 6 en — 0.

63. Passant a I'intégration de C;, nous réduirons d’abord &, a sa
forme canonique. Son second dérivé & est

of ) af -
Of - & f=L.—L, ’
= + L,, L,, Qf=L,— Ly du,

Q en est une transformation distinguée, de sorte qu'on aura une
intégrale compléte en prenant deux invariants du sous-faisceau

complet{Q, Q,, »f—”, soit

33 o — Wy Ao — tt — W3+ Wa(logw, - - 1).
b o

On a alors, X, étant Q + «,L,,

Xt == uyz, Niatp== ttg (Wy— 2y — 1),
d’ou
X, Wy — oy — I
3 X, == ,' ¢ -2 0
(36) =5 z

Ensuite, on trouve

(335) Ny —— —

L’intégrale générale de &, estainsi, o étant une fonction arbitraire
de a,

(36) w, =2, W= 22y, =229 " — 20 +9, wy—= 229" logx — 29"

On passe de X, a4 X, par le changement de variables (11), accom-
pagné du changement de u en — v et de u, en ¢,. On déduit ainsi, de
(36), I'intégrale de &,

(37) m:é, =B, e BBV Y, by=—

Pour la symétrie des valeurs de u et ¢, nous avons remplacé la
fonction arbitraire p(«) par —$(3). Des formules (2) on déduit,
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comme dans les calculs analogues, I'intégrale générale de

I

o o

W= = (Vo = " A =2l lov

(38) g 1 5, p==a(ag"+ BU"), =20 053
u—=o9"— ag + g, vo= B — B L

et les équations (30) donnent alors I'intégrale générale d

Cx=ate’— a0+, y=F— Y+,
(39)  a0"logx + B logf — o' — Y e
lob" — “‘P”+ @4// -+ loa(fl’{’ + P2y

Remarquons pour terminer que, d’aprés ce que l’'on a
on doit pouvoir obtenir l'intégrale générale de C,;, en fais
vers zéro dans les formules (42), du n° 83, qui donner
générale de C;. On relrouve ainsi exactement les équati
nous venons d’obtenir. Cela est évident pour les expr
etde y, et, pour 3, celarésulte de 'application de la régle
a la formule

log(am+)¢ll+51n+l¢ll)+(’n —l)log(och”—;- 6'1"”—*‘ me

logz —
°© m

qui équivaut a '’équation en z™ des formules (42) dun° 3

IX. — Suite et fin des Types intégrables fournis par
& trois paramétres. 3° Structure comportant une tr:
distinguée et Structure abélienne.

64. Comme représentant de la structure IV, je prend

(40) =x + 3y + ¢, Y=y +ecy

dont les formules de structure sont

(41) ¢y =a,+ b;+.asb,, Cy== ay+ by, cy=—=a;+ b

Les groupes paramétriques seront donc

(42) (£) wy=w+ ayw,+ ay, Wy = Wy + a, W=
. . _of __of __of i
(4? b,"’) Li—a—M’ L"'_dwg’ Ls—a—wu-FWad‘vl’
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et

(43) W, =Wy + by + by, Wy == Wy + by, Wy =y + by,
(43 bis) M= d-’%, M, = o:)_{ + w;;d()—“{:, M, o= ()‘:_‘{‘,
‘avec les formes de structure

(44) (Ly, Ly)=o, (Ly, Ly) =o, (Ly, Lyy= Ly,
(45) (M, My) =0,  (My, My) =0, (M,, My)==—M,.

La transformation (42) change les L; en

(46) (L)y=L,, (L)=al,+L, (L)=L,—al;

et, par suite, elle change

; J
)\,:Z)—‘l{—i—uocpa(u)La (a=1, 2, 3)
en
()./. . 7] ’ 4 7 ! ! ’
ou + (o ( Q1+ @39 — @2 y) — dacy | L, - (y+ wg9,) Ly + (e + ttop; ) 1sa

On en conclut que I'on peut ramener X, a la forme

. (47) X,:g—‘i—’rm(u)L,—kuo(Lﬁ— uL,),
en posant
(48) Q1+ Uy 92— a9, = o0, @y Qs — (19,720, u = :z,
et modifiant u, en conséquence.
Par ailleurs, ['inversion
(49) W= — 1+ waa, W, = — vy, Wy — Wy

échange L; et — M;; de sorte que si on I'accompagne du changement
de v en — ¢, elle change (47) en

-

(50) xgz %-{—n(‘))M‘—F‘ Vo(M2—VM5))7

u, étant remplacé par —¢,. On définira donc le faisceau & par les
. .. of of
transformations (47) et (50), jointes a X, = s X, = o

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1g942.
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Le dérivé F' sera, abstraction faite de ces derniéres,

J J

E{ﬁ—mL,, d;s/)_'_”M” L, + ul,, M,— ¢vM,;

et pour sa réduction a la forme canonique qui conduira 4 |

associée a F, on pourra prendre l'intégrale compléte fo

et un invariant de | L., + uL;, M, — ¢M,}, soit’

W — 200, — wowl
2(u+ )

(51) x = u, Y=z, =Wy +

Le changement de variables défini par ces formules d
X, et X,,

. 1/ Ws—+ o, \? 1/, —
p=Xiz—=m— - 2T ), g =Xes=n — - —=—
2\ u—+v 2\ u-

ce qui conduit a introduire, a la place de 3,

(52) = (fm du + ndv — :>

Ow aura alors
— Va4 P, SV — U,
53 o = = =
(33) vp “tv Ve wu+v "’

et s'= X,p'= X, ¢’ sera donnée, par exemple, par

' W, Wit 0wy uwa—w, ¢

s
2\/1,' w4+ (L490)r " (u+e)?  u+v

D’ol I'équation E cherchée, (en laissant tomber les accent
2 g
T+ )y

(Gv) s+
C’est, au changement prés du signe devant le radical
indifférent, le type (I) de Goursat,

(I) ' SET
. z—+y

Le résultat auquel nous sommes arrivés ne dépend pa
de m(u) et n(v). En conséquence, nous supposons pour
calcul (invariants et intégration)

(54) m=o, n=—o,
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c’est-a-dire

. , dJd . J
(553) )\,:(-)'—Z—f-u(,(]‘g—i—ul,:;), D — 4—)1'/+ vo(M;— ¢ M,).

D’aprés (53), on aura, pour =\, p',
roo Vi oy,
zv})’ - u—+ 9

d’ou les invariants de F, et F, (respectivement), et de E,

(56) R /Y S
2vp  EFHY 2yg  EHY

63. Passant al'intégration de C,,, nousallons réduire &, 4 sa forme
canonique. Le dérivé second & est

(57) 9:3—‘5, Q=L,+ul,, L,; df,

7 duy

et Q en est transformation distinguée. Nous prendrons, en consé-

quence, pour variables conjuguées deux invariants de %%, L, }3

(58) o= w,, Oy == Vo Wy — (V5.
On aura )
X, ot = 1y, X0t = toy0v3, oy = );(,10;: =W,
X,o, = uyu, = ’;((’10: =u;
et I'intégrale générale de F, est ainsi
(59) W= a9’ — @, ¥y == 21, W= @, u==19"

o étant une fonction arbitraire de «. D’aprés ce qu'on a vu pour le
passage de F, 4 F,, onen déduit I'intégrale généralede 5, en y chan-
geant uen — ¢, « en 3, et p(a) en — Y(B3), les nouveaux w; dérivant
des fonctions (59) par 'inversion (49), ce qui donne

(60) wy== -, wyz= — 3, wy,==V, v=4q".
D’aprés la théorie générale, il ne reste plus, pour avoir I'intégrale

générale de F, qu'a prendre pour les w; les seconds membres des
formules (41), ot les a;seront les seconds membres des trois premiéres
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équations (59) et les b; ceux des trois premiéres équations (60), ce qui
donne ‘

o 1"

i

! wy,—a— (3, w,— o =Y,

=—— 9 — Y +(1—}3)f,/'
=49 v=1q"

D’aprés (51), (52) et (54), on en déduit I'intégrale générale de Cyy,
qui est, aprés quelques réductions,

=g, =1,

(62) ; (2—PB)e"Y +a(x— B (Yo" o",b")—(q’+4

s= q)v_*_q} - +2(<P+q')

66. Pour le type V de structure, le dernier 4 examiner, nous
prenons comme représentant le groupe des translations,
(63) =+, Y=y +c i=s+ec..
dont les formules de structure sont
(64) cy=a,~+ by, Co== s+ by, a=a;+ b,

et qui estidentique, par conséquent, 4 ses deux groupes paramétriques.
On a ainsi

(65) L=M=L =103,
(66) (L Li-):(’: (M, M,')_“:O ("rj:l’ 2, 3)1

de sorte que le faisceau & a considérer est

X, = ()f—l-uo(pa(ll) df Xe= df+s.,%(") of (x=1, 2, 3.),
(67) du Oivy o,
T xS X=Y
3= dug’ R dpn

On”ne peut pas ici faire disparaitre les fonctions arbitraires.
On pourrait faire ¢, =1, Pa=u, $y=1, $y=r¢, 9, et {, demeurant
des fonctions arbitraires, maisil est préférable de garder, sans aucune
particularisation, les ¢; et les {; pour la symétrie des calculs. Nous
supposerons seulement, afin de pouvoir simplifier ceux-ci, que les
wronskiens des o, et des {; sont égaux a I'unité, c'est-a-dire
(68) Dét. |9 ¢ ¢i|l=1, Dét. |4 ¢ $i=1;

li—1,2,3) {t=1,2,3)
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ce que I'on peut toujours obtenir en remplacant u, par u, = Au)u,,
et ¢, par ¢, = u(v)¢,, et choisissant convenablement les fonctions A(u)
et w(v). .

Le dérivé 5’ de F est

T S VY VR VR
ou’ 9’ (Pltm’ l’J“()ﬂ‘,‘" du,’ v, (=1, 2, 3).

Pour obtenir une équation E associée 4 %, nous pouvons prendre
pour intégrale compléte les fonctions « et ¢ et un invariant du sous-

. af af |
faisceau complet %T“{—, \Pa()‘Tf)% (x=1, 2, 3). Nous poserons donc
x 3 -

(Gg) r=u,

y =y, 5= w0, (=1, 2, 3),

avec V

(70) 8= 92— g5, 022 00y — 0,45, bi= 014 — s .
On a alors, pour p=\,3, =X, 3, s= X,p = X, ¢,

(71) p:wa%, q:(,vl?)e:, S =y e (a=1, 2, 3);
d’ol, par élimination des w;, une équation linéaire de la forme de
Laplace, que j’écris, avec les notations de Darboux ('),

(75) ) . s-+ap +bg+cz=o,

et dont je vais expliciter les coefficients. Comme on a

a9, , 26 , , 220, VY
(73} du’ =9ibi— b d—‘h =eli— @it 5 d]‘, = i — gjbic

" (h, Z, j) provenant de (1, 2, 3) par permutation circulaire, elle se
présente d’abord sous la forme

(74) Ds—Ap~+Bp—Cz=—=o,

D, A, B, C étant les déterminants obtenus en rayant successivement
la premiére, la deuxiéme, la troisiéme et la quatriéme colonne de la

matrice .
20 00 O
dudv du Jdv

0, (h=1, 2, 3),

(') G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. 2, Chap. L



62 E. VESSIOT.
que I'on pent écrire, avec une notation que les formules (70) et (73)
rendent évidente,

(75) 1Y (9" (o) (od)] (h=1, 2, 3).

66 bis. L’expression de ces déterminants se transforme ensuite
comme il suit. Prenant, par exemple, le déterminant D, je le mul-

tiplie par le déterminant

(76) (p¢'d)=Dél. |os o1 | (h=1,2,3),

ce qui donne

D(e¢"v)= - (9¢"d) (o' ) (¢'9¢),
d’oti
(77) D= ¢, W,y dy (2, B==1, 2, 3),
avec
(o8 { d)i(u):%CP’;,* (?::(fl-_., (DQ(U)ZQ:;(PI‘—({I’C.DI:”
78) . ,

() =2 019, — @295

(79) 2 Wil =wti- il W) =dd) — g,

Wi(v) = d )y — ).
On trouve de méme

(80) : Azz— g, Uy H’J:gd’l’j, B = ¢ W, 3@y, C=—o9a¥, '.H,(D{;

(2, B=1, 2, 3).

Si donc on pose

(81) E=q,W,, G =@, (=1, 2, 3),
on aura '

dlogG logE
(82) a—— (;;” , l):—d()o; , c=ub.

L’équation (72) se présente donc sous ce que Darboux a appelé une
forme réduite ('), qui sera la forme type cherchée

(Cv) s+ap+bg +cz=o,

(") Loe. cit., p- 26.
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avec les notations (82), (81), (58), (79), et pour laquelle les hypo-
théses (68) n'ont pas eu a intervenir.
Les invariants % et £, de Darboux, sont ( )

_ 0*logG ~ odlogE
(83) II__W’ ~ Gy

Calculons les invariants suivants

- _ d%logh . d*log k
(84) hi—2k—A*"W, ky=o2k —h — o dy .
On a d’abord
(83) h G?:zpz(baz'(fjd):j—';;(['&gbg(l’g (2, 5=1, 2, 3).

Le second membre de cette formule est le produit des deux matrices
, @, @, '
(Dl (Dz d):t )

441 "«'{2 '~!J::
oo o P
Yo Y2 3

Les déterminants de la premiére sont W', ¥',, ¥',. Pour calculer ceux
de la seconde, il suffit de considérer le wronskien

(86) ° Dét.jo; w; o] (i==1, 2, 3).

Les ®; sont les mineurs des 3/, les @} sont les mineurs des ., pris en

signes contraires; les déterminants cherchés sont donc égaux aux i,

d’aprés la théorie classique des déterminants adjoints, puisque le

wronskien (86) est supposé égal a 1. On a donc, par (85),
hG*—=o,F,— L,

c'est-a-dire

E
(87) Iz:@, k

[l

T

Par suite, d’aprés (84),

B E G ologE , J*logG
Ll cER i oz dv 2 dr oy’

et ce résultat est nul d’aprés (83) et (87).

/
(1) Ig:%+(tl)ﬁc, A‘:l)—"—ku/)— c.

1/) d)
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On a donc affaire aux équations de Laplace pour lesquelles les
invariants A, et k, sont tous deux nuls.

67. Nous aurons une nouvelle concordance de la théorie de
Darboux, pour les équations de Laplace, et de notre présente théorie,
pour la forme de I'intégrale générale de C,, que nous allons chercher
maintenant, toujours en supposant les conditions (68) réalisées.

Réduisons d’abord &, & sa forme canonique. Son dérivé second ¥
est .

9f cOf . 9,

o
oy duy

Q est transformation distinguée, et nous prendrons comme variables

conjuguées deux invariants de % %%ﬂ ‘P&%f’ soit
\ &€ -]
(88) o= u, oty ==y By (y=1, 2, 3).
Il viendra
Xya—1, Xiotg= vy == ay, Xy, = wy Dy =ar (y=1,2,3);

et I'intégrale générale de 7, sera définie par
(89) wy®y=¢q(u), w @y =¢'(u), Wy @ = 9" (u) (1=1,23),

¢(u) étant une fonction arbitraire.

L’intégrale générale de &, sera définie d’'une maniére analogue,
de sorte que, d’aprés (64), l'intégrale générale de & s’obtiendra par
I’élimination des a; et b; entre les équations

wi—a;+ ’),', a-rd).l, = CP’ a:,(l)'.‘, - @” aY(I).';l e (PII’
(90) byWo=¢, oMy=y, W=y
~ (l',j:l,ﬁ,g),
¢ étant une fonction arbitraire de u et § une fonction arbitraire de ¢.

Pour en déduire I'intégrale générale de C,, il suffira de calculer la
combinaison

(g1) 5 = Oy =, 0, + 0,0 (vy=1, 2, 3).
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Or on a, par exemple,

(92) ) a8y =Dét. |a; o, il (i=1, 2, 3);

eten multipliant les deux membres par le wronskien des ®;, on obtient
au second membre un déterminant qui se réduit a

(93) ?Y(I)’:{((PIIPY(D‘{—(P‘LY(D:{) (Y:lz 2, 3)

Orona
- D= (9:9] — ,9) + (9i%) — 9j%0):

(h, ¢, ) dérivant de (1, 2, 3) par permutation circulaire, d’ouil résulte

que le wronskien des ®; se décompose en deux déterminants dont I'un

est nul et 'autre est I’adjoint du wronskien des o;, changé de signe,

et aussi que tp.{fbil', se réduit A ce dernier wronskien. Donc le wronskien
des @; est égal a — 1, et 0, @) est égal & 1; et I'on a, par suite,
ity 0y = oy Py Py — o' 4y By

En tenant compte des notations (81), on a, en définitive, pour
'intégrale générale de C, cherchée,

JE
si—o— — 0 V- —VE
(94) ¢ PE+ g v E
o étant une fonction arbitraire de x, ¢ une fonction arbitraire, et E
et G étant les déterminants
(95) E=Dét.|o; ¢; ¢i], G=Dét. | @i i) (I =1, 2, 3)

(ou les ¢; sont des fonctions de x et les {; des fonctions de y), qui
servent & définir les coefficients (82) de C,.

68. 1l nous reste, pour achever, a calculer les invariants du second
ordre de &, et de F,, qui sont aussi ceux des deux systémes de carac-
téristiques de Cy. Reprenant les formules (69) et (71), avec les
notations des formules (75) et (76), nous avons
(96) s =(wod), p=(we'd), q=(wed)
et nous aurons ensuite, pour r= X, p,

(97) r=(wo"Y) + e (99'}).
Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. .9
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Le déterminant (pg'{) est §, @, = G. Pour calculer le déterminant
(w9"Y) en tirant les w; des formules (96), nous le multiplions par le
déterminant

D =Dét |(o'), (¥ (9] (h=1, 2, 3),

dont la valeur est, d’aprés (77) et (81),

(98) D —— EG.
On a ainsi
JG
" — = Tl Y — ) ——
(99) Gwe'y) == (¢"¢'y) —p 5=

Reste a calculer le délerminant (¢”o'¢) = A. Je lui substitue, a cet
effet, son adjoint

A=DéL (o'W (Yo" (9"0'Ml,  (h=1, 2, 3);
et je multiplie celui-ci par le déterminant
| (99Y) = g2 Wa=E.

J’obtiens ainsi I'identité

E  OE oG
(100) Az}%(Gﬁ_(ﬁﬁ)’
et J'ai, d'aprés (97) et (99),
: & G
(101) u0:é—§A+-(%%-

L’expression de ¢, en résultera, en échangeant E, G et z, y.
On a ainsi, en définitive, pour les invariants cherchés,

1 JE°
_1.9(pG) = d((_} ()—x>
=6 "oz L~ oJz
(102) 1 0G
'v __l_d(r]E)_i()<E-(W)'
VT ER Ty G oy



