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SUR CERTAINES RELATIONS ENTRE TETRAEDRES ET QUADRIQUES. 111

Sur certaines relations entre tétraédres et quadriques;

Par Pauvr. DELENS

( Paris).

Des enseignements dont les éléves et disciples de M. E. Cartan sont recon-
naissants 4 leur Maitre, le moins précieux n’est sans doute pas I'exemple qu'il
leur a donné du travail continu, ordonné et volontaire. Pour cette raison
d’abord, comme pour l'intérét personnel que M. Cartan m’a témoigné, j’aurais
voulu que ma contribution & I'hommage qui lui est rendu dans ce Recueil soit
de quelque importance. Les circonstances sont cause que mon apport sera au
contraire bien modeste; je m’en excuse.
~ Mon admiration et ma gratitude vont également a4 M. E. Borel. Je me félicite
que ces Volumes jubilaires permelttent ainsi aux géométres d’honorer ensemble
deux illustres représentants du génie francais.

1. Certains auteurs, M. B. Gambier en particulier ('), ont étudié récem-
ment diverses configurations remarquables de tétraédres et de quadriques. Des
travaux antérieurs sur la théorie du téiraédre (*) m’ont conduit & insister
d’abord sur une importante configuration de cette espéce; j'en tire ensuite
quelques conséquences.

Partons du cas simple de deux tétraédres % et O tels qu'une quadrique
contienne les sommets du premier et soit conjuguée au second. Soient A, B, C,
D et «, §3, v, ¢ les sommets et les faces de B, congus respectivement comme
points-masses et plans-masses. Soient de méme L,, L,, L,, L, et X, A5, A;, A,

(*) Je cite seulement quelques-unes des derniéres publications : B. Gamsier, Triangles
homologiques, tétraédres homologiques, tétracdres en situation hyperboloidale (Bu!l.
Soc. math. de France, 66, 1938, p. 8-47); Couples de tétracdres de Mobius (Ann. Ec.
Norm., 56, 1939, p. 71-118); B. Gampier et Lasrousse, Télraédres inscrits dans une
biquadrique et cogjugués ¢ une quadrique (Bull. Soc. math. de France, 67, 1939,
p- 117-222).

(*) P. Driens, Sur la géométrie du tétraédre (Mathesis, 51, 1937, p. 119-127;
P 444-456; 52, 1938, p. 62-79); Formules dy tétraédre (I’Enseignement Math., 37, 1938,
P- 173-182); Sur quelques nouvelles uchgh. .31@@9, e la géométrie du tétraédre (Journ.
de Math., 18, 1939, p. 303-3a1). S N %z
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112 PAUL DELENS.
les sommets et les faces de . Ln traduisant qu'une quadrique
L= A A -k qodg

conjuguée & O contient A, B, C, D (est apolaire aux formes A2, B3, C*, D*),
la compatibilité des quatre équations de condition en ¢,. ¢., ¢,, ¢, s’exprime
par I'annulation d'un déterminant du quatriéme ordre, soit

(AR)r (Ak) (Ady) (Al
. (Bh): (Bh): (Bl)® (Bl
A%, B, Ct, DR[32, 02, 22, 0) = —o.
() ( | MR =) (Gl (Gl (Gl | T

(D) (Dky)* (DA)? (D)
Le déterminant annulé est celui de la matrice des (J %;)?, avec

J=A, B,C. D, i=—1, 2,3, o;

(J%;) désigne le produit scalaire d’un sommet J de G par une face X, de 0. La
réciprocité dualistique de (1) entraine I'existence d’une quadrique (Q conjuguée
a % et tangente aux faces de ©. On peut dire que le tétraédre G est harmoni-
quement inscrit & O par I'intermédiaire de la quadrique ¥, ou ® harmonigquement
circonscrit & G par I'intermédiaire de Q.

La matrice des (J;)* serait en général de rang 4 ; les abaissements successifs
de son rang conduisent a distinguer les cas :

L. La matrice des (J).;)* est de rang 3. Le systéme de tétraédres &, ® admet
tine quadrique y, passant par les sommets de G et conjuguée a O, une quadrique Q
coniuguée a G ct tangente aux faces de .

Il. La matrice est de rang 2. Le systéme B, © admet un faisceau linéaire
ponctuel de quadrigues () et un faisceau linéaire tangentiel (Q)).

IlI. La matrice est de rang 1. Le systéme G, ® admet un réseau linéaire {7y |
et un réseau linéaire { Q |.

Dans le cas I [une condition (1)], le systéme de tétraédres dépend de 23 para-
métres; pour II (quatre conditions indépendantes), de 20 paramétres; pour I1I
(six conditions indépendantes), de 18 paramétres.

Dans chaque cas la détermination du systéme B, @ est aisée par le choix
de A, B, C, D sur y conjuguée a @, ou sur la base du faisceau (), ou parmi les
huit points associés (dans le cas le plus général) du réseau {y }; ou de méme
par le choix de A, A,, A;, A, avec des quadriques ).

Les relations imposées dans le cas III sont toutes celles du type

(A2, B2| 22, A2) = (A))? (Bh)'— (AL (B ) =0,
se décomp.osant en

[(AR) (BA) — (Ade) (BR)][(AL) (BR:) + (Ads) (BA)] = o,
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donc, dans le cas 111, ou bien les arétes AB, . . . de Grencontrent les arétes ), 7., . . .
de ©, ou bien les paires de sommets A, B, . .. de G sont conjuguées harmoniques
des paires de faces )\, ha, . .. de ©. Je n'examine pas le détail des cas possibles,

m'en tenant dans la suite a un cas particulier, celui ou chacun des tétraédres
et O est autopolaire pour 'autre (polarité tétraédrique).

Remarque. — La condition (1) pouvait aussi se traduire par ’annulation
d’un produit extérieur de formes algébriques de Grassmann, exprimant leur
dépendance linéaire, soit

s U e e
) [As, B2, €2, D2, oL, DL, DLy, oLy, oLy, Ly Ly] == o,

ou du déterminant du dixiéme ordre des coordonnées correspondantes. La réci-
procité dualistique précédente n’est pas en évidence en (1'); les cas d’abais-
sement du rang des tableaux de coordonnées se présentent aussi différemment
a partir de (1) et (1').

2. Rappelons la détermination analytique d’un couple harmonique G, © de
tétraédres réciproquement autopolaires. Soient, par rapporl a &, x;, y;, 3;, &
(i=1, 2, 3, 0) les coordonnées tétraédriques homogénes des sommets L; de ©;
ces coordonnées correspondent aux masses affectées aux sommets et aux faces
de %. Traduire que le plan polaire pour ® de chaque sommet de © contient les
autres sommets de ce tétraédre donne six paires de conditions, analogues aux
suivantes, entre L, et L,,

3 I ) Yo %o + I

Z4 Ji _ g
=44+ 2 — =, + =+
Ty Yo %o 123 Ty N 51 2

En posant z, = px,, y, = vy,, 3,= ¢3,, ¢, = 61, ces conditions s’écrivent
_yre v
p+o T po
et entrainent d’abord
VP I= MO, pPE==Va, PV = [0, donc pr=vi=pr=—g
Avece, ¢/, =1, on obtient finalement

B =¢o, v=_¢o, p=c¢'o, ee’e" =1,
I+e+e+e'=0+e)(1+¢e)y=o.

Bref, le systéme de coordonnées étant choisi pour que L, en soit le point-unité,
les coordonnées respectives de L,, L., L, L, seront

(1, —1,—1,1), (—1,1,—1,1), (—1,—1,15,1), (O, 1,1, 1).

Le couple harmonique %, ® dépend, par le choix arbitraire de % et L,, de
15 paramétres sculement; les douze conditions considérées se réduisaient a neuf
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indépendantes. On reconnait que L,, L., L; sont les conjugués de L, dans les
involutions biaxiales 4¢,, 4¢,, J¢; définies par les paires d’arétes opposées de B;
ces opérations sont liées aux homologies involutives ¢, ayant pour centre un,
sommet de G, pour plan la face opposée, par les relations symboliques ()
telles que

9y 9C)) — 3Cp Iy — 8¢ ou € IC\ = dC, 3¢y, — €, 4C, (z==1).

I1 s’ensuit, L, étant le transformé de L, par J¢,, etc., que le tétraédre @', de
sommets L,, L,, L;, L, est construit a partir de L, comme © & partir
de L,. Dans le systeme de coordonnées précédent les sommets de ' ont pour

coordonnées

(—1y 1,0, 0), (1, —1,0,0) (1,1, —i, 1), (1,1, 1, —1).

Les tétraédres %, ©, O forment un systéme desmique de Stephanos. Ils sont
deux a deux autopolaires et deux tétraédres du systéme sont conjugués dans
chacune des homologies involutives ayant pour centre un sommet, pour plan
la face opposée du troisiéme tétraédre. Pour O et ' les correspondances sont '
ainsi réalisées entre L,L,L,L, et L,L L,L, par 4¢,, L,L,L,L, par &,
L,L,L,L; par &, L,L,L.L, par 7¢,.

M’arrétant désormais aux propriétés du systéme desmique, je désigne
maintenant par %, %, (au lieu de ©), G, (au lieu de ') les trois tétraédres de
ce systéme; j'appelle © le tétraédre de base, ©, le tétraédre principal, %,
'adjoint de . Ceci sans aucune particularisation autre que nominale, les relations
ici en cause étant projectives et non métriques ou affines. Avec les abréviations
% = tétraédrique (pour le tétraédre de base), p = principal, j'appelle encore
principal ou (%, p) le systéme de coordonnées dont L, est le point-unité. Je
rappelle que les relations entre les sommets de G, ,, ©, peuvent s’écrire (avec
des masses convenables)

2Li=A—-B—-C+D, 2Ly=—A+B+C+D,

2Ly =A+B+C+D, o2ly—= A+B4+C—-D.

S’ensuivent les relations entre groupes de 8 points associés

A+ B+ G+ D=L+ L4+ L2+ L= L{+ Lj+ L{+ Li,

mais d’autres relations existent entre les produits algébriques ou les ¢carrés des
sommets, comme celles correspondant a la relation (1) et & I'abaissement du

(1) Si les notations #,, 5¢,, ... désignent des opérateurs agissant sur les points, ou
des matrices de coordonnées, on obtient seulement

56, 50y = — 2y 5,
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rang de la matrice qui y figure, a savoir

2(@+@,):A2—B?—C2+D", 2(@1-%..):...,
a(Lolyt-... ) =....

Les tableaux de coordonnées (G, p) des sommets de G, et de B, et aussi de
leurs faces, étant formés de termes de carrés tous égaux 1, on vérifie bien —
comme aussi par la géométrie — que les couples harmoniques @, %, et B,
%, (et de méme G,, B,) satisfont aux conditions du cas III (n° 1). Sans détailler
davantage, j'énonce la particularité d’un couple harmonique &, &, a 15 para-
métres, due a la réciprocité signalée, qui le caractérise parmi lessystémes %, ©
(4 18 paramétres en général) du cas III :

IV. Pour un couple harmonique de tétraédres ©, G, existent a la fois unréseau
linéaire {4 | de quadriques contenant les sommets de G et conjuguées ¢ G, et un
réseau linéaire {'} de quadriques contenant les sommets de G, et conjuguées a G:
de méme des réseauz linéaires tangentiels { Q) et { Q') de quadriques tangentes
aux faces de G, et conjuguées a G, ou tangentes aux faces de G et conjuguées i G,.

3. L’introduction du systéme desmique %, ©,, B, prolonge les relations entre
quadriques et tétraédres. Esquissons analytiquement les faits (*).

Dans le systéme des quadriques circonscrites a G, le réseau |y | est déterminé par
Uune des conditions : étre circonscrit @ ,, ou conjugué a G,, — et il posséde
Iautre. Son équation en coordonnées (B, p) X,, X;, X, X, est

{ X} m,(XBXC —+ X[)XA) -+ mg(XCXA—i— XDXB) —+ m;;(XAXB+ XDXC) = O0.
Les U, étant les coordonnées tangentielles correspondant aux X, la polarité (%)

XA\UA\: XB I_‘B = XC U(; = XDDD

échange les réseaux {7} et { Q'}.
Le réseau { '} conjugué a G, circonscrit a G, ct G,, a pour équation

{o'} ma X3+ mp X§+ mc X3+ mpXi=o avec my -+ mp—+ m¢ -+~ mp=o.

De méme le réseau {y"} de quadriques circonscrites & % et ©,, conjuguées
a B,, a pour équation

{x”} mi(XBXC— XDXA)+ mg(XCXA—' XDX[;) -+ m;l(XAXB— X])XC):O.

(*) A coté de mes Mémoires cités, cf. les exposés géométriques de J. Neuberg, Note IV du
Traité de Géométrie de Roucht et bpE COMBEROUSSE, t. 2; N. AvtsmiLLER-Court, Modern pure
solid Geometry (New-York, 1935) et Sur la géométrie du tétraédre (Mathesis, 51, 1937,
p- 307-313).
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Chaque quadrique de | '} est conservée par les homologies J¢,, tandis que les
quadriques de {y } et {y"} sont celles que conserve I'inversion (%, p) et les
inversions associées, dont les points doubles sont les sommets de B, et ,.
Montrons que toute quadrique circonscrite a G se rattache ainsi a un systéme de
coordonnées (G), principal pour elle, et aux systémes de coordonnées associés.
Soit en effet, en coordonnées (%) arbitraires z;, la quadrique ¢ d'équation

(2) W1 xp e+ P Ty Ta+ PaZg Ty~ P Ty Xy —+ Py T Zy + by Zp e = 0.

Cherchons a déterminer les facteurs n, du changement de coordon-
nées x, = n,; X, pour que l'inversion (%)

XaXh=Xp X=X X=X,

conserve la quadrique ¢. Ceci correspond aux relations

Pa g g = [y Rp R,y Pea og A== [y Ny D, Py g = [y npng,
d’ou
na _ E\/HP: my U e E\/Hw
ry P s ny [T ny [
avec
€1, €9, E;;:i_l.
On prendra ¢ c.e,==+1 ou — 1 avec le signe commun imposé aux

rapports %, %, Eﬁ pour rester dans les systémes de coordonnées et de coef-
1 2 3

ficients réels. Ce choix (+ 1) ou (— 1) différencie les réseaux {y { et { 4"}, tandis
que les choix pour ¢,, ¢,, ¢; définissent le point-unité des coordonnées X, en
un des sommets de G, ou B,. Avec ¢, z,z,=- 1 nous raménerons le quadrique ¢
dans le réseau {y }, puis avec ¢, =¢,=¢, =+ 1 (choix de L,), nous prendrons
finalement .

g ny . Ity _ n; _ nn
Vitpe sl Vi il VI Bl Vg
my m, m;

oVl oVl oV il

(3)

ol w,, w,, w, sont les signes de u,, ®,, w; (0u W), Wy, ).

Précisons la condition pour qu’une quadrique ¢, d’équation (2), soit a
génératrices réelles. Les traces, sur un plan ¢ de B, de ¢ et de son plan
tangent en D ayant pour équations &, = o et respectivement

(4) P11 Zp T+ oo Xp—+ [y ZaTp = O, Py Za+ P&+ T =0,
la condition de réalité cherchée (des intersections des traces) est
PER  B b E  2 e P P — 2 G P Py — 2P A P20

Cette condition n'est pas toujours satisfaite avec (&, [k, [k t,, sk, de méme
signe; elle le serait dans le cas contraire.
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4. On sait qu'aux droites JM,(J = A, B, C, D) d'un quadruple hyperbo-
loidigque (') se rattache la situation hyperboloidique des tétraédres = ABCD;
~=M,MMM,. En posant My=2ZXzJ (S, J= A, B, C, D), les termes z, du
tableau de coordonnées des Mg pour lesquels S 5£J sont les seuls intéressant
le quadruple de droites; ce sont aussi (suivant les lignes du tableau) les
coordonnées pliickériennes non nulles des droites [JM,]. Les conditions connues
(relations de de Céva) pour la situation hyperboloique sont
(5) Zpc Zcp Lo — Z'cp b LCs Zne ZeaAXap == TepTpA Lac

- ZpaZapLBp — ZLaDp LpBTBA> TpAZACTCR — LABLBCLCAs
trois sculement de ces conditions sont indépendantes.

La situation hyperboloidique des tétraédres T, < est double en ce sens que,
daus ces tétraédres, les plans des faces opposés aux sommets associés ont aussi
pour intersections quatre droites d’un nouveau quadruple hyperboloidique.
En effet, deux tétraédres en situation hyperboloidique sont deux tétraédres
polaires par rapport a une quadrigue. La maniére la plus instructive d’établir
ce fait est sans doute de traduire la situation hyperboloidique des droites[JM,]
par une relation

(6) 0,\[AMA]—F OB[BMB]"FO(;[CM(;]—FO"[DM],]:O

ou les conditions de compatibilité pour l'existence des coefficients 6, sont les
relations (5). Mais on peut, dans le systéme de coordonnées homogénes x;, par
un choix convenable des masses affectées aux points M;, modifier ces coordon-
nées pour satisfaire a x,,; =, vérifiant évidemment les relations (5) (?). Cect
fait nous utilisons la relation

(7) A=[AM,]+ [BMy] -+ [CMc]+ [DMy] =0  (@s;= 2ss)

équivalente a

(8) P = AM, + DM+ CM¢ + DMy = AM, -+ BM, + CMg+ DM,

(les produits JM, au premier membre étant généraux, ceux du second membre
symétriques), puisque (7) exprime que la partie alternée de P est nulle. Or,

par x5, =g, P est une polarité 4 matrice symétrique, noyau d'une quadrique
tangentielle, dont la forme adjointe est également symétrique (c. @. F. p.).

(1) La semi-quadrique, dont les droites du quadruple sont génératrices, peut étre décom-
posée en deux faisceaux plans de droites, avec une génératrice commune; le cas de
quatre droites concourantes en un point est plus particulier.

(*) Enne tenant compte que des termes o0 Zs; 2 Zss, la modification pourrait s mterpreter
par un glissement des points M, sur les droites du quadruple, donc un changement du\
tétraédre 7. En tenant compte au contraire des termes zy;, le tétraédre 7 reste conservé (les 7
points géométrigues en ses sommets sont les mémes, les points analytiques modifiés);
c’est ce point de vue que nous adoptons.
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La réduction de coordonnées, dans le systéme (%) initial, est une premiére
simplification. Nous allons, pour le quadruple hyperboloidique [JM,], recher-
cher un systéme de coordonnées privilégié simplifiant encore les expressions
de A et de

—~ ~
(8’) P‘:—Z.Z'AAA2+ 22($ncBC+ $|;ADA) (xs,:.r,s).
Il est facile de voir qu’on est ramené au probléme traité au numéro précédent
oil le choix de coordonnées principalesincorporant la quadrique ¢ au réseau {  }

a transformé sa matrice suivant

’

o P':! [J'i P‘l o m; m, my
Pao0 o ( )ma o0 mom,
(9) Mo P4 O my, my o myl|
Biopy oy o m my, m; o

& un facteur sans importance prés; la derniére forme posséde aussi la symétrie
par rapport a la deuxiéme diagonale et la conserve par une permutation
arbitraire effectuée  la fois sur les lignes et les colonnes.

Nous supposerons désormais le téiraédre </, de sommets M,, inscrit
& B(x;;=0): la situation hyperboloidigue de deux tétraédres %, <' dont le second
est inscrit au premier équivaut a lexistence d'une quadrique P' inscrite ¢ G,
circonscrite ¢ ©'. Sur la matrice de P’ nous pourrons effectuer la réduction

O Tap Zac Tap (0 Zz F2 &y
(10) Zpa O ZTpc T &y 0 £ b
10
Zca  Zcp 0 Zcp G2 b1 0 &
Zpa Zps Zpc O bi B & O
En effet, la quadrique P’, d’équation tangentielle
(r1) Zpe U UC —+ ZpaUplp—+ TcalUc Up—+ Zpp Up Up —+ TaB Up U+ Zpc Up Uc = O,

s'incorpore par le changement de coordonnées tangentielles u,=q,U;, aux
quadriques d'un réseau { Q'} du n° 2

{Q'} E1(UpUc+ UpUy,) + E2(UcUpa+ UpUp) + £, (U, Ug+ Up U ) = o,
conservées par l'inversion (%) entre plans
U Uy=Up U= U Ug= Uy Up.

Une simple transcription du n° 3 donne les déterminations

g — 9z — gc — qv
(1) Vizgsczcoaos]  Vizcozmaac] VIzoa@asxmn| V] ZasZscTea
2 _ Ee _ &
XUEEN T o Vizaazos| o3V Zaszoc] ’

Gyy 93, Oy étant les signes de @yg, Ty, Zapy OU (Tppy Tpgy Tic)-
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Remarquons que la transformation {10) s’effectue par multiplication des
lignes et des colonnes de la premiére matrice par ¢,, ¢s, gc, gp; ces deux
opérations correspondent aux substitutions effectuées dans A et P’ (ou P) :
J= q:J’, M= Zzg,J =2XSIJ’(S) J=A, B7 G, D;J=A"B, c, D’), — soit
X534, = T, puis Xg;¢s= &;({ =1, 2, 3) dun facteur d’ensemble prés. Les X, sont
des coordonnées ponctuelles (%, p) correspondant aux coordonnées tangen-
tielles U,.

8. Il reste, avant de conclure, 4 compléter quelques points. Soit la
quadrique réglée p, d’équation (2). Elle porte la semi-quadrique déter-
minée par les droites [JM,] de traces M, sur les faces de %, si les équations
analogues a (4)

o iy iy

1 2 3 J—
4 22 4 T8 —y, ¥y Zap -+ [e Zac + [y Zap =0,
ZAp Zac ZAp

By B B iz i@t peTma=o,

Tye Zpp Ty
9 | BB P
1 2 3 ’
-+ — + — =0 Zcp+ Mo e+ 3 Zep =0
Zes Zex Zecn s W1 Zep + o Zea+ Py Zep ’
_pl+.&_+ﬁ:o, [l-'imnA—f‘H’-;xbn—*—P-lu'zDC:O
ZpA Zyp Zyc

sont compatibles en w,, m,, pa, &, I, &,. Les trois équations de conditions
sont les relations (5)indépendantes. Siellessontsatisfaites, en prenant x;,= x,,
on obtient par

=o, 1Zpc + P2 ZcA+ FaZap = 0,
Zpa Zyp Zuc ¢ ¢ ¥

si 'on n'a pas o2y, = @, Ty = 2T\ (cas d’indétermination), les valeurs
proportionnelles des y. et '

P __ P _ P ,
Zap _ Zac Zpc _ ZTpa Zea  Zcp
(15) ZpB Zyc Zpc Zpa Zpa Zpp
’ Tye ’ LA ' LB
= — = — — s
P‘l Zab P'h P'2 Zun l-’"?: P's Zc P‘ ’

qui permettent de vérifier, entre (3) et (12), les relations
gans =¢gpng=¢gcnic—qgpnp,

donc le choix de coordonnées principales, ponctuelles ou tangentielles, permettant,

a partir des coordonnées (%) correspondantes x;, u;, les réductions des équations

des quadriques ¢ et P’ & des formes {y }et{Q'}, est le méme.
Journ. de Matﬁ., tome XXI. — Fasc. 2, 1942. )

16
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Une fois ces réductions faites, les formules (14) et (15) sont devenues

ny m, my

(l6) — + — 4+ = =0, ’ng:’:_1+ mgaz—l‘ m;,:;,: 0,
] 22 63
ny Ny m:; o2 v
I = - = = £2 =2 =—=¢2 exclu).
(7) _E__ﬁ__z_:‘. E_g_é C,_l_E_? (-ai G2 &-s )
& & b & € &

Les&,, &, & ordonnés comme dans le tableau (10)sont, dans chaque facede %,
des termes de coordonnées triangulaires appartenant au systéme (%, p) mais
résultant de 'accord des masses précédemment affectées aux points M, par
&y = &y, les valeurs proportionnelles des coordonnées X,s de M, étant celles
de £, &,, &, prises dans 'ordre correspondant a la face de % considérée. Il est
évident par (17) que la quadrique ¢ porte aussi la semi-quadrique déterminée par
le quadruple hyperboloidique [IM,] complémentaire du premier, li¢ a la qua-
_drique P’ déduite de P par le changement de £, &, &, en leurs inverses M.
L’explication est la suivante :

Dans I'inversion ponctuelle (%, p) conservant la quadrique ¢, un plan mené
par un sommet de % a pour transformé (en général) un cone de méme sommet,
circonscrit au triangle de base opposé. Par suite I'inversion ponctuelle (%, p)
échange les quadruples hyperboloidiques [JM,] et [ IM, |, cependant que nous avons
vérifié que U'inversion (G, p) entre plans conserve chacune des quadriques tangen-
tielles P' et P’ inscrites a G en les sommets M, ou M, des tétraédres ' et 7/ (*).

D’autre part st quatre points dans les faces de G définissent avec les sommets
opposés un quadruple kyperboloidique, les droites polaires de ces points parrapport
aux triangles des faces sont aussi en situation hyperboloidique et réciproquement
[relations (5)].

Appelons dés lors solidaires quatre points des faces % liés hyperboloidique-
ment aux sommets opposés, quatre droites de ces faces formant quadruple
hyperboloidique, ete., tous systémes dépendant d’un point directeur L, et
d’un tétraédre B,; solidaires encore les systémes de coordonnées triangulaires
des faces de ® dont les points-unités, les droites-unités sont les éléments pré-
cédents : de tels systémes dépendent, par les réductions indiquées, d’un systéme
de coordonnées (%), dit ici principal. Et l'inversion (%, p) induit, dans les
faces de B, en coordonnées triangulaires principales, des inversions trian-
gulaires échangeant les points M; et M, d’une méme face.

Les recherches précédentes m’ont été suggérées par une remarque de
M. V. Thébaut (Mathesis, 54, 1940, question proposée n° 3172, p. g5). Le

(*) Daprés (16), les quadriques P’ et P’ sont ai)olaires agq.
(?) Les droites [M, ﬁ;], de coordonnées m;(i=1, 2, 3) dans les faces de %, sont éga-
lement en situation hyperboloidique.
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résultat obtenu permet la liaison entre la géométrie des triangles faces d'un
tétraédre (ou des triédres de ce Létraédre) et la géométrie de ce tétraédre au
moyen de coordonnées appropriées, dans un cas plus général que celui jusqu’ici
considéré (droites JM, concourantes). I/ est permis d’y voir un principe de
cohésion qui farsait encore défaut a la théorie du tétraédre.

Dans ’exemple considéré par M. Thébault, les points de Lemoine des faces
du tétraédre sont ainsi solidaires et rattachés au point que j'ai appelé point
de Lemoine du tétraédre, point-unité d’un systéme de coordonnées (%) prin-
cipales métriquement définies. Cet exemple justifie une autre possibilité, celle
d’une représentation des oc* quadruples hyperboloidiques précédents dépen-
dant d’un tétraédre G, par les points M d’un triangle 6 associé 4 ; M a dans 6
les coordonnéees homogeénes £,, £, &, dont le point-unité (§,=&,=%,) cor-
respond au point-unité L, du systéme (%, p), donc aux coordonnées (p) elles-
mémes. Par (16) les coefficients m,, m,, m; deviennent dans 0 des coordonnées

de droites : celles de la droite joignant deux points M et M inverses (par
changement des £ en leurs inverses), et aussi les coefficients de la conique

circonscrite 4 § et contenant M et M. Remarquons que, pour L, et les autres
sommets de (8} =&, =E2), 'on est dans le cas de quadruples de droites JM,
concourantes, pour lesquels les équations (14) ou (16) ne déterminent plus une
quadrique ¢, mais seulement un faisceau linéaire de cones.

J’ai déja utilisé partiellement (loc. cit.) une telle représentation pour les
coordonnées principales métriques, avec le triangle associé de Von Staudt.
On peut penser qu’elle rendra les mémes services dans le cas général pour le
choix des grandeurs fondamentales du tétraédre a attacher au systéme de
coordonnées choisi; sa possibilité résulte de ce que les £ sont, comme le
montrent par exemple les formules (12), relatives aux paires d’arétes opposées
du tétraédre (*).

(') Quelques résultats de cette étude sont annoncés dans ma Note Sur la Théorie du
tétraédre (C. R. Acad. Sc., t. 211, 1940, p. 220). Une définition plus générale des
" éléments solidaires, 4 partir des involutions biaxiales de $,, est donnée dans 1a Note
Sur certains éléments permutant du tétraédre (1bid., t. 211, 1940, p. 273).



