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DÉCOMPOSITION EN PRODUIT INFINI DES OPÊRATEURS LINÈAIRES. 347  
Décomposition en produit infini des opérateurs linéaires

de l’espace Jailbertien;

Pan Gasron JULIA.

!. J’ai indiqué sommairement, dans une Note des Comptes renom
de l’Académie des Sciences (212, p. 733—736), comment on pouvait
définir un opérateur linéaire A de l’espace hilbertien H, dont le
domaine d’existence DA est partout dense dans H, à partir de la suite
des vecteurs A,,= Ac… transformés par A d’un système orlhonormal
complet (en) appartenant à D,.

J’ai montré notamment que tout opérateur borné est défini dans

tout l’espace H par l’équation y=AX =ZA”æ'” donnant le vec—
n=I

Z

teur Y transformé par A du vecteur X=Zx,,e,,, qui est un vec-
Il=l

ae

teur arbitraire de H. La série 2 A,,æ,, est alors fortement conver—
n=l ”

gente pour tout système (son) tel que 2 ]
x,,i‘-‘ converge. La condition

n=l

nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que 2 i
(A… X)]'—’

a:!
converge pour tout vecteur X de H, (A… X) désignant le produit
scalaire des vecteurs (A,,, X). Un système infini de Vecteurs An étant
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348 . GASTON JULIA.

donné, j’ai indiqué une règle pratique permettant de reconnaîtresi la
condition est vérifiée, avec le minimum de calculs.

Lorsque le système (A,,) ne vérifie pas la condition qu’on vient
&

d’indiquer, la série 2A,,w,, ne converge pas fortement pour tout
' n=l

X = Ex,,e,, de H. Il existe alors un domaine d,, partout dense dans H,
et contenant tous les e,,, où cette sérieconverge fortement; appelons-le
domaine ou noyau de convergence forte de la série EA,,œ,,; dans ce
domaine l’équationy= ZA,,æ,, définit un vecteur Y correspondantà
X = Eæ,,e,, par un opérateur linéaire que nous appellerons A; Y =AX.

L’étude du prolongement de A hors de a'A ne sera pas abordée ici.
Notre but estsimplcmentde montrer que cette conception de l’opéra—
teur, comme transformant l’un dans l’autre les deux systèmes infinis
(en) et (A,,), conduit à des résultats intéressants dontje voudrais ici
don ner un exemple.

2. On va,,en effet, prouver d’abord que tout opérateur borné se
décompose en produit, généralement infini, d’opérateurs simples d’un
type canonique, par analogie avec la décomposition des fonctions
entières d’une variable complexe en produit de facteurs primaires. On
étendra ensuite la décomposition aux opérateurs non bornés.

Envisageons le système des A,,: Ac,, et appliquons-lui la méthode
d’orthonormalisation (') de E. Schmidt. Elle fournit un système de
vecteurs orthonormaux e., e,, . . . , e,,, . . . tels que l’on ait

A,,=a…s,+….+a,…s,, (n=1,2,……oo),

les on,—,, étant des nombres complexes tels que la matrice récurrente
” et,-,,” soit une matrice bornée lorsque l’opérateur A est borné, et réci-
proquement.

On a toujours on,-,, = 0 pour i < [c.

Si tous les A,, sont indépendants, tous les cc,… sont #0. Si A,,,
A,…, . . . , A,,+p_, dépendent linéairement de A,, . . ., A,,_,, supposés 

(‘) Voir G. JULIA, Introduction mathématique aux théories quantiques,
2° Partie, Chap I, 5 III, n° 2. Voir aussi cet ouvrage pour la terminologie.
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indépendants, tous les et,—,,, pour i et lc = 1 des nombres n, n + 1, . . . ,

n+p— 1, sont nuls. Si dans la suite des A,, il n’y a qu’un nombre
fini p de vecteurs indépendants, la méthode de Schmidt ne fournit
qu’un nombre fini 1) de vecteurs e,,; par un numérota€e convenable
on peut alors supposer que A,, . . ., A,, sont indépendants, et il en
résulte que tous les ou,-,, sont nuls pour lc >p, quel que soit i.

Si dans la suite des A,, il y a une infinité de vecteurs indépen—
dants, le système (en) est infini. Il est complet si la variété fermée
V = [A., A,, . . .], formée de toutes les combinaisons linéaires
,, .

ELA,— et de leurs limites, est identique à H. Il est incomplet si la
!

variété V ne remplit pas H.
Nous examinerons d’abord le cas des systèmes infinis ( …)

5. Envisageons l’opérateur linéaire & défini par A,,= ae,, (n= 1,
2,. ,ce). Il est “défini dans V, dont la base est (en), sa matrice

danscettebase est
'

au 9521 “ni

  

o et.” . . . a…
0 ()

a = . o . . . . . . matrice transposéede || or,—k ”.
3‘lm

()

()
  

La série Z](A,,, X)!2 étant convergente pour tout X de H, l’Opé-
rateur & est borné en même temps que A.

Envisageons en outre l’opérateur U défini par a,,= Ue,,. Deux cas
sont à distinguer :

1° Si (€…) est complet, U est unitaire, U U*= U*U = 1. On a= U-1r&… A toutvecteurX = Zæ,,e,, de H correspond E =UX= Ex,,s,,;
et réciproquement à tout vecteur E = E E,,e,, de, H correspond
X= U*E = ZE,,e… Les deux vecteurs X et & ont mêmescoordonnées res-
pectives, le premier par rapport à (en), le second par rapport à (e,,). A
cause de A,,= Ae,,= (fils,, et s,,= Ue,,‘, la série y = AX = Zæ,,A,,étant
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fortementconvergente pour tout X = Zæ,,e,, de H, on voit que
(a) UX: Zæ,,s…

(b) (“1UX: 7ænaen=2ann=AX, pour tout X de H.

Donc
A : (‘lU.

De plus, lorsque X décrit H, E: UX décrit H et || 8 || = || X ||. Donc
la borne supérieure exacte de ||AX|| sur ||X||=l est identique à la
borne exacte de ||L‘Œ|| sur ||E|| =1. Donc A et (.‘X. ont même borne
exacte. ,

2° Si (en) est incomplet, U n’est pas unitaire. Mais on a U*U = I,
UU*= Pv, Pv désignant l’opérateur de projection sur V = [e, , e., .]
A X = Eæ,,c,, décrivant H correspond E= UK = Zæ,,e,,, décrivant V,
et réciproquement. La correspondance est biunivoque. On a toujours
X = U*E, X décrivant H lorsque E décrit V. Mais pour tout vecteurE
de H — V (orthogonal à V) on & U*E = o, en sorte que tout X de H
est transformé par UU* en sa projection sur V. Oh a pourtant tou-
jours A = (fil] avec bornes égales pour A et a, le raisonnement de
1° restant valable lorsqu’on considère & dans V et A dans _H. On
dit que U est ici unitaire à gauche.

4. Il est alors aisé d’opérer la décomposition annoncée sur (St. Nous
passons du système (en) au système (A,,) par étapes successives. Con—
servant les s,, pour n—‘âz, nous passons de a, à A‘ par un opérateur
simple. Puis, sans toucher à A4 ni aux s,, pour nê 3, nous passons
de :—:2 à A,, etc. A la p”… étape nous conservons A1 . . .Ap_. , ainsi que
les s,, pour n>p, et nous passons de e,,à A,,. Nous continuons ainsi
indéfiniment.

'

La première étape s’effectue par l’opérateur simple a, défini par
a,e,=A, et ä.e,,=e,, pour ‘.ngz. On voit aussitôt que pour tout
E=EE,,E,, de V, on a a. E : E+ E.(A, — a.). Il en résulte que a, est
borné. n asus” En + | E. | | A. —e. |. donc

Ilaiîllêllîll ll+ Il
A,—— 51H]-

Pour la deuxième étape, considérons l’opérateur &. défini par
age,: A2 et âge”: a,, pour u ;z_’- 2.

La relation A.=oz…e| montré que A| reste invariant par a.,
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comme a.. Donc et. possède la propriété requise pour la deuxième
étape. On aura c1.È =Ë_ Ë_2(A._.— a.) et (“12 sera borné, comme a.

Pour la p‘èm° étape, considérons a,, défini par
_

c‘t,,e,,= A,, et ct,,e,,: s,. pour n #1).
Les relations

A;=a..s.+.…+a,—;s,— pour (i=1,2,.…,p—1)
montrent que, s., ..., e,… restant invariants par a,,, il en est
de même des A,, ., A,,_.. Donc a,, est l’opérateur requis pour
lap‘ème étape. Il est borné et l’on a a,,E = E + E,,(A,,— s,,).

5. Considérons le produit a,,a _. . . .a.. C’estun opérateurborné
qui laisse invariants tous les en pour n >]). Il transforme ‘s,_. en A,.
pour k= :, 2, . . . , p. Il est facile de l’exprimer en fonction de l’opé—
rateur réduit ou… , d’ordrep, que Hilbertassocie à l’opérateurborné et.
Si l’on désigne par $,, le projecteur dont la variété de projection est
[c.. 32, s,,], le projecteur 1—65,, projette sur la variété fermée
[s,…, e,,.… . . ]. ë,, laisse invariants s,, . . . , s,, et transforme en zéro
les vecteurs si pour i>p. 1 — ë,, laisse invariants les e.: pour i>p et
transformeen zéro les E.— pour igp. On sait que aw : êpc‘tôp trans-
forme en zéro les si pour ièp et transforme ::.-en A.- pour z'êp, puisque
A.— appartient àla variété invariante [a, a.. . .e,,]. Par suite a<v>+ 1 —ë,,
possède les mêmes propriétés que (9L,,. . .et. par rapport aux 5,7.

On a donc
a,… . .et.: aw + 1 — 5,,.

Cela se voit aussi sur les matrices relatives au système (a.-).
La matrice de a,. est

l 0 . . . 0 a… 0
() l . . . . dk2 ()

()

(fik: . . . . . l
() du; 0

l
0

     



3352

celle de a,,. . .et, est

Ona

et

avec

d’où il ressort aussi;que

a,}. . .C11=

5,,=

 

l—-— 5,,=

(i‘m:
  

G ASTON JULIA .

  

11| “:| 1/.1
” 0121 dpi»

0

“l'/'
(!

l 0
n 1

n l

0 . 0

0 .

() () O

0 () 0

0 () I

0

  

du a-_)| ... a…
0 0:22 . . . al,—2 . .

() U . . . al’/7

0 0
0 .

ap. . .a1= a‘-IJ)+ ] _ 5p.

()

0
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Si l’on n’introduit pas CU“, on peut remarquer, de proche en proche,
que

aîî=E+îî(—À'l _ €,),

a.a,—z_=a.g+ “:_.
c12(A1— e.)=£+51(A1— s,)+ î:_.(A.- 52),

CHI‘
âgïZê-Fâg(Ag_E—z) et CÏQ(A|—€l)=A1—sî,

l’opérateur CL. laissant invariants A, et a. .

En général
. ;)

CÏ,,. . .CÏ,Ë_=£_+Z Z_n(An—‘ En)-

1

G. Imaginons que p devienne infini. L’opérateurâ étant borné,
on sait que (9U'”= ê,,âë,, converge fortement vers (“1 parce que (à,,

tend fortement vers 1 . 1 — $,, tend fortement vers zéro. Donc a,,. . .a.
convergefortement vers et.

On peut donc écrire, pour tout A borné,

A =. - .apap_1u . .a1U,

la convergence du produit infini étantforte lorsque p devient infini. .

7. Donnons quelquespropriétés des opérateurs simples a,. de décom—
position. Et d’abord étudions le spectre de a,,. 011 a vu que

cîpX=X+æ,,(A,,—sp) si X=2x,,s…]):l
Il en résulte que, si l’on cherche à résoudreen X l'équation vectorielle
Y = (cï,,— X)X, cette équation fournit le système

33 =(1— 7\)x1+ ap,æp,
)’:_) =(I—Â)Œ2+Œpzæp,

J’fl—î : (‘ _“ l\)æp—1+ al'-P—1‘Tflî
y,, : (oc,…— 7.)æ_…

y,…,= (! —— )t)æ,,+,, pour q > 0.
On & pose

A,,= a,,1s.+...+appsp et Y=-y,,s…
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1° 71 appartient à l’ensemble re'solvant de a,, si le système précédent
fournit un vecteur X et un seul pour chaquey de H.

Cela exige d’abord ), = I, 71 = a,,,,, et fournit une seule valeur pour
x,,…, qîo, à savoir

__ …),/’ 1 )]_l+p,, I)+l/——
1 — A 

d’où l’on déduit  J’I: _ “pk
J_ __ _)'k “play/)(l‘/;:

_ _
l——-A l-—A 1—)._(1—-}|)(1W—Â) pour (/.‘=1,2, ...,p—1).

Par hypothèse2 |yk|” converge. Donc

en

. ._ |__,,, …,…,|

?”… |aT—M—’ E||—_=—x|
œ

converge si l= 1 et 71 # oc,,,,. Alors 2 ]æ,,|2 converge et toute valeur
1

de 71 distincte de 1 et de a,,,, appartientà l’ensemble résolvant.

2° Considérons 71 = «,,,,= 1 . Il faut pour pouvoir résoudre le
système, quey,: 0. Alors ce,, est arbitraire, mais tous les æ,,+,,(q> o)

sontdéterminéset2 |æ,,+q|“converge. Doncl’e'quationY =(el,—))X
admet une infinité de solutions X. Donc )1= «,,,,= 1 appartient au
spectre ponctuel de a,. En résolvant () = (et,,— X) X, on reconnaît
sans peine que la valeur propre 71 = a,,,,= (e,, A,,) est d’ordre 1 et que
la solution propre correspondant à «,,,, est X=A,,— s,,, à un facteur
scalaire arbitraire près.

3° Si 71=1=app, x,, est déterminé, mais les æ,…, n’existent que
si _y,…,=o pour q>o; les x,,+,, sont alors indéterminés; il faut en
outre que y,-= «,,,—$,, pour i= 1, 2, ..., p— 1, 71 = 1 est donc une
valeurpropre. En résolvantO = (ap—_ 71) X pour 71 = 1 = a,,,, on voit
que 71 = 1 est une valeurpropred’ordre infini et la solutionpropre corres—
pondante est un vecteur arbitraire dela variété [e, e,. . .e,,_. e,…. ].

4° Si oc,,,,= 1 = X, on a encore une valeurpropre d’ordre infini. La
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valeur propre correspondante est un vecteur complètement arbitraire
de H si tous les u,,,—(i<p) sont nuls; c’est un vecteur arbitraire de

[a. . . .s,,_. e,… . . .] si l’un des oz…—(i<p) n’est pas nul.
En définitive le spectre de CI,, est ponctuel et se compose des deux

points 1 et a,,,,= (a… A,,) distincts ou confondus.

8. En second lieu il est remarquable que la borne exacte de a,,
puisse se calculer sans difficulté.

Envisageons pour cela l’associé &; de &… donc la matrice est, dans
le système (a,,),

l 0 0 0

0 I 0 0

. * _a,, _
0 0 I 0

a,” al,? . . . . all/1
()

() 0 . 0 1

Par suite, en posant X = 2 æ,,e… on aura
1

p—1 °°

nazxr=2 |œ,,|2+1“æ+...+a,,,,,æ12+2|xnp.
1 p+1

13

2=Elænl2=la
1

Et, en supposant |! X
  

H CÏ;,X HË=I + ] ä/}l$l “l“. . -+ âppæp l2_ ]
.Z‘,,P,

dont 11 faut chercher le maximum lorsque x, , . . . , x,, varient arbi—

 

p

trairement dans l’hypersphère 2 la); 25 « .

1

1° SI a,,,,= 0, on aura ce maximum pour æ,,= o, et pour le maximum
p—1

de la… x. +. . .+a,,,p_.x,,_. l”. lorsque 2 [x.—PS. L’inégalité de
1

’ 2Cauchy—Schwarzmontre que c est la… +. . .+ | on……
’

Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 4, 1941. 45
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Alors la borne cherchée est 

“‘ap==s I*—laqu—+---4-l«ppP-
')2° Si a,,,,#o, on a à étudier le maximum de |a+&…,œ,,[*—|æ -

p—l p—1‘ _lorsque |x,,|“’51 —Z [x,c |", en posant a =2 «,,,-aa.
1 1

 Il

  Laissant les cv,, ..., x,,__. et ]æ,,| fixes, ce maximum est atteint
pour

ä/Jpæp= Im (A‘ > o)}
et c’est

k?WPU+kV— ,AmæflaPU+2M+w@w{L—‘ )[“ppl‘ Jap/:"
p—1

dont nous devons prendre le maximum lorsque2|xÿ‘î1 et,

pour lc > o, 1

[1—1

kuwäwwru—Zyæf
1

Poursuivans le calcul settlement dans le cas où |oc,,,,|> 1. On voit
aisément qu’il faudra, pour maximer, prendre Ic“’

;
a {2 égal à sa limite

supérieure, ce qui donne la valeur

lal2+2lal-l“ppl\/l_32+('_32)(la/wl2—ll
p—l

S'Z=Z lxi12'
1

Pour maximer la valeur obtenue, lorsque les æ,- varient de manière
ques’; 1, ilfaudrad’abord faire acquérir à

[
a

|
sa valeur maximum qui

est (inégalité de Cauchy—Schwarz) J|a,,. |”+. . .+
} et…… |“.s, puis

chercher le maximum, lorsque s“ê 1, de l’expression obtenue

en posant  
[,.—1

//1—1“ 2H%f
+4nfi—fwww/]ZhwP+w—enwws—m‘] 1 .

C’est un problème aisé à résoudre en posant :: sin go et fa15antvar1er cp
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de o 51%, limites comprises. On a une expression de la'f0rme
A sin"—’cp + 2B sincp cosq> + C cos'—’cp

dont le maximum est, ici,

C+A
+\/}B?+ (C—A)-_2 2

En définitive, on obtient pour la borne de (Et,, et de a,, lexpression
cherchée

(M.—.,)e=1+â E!a,,iie_l

   
?/I——|

.

,}
I |

N) ")

+'2 Ê,]a,,i:—’—— i°‘/l/tl’ + 2 |“!lii'
i=l i=1

9. Envisageons le cas des opérateurs non bornés A définis par un
système quelconque de vecteurs A… On aura toujours A=Œt U, et
défini par & s,,= A,,, U unitaire ou unitaire à gauche, selon que le
système (e,,) est complet ou non. Le noyau .de convergence forte da

de a est défini par les E:2 E,,s,, tels que la série 2 E,,A,, converge
n=l

fortement.
Les a,, étant définis comme précédemment,on aura, comme au n° 5,

(î‘t,,...Ch£=î+É—I1(An_ En);

c’est—à-dire
I' p

. . =— ‘ r 'r *-CÏ,,. . .(l1; —Z ç_,,A,,= ; —2ç,,8,,.
1 1.

Le deuxième membre converge fortement vers zéro pour tout 35

_ de H. Donc:
1° Pour tout; du noyau da la série 2 E,,A,, etle produit infini et,. . .t“LE
convergentfortementvers la même lzmtte.



358 GASTON JULIA.

2° Hors du noyau, la série ne convergeant pas fortement, le produit
infini ne convergera pas fortement.

La série et le produit infini ont donc même noyau de convergence
forte et dans le noyau représentent le même opérateur linéaire et €.

Il y a plus. Considérons la matrice de l’opérateur a,,a,… . . . a.
et la matrice aw réduite d’ordre p de la matrice de l’opérateurcl
selon Hilbert. On reconnaît aussitôt que l’on a :

a… a… ... a… o
()

0t_.2 01/12

0
(fil/”: . . . ,

0 () . . . a,,,,
.

0 () ()

tandis que
a… ou.“ ... a… o
() )) 0!,,-1

()

dpa… . . .et, = . . ... d,…

0 0 l ()

0 l ()

0

  

Par conséquent, comme au n° 5, on a

a,,a,,_, . . .a,: (9UI”+ ; — e,,.

Lorsque p devient infini, $,, tend fortement vers 1 dans tout H. Par
suite a,,a,,_. . . . a, E et c‘U'“E convergent fortement pour les mêmes
vecteurs &, et leur limite est la même.

Donc (EU/”, réduit d’ordre p de a, a même noyau de convergence
[)

forte da que a,, . . . a. et que2 E,,A,,. Dans ce noyau, la limite“ de
1
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au” est égale à celle de a,,…a, : c’est la somme de la série

ze

LA…

10. Revenons à X, de H, correspondant à E par E:UX.

E=2 En5n =E ênU6n ___“ UE âne,“
l 1 "

Donc
en

X =
E âne…
!

Ce qui prouve que x,l= €… pour tout n; E et X ont mêmes coordonnées
respectives relativementaux systèmes (en) et (e,,). On a donc

AX =É .L‘,l}\,l=Ë Ë=n _\n= di.
1 1

. Le noyau alA de convergence forte de la série Ex,,A,L et le noyau da
de convergence forte de SEMA” sont liés l’un à l”autre par la relation

dci:UdA;

et dans ces noyaux, les valeurs de AX et de (%E aux points homo-
logues E et X(:= U X) sont égales.

Il en résulte que aE, limite forte de ZE”A,L en tout E de da est
égale à AX, limite forte de Zx,,A,L au point X de (!A homologue
de E[E= UX, X= U*£].AX_ CXUX.

En définitive, le produit infini . . . a,,a,…. . .CX.UX, la
p

 
série Z æ,.A,L et l’expression réduite (“l‘/” UX convergentvers la somme

!

de 2 æ,,A,, en tout point X du noyau dA.
1
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dépendant tous linéairement d’un nombre fini p d’entre eux, que, par
un numérotage convenable, on peut supposer être A., A,, . . ., A,,.
On a alors, par le procédé de E. Schmidt,

Ax=anîn
-‘\2= 952|£| + “"-132:

A,,= a,,.a,+ . . .+ a,,,,e,,,

avec
«…ou-_». . .a,,,,7fi 0.

Ensuite on a

AAI'+(I= d,)+/]y| E| + - . . + “I’+'I [‘s/) pour tout q > 0.

Arrivé ici, on peut procéder de deux manières :

1° On peut compléter le système a., . . ., e,, par un système ortho-
normal e,…,' . . ., de façon que le système (a., .. ., e,,, e,…, . . .)soit
complet. Les A,, s’expriment linéairement en fonction des s,, du nou-
veau système, les coefficients de e,…, ..., dans les formules étant
tous nuls, les coefficients de E,, . . . , e,, restant les mêmes que ceux
qu’on a donnés ci-dessus. La matrice et a alors toutes ses lignes
nulles à partir de la (p + 1)“"“". Tout ce qui précède s’applique encore,
mais se simplifie énormément,par une méthode directe qui permet,
comme on va le voir, de déterminer les noyaux de da et d,,.

l:
.

’ *
2° On peut exprimer la somme Z x,,A,, sous la forme

1_
.

[! k

2 “Z au…-a:… c’est-à-dire s,p.k+ s2pgk+. . .+ e,,p,,k
i=l n=1

et chercher la condition pour que cette somme converge fortement
pour [:= oo . Il est aussi simple d’exprimer directement les A,…, en

fonction de A ., . . . , A,, et d’écrire

AP+'/= )\q1A1 ‘+’ . . . + )\(IpAl)n
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Alors
,,+,, /' 'I ,, I'

2 tÏn—’\u=z *Tuf\n“l‘ 1\127‘k1£p+k+ï\22 )—k2æp+k+ - ° ' + APE )\kpæp+k':

1

.

1 [:=] k=l k=l

La convergenceforte, pour q infini, de la somme précédente est_équi-
valente à la convergenceforte de

'7'7

C,,_,_;,=A,Z )\k1æp+k+ . . . + A1127-kpJ'/)+k-
k=1 k=l

On va montrer qu’elle équivaut à la convergence simultanée des

sériesZk,,,.x,,+k (i: 1, 2, ..., p).
L=1

La condition est évidemment suffisante. Elle est aussi nécessaire.
En efl'et, les A,, . . . , A,, étant en nombre fini et A4 n’appartenant pas
à‘ la variété [A… ..., A,], on peut, dans la variété complémen-
taire H — [A2, . . ., A,,l, trouver une infinité de vecteurs, soit Z. l’un
d’eux, tels que

(Z,,A,)=l, (Z…AU=0 pour (k=2,...,p).
Alors

(]

(ZI; CP+'Ï) =E ).k1 æp—+—k°

[:.—4

Si C,…, converge fortement, pourq: œ , (Z, , C,…,) converge, etil en
'7

de même de 2 7…x,Hk. En général on détermine Z,— tel que
[C'—“1

(Z,—,A,—)=i, (Z,,A,)=o pour [j=1,2, ...,(i—r),(i+1),._..,1))],
']

et la convergence forte de C,…, entraîne la convergence de 2 X,;iæp+k.
[:=

La convergencesimultanée desp séries2 7…,—x,Hk(i = 1 , 2, . . . , p) est
k=l
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donc nécessaire et suffisante pour la convergence forte deEæ,,A…
1121

Elle détermine donc directement le noyau de convergence forte (!A

de ZænAn, et aussi la valeur de la somme Zæ,, A…
En particulier, la convergence forte de Zæ,.A,, dans tout H a pour

condition nécessaire et su_fisante la convergence simultanéedans tout H ,

des p séries 2 X,_,-x,,+k (i: 1, 2, ...,p), c’est-àdire la convergence
l.“:1

desp séries 2 |M,-|’ (i = 1, 2, ...,p).
k=l

Si l’on avait opéré avec les expressions des A,. en s., ..., e,,, on
09

' \ - .
. , . îaura1t conclu a la convergence s1multanee des series 2 «,,,—x,,

n=l(i: 1 , 2, …,p), laquelle détermine toujours le noyau afA de conver-
gence forte de Zæ,,A,., et montre que d = H dans le cas et dans le cas

seulement ou lèsp séries 2 la…—|2 (i: 1, z, ,p) convergent, c’est-
n=1

à-dire dans le cas où la matrice [|
cc,—,. ||, ou la matrice transposée &, est

quarrable, ce qui correspond au fait bien connu que toute matrice
ayant seulement un nombre fini de lignes (ou de colonnes) non iden-
tiquement nulles, est bornéc dès qu’elle est quarrable, et récipro-
quement.


