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Sur le problème de représentation conforme de Helm/wltz;

théorie des sillages et des proues;

Pan JULIEN KRAVTCHENRO.
(fin)-

CHAPITRE IV.
Unicité des solutions du problème de Helmholtz.

50. GENERALITES. OBJET DU CHAPITRE. — Au cours du précédent
chapitre nous avons établi l’existence d’au moins une solution pour
le problème du sillage et de la proue posé relativement à la configu-
ration des parois rigides, définie dans le plan z au moyen des élé—

ments ‘F(l), «, ?, d, et d,. Dans ce chapitre, nous nous proposons
de discuter le nombre de ces solutions et, en particulier, à signaler
quelques cas où la solution est unique. Malheureusement,les résultats
acquis dans cet ordre d’idées sont loin d’avoir la généralité de nos
théorèmes d’existence; les modes de démonstration des théorèmes
d’unicité reposent essentiellement sur quelques hypothèses supplé-
mentaires de régularité et de forme [existence de la dérivée 1I"’(ll
hôldérienne, convexité ou symétrie de l’obstacle, etc.] dont les
méthodesemployées ne permettent guère de se passer (””).

Signalons aussi que notre discussion d’unicité nous a permis de 
(“'") Signalons, toutefois, les résultats annoncés par M. Lavrentiefi' dans une

Note récente des C. B. de l’Acad. de l’U. R. S. S. Les énoncés de M. Lavrentiefl'
ne semblent concerner que le cas symétrique du problème du sillage. Les hypo—
thèses que cet auteur fait sur la nature de l’obstacle ont été énumérées dans le
renvoi en bas de la page 7.
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dégager quelques propriétés géométriquesdes régimes de Helmholtz
relatifs à certaines configurations remarquables des éléments rigides
(cf. @@ 54, 55). Parmis ces propriétés, citons la suivante : la dis-
tance d, de l’obstacle à la paroi est une fonction croissantedu débit «};,

correspondant lorsque l’obstacle (symétrique ou convexe) reste fixe.
Le plan général des recherches qui suivent est dû en gros

à M. Leray (“”).
Dans les premiers paragraphes de ce Chapitre, nous introduisons

les hypothèses complémentaires de régularité de l’obstacle qui
légitiment la différentiation (au sens de M. Fréchet) des équations
de M. Villat.

Nous réduisons ensuite la discussion de l’équation aux variations
ainsi obtenue à un problème aux limites du type envisagé par
M. Weinstein, et nous indiquons, en utilisant des raisonnements de
M. Friedrichs, des cas où ce problème ne possède d’autres solutions
que zéro (“°). Les méthodes de M. Leray permettent alors de
conclure.

51 . NATURE DE L’OBSTACLE. DIFFERENTIATION DES ÉQUATIONS DE M. VILLAT.
— Au cours de ce chapitre nous admettrons que les conditions
imposées à l’obstacle au paragraphe 25 sont remplies; de plus, la
fonction 1F’(l) sera assujettie à vérifier la condition de Hôlder

|‘F’(l)—‘F’(l,)lêconst.|l—l1ltJL pour aélâléfi,
' ' \ l ' 0 - , .d’exposant p. superieur a

5 (””). Nous 1ntroduxrons l’espace lineaire,
normé et complet H,,(l), qui se composera de l’ensemble des fonc—
tions w(l) définies sur un intervalle fini et vérifiant dans tout cet 

(…) En particulier, les quatre derniers paragraphes de ce chapitre suivent
de très près l’exposition de M. Leray.

(…) Pour cette partie de mon travail, je me suis servi de quelques résultats
de M. Jacob.

(““) L’utilité de cette restrictionapparaîtra au cours de ce paragraphe;notons,
toutefois, que la discussion d’unicité du problème du sillage ne nécessite pas
une hypothèse aussi stricte; nous n’avons introduit celle-ci que pour unifier
notre exposé.



REPRESENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. 237
intervalle une condition de Holder d’exposant p.. Par norme lw(l)L
de w(l) dans Hu(l), nous entendons la grandeur
(Il-.I) ||W(l)]]H=Maxlw(l)l+C,
C étant la plus petite constante vérifiant l’inégalité

|w(l) — W(lÙ|êCll——li IP.

D’après ce qui précède, ‘F’(l) est un élément de l’espace Hp(l). Nous
désignerons par E(oc, @, l, it) l’espace abstrait constitué par des fonc-
tions 1I"(l) dont les dérivées ‘F’(l) soient des éléments de Hu(l). Nous
appellerons C1p et Cip‘: les plus petites constantes telles que

|Ml>—\If<h>th…l—Ale |\F’<l>—w'<li>|scwlll—me
et nous nommerons norme l‘F(l)fl… de ‘P'(l) dans E(a, @, [, y.) la
grandeur

|| lP‘(l) Hi,”: {Maximum de HF (l)
|
dans l’intervalle (ac, {3) + qu}

+ {Maximum de |‘F’(l)
| dans l’intervalle (oz, @) + qu: }.

Dès lors, il est clair que l’espace E(oz, B, I, p.) est linéaire, complet
et normé au sens de M. Banach. Nous allons montrer que moyennant
les hypothèses faites, les fonctionnelles des problèmes du sillage et
de la proue peuvent être différentiées au sens de M. Fréchet toutes
les fois que (a + 1) et (b —— 1) sont distinctes de zéro.

Problème du sillage. —— Au cours de ce paragraphe l(s), a, b ne
désigneront plus nécessairement les inconnues du problème du sillage
posé pour la configuration du plan 2 définie au moyen des élé-
ments 1l?"(l), oc, @, d. et d2; la fonction [(s) sera un élément quelconque
de l’espace E(o, Tt, s) — (ce qui implique, rappelons-le, l’existence de

dl(s)la dérivée ds vérifiant une condition Én(s) dans tout l’inter- 
valle o£sîn>

— et ne sera donc pas nécessairement croissante dans
son intervalle de définition; a et b seront deux paramètres assujettis
à vérifier les inégalités

a+r<o, b—1>0,
moyennantlesquelles les fonctionselliptiquesconsidérées par M. Villat



238 JULIEN KRAVTCHENKO.

et construites à partir des demi-périodes w, et w, correspondantes
[cf. (1 .6)] ne seront pas dégénérées; les symboles tels que

()plœiu,œl,œ3] àp[œ,u,œ,,mfl
@…

’
a…

’ 
par exemple, auront un sens.

Soient alors deux systèmes voisins d’éléments

lF(l)i O!, @, l(3)y a7 b; dt,— d‘):
‘F*(l), a*, fi*, l*(s), a’, b‘, dî, d.}.

Nous nous proposons de comparer les deux configurations dans le
plan :: que les formules de M. Villat font correspondre à chacun
d’eux; pour abréger les écritures, nous poserons (”“‘”)

/ dl(s)=l*(s)—l(s), ôa=a*—a, ô/)=b"—b,
(ll—.2) AW(l)=‘F’(l)—W(Z), A‘F'(l)=‘F"(l)—‘V{l),

Aa=d*— a, A?) :: ô*—- @, Adl=dî — d,, Ad=_»= d;— dz.

Dans ces conditions 1F[l(s)] subit au point Z=e” une variation
[puisquela fonction ‘F(l) et son argument l(s) varient], dont la partie
principale (“‘”) est donnée par la formule
we) ôWU@H=AWUUH+WWK@NKH.

De ces définitions, il résulte que A‘F(1) est un élément de l’es—

pace E(oc, @, l, y.), puisque cette fonction est égale à la différence de
deux éléments de cet espace. D’autre part, les fonctions [(s) envi- 

(…) Le symbole A est réservé de façon exclusive aux variations subies par les
éléments du plan du mouvement, c‘est-à-dire par les éléments connus à

l’avance; les quantités telles que A‘F(l), Act, Aô, etc., joueront dans la suite le
rôle des variables indépendantes; au contraire, la variation 8 l(s), par exemple,
correspondant à deux configurations voisines données du plan z sera, dans le
paragraphe suivant, considérée comme inconnue à priori. Au cours du para—
graphe suivant, 6 [(s) ne désignera d‘ailleurs plus la différence [*(s) — l(s), mais
seulement sa partie principale.

(…) Relativement aux éléments A‘F(Z) et ôl(s).
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sagées appartenant à l’espace E(o, r., s) (‘ '“), 8l(s) seront donc aussiun
élément de cet espace [cf. (4 . 2)]. Il suit de là que A 1F[l(s)] et A‘F’[l(s)]
envisagées comme fonctions de s, vérifieront les conditions de Hôlder
d’exposant p…; cela montre que 1F’[l(s)] 3 l(s), et donc, d’après (4. 3),
8W[l(s)], sont des éléments de l’espace H,,(s) dans tout l’inter-
valle oâsîn. En se reportant aux définitions des normes dans les
e5paces H,,(s), E(o, 71, s) et E(cx, @, [, p) et en notant que

H
AW’U) Huêll AWU) Hum

on établira aisément l’inégalité
("-3') H 6‘F[l(…ç)] lluê { II 5 1(8)

H + H
AWU) lia-u ;-

Remarque. — En vue de la différentiation des équations du pro-
blème de la proue, il est essentiel de noter que les résultats qui
précèdent, et qui concernent la correspondance entre les plans 2 et Z,
peuvent être appliqués à la correspondancez: z(t). La fonction [(t)
qu’on envisagerait alors serait un élément de l’espace E(— 1, 1, t); il
s’enSuivrait que 3W[l(t)] vérifierait une condition de Hôlder d’expo-
sant y… dans tout l’intervalle — 1 S_ tâ 1 . On aurait notamment
(h.3”) [ô‘F[l(t)] — 6‘F[l(— r)]îconst. [1 + t |chonst.sw,

puisque, d’après (1 . m’), la fonction t(Z) + 1 présente pour Z = 1 un
zéro double.

Grâce à l’introduction de l( t), on peut donc établir que pour s = 0
ou s=7r, 3‘F[l(s)] vérifie une condition de Hôlder relative à s et
d’exposant 2 p..

Ceci posé, nous allons évaluer les parties principales des accrois-
sements subis par tous les éléments (paramètres et fonctions) qui
interviennent dans les formules de M. Villat.

L’équation (l . 24), difi’érentiée, définit la constante 850,

(h.[.) ndso=f ’awu(snds,

égale à la partie principale de (s; — so). 
d*l(s)

. ds”
condition de Hôlder (cf. @

22); nous n’aurons pas à utiliser cette propriété.

(…) On pourrait même affirmer que existe, puisque lP”(l) vérifie une
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Des relations (! .6), (1.6’), (1.8), (1.8’), on tirera les expressions
de Sac,, 8003, Sy, 8q et 3s., en fonction de 8a et 8b, expressions qu’il est
inutile de former explicitement. Dès lors, la partie principale BQ(Z)
de l’accroissement Q*(Z) —-— Q(Z) subi par la fonction Q(Z), définie
par (l .23) ou (l . 51), est donnée, en un point Z fixe, par la formule

(&.5) m<z>=i°“f 6W[l(s)][t<%logZ—%s)+t<ä—îlogZ+%s>]ds7Ï2

im en &) co— ——’
[Ç<—.—’

logZ -— Î’s°) + C<älogZ +
%so>] 830

TI lTE

iôlogq "’ d . 0”(v+v,)—
8… f., “’…î [ ]   d("+tfi) 6(v+v,)

d ‘ 0”(v——v,) )

+d<v—m>lû («»—Ml)“

où d>(s) désigne la fonction associée à 1P'[l(s)] (of. @ 12), 0(v) la

fonction 0(v, q) de Jacobi, v et v, les quantités lïnz et %-
L’interprétation de ce résultat, dont le lecteur trouvera plus loin la

justification, est la suivante :

 
I° L’ensemblede deux premiers termesdu second membre de (4.5)

définit-une fonction F(Z) analytique dans la couronneC(qâ| Z
] < 1),

régulière partout sauf pour Z: Z" et Z =—Z0 (Z,: e"°, Z,= e“'”‘°) et
dont la partie réelle, nulle sur

|
Z

|
= q, est égale à 3‘F[l(s)] sur

i
Z

|
= 1 .

2° Le troisième terme du second membre de (4. 5) représente
une fonction F,(Z), analytique dans C, dont la partie réelle, nulle

dT(dîeh) %
pour Z: qe‘". [T(q 6“) étant la

partie imaginaire de Q(Z) = ®(X, Y)+ iT(X, Y) sur
|
Z

|
= q.]

sur|Z|=1,estégaleà— 
Enfin F(Z)et F. (Z) sont toutes deux réelles pour Z réel. L’ensemble

de ces conditions suffit pour déterminer sans ambiguïté chacune des
fonctions F(Z) et F. (Z) et, par suite, la fonction 8Q(Z).

Pour établir les résultats qui précèdent, nous partirons de l’expres-
sion (1.51) de Q(Z), valable pour qê|Z

| < 1; en différentiant (1 . 51)
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OI] trouve  _ [ TX …
‘0’(v—V1) 0'("+"1) ,(M$)

ôQ<Z/>—2—weÂ °W…]le<p_o,>+0<v+m>lds  .'____"_ 1 b+ m2 [ Fll(s)ll (“(V—…
?0(p+v1)‘ÿLtfl_glw+ma_wflVdlogç àlogg+ ds92("+m) l

\ôO(V—%) 00(v+v0)
() logq () logq [

{O’(V—+—

vo) 0’(v — vo)

}
6 07

\
ql 9(V——(’0)

_ 0(v+vo) —Ër 0(v+vo) 6(V—Vo)

 
+ iôlog  

relation où l’on a posé encore

1V: ogZ :: so, v1———, (JO:—-
2lTE

_
27r 271:

Or, la fonction 6(v, q) vérifie, comme il est bien connu, l’équation de la chaleur
02 0(v, g) __ 2 06

ôv2
_— 4fi ôlogq’

dont on tire
020 1 ,,,

dvôlogq _— Ë° (V)°

Ces deux relations permettent de remplacer les dérivées de 6(v, q)
relativement à q par les dérivées de cette fonction relativement à v; la
somme des second et troisième termes de (4.6) peut donc s’écrire

.ôlogq T‘ d 6”(v—v1) d 0”(v+m) __‘ 81f‘ fo Wll(s>]ld(p_…le(p_vi)]+d(V+…le<p+…)ll‘“
__ iôlogq

[0”(0—
%) 9”(V+%)

4712 () (V—vo)_0 (V+Vo)]’

    
ou encore, en passant à la fonction ®(s) au moyen des relations

<D(s)=‘F[l(s)] pour sogsg1r,
Œ(s)=‘F[l(s)]—n pour 05353…
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établies au paragraphe 12,  r 'ôlo 7: ' d OHV—"’._ …=_t wf .* ———'( 7) 1( )
811."

0
(D(ç)l_ d(v—m) _Ü(V—W)

([ 0"(V+‘Hl )

+d<_v+mi0(V+Vr)ilds'
Cette expression est identique au dernier terme F.(Z) de la for-
mule (4. 5). Dans (4. 7) nous pouvons substituer aux fonctions 6(v, q),
les fonctions Cu et pa (avec u=2w,v, u,= 2w,v… u0= zoom,) de
Weierstrass. On a, en effet,

… _ 1 OM _< m)
1 £ °’<V>.u—— _— u —

m1 2m10(v)’ p +m.    
On en tire successivement

0”(9) _ 2 "01
2 711-

W—4‘”4[<ï“—a“) *P““ ”l’
(% [gfiâîî] =—8œî [2(Çu ——â—îu) (pu+ %) +p'u]

en sorte qu’il vient finalement

 
. 3 Th

(!..7') F«(Z)=Ëi—'ôlogqf ®(s)
'

0

><{ 2[Ç(u+u,)— â»î(u+u,)] {p(u—l—uÙ-—i— —Z—']

+2[Ç(u—u,)— â(u— m)] [p(u—m)+ â—:l
\

+p'(u+u,)+p’(u—u,)%ds.

Pour achever l’identification de (4.5) et de (4.6), il suffira de
transformer la somme des premier et dernier termes de (4.6) en y

9’(V)
0(v)

servant de l’équation (4.4). Ainsi, la formule (4. 5) est complètement
vérifiée. Pour abréger, nous poserons

son expression en Cu (rappelée ci-dessus) et en se substituant à

(4.8) F(Z)=%f'ôwlz(s)][ç(u—u.)+ç(u+u,)]ds
_ %[CÜ‘ _ “o) +C(“+ “o)lôso-

D’après sa définition même, F(Z) est une fonction analytique,
régulière pour qâ

|
Z | < 1 et uniforme dans la couronne C; si, en effet,
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l’argument de Z varie de 211, l’intégrale de (4.8) s’accroît de la
quantité  [IV) fini 1:

» j”awuwnæTr.
0

[car Z(u + 2w.. ): Zu + 2n.] égale précisément, en vertu de (4. 4),
à l’accroissement—— changé de signe — du termefini de cette formule.

Nous allons maintenant indiquer les conditions aux limites qui
déterminent la partie réelle de F(Z) dans la demi-couronne d.

1° La partie réelle de F(Z) est nulle pour Z=qe“. L’expres—
sion (4.8) de F(Z) est, en efïet, valable pour |Zl=q. Faisons
donc Z: qe“ dans cette formule et utilisons la relation

[Me) «u+w0=Cw+âpffü + 77:;

(cf. VII9 T. M.); … étant une imaginaire pure, Cu, pu et p'u étant
réels pour u réel, la partie réelle de F(z) le long de

|
Z

|

= q se réduit à

2713001 1.

TE

  .,..1‘:“fi“j awwguæ_
0_“ ris…

quantité égale à zéro en vertu de (4. 4).
2° La fonction F(Z) est réelle pour Z réel. Cela résulte de la

formule d'addition de la fonction {u
i[ï(u+ m)l+ C(u— u,)] ”_ ip,“ + 2iÇuMPa—pm

(cf. CHI, T.M..) Pour Z réel et positif, par exemple, u =
%;

logZ est

une imaginaire pure; u. = % sest réel; le secondmembrede la formule
précédente est réel, puisque ip’u et z"Çu sont réels. Notons que la
contribution de 2Cu dans (4. 8) est nulle en vertu de (4.4).

3° La partie réelle de F(Z) au point Z =e"‘ est égale à 8W[l(s)].
Cela résulte du fait que le second terme de (4.8) est imaginaire
pour Z = e” et de la formule (1 . 15) de M. Villat qui résout le pro-
blème de Dirichlet dans un anneau. Il s’ensuit que la partie imagi—

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 3, 1941. 31
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naire de la fonction

‘ ic.) ” <.) &) co 0)
1‘ (Z) + ?1 Ç<Îi logZ —

_fi_1$0>
+ C<ÊlogZ +

'I—_} so>]
ôso

est égale, pour Z = e“, à

_ffiW4ŒKWt—ôwvondcÜïo—ÆÜ+Æ[%Hy+äfl}ær0

+ 2ÎÊ—ï’sô‘F[l(s)].

D’après le théorème de Fatou et PriwalofÏ(cf. @ l 1) cette expression
est un élément de l’espace Hu(s), puisque 8‘F[l(s)] appartient à cet
espace.

Il résulte de ce qui précède que la fonction F(Z), définie dans d, est
prolongeable à travers l’axe réel; elle est donc complètementdéfinie
dans C par la donnée de l’élément 8 1F[ [(s)], pour une solutiondonnée
du problème de Helmholtz.

Nous allons maintenant étudier les conditions limites que vérifie
dans d la fonction F. (Z), définie par (4. 7’).

1° La partie réelle de F.(Z) est nulle pour Z=e'ä Telle quelle,
l’expression (4 . 7) n’est pas valable pour Z: e"E, puisque, alors a = u.
pour s = s, et l’élément différentiel de (4. 7’) devient infini pour cette
valeur de l’argument 3. Comme la quantité [2Zu pu + p’u] est régu-
lière pour u = o, l’expression (4. 7’) de F1 (Z) se scinde en deux parties;
la première F2(Z),

F2(Z)=— Ïï;@ôlogqf ®(s)[(u — u.)p(u — u1) + (a+ u.)p(u + u.)
° —Hu—ud—Uu+wflù,

n’a pas de sens pour Z=e‘ñ l’élément différentiel de la seconde,
qu’il est inutile d’écrire, est fini et réel pour Z : eî5, en sorte que sa
contribution àla partie réelle de F4 (Z) est nulle à cause du facteur i
de (4. 7’)

Pour étudier les valeurs frontières de F2(Z), nous nous servirons
de l’artifice classique (of. @ 10) et nous écrirons le second membre
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de (4.9) en y supposant d’abord
| Zi ;£,1

(15.10) F,(Z)=
-—i—2——-—œ'môlogqfn[

[®(s)—Œ(e)]

><[(u— u1)p(u — u1)+(u+ u,)p(u+ u!)
'“C(u'— ui) '— C(“+ ui)] ds

«) 11
2œ—n—z-Tglo(s)alogqf()

>< [(u — u1)p(u— u1)+(u+ u1)p(u+ ul)
—C(u— …) ——C(u+ u1)]dS-

&) '\ ' \Comme du. = Ë’ds, le deux1eme terme de (4.10) s’1ntegre sans

difficulté grâce à la formule

f(u — u,)p(u—— uÙdu,=(u -— u1)Ç(u — …) +fë(u — u1)du1

et celle qu’on en déduit en changeant u, en — u. ; on trouve aussi que
pour Z = e"5 sa contribution à F2(Z), égale à

°“ (° + ‘>] %)7Ï
—<> [+<â—+)]—<â+)

est purement imaginaire. Quant au premier terme de (4. 10), obser-
vons que le facteur entre accolades qui figure dans son élément
difiérentiel est réel pour Z = e"€ et présente un pôle de premier ordre
seulement lorsque e=s; l’intégrale correspondante a donc un sens,
puisque <I>(s) appartient à l’espace E,,(s) pour sogsg n et ogsgs0 et est
réelle; le terme considéré est donc, pour Z = e“(e =so), imaginaire
pure. 0. Q. F. D.

 
 

2° La fonction F,(Z) est réelle pour Z réel. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier ce point, évident à priori. Il suffit de
s’appuyersur les formules d’addition pour les fonctions la et pu.

3° La partie réelle de F, (Z) est égale à— dT(—q°) ô_q

En effet, l’expression (4.7’) de F4(Z) a un sens pour Z= qe‘£. La
formule (cf. VII, T. M.)

I &)1

I P [; (€ —— $)]t(u—zu>=C
[Ê‘ (8—8)+w+l=c[% (s'—s)] +…+ —

_ _ls _] _ _
2

P[%(€—ls)] ““en

qpour Z__— g e“.
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montre que les quantités p(u+u,), J)(u — u.), p'(u — u,), p’(u+ n,)
sont réelles le long de

|
Z

|
= q (”""), la partie imaginaire de {(U — u.)

étant égale à …. Dans ces conditions, la partie réelle de l’expres—
sion (4.7’) de F. (Z) sera donnée, pour Z : qe’È, par la formule

3 .ÎÏ
(4.11) RF1(Z):2i<m—LÛÂ)—w>äkôlogq/ Œ(s)

1 T'—' .0
l 591 _ 421! _ ?x'_p[.fi(s s)+o»;]+p[Î(s+s)—l mail/{ds,

en remarquant que la contribution des termes constants de l’acco-
lade (4. 7’) est nulle en vertu de (l . 16). Or, la relation de Legendre
(X6 T.M.) donne

7h (03 Tri
nx _ __ 1——

(01 mo,

ce qui permet d’identifier le second membre de (4.11) avec la
dT(q——eœ)ëlogq calculée directement, à partir de (l . 15).quantite —

de
(3. Q. F. D.

Nous écrirons
(4.12) ôQ(Z)=ôSh(Z)— % _Ç(Î—ÂlogZ— c_;_150> +Ç<ï—èlogZ+ %so>]ôso.

D’après ce que nous avons vu, SQ. (Z) vérifiera le long de |Z [
= 1

une condition de Hôlder d’exposant p., puisque sa partie réelle, égale
à 8‘P‘[l(s)] pour |Z |

= 1, vérifie aussi une telle condition. Il s’ensuit
qu’au point Z = Zn; e“"° on a le développement limité

20 830
Z _ 'l…

+. . .,

 
(4.12') ÔQ(Z)= 
où le symbole . .. désigne une fonction de Z hôlderienne, nulle
pourZ=Z…

Remarque. — L’expression (4.6), et, par suite, (4. 5), de BQ(Z) ne
dépend de a, 1), 8a et % que par l’intermédiaire de q(a, b) et
de 8q(a, 17); d’après ce que nous avons vu au paragraphe 14 la 

(“‘) On se rappellera que, pour_Z: q e“, on a

mi
u—— _ 8 _l” 033.

TE
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fonction q(a, b) se comporte régulièrement lorsque l’un des para-
mètres a et b (ou les deux à la fois) augmentent indéfiniment; la
formule (4.6) restera donc valable au cours de cette transformation.
Nous allons maintenant étudier la partie principale de l’accrois—
sement f*(Z)—f(Z), égale à la différentielle 8f{Z) calculée en un
point Z fixe. Nous avons, en différentiant (1.4), la relation

_ ô’i"2 0'
' % or dH2 aa

(1,,_13) 5f(Z)_—ïlog(t—a)— 7: lob(t_b)+}Î U—a) 
q;_1 ôb «@+—% I—to \ , .

+‘nz—b_ fi U_a)U_b)ot(L)+ôD+eôç{…  
dans laquelle les logarithmes interviennent avec les déterminations
choisies au paragraphe 9, et le symbole 8t(Z) désigne la différentielle
de la fonction t(Z) [cf. (1 . 9)] prise en un point Z fixe.

Pour évaluer 3t(Z) nous utiliserons la formule (“”)  _ 1 d2 6"(v) m ôœ. a… ,(h.14) ôpu_
16n'—'œî fièl:e(v)]ôlogq — [2pu+ &)—1]œ—1 —Ë+2œlp uôc

(où le premier membre représente la variation subie en un point u
fixe) et celle qu’on en déduit en la dérivant par rapport à u; suivant
l’usage, u et v sont reliés par la relation u = 2001 0. Nous poserons
(h.14’) ôpu=ô‘put+2mp’uôv.
D’aprèscela, le symbole 83% u représente la variation subie parp(2 (o, v)
en un pomt v fixe. On aurait, avec les mêmes notations, une formule
analogue pour 3p’u. 

(”’“) Le lecteur vérifiera sans peine la formule du texte en dill'érentiant la
relation

.

“fil 1 d 0/(V)2œvœ c.). : uw m- =——-————p( 1 ; 1; .:) P( ; 17 .n)
(… [twÏ dv 0(t’)

dans laquelle v reste fixe; on utilisera l’équation

d‘26_ ae
d—v"

——4”’ dlogq’
et l’on introduira dans l’expression de la dérivée un terme additif en ôv pour

." . . . . atenir compte de la variation subie par la fonction v= — :: V(Z, 0),, w… Y) en
2. ’1

un pomt Z fixe.
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Dans ces conditions, la formule (1.10), dans laquelle on pose
[Cf- (1-7)]

(|) , ?(à.!4”) u=œ,+w;;—Y——,—ilogli (»: +——L——llogZ
2 HT

1

5 2 40}, 2i7:

donne, après difiérentiation
Ô‘a+ 311 + 71_

ôp',u — ôj)’,ï _ 41_

(p’u — p’y)
4 '» pu —m 2 (pu —pW

dt à p’u_— j)’\{+ (“l—u
2ü)1 a( +

ä‘Ÿ \W> Cl)1ôY.

(4-15) ôt(Z)= (5P1U—5P1Y) 
De l’ensemble des formules (4. 13), (4. 14’) et (4.14”) et (4.15),

résultent les conséquences suivantes que, presque toujours, nous
pourrons vérifier directement.

1° La fonction3f(Z) est analytique et régulièresur le cercle Z = e'*;
3f(a“) est d’ailleurs réelle; ce résultatest évident apriori puisquef(c“)
est une fonction réelle de s.

Au point Z: Z(): e“‘°, nous avons le développement limité
d‘2(4.16) ôf(Z)=_(ÎÊ{>,_7(Z_Z°)8Z°+”"

formule où le symbole . . . désigne une fonction analytique présentant
pour Z= Z0 un zéro d’ordre 2 au moins. Pour justifier directement
(4. 16), il suffira de différentier la relation(2. | 1) que l’on peut encore
écrire

, r _(Z—Zo)2 d’f(t…6) f(L)_T<Ê>ZZZO.
2° La fonction f(Z) est régulière le long des segments (— 1, — q),

(q. 1) de l’axe des X, les points Z =i q exceptés; dans les voisinages
de ces points on a   _ 2% __Ël___ % ,

_
.. ,

(&.17) ôf(Z) …— ? (Z+q) 1r
log(L +q)+seueent1ereen(fl+g),

, r _ 24)? all _ 264}2 0
,

__ '
,

_. …
_

, _(13.17) ôf(L)_+-7r— ('A—(;) 11,-
lo,,(A q)+seueentœneen(fl q).

Ces développementslimités peuvent se justifier directement en diffé—

rentiant (2 . 9).
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3° La partie imaginaire Iô‘f(Z) de 8f(Z) est égale à / is

_lôf(Z)= o’%+ d{;î )ôlogq le long de l’arc sésê1rdu—cercleZ=qe”,
(4.18) et à

Iôf(Z):—ô%+df(e"-‘>
ds
 ôlogq le long de l’arc ogsgs. du cercle Z=qe"‘.

La présence des constantes additives 32]J. et 8% dans les formules
(4. 18) se justifie par la simple inspectionde l’expression(4. 1 3) de 8f,
compte tenu des déterminationschoisies pour les logarithmes de (t — a)
et de (t — b) qui y figurent(cf. 59). Quant au terme variable de (4. 1 2),
il ne peut provenir que de la partie imaginaire du terme

‘«l—‘1+ %: t _ to __ df
.

_
7z (t—a)(t —b) 81(Z)” Æôt(Z)

de (4.13) [cf. (1.10)] puisque t est réel pour Z: qe“ et que la
constante 8D est réelle. Tout revient donc à établir l’égalité

df<q€"‘> df(qe”) ô_q_
dt(qe“) ds q
 (h.lg) lmag.ôt(qe“)=

Or, l’argument u est réel pour Z: qe” [cf. (4. 14’)]; il s’ensuit que
les différentielles 8p. u et 3p'4 u correspondantessont aussi réelles, ainsi
que 83). y et 8p’. 7 [cf. par exemple (1.6’)].

La contribution ‘a 18t(qe“) ne peut donc provenir que du terme

Z—Z
zoo. &) de (4. 15), égal pour Z = qe" à[cf. (4.14”)]

dt dst
dt(qe")Æ<ô_r_rô'{>_did—ZËZQŒ’8V=_2Œ’ ds … 4 2 (...
 

On en tire la relation, valable pour Z: qe“,
£ )_dt(qc") ._ _dl(qe"‘)ôq

‘duw'ô‘ — _d—s—ô<…>—T ?
qui justifie (4. 19) et par suite (4.18).

4° La fonction 8f(Z) n’est pas régulière pour Z': qe”‘ (cf le g9);
dans le voisinage de ce point, on peut écrire

(4.20) ôf(Z)=_ilj‘+’l’2 ôZ,
+ô‘lhîô%TE Z—Z1

log(Z—L)+....

Pour vérifier directement (4.20), il suffit d’observer que les points
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t= co et Z = Z. se correspondant, on a, dans le voisinage de Z = Z.,
d’après (1.4),

__ ‘-ÏM + 412

I.
logt(Z)+...,

tandis que (l .9) et (l . 10’) permettent d’écrire
1'7: ,___/,1

3 w,
Z=Z, l—z—....[(Z)Lî

On a donc, en définitive, le développementlimité

f(Z):…log(Z—Z,)+.…
qui, diflérentié, conduit à la relation (3. 18).

En résumé, 3f(Z) est une fonction analytique de Z, définie dans le
domaine d; 8f(Z) est régulière en chaque point intérieur de d et sur
ses frontières, exception faite des points Z =i q et Z = Z,.

Remarque, — Les expressions (4.13) et (4. 15) de 8f(Z) et 81(Z)
font intervenir explicitement les paramètres à]… 8%, 8a et 8b; telles
quelles, ces formules ne sont donc valables que si ilz. et LP,, a et b
restent finis; nous laissons au lecteur le soin de lever cette indéter—
mination apparenteen utilisant les transformations du paragraphe 14.

Dans la suite nous aurons encore à nous servir de la diffé-
d ôf(Z)_

clZ
Il serait aisé d'en former l’expression explicite en dérivant par

rapport à Z les formules (4.13), (4.14) et (4.15); mais nous nous
contenterons de signaler les propriétés suivantes de (JS/(Z), faciles
à vérifier directement.

lo dâf(Z)
d(Z)

frontières de la demi—couronne d, le demi—cercle iZi=q excepté.
Elle est régulière pour Z = c“; elle n’est pas holomorphepourZ = Z,
etZ=iq.

rentielle

est une fonction analytique de Z, réelle le long des

20 d8àfz(Z) est régulière pour chacun des segments — 1 gx <= q,
q < X 5 I 1 les points Z = i‘ q exceptés. Dans le voisinage de ces points
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on a, en difl'érentiant (3. 17’) et (3. 17),     dôf(Z) _ 2411 ôq 234), 1(i“) dZ “ _Î(Z+qfi— n Z+q+ ”
, ddf(Z)_ 2412 ôq 23% 1(4-21) dz _—

TE (z_q)z_ ?? Z_q+..-.
o dôf(Zl 3 d? est régulière le long du cercle Z = g e”, les points Z =i q

[cf. (4.21) et (4.21’)] et Z: Z, exceptés; en ce dernier point, on a

le développement limité
'

daflm__%+o. aa +ô%+fi% 1 +dZ _
w (Z—LV n z_L '”

qu’on retrouve directement en différentiant (4.20).
_

Remarque. —— Il serait aisé de vérifier que les difÏérentielles SQ(Z),
« 8 Z . . . . ,of(Z), d

JZ(
) relatives aux cas du courant flu1de limite par la seule

paroi y., ou au courant illimité, s’obtiendraient en elfectuant sur les
formules obtenues au cours de ce paragraphe le passage à la limite
utilisé au paragraphe 14. Lorsque p.,, s‘éloigne indéfiniment, u. restant
à distance finie, Z, tend, on l’a vu, vers +q; les relations (1.43)
et (i . 50) montrent qu’à la limite f(Z) possédera pour Z = q un pôle
d’ordre 2; dans le voisinage de ce point, on aura

 
712 2 1 r(&.22) f:—A—ü%m+%log(L—Q)+…,

en sorte qu’en dérivant il vient
2 2 6 .,2 2

5.22’ (! =—2Afiî] , q __ r
"

5<A Z.)( ) f m(£—W" M—7F M
_24), ôq 254;| ,

 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la transfor—

mation fonctionnelle V[l(s), 1P‘(l), «, B, a, b] définie par (3.36)
possède une différentielle au sens de M. Fréchet. On tire, en effet,
de (3 . 36), en tenant compte de (1.33”),

(:),
d3L(s) _ ei! dä is a' is

.
a—_(s+s,,)("-23) T=e “‘ ’l—{Âe)——“f.ÊÏ)3T<e”>l——Z.’
aî(s—so)

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 3, 19.11. 32
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le premier membre désignant la partie principale de l’accroissement
dL"(s) _dL(s) dL(s)

ds ds que ds
facteur du second membre de (4.23) s’annule pour S=So; d’après
(4. 12) il se présente, en effet, sous forme de la somme de la quantité

df{£°—' [%(s—t—süîlàw—8T1(e*‘)
;

 subit en un point Z = e“ fixe. Le deuxième

dB 71'

[qui possède un zéro simple pour s=s0 en vertu de (Q.. 11) et de la
continuité hôlderienne de 3T. (e")] et de la quantité

d‘ «‘s d
o{{î )+Ëflla{Ç[%(s—so)]ôso,

qui s’annule comme s —s. pour s=s0 en vertu de (2. 1 I) et (4. 16).
dôL(s)

ds
malgré la discontinuité du facteur —w—l——— pour cette valeur

a
—7_-’

(s — so)

 Il suit de là que l’expression (4. 23) de est régulière pour s = s0

de s, et vérifie une condition de Hôlder d’exposant p pouroîsâ Tt.

La relation (4. 23) définit la fonction 3L(s), à une constante
additive près; pour déterminer celle-ci, nous utiliserons l’une ou
l’autre des équations donnant « ou 3 [cf. l’égalité (3. 19) et les précé—

dentes] qui fournissent, après dilférentiation, les conditions
ÔL(O): Aa,(h24)

4
3L(Tt)=AÔ.

Les deux fonctions8 L(s) que l’on détermineainsi sont identiques entre
elles; en effet, en différentiant (3. 19), on obtient la relation

('t-24’) (AB — Aa) =] “e_T….«, [% — dfâj”) a (e,-.)]
——————a

{E’ T

+

si}” ‘ a ? s—so

qui exprime la compatibilité de (4.23) et de chacune des équa-
tions (4 . 24).

Nous ferons remarquer que les parties principales 842, et 8% des
accroissements up:—q}. et «pg—q}. de 41. et % interviennent dans
les formules (4.23), (4. 24) et (4. 24’) par l’intermédiaire de d8f(e‘*),
c’est—à-dire par l’intermédiaire de (8@,+8%) seulement; on s’en
assure aisément en dérivant par rapport à Z l’expression (4.11)

ds 
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de 8f(Z). A cet égard la relation (4 . 24’) peut être considérée comme
équation de définition de 81.11, + 8%, résolue par rapport à cette diffé—
rentielle, (4. 24’ ) en fournira une expression linéaire et homogène
relativement‘a ‘o‘F[l(s)], Aa ,AÇ3,oa, ob et os,.

Ces résultats entraînent les conséquencessuivantes :

1° la fonction 8L(s) est définie à partir des éléments W(l), oc, @, l(s),
a, b et de leurs accroissementsA‘F(l), Acc, A3,31(s),8a et 8b [cf. (4 . 2)];
nous pouvons donc poser
(4.24 a) 8L(s)=W{l(s), 1FU), ,@, a, b, ôl(s), A‘F(l), Acc, A@, da, db];

2° la transformation fonctionnelle W ainsi définie est complètement
continue par rapport à tous ses arguments et est, de plus,

linéaire
et

homogène par rapport aux six derniers d’entre eux,
3° la transformation W fournit des fonctions oL(s) appartenant

à l’espace E(o, TE, s, p.).

Observons que 81(s) n’intervient pas dans W que par l’intermédiaire
de 8W[l(s)]; d’après (4.3) W ne dépendra pas de Sl(s) lorsque 1P"(l)
est nul, c’est-à—dire dans le cas d’un obstacle rectiligne.

Nous nous proposons maintenant de montrer que la transfor-
mation W définie par l’équation (4. 24 a) est la différentielle, au sens
de M. Fréchet, de la transformationV définie par (3.36).

Pour abréger l’exposition des calculsqui suivent, nous conviendrons
de représenter par K des fonctions bornées des caractéristiques
géométriques de deux configurations voisines que nous envisageons.
Posons‘[cf. (4.2)]
(!*-25) Y(’% S)=‘F"ll(s)+hôl(s)l—W’[l(s)}
Comme y(h, s) peut encore s’écrire

Y(’h 8) = ‘F”ll(8) + h 5 [($)] — ‘F"ll(8)l+ “”…—$)] — “”…—*)];

il vient, d’après (4. 1) et (4. 2) et pour lit] borné,
lY(’h $)lêK{|ôl(8) l”+lA’l"ll(s)lll,

donc, af0rtiori, y. étant inférieur à 1 (‘“),
_<fmô_> |1<h,s)|gK{iôl<s>r+1W'U<s>11v—};K{lôl<s>l+_lW'[l<s>1l}iæ 

(…) La dernière inégalité s’obtient en remarquant que, pour |æ] < 1, on peut
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La première de ces inégalités donne
(!»-27) l‘{(h, s) — …, S’)IS K

; Il ôl<s> li + n A ‘F[l(s)1llwî”
puisque, d’après les définitions mêmes des normes dans les
espaces E(o, TE, s) — dont 8 l(s) est un élément — et E(oc, (3, l, u) auquel
appartient A‘F(l), on peut écrire

[munw—wMowflgwmuow
et

HAWVŒML4AWWWHWEMMWVŒHWW
D’un autre côté, y(h, :), envisagé comme fonction de s, se présente
sous forme de différence de deux fonctions hôlderiennes; on a, en
effet, d’après (4. 1) et (4.2),
lï(h, s) — Y(h’ s’)!

=
| ; w'*[z(s') + la a l…] _ \1fl*[1(.g)+ h a g…] g— ; W’[l(s')] _ ‘F'[l(s)] }|

; lconst. |
[(s) _ l(s') + h a [(s) -— h 8 l(s') |u— const |

[(s) _ 1(s')|u|,

d’où
(&.28) ly(h,s)—‘((h,s')lêconst.ls—s'l£*

puisque les fonctions [(s) et 31(5) vérifient chacune une condition de
Lipschitz.

Appelons alors 9 une constante positive inférieure à 1; pour des
raisons qui apparaîtront plus tard nous la choisirons de manière
que p > à; Les inégalités (4.27) et (4. 28) permettent d’écrire

@aœ 1wmsr—wmdH5KUWMoH+HAwvonuuW*Hæ—MW-
Cela posé, on tire de (4. 25)
(!..30) www…=‘F*[l*(s)] _ ‘P‘[l(s)] _ 3W[1(…ç)]: a z…[ y(h, s) dh. 
choisir une constante bornée telle que

|1+x“lâconst. ll+xl“.
Notons que les symboles K des deuxième et troisième termes de l‘inégalité

peuvent n’avoir pas la même valeur.
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En remplaçant [y(h, s)] par sa majorante (4. 26), on déduit de (4.30)

(!»-31) Iôfi‘lf[l(s)llêilôl(s)i1flï<h,s)ldh
ëKWNOMHNŒN+MAWWÜNwŸ
gK{ Hôl(s> || + IIA‘F[l(s)]u…}””
5Kfimunu+nAwwomt@”W*

puisque 1 — p est positif.
De plus, (4. 30) donne
l3’wll(8)l — 5’ lp{[(g…

,

âll 51($) llfollï(hy 8) —Y(h: S')
I
dh + Maxl‘{(h» 5) H 31(8) — 51($')l'

Comme 3l(s) vérifie une condition de Lipschitz, l’inégalité précé—
dente entraîne, en tenant compte de (4. 26) et (4. 29),

(’t-32) |62W[1(3)]—321F[1(3’)115K{Hôl(s)H+]]A‘F[l(s)]ll.fi”“’“"’ls— $' |”-

Les inégalités (4.3!) et (4.32) expriment que S“F[l(s)] constitue
un élément de l’espace H,,(s) (cf. le début de ce paragraphe); on peut
donc les condenser en une seule en écrivant

(4.33) ]] 3“F[l(s)] HpLÊ Kl H 5 [(S)
H '+ H AW[l(8)l Hi,?-

}
1+ut1—p)°

Considérons alors une fonction w(s) définie par la relation

(4.34) rv(s)=f’WK(s,s’)dsfl
dans laquelle K(s, s’) désigne une fonction analytique, régulière de
ses arguments; d’après le théorème de Fatou et Priwalofi' w(s) est
un élément de H,,(s). Nous avons, en appelant 8w(s) la partie princi-
pale de l’accroissement w‘(s) — w(s) que subit w(s) lorsque ‘F[l(s)]
s’accroît de 1F’[l(s)]— 1I"[l(s)] :

'wœæflwn—æwn=fflæwuœn—Ÿw”W”KoawæflS—S
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D’après (4.32) ou (4.33), le second membre de cette relation est
un élément de H,,(s) vérifiant l’inégalité
(!»-34’) Il w*(s) — w(s) _ au»…|],gK]Haz…|]+:|AŒ[1…]]],_,,]I+W—e.

Ce résultat général acquis, revenons aux équations du problème du
sillage. On tire de (1.24) et (4.4), eu égard à (4.31) ou à (4.33),
("-35) 183—80—33015K]HMS)]:+HA‘F[l(s)]!l…]‘+“”“Pk

Or, en combinant (1.33”), (4.12), (4.23), (4.24’) et (4.33), on
trouvera our les arties rinci ales de L’ 3 -—L s —3L s et

dlL*(8)—ZLÎs)—8L(sÿ]
p P ( > ( ) ( ) , des expressions de la forme

[,
“Kô“F[]l(s’]_ôîlpll(sl)ld’+ôaj:fiK1îwll(sil_âwll(sl)id8'
     s—s’ s——s’

+ ôbfflôK2
‘F]l(s)]—ô‘F]l(s’))’ds’

s—s’

—+-Aoc/71
K',ô W]/.’l(s)]:Î‘F]l(s)’dds

+A5fnôK làNl(s)]_—_Î{’)‘F]l(s)]dds

+ K28a‘—’ + K.,ob"+ K,,Aa ob +K,A5Ab +...,

où K., K,, etc. désignent des fonctions de s et s’ qui seront, en outre,
des fonctionnelles continues des éléments ‘F(a), l(s), a, b, on et ]3

(lorsque ceux-ci sont assujettis aux restrictions du paragraphe 25,
précisées au début de ce paragraphe) qu’il est inutile d’expliciter.

La première intégrale qui figure dans cette expression est du
type (4.34); d’après (4. 32) elle constitue un élément de H,,(s) dont
la norme vérifie l’inégalité (4.33). D’après (4.3’), la somme des
normes du second et du troisième terme est inférieur à

K[|ôal+ |ôbll{Hôl(s)ll+||Awil(s)lllisul-
Il en résulte, l’exposant 1—|— p.(x — 9) étant inférieur à 2, que les

normes de chaque terme de l’expression ci-dessus sont, au plus,
égales à

K{'llôl(3) ” + ” AIFU(-‘)l HL}L+IAOC ] + ] Afi ] + ] ôal+]ôb ] ]1+tL(1—P)
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de sorte, qu’en définitive,

MaX— !
L*(s) — L(s) — ôL(s)

[
+ Max. dl…“ _ ï” — “… 

 

gK{ H
«W) H + n W[l<s>] i!…+ [

Aa
|
+

! A@ !
+ rôar+ |

ôb
| }‘**‘““‘”-

Cette inégalité exprime que la fonction [lf{s)— L(s)—3L(s)]
constitue un élément de E(o, n, 5); elle montre, de plus, que

liœ|1L*(…ç) — L(S) — 3 US) H

{Hôl<s> u + HA‘P'U(8)] u…+ lAal+lAôl+lôal +|6bl}—‘=°,
lorsque F(s), 1l)”(l), oc“, $“, a‘ et b’ tendent respectivement vers l(s),
‘P'(l), oc, @, a et b. En se reportant aux équations de définition (3 .36)
de V, (4.24") de W et (4. 2) de Bl(s), A‘F(l), etc., il en résulte que
la transformation W est, au sens de M. Fréchet, la différentielle de
la transformation V (”'”).

Remarque. — Les conclusions précédentes subsistent encore
lorsqu’on remplace l(s) par la fonction l(t); cette remarque nous
sera bientôt utile.

Lorsque l’un des paramètresa ou b (ou les deux à la fois) augmente
indéfiniment, les inégalités précédentes cessent d’être valables. Mais
il suffirait de retoucher légèrement notre exposition pour établir 
‘ (…) Rappelons la définition de la différentielle au sens de M. Fréchet.
Étant donné un espace linéaire, normé, complet E, envisàgeons une transfor-
mation a/=F(æ) opérant dans cet espace. Nous dirons que F(æ) possède au
point x = a une différentielle de M. Fréchet si l’on peut écrire

F(æ)=F(a)+dF(æ—a)+R(æ—a)

où la transformation dF(æ—a) est linéaire et homogène par rapport à son
argument et où la transformation R(æ — a) vérifie la condition

x-->0 ll x _ all
Revenant à la transformation W, nous avons déjà noté qu’elle est linéaire et
homogène par rapport aux arguments ôl(s), A‘F[l(s)], ôa, ôb, A0: et AÇ3;
l‘inégalité du texte permet alors de conclure.



258 - JULIEN KRAVTCHENKO.

l’existence et la continuitécomplète de W pour a :_œ(ou b = 00).
On peut, du reste, vérifier rapidement ce point essentiel au moyen du
raisonnement direct que voici.

D’après la définition même de V, ou peut écrire, en utilisant la
variable auxiliaire t(Z), 

7t|a|b

l(ei'l !+ I t t 'L(t)—”“ "l'2f ()__T…___T_O__dtl [_Igl/gt(els)]’
_1

<

,
'

formule dans laquelle le facteur q;. + % a été défini au moyen de
l’équation (3.19). On a vu que :

“l‘! + %
la !

0
lorsque ceux—ci sont bornés;

2° la fonction T(t’) est hôlderiennepour —1_S_l’î1 sauf pour l’: t,;
3° 8T(t’) est hôlderienne dans le même intervalle et présente

pour t’: t(, un pôle simple;
4° ‘o’t(e“) est une fonction analytique de s pour oîsâ 11;
5° les résultats précédents subsistentpour a = —— oo , ou pour b = 00

oupoura=— oo etb= œ.

 1° le quotient est une fonction bornée des paramètres en et @

De l’ensemble de ces faits, ou entraîne l’existence et la continuité
de 8L(s) pour les valeurs infinies de a et de b. 0. Q. F. D.

Pour achever, il nous reste à différentier les fonctionnelles
D.-[l(s), 1I"(l), oc, @, a, b], i=1, 2 [cf. le paragraphe 25 et notam-
ment (3.21)].

On trouve, pour la partie principale A2 de DT_,— D., l’expression
(&.36) A2{l(s), lF[l(s)], a, B, a, b, ôl(s), A‘F(l), Acc, AÇ3, du, 60}

=—fq[cosfl(X, o)ôQ(X, o) df(X, o)+ sin SZ(X, o) dôf(X, o)]

+ îËQ'(q)ôq+ô%

en utilisant (2 . 9) et les développements limités
Q(Z)=Q’(q)(Z—q)+.… et ôQ(Z)=—Q’(q)ôq+.…

valables dans le voisinage de Z = q. On vérifie aisément que l’élément
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différentiel de l’intégrale (4. 36) est fini pour Z = q; d’après (3 . 2i’)
et (“Z. 9) la partie principale de cet élément est égale, en effet, à

652(X, o)df(X, o) +Q(X, o)dôf(X, o) :_ îŸ':__Ë—)at,+ ..

On trouverait, pour la partie principale A. de D:— D., une
expression tout analogue.

Nous 11 ’expliciterons pas l’expression (4.36) de A2 en y rempla—

çant SQ, df et d8f par leurs valeurs (4.5) et (4.13). Nous nous
contenterons de faire remarquer que cette opération permettrait de
définir A2 comme une fonctionnelle complètement continue des argu—

ments l(s), ‘F(l), a, B, Ël(s), A‘F(l), Act, AQ, 3a et Bb, linéaire et
homogènepar rapport aux six dernie1sd’entre eux. Les raisonnements
développés à propos de la transformation W, raisonnements qui se

simplifient du fait de l’analyticitédeo Q(Z) pour Z réel ,permettraient
d’établir que la transformation A2 définie par (4.36) est la difiéren—
tielle, au sens de M. Fréchet, de la transformation Da, toutes les fois
que le paramètre a est fini, on a vu, en effet, que moyennant cette
hypothèse % et, par suite 0%, sont finis (cf. @ 27 ):, ob, d’autre part,
n’intervient dans oD_ que par l’intermédiaire de dj et def, expres-
sions qui sont régulièrespour a._— — oo.

Problème de la proue. — D’après ce que nous avons vu au para-
graphe 25, le problèmede la proue fait intervenir, outre V, D, etDg,
les fonctionnelles P, et P2 que nous allons maintenant différentier.

Il vient, en différentiant (1.51’), et en tenant compte de l’équation
d20(v,fl) .09(V,(I)

dv‘2 =_47’ dlogq
que vérifie 6(v, q),

(1.37) 69’<1>=-,—‘;.[ !W‘[l(o)]—3‘F[l(s>]l °Ï.°° ds
0

Ôlogq 0(V0)9'”(V0)—0'(Vo)e”(Vol
47:“ 02("o)

ôl 2
‘n 06,6,” //2_ ._, …)_ /2 Il

——;’."f {‘F[l(o)]—‘FU(8)H[2 “”
0.°°

” ’ ds
0

I 6(V0)6”(V0)_0,2(V0)ôso
2TC' 02 (Vo)

Jour-n. de Math., tome XX. —— Faso. 3, 1941. 33
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Dans cette formule les symboles 6, 0’, etc. désignent les fonc—
tions 0(v, q) et leurs dérivées par rapport à la variable «2:

-2in
et où

8l’ona osév =—°-P ° 211:

La première intégrale du second membre de (4.37) a un sens; en
effet, son élément différentiel se comporte comme si…—9 dans le voi-
sinage de s = 0 puisque 0 l y possède un zéro d’ordre deux alors" 2TE ’
que 8‘F[l(s)] y vérifie l’inégalité (4.3”); or, y. étant par hypothèse
une constante comprise entre

à
et 1, 2— 2p. est inférieur à 1; cela

justifie notre assertion (‘ l"’).
Un raisonnement analogue au précédent s’applique aussi à la

dernière intégrale du second membre de (4.37); dans le voisinage
de s=o le premier facteur de son élément différentiel se comporte

2qr(n;ne
s’ — puisque ‘F[l(s)] est lipschitzienne et que, d’autre part,

3 1

_ds— s annule pour s= () (cf. @ 13, remarque finale) — et le second
comme r’ puisque son numérateur y possède un zéro simple [la fonc—
tion 0(0) étant impaire].

Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier en détail que SQ’(1)
définie par (4. 37) est la différentielle au sens de M. Fréchet de Q’(I);
il suffira de former l’expression

|fl*<x> — 9’<u> f…… | { n ôl<s> “ + H A W[l<s>] H…+ |
ôq

: }*‘,
en utilisant les raisonnements développés pour W et de montrer
qu’elle tend vers zéro avec

|ôl(s)|, |A‘F[l(s)h… [du |, [db].
Nous nous contenterons de le vérifier pour le terme de 82Q’(1) qui,

d’après (4. 30) et (4. 37), s’écrit
" e'2_ Wà {se ‘F[l(o)] _ a= ‘F[l(s)]

;? ds.
0 

(…) C’est ici qu’apparaît la nécessité des restrictions que nous avons dû
imposer à l’obstacle dès le début de ce Chapitre et qu’il ne semble pas possible
d’écarter sans que la formule (4.37) cesse d’avoir un sens. Or, les raisonnements
de M. Leray, dont nous allons nous servir dans la discussion d’unicité, reposent
essentiellementsur l’hypothèse d’existence de 6 SZ’(—— 1) et de ô$2’( I).
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Or, 3“F(s)] vérifie l’inégalité (4.32) dans laquelle, comme on l’a
fait remarquer, on peut remplacer la variable : par t; compte tenu
de (4. 3”), il en résulte que le moduledu terme envisagéest inférieur à

!“ ds
21—

0
sl PvP'

? _" \ ' ‘ - . ‘c esta-due, afortzorz, a

Ki ” 5 [(S) II + llAwll(s)llli,n+lôq
| }1+…1_p.

K{ Il ôl(s) (| + |: AW{1(S>] |… }1+…,_P. ’
  

puisque l’intégrale du second membre est bornée en vertu du choix
même de 9; on a, en effet, 2,u…pê 1 . Cette remarque justifie notre
assertion.

Nous laissons également au lecteur le soin de vérifier que l’expres-
sion (4. 37) de BQ’(1) peut aussi s’obtenir en dérivant par rapport à Z
l’expression (4. 5) de 8Q(Z), après avoir rendu celle—ci valable jusqu’à
la frontière [Z |: l du domaine d.

Nous remarquerons enfin, que la formule (4.37) est valable
pour a = — co et b : oo ; la fonctionnelle 89’( 1) ne dépend, en effet,
de ces paramètres que par l’intermédiairede q(a, b). L’ensemble des
conclusions qui précèdent s’étend sans difficulté à ËQ’(— 1).

Remarque. — Au cours de ce paragraphe, nous avons considéré
deux symboles de difiérentiation (% et 3; il importe de noter qu’ils
sont permutables; cela résulte sans difficulté de leur définitionmême.
En particulier, on a

däf(Z) ___3dflZ). d£2_ d
—dZ dZ > añ _ d_ZaQ(Z),

relations que nous avons déjà utilisées au cours de ce Chapitre.

52. EQUATlONS AUX VARIATIONS DU PROBLÈME DU SILLAGE. PROBLÈME D’UN!—

cm‘:. — Considérons dans le plan z une configuration des parois
rigides définies au moyen des éléments ‘F(l), a, 5, d. et (12; nous avons
vu (c]. ê28)qu’il existe au moins un élémentæ= a: l(s), E-i—_Ï’ !; l 1

de l’espace E{o, Tt, s, a, b) vérifiant les équations (3. 37) du problème
du sillage posé pour cette configuration. Les fonctionnelles qui
figurent aux seconds membres de (3.37) possèdent (c]. @ 51) les
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différentielles de Fréchet puisque 1F(l) est un élément de E(oc, @, l, tt);
le système des équations aux variations de (3.37), ou de l’équation
unique équivalente (3. 38), s’écrira, d’après (4. 24’) et (4.36),

/ 6 [(s) =W[l(s), lF(l), oc, @, a, I), 0“ l(s), A‘F(l), Acc, AQ, ôa, db],
\ / 1 r 1 \ … -

(h.—38) Ôkb——Î)=ô<îE—î>+ç{Adl—A1[l(s),‘F(l),a,fi,a,b,ol(s),A@(l),Ad,Afi,ôd,ôblb  a<üjf|):a<üL{>+E{AdË_A2[ztsbqf(z,)a,@,a,b,az(s),AW(1),Aa,Ap,aa,ab]},
où l(s), a, !) désignent, répétons—le, les solutions de (3.37),A‘F(1),
Acc, AB, Ad4 et Ad2 les variations des données et dont les éléments 8 l(s),
3a et % sont les inconnues (“‘”).

Afin de conserver au système (4. 38) un sens pour les valeurs
infinies de d, , ci,, a et b, nous le transcrirons sous la forme équivalente

ôl(s)=W,
“ I _ I Adi 1

(t.38/) °<b—l)—ô(b—u>+’<Îï_î)—ï>
.

I __ I AdQ Ag
\ô<a+l)_ô<a—i>+J<ÎÈZ—ñä>’

où nous avons omis, pour abréger, d’expliciter les arguments des
fonctionnelles du second membre. Pareillement, aux inconnues 8a
et 8b et aux paramètres d. et (12, nous substituerons les éléments

da db 1

(a+1)*’ (b+1fi’ _(Î,

    
 et respectivement. Les facteurs ,I

de
, , - - ôa _etant numer1ques, l’ensemble des inconnues Bl(s), W et

a + :
6!)

(b — I)
. _ ôb " ° ’ ' r r

,) _ 1)’ peut etre con51dere comme un element(
da 61)

],ôæ=ôx[ô
l(s), (_a+—l)ë’ (—le)g 

(…) Précisons, pour éviter toute confusion, que les définitions des éléments
A‘F(l), Act, AB, Ad1 et AdQ, utilisées dans le texte, coïncident avec celles
données par le système (L2); ces éléments sont donc donnés lorsqu’on déforme
la configuration des éléments rigides d’une manière connue. Dans ce cas, les
éléments l(s), a, () correspondants subissent des accroissements l*(s) —— [(s)—,

a* —— a, b* —— I) dont les parties principales 6 l(s), ôa, ôb sont définies par (h.38);
cela montre que les inconnues du système (&.38) sont des différentielles
équivalentes, mais non identiques, aux différentiellesdéfinies par (&.2).
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de l’espace E(o, n, s, a, b). Dans ces conditions, les fonctionnelles
qui figurent aux seconds membres des équations du système (4.38),
seront,compte tenu de ce que nous avons vu au précédentparagraphe,
linéaires par rapport aux arguments A‘F(l), A0t, AB, A(â;>, A<âî_,)’

da (31)
_

…+ > (“b—:_)
l’ensemble de ces fonctionnelles définit donc une transformation
opérant dans l’espace E(o, a, s, a, b), complètement continue rela-
tivement à tous ses arguments et notamment à l’argument

et aussi par rapport aux nouvelles inconnues 
\\

'
da 31)ôx=ox

_ô
[(8), …) (Î:I_)i],

y compris pour les valeurs infinies des paramètres a, b, d, et d,. Il
suit de là que le système (4.38’) est équivalent à une équation
unique du type de Fredholm

(4.39) 3æ=d5 [ôæ,
x, Il…), a, e, à, —‘;,

A‘F(l), Aa, Ap, A(â), A(è>}
où le symbole d5 désigne une fonctionnelle linéaire en 833; d’après
ce que nous avons vu, dË(Sx, a:) peut alors être envisagée comme la
différentielle de Fréchet de la transformation fî(æ) figurant au
second membre de (3 . 38).

Cela étant, supposons que l’équation (4.39) admette une solution
unique; la théorie des équations fonctionnelles de MM. Leray et
Schauder permet alors d’énoncer les résultats suivants (”‘") (ej. pour
les notations le paragraphe 28) :

b — 1

solution isolée du système (3 . 37), où de l’équation équivalente (3 . 38)
dont (4.39) est l’équation aux variations; à l’intérieur de (» l’équa—

1° l’élément x=æ[l(s),à,L] de E(o, r., s, a, b) est une 
(…) Nous allons rappeler brièvement le sens de certaines locutions dont nous

aurons à faire usage. En reprenant les notations du paragraphe 28, nous
appellerons E un espace abstrait, linéaire, normé complet; (» un ensemble
ouvert, borné de E et m’ la frontière de w; a et a: des points intérieurs de w;
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tion (3.38) ne peut donc avoir qu’un nombre fini de solutions cv,,
x,,x,, . . .,æ,,;

2° lorsque les accroissements AW(l), Acc, AB, A<âl), A(â> sont
petits en valeur absolue, il existe au moins une solution

$” :$“ —l'(s), —_l—(a
1

+1)’ l)“—1_ 
F(x) une transformation complètement continue, définie sur E et qui fournit
des éléments de 15.

Cela étant, posons
_y=®(æ) =x— F(x).

L’élément (4 étant une solution de l’équationy: 0, on aura

a — F(a) =d>(a): o.

Admettons alors qu’il existe un nombre positif, non nul, pjouissant de la
propriété suivante : :::: a est la seule solution de l’équation fonctionnelle

®(l‘) : o,
intérieure à l’hypersphère

H x — a Il â P-

Nous dirons, dans ce cas, que w=a est une solution isolée de l’équation
considérée. Soit alors l’hypersphère S(0) définie, dans E, par l’équation

llx—ŒHÊÜP (059ê1);

l’hypothèse précédente étant remplie, le degré d=d[®, S(0), 0] (cf. @
28)

existera et sera indépendant de 0 ; en passant à la limite 0 —> 0, nous appellerons
indice topologique [[Œ, a] de Œ(æ) au point ale nombre entier (' ainsi défini;
il est essentiel de noter que cette définition de i[®, a] perd toute signification
lorsque la solution a: = a de ‘D(x) : 0 n’est pas isolée.

Supposons maintenant que l’équation Œ(æ) : o n’admette dans (» qu’un
nombre fini de solutions isolées æ=a,- (j=1, 2, ..., n) intérieures à ce

(donc étrangère à sa frontière m’); dans ce cas, on peut définir n entiers tels
que i[®, a,]; on démontre ensuite la relation

d[d>,œ, 0]=2 i[d>,a,—].
j=l

L’égalité précédente fait donc connaître une relation entre les [[Œ, a,—], d’une



REPRÊSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. 265

du problème du sillage posé pour la configuration des parois rigides
(voisine de la configuration initiale) définie par

‘F*(l)=‘F(l)+A‘FU), a*=a +Aa, @'=@ + ap,
] __ I A I —I——L+A 1

Zïf—Æ+ âl)’ d;“‘d, 31)’

qui est voisine de x:æ[l(s), a_—l—1’ Ê_I_—I];
il y a plus : la solution 8x 

part, et le nombre d[a:—— F(æ), (.), o], égal à l’indice total des solutions de
l’équation fonctionnelle
(I) æ=F(Œ),

sur l’ensemble œ (cf. @
28), d’autre part.

Un critère d’unicité résulte de cette remarque. Admettons que l’on ait réussi,
à établir a priori et relativement à l’équation (l) les propriétés suivantes :

1° L’équation (l) n’admet dans ou qu’un nombre fini de solutions isolées
a,- (j=1, z, ..., n). On peut donc définir l’indice i[®, a,—] de chacune d’elles.

2° L’indice i(®, a,), de chacune de ces solutions vaut + I.
3° L’indice total d des solutions de l’équatiou (1) dans ce est égal 'a + I.

Le théorème rappelé ci-dessus permet dés lors d’écrire

d=2i[®,a,—]=n=1.
i=1

Cette égalité entraîne _] : 1; elle exprime donc que l’équation (1) ne possède
dans ce qu’une seule solution.

Du point de vue de la discussion d’unicité, il y a donc grand intérêt à savoir
former des conditions suffisantes pour qu’une solution éventuelle w: a
(intérieure à m) de l’équation (I) soit isolée et, dans l’affirmative, à savoir
déterminer l’indice i[CD, a] d’une telle solution. Dans cet ordre d’idée nous
utiliserons le résultat suivant, établi par MM. Leray et Schauder à la suite des
travaux de M. F. Riesz.

Si la transformati0nF(æ) admet dans le voisinage de la solution a: = a de (1)
une différentielle de Fréchet dF(æ—a) (celle—ci étant, rappellons-le, une
fonctionnelle linéaire et homogène), complètementcontinue et telle que la seule
solution de l’équation linéaire auxiliaire [(équation aux variations de (I)]
(Il) (æ—a)—dF(æ—a)=o,
soit a: = a, on peut affirmer : 1° que la solution a: =a de (I) est isolée, ce qui
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de (4. 39) est la partie principale de la différence (æ*—x) de x avec
l’une quelconquede ces solutions voisines;

3° l’indice topologique i[8æ — d 5(8æ, w), 850] de la solution 8.1: de
(4.39), supposée unique, est égal à celui de la solution a: de (3.38)
correspondante;

4° l’indice total d[æ — F(æ), (n, 0] des solutions de (3.38) dans ce

est égal à la somme des indices de chacune de ces solutions cc,-:, d’après
l’alinéa précédent, on peut en déduire

(h.40) d[æ—5(æ),œ, o]]=Zi[æ— ‘T'(æ), w, ]'[=Zt[ôæ—dä(ôæ,æ,),ôæ].

Or, le premier membre de cette relation est égal à + 1 (cf. @ 28).
Dès lors, les critères d’unicité pour l’équation (3.38) résulteront

de la confrontationde deux points suivants :

Former les catégories d’obstacles auxquels s’appliquent
l’ensemble des résultats précédents. D’après ce que nous avons vu,
la théorie de MM. Leray et Schauder sera valable pour un obstacle
donné lorsque l’équation aux variations (4.39) correspondante ne 
entraîne l’existence de l’indice i[0, a]; 2° que l’indice i[‘D, a] est égal à l’indice
en a de la transformation linéaire æ— a— dF(æ — a) au point considéré a.

Supposons, dès lors, que dF(æ) existe en chaque point de w et y vérifie les
conditions de régularité que l’énoncé précédent lui impose. D’après la première
partie de ce théorème, toutes les solutions de (I), intérieures à m, sont dans ce
cas isolées; elles sont donc en nombre fini; sinon elles admettraient dans ce au
moins un point d’accumulation (le raisonnement de Bolzano—\Veierstrassreste,
en effet, valable dans un espace complet) et l’une, au moins, d’entre elles ne
serait pas isolée, contrairement à l’hypothèse. D’un autre côté, la deuxième
partie de l’énoncé nous permet de réduire la détermination de l’indice i[d>, a]
d’une solution éventuelle æ'=a de (l) à la détermination de l’indice æ=a
d’une transformation linéaire, plus simple, que la transformation donnée. Ainsi,
dans le cas envisagé [existence et régularité de dF(æ) sur en] le problème
d’unicité revient à discuter le nombre des solutions de l’équation aux varia-
tions (II), de montrer que æ=a en est l’unique solution et à en déte1miner
enfin 1’ indice.

_Ces remarques justifient les raisonnementsdu texte.
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possède qu’une seule solution. L’alinéa 2° permet de donner à ce
critère d’applicabilité une forme plus pratique. Les solutions éven—
tuelles 8.1: de l’équation linéaire (4.39) varient, en effet, continûment
lorsque les variationsA‘P‘(l), Acc, AB, Ad, et Ad2 des données tendent
vers zéro.

L’indice de la solution 8.1: de (4.39) reste constant au cours de
cette transformation des données. Il suffira, dès lors, de vérifier que
l’équation homogène en 3.1:

I I
2

(4.41) ôæ=d3“ dac, æ, ‘F(l), a, @, —«, —-, o, o, o, o, o ,
di d

n’a pas d’autre solution que 8æ = o.

b. Déterminer l’indice i[ 850 — dâfl'(8æ, a:), o]
‘
d’une solution

éventuelle de l’équation (4.39) correspondante à un obstacle de
l’espèce visée au précédentalinéa.

Supposons que cet indice soit égal à + 1; l’équation (4.40) prouve
qu’alors n=1, puisque son premier membre vaut +1; cela veut
dire que l’équation (3.38) n’admet qu’une seule solution; nous avons
donc bien un critère d’unicité.

Nous allons, maintenant, traiter les problèmes posés par les
alinéas a et b. '

Problème de M. Weinstein. — Nous nous proposons, en utilisant
une idée dont M. Weinstein s’est servi avec grand succès dans ses
travaux sur les jets liquides, de ramener l’étude de l’équation (4. 39)
à celle d’un problème mixte aux limites de la théorie des fonctions
harmoniques.

Reprenons les deux groupes d’éléments voisins du plan 7. définies
par (4.2). Nous rappellerons que les symboles _3Q(Z) et 8f(Z),
définis par (4.5), (4. 13) et (4. 15) désignent les parties principales
des variations que subissentQ(Z) et f(Z) en un point fixe Z du plan
de la demi-couronne d. Il en résulte que la partie principale È_z(Z)
de la variation que subit en ce point la fonction z(Z) s’obtient en
différentiant (l . 14); il vient

dôf(Z)d8 2(11.42) , __îz£_) WTd :i3Q(Z)+
low-z. cl: lI,L£'t., tune XX. — Faso. 3, 1941. 34
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Cela étant, posons (“”)
(!..43) flZ)=a+ifi=ô/(Z)—_fjaz(Z),

La fonction y(Z) ainsi définie fournit, en fonction de Z, la partie
principale de la variation qui subit le potentiel complexe f en un
point fixe 2 du plan du mouvement. Pour le vérifier, il suffit de
différencier la fonction f=f[z(Z)]; il vient

Ôf(Z)=Y—l— %£Ô’z(Z).

En éliminant 82 entre (4.42) et (4.43) on trouve la relation
entre 7, 89 et 8f d d_z dôf

(y——ôf)]+ d—f=—iôQ;   
compte tenu de (1 . 14), cette relation s’écrit

d(MA)
d—fÏ+ id—f(y—— ôf)= —1852,

en regardantf comme variable indépendante, ou encore

(ü-44’) jä+a—Qî(y —=ôf) _ 169%,

dfen multipliant les deux membres de (3.44) par â» ou encore, sous

forme finie ou la variable indépendante n’est pas mise en évidence,

(&.45) 7=ie—igîfeig[ôfdfl—39df]}.
(les différentes formules prouvent que y(Z) est une fonction analy—

tique et régulière de Z pour qê| Z] < 1 sauf, peut-être, pour Z = Z,,
Z=iq. D’autre part, les fonctions Sfl(e"‘) et d—QÎ(Ës—) étant hôlde- 

(…) Nous avons respecté les notations de M. Weinstein, mais nous devons
mettre le lecteur en garde contre la confusion possible entre les fonctions et et @

définies par (15.43), d’une part, et les paramètresoz et (5, abscisses curvilignes des
extrémités B et C de l’obstacle, d’autre part.
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riennes pour 0 < s < so, so< 3 < 11, il en résulte que les coefficients
de l’équationlinéaire(4 . 44’) le sont aussi tout le long du cercle

|
Z |

= 1 ,

sauf, peut—être pour Z: Z,; par suite, la solution y(Z) de (4. /44’) est

aussi hôlderienne, en même temps que sa dérivée dY(LZ
’ ,pourq<Z<1

sauf, peut—être pour Z : Z… Z :$ 1, Z =i q et Zd——_ Z,.
Nous nous proposons maintenant de faire connaitre les conditions

limites que vérifie la fonction analytique y(Z) [cf. (4. 43)], définie
dans d lorsque les accroissements A ‘! (l), Aa ,AAB,(d)eet A(â> sont
supposés donnés; nous verrons : 1° que ces conditions frontières
déterminent y(Z); 2° que la détermination de y(Z) à partir de ces
données équivaut à la résolution de l’équation (4. 39).

1° Conditions le long du cercle Z = e“ (o g 3 ; Tt). — ÉliminonsT.,(e“')
entre (1.33”) et la première équation (4.38), il vient, compte tenu
des équations de définition (4. 23) et (4. 24’) de W

dô__l(s) _d__ä__f(efi
.il—(”‘s —

df(e——f?)
“’T<eis)°

Cela permet d’écrire, en utilisant la définition même de oQ(Z) et la
formule (4. 3),

ag(eis)= ‘F’(l)ôl+ A‘F(l) + zdô—_f dôl
dj ”_“dl '

Portons la valeur de 8Q(e”) ainsi obtenue dans (4.42) et servons—
nous de la relation

dz : e‘w dl,

valable le long de l’obstacle; il vient, en intégrant,

ôz(e"—“): eiT(iôld‘F+ dôl) + zfeiwA‘F(l)dl
OU encore

ôz(e"—‘): e‘wôl+ Az(l),

en désignant par Az(l) la variation qui subit l’affixe z(l) du point
de l’obstacle d’abscisse curviligne [. La constante d’intégration a été
choisie ici de manière que 82 s’annule avec 81 et Az(l); y, 82 et 39 se
correspondront alors biunivoquement.

Portons maintenant la valeur de ’o‘z(e”) ainsi obtenue dans (4.43)
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et tenons compte des égalités
Q(e"‘)=‘F—n+iT pour oâsês.

et
Q(e"$)=‘F+iT pour sogsgn;

on obtient la relation suivante, valable le long de l’obstacle

(Æ.46) y(e”) =je…"’ 8 [(s) — e‘ineù) A z(l) + ôf (j = l + I pour
ugsgso>_{— 1 pour sogsgn

Comme 8f(e”) est réel, on en tire, en séparant le réel de l’imaginaire
dans la formule précédente et en tenant compte de (4. 43),
(ll—[|ôl) @(gÏ-‘)=— lmag-Le_iglcii’Az(l)l'

Ainsi, la fonction harmonique @ prend des valeurs connues le long
de Z = 6“, lorsque l’obstacle subit une variation donnée.

2° Étude du voisinage du point Z = 1. — Nous venons de voir que
la fonction y(Z) est hôlderienne dans le voisinage du point Z = 1;
d’après (4.46) on peut donc écrire le développement limité
(15.47) y-ôf=Aa+e—W'«>Az(a)+s(Z-x),
où e(Z — I) désigne une fonction hôlderienne, nulle avec (Z — 1).

Nous nous proposonsd’approfondir l’étude de y(f) dans le voisinage
considéré; à cet effet portons la valeur de y — 8f ainsi obtenue
dans (4.44’); % étant nul pour Z = 1 [cf. (1. 10’)], il vient

%=—isz'(1)[Aa+e—f‘F<a>Az(a)]+s(z_l),

le premiermembredésignant encore une fonctionhôlderienne. Comme

[+flL:
[ceci en vertu de l’égalité Z—â)

:
OJ

la relation précédente permet
Z=1

de former pour le premiermembre de (4 . 47) le développement llm1té

Y(Z) — ôf<Z> =Y(l) — 6f(1)+[(î_ä>z=.+s<z — x)] <Z— [>: [Act + e—îwtŒ)Az(az)] l 1 —— iQ’(1) (Z — 1)[1 + s(Z— 1)];.
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D’un autre côté, la fonction SQ(Z) est hôlderienne et de partie
principale réelle dans le voisinage du point Z=I; on peut donc y
écrire

Q(Z): ‘P”(oc) Aa + A‘F(a) + e(Z —— 1).

Portons alors dans la formule (4.44) les valeurs de (y—3f) et
de SQ(Z) que nous venons de trouver et remplaçons-y

d_f
par son

développementlimité (l . 36), il vient (”“)
(1.48)

Ë—}—
[Aa+e—f‘F*“)Az<a>i iW'<a>-‘ÎÊÛÊÎÏ—[SÏ(&”Ë<Z+1>l

— i[‘F’(a)Aa + A‘F(a)] +E(Z —1).

 
C’est la relation que nous voulions établir; pour Z =-— 1 on obtien-
drait, évidemment,un développement tout analogue.

3° Étude du voisinagedu pointZ=Z… — Les développements(2. 10)—

où ce doit être pris égal à
;-

puisque l’obstacle étudié est à tangente

continue — (4. 12’), (4. 16) et (4. 16’) permettentd’écrire l’égalité

(1.49) %8f—d_fZdasz=sçz
_zo),

où e(Z—ZO) a la même signification qu’au précédent alinéa. D’un
autre côté, il vient, d’après (1 . 23) et (l . 27),

e…): K<Z,) 
Lo

la fonction K(Z) étant hôlderienne pour Z = Zo; en combinant ces
deux résultats avec (4. 49), on voit que

fe19\zlôfdQ—ôgdfl—f——’ZZ°K(Z)dZ

d’après le théorèmede Fatou et Priwaloff le second membre appartient
à l’espace HF(Z) pour Z: Z., puisque la fonction s(Z —— Zu) appar- 

(163) Dans la formule (1.36) le terme complémentaireyn_,(Z — 1) doit être
remplacé par une fonction s(Z——1); cela résulte, en effet, des hypothèses de
régularité faites au début de ce paragraphe.
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tient à cet espace et qu’elle est nulle pour Z=Z… Or, le premier
membre de l’égalité précédente est égal à —ieifly[cf. (4.45)]; il en
résulte que la fonction y(Z) (Z —- Z0)“‘ et, par suite, y(Z)?; [cf. (2. 1 o)] 
sont hôlderiennes dans le voisinage de Z: Z…

Cela étant, observons que l’équation (4. 44') peut s’écrire
dy_. dn df .,dQ

D’après ce que nous venons de voir, chacun des termes du
second membre de l’égalité précédente est hôlderien [cf. (4.49)] . . d Z , . . . .pour Z: Z.,; Il s’ensuit que îi(Z

’ verifie dans le v01smage du pomt

de bifurcation une condition de Holder; la dérivée d—Yd(:ï2 y existe
donc et appartient à l’espace Hp(s).

Remarquons enfin que la quantité Y(e"‘°) est nulle; cela résulte, en
effet, de ce que T(e“°)=-œ et 8f(e"“°)=o [cf. (4.16)]; l’équation
de définition (4.46) de Y(e”°) permet enfin de conclure.

4° Conditions le long de l’axe réel Y .= 0 du plan Z. — On a vu que
les fonctions

CZ,—ÿ,
852 et ’o‘f sont holomorphes et réelles pour Z réel,

sauf pour Z=il, Z=iq; y(X, 0) est donc holomorphe pour
— 1 < X <—q et q < X < 1. Cela étant, séparons le réel de l’ima-
ginaire dans (4.44); en tenant compte de (4.43), on obtient la
relation

doc d£2 d@

valable sur les portions rectilignes de la frontière du domaine d.

Désignons alors par ; la normale à cette frontière orientée vers
l’intérieur de d et utilisons les relations classiques entre les dérivées
des fonctions harmoniques conjuguées prises suivant deux directions
orthogonales; l’égalité précédente se transforme alors en la condition

ldB___d'_P {—1<—X<—q,
(h—.50') ËÆ—dn pour

l q<X<1.
5° Conditions le long du demi—cercle Z = qui—”(o ; s ; T:). — Nous
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avons vu que les fonctions 3f, % et SQ sont holomorphespour
| Z[ = q

sauf pour Z =:t q et Z = Z.; 7 est donc holomorphe sur la portion
considérée de la frontière, les voisinages de ces points, peut-être,
exceptés. Séparonsalors le réel de l’imaginaire dans l’équation (4.44’)
supposéeécrite avec la variable s(Z = q a“), il vient

dfi(qe“) _dT(qe’)
ds
 d ..[ô<qeù>—ô@<qeü>]=—WW…) ËÇ<qelw,

après avoir posé
ôf= ô<p+iôtl:, ôQ=ô@—t—iôT.

En remplaçant dans l’égalité précédente 3®(q e“) et 3$(q e“) par leurs  valeurs tirées de (4. 5) et (4. 18) [€ ®(q e”) = —— dfla%ü %] - on obtient
l’éequation différentielle linéaire

dfiÎÂe”’ —"TÉÏ
"’[@<qew>— … = 0 pour s,<s < m

dfiîÂeü’ dTîî"”[@<qeÜ>+ô%]= pour o<s<su

qui définit B(q els); en intégrant, on trouve
'@(qe“)= ô@,—k,eïl7eùl pour sl<s<7r,

5.5 .( ’) 5(qei")=—ô%—keeïwwl pour o<s<5,,
où lc, et lc2 désignent des constantes réelles dont nous allons préciser
les valeurs.

6° Voisinages des points Z=î q. -——— Portons dans (4. 45) le déve—
loppement (4 . 1 7) ainsi que les suivants :

Q(Z)=9'(_q)(Z+q)+…, ôQ(Z)=Q’(—q)ôq+.…,
il vient

26411 , . ,. ..Y(Z) : ÎQ (— q)flog(Z+q)dZ + const.+ senc ent1ere en (Z+ q).

Cela montre que y(Z) est continue dans le voisinage du point
=—— q (ou Z = q); en particulier, les valeurs de B(X, Y) calculées

le long de Y=o et le long de iZl=q tendront vers une limite
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commune lorsqu’on atteint le point Z = — g, en suivant l’un ou l’autre
de ces chemins. Or, d’une part, on a, d’après (4.51),

lim(3(q c’“) : ôLlJl
—— Ir,

s—>7T

et, d’autre part, on trouve, en séparant le réel de l’imaginaire dans
la formule (4. 43), où l’on a posé au préalable Z = X(— 1 < X < q),

lim fi(X, o) =— ôy,.
X:—t]

Le symbole By, désigne la variation subie par le paramètrey. défini
par (l .33’).

En égalant les deux expremières de B(—q, 0) ainsi obtenues, on
aboutit à la condition

ki: ô$1+ ay1

ou encore, en tenant compte de (1.33), (3. 21) et (4.36),
(t.52) k,=Ad,=A,.
D’une manière toute analogue, on trouverait
(ù.52') [Q:—AdQ.

7° Voisinage du point Z=Z.. — Les fonctions Q’(Z)Zet ËQ(Z)
sontholomorphes pourZ= Z, ; par contre les fonctions df(£Z

) etoof(Z)
possèdenten ce point un pôle simple [cf. (4. 20)]; la formule(4.45)
montre alors que y(Z) présente, pour Z: Z,, une singularité loga-
rithmique
(1.53) 1<Z>=— fiÏP1—,Ë—%—)[9’(Zl)ôzl + …z,>]1og<z_ Z.)

 
+ fonction continue.

La nature de la discontinuité de B(q e”) pour s_-— s, [Cf. (4. 51), (4. 52)
et (4. 52’)] laissait d’ailleurs prévoir ce résultat.

Remarque. — Les conclusions précédentes doivent être légèrement
modifiées lorsque l’une des parois, … pour fixer les idées, s’éloigne à
l’infini. Dans ce cas (cf. gg 14 et 27)1e paramètre s4 se réduit à zéro;
Z, se confond avec q et le point Z=q devient un point singulier
de y(Z). Portons alors, dans (4.45), les développements (4.22),
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(4.22’) et les suivants :

n<z>:sz'(q)(z—q)+…, ôQ(Z)=—Q’(q)ôq+…..

On trouvera ainsi, en désignant par a, et a2 des constantes qu’il est
inutile d’expliciter,

a1(Û-.53') '{(Z)=(Î_—_—q)— + a? log(Z — q) + fonction continue,

En résumé, les calculs précédents conduisent à la conclusion
suivante : envisageons, dans le plan 2, deux configurations voisines
caractériséesrespectivement au moyen des éléments ‘F(l), ac, 3, d1 , a’2

et ‘F’(l), cx", B’, dî, dg; soient
. 1 1 , * 1

'
1

æ=æ'lïl(8),m’ -b—_—I:l,
x*=æ [! (’s—),?ÜTI, F:],

les solutions voisines des problèmes du sillage correspondants, 8.7: la
partie principale de œ'—æ, solution de l’équation (4.39) [cf. aussi
(4.2)];1a donnée de ces éléments suffit à déterminer complètement
la fonction analytique y(Z) et réciproquement, la donnée de ‘F(l),
oc, B, (I,, d2, A‘F(l), Acc, AB, Ad… Aa'2 de a: et de y(Z) détermine la
solution 8.19 de (4.39). La première partie de cette affirmation est
évidente, puisque les seconds membres des équations de défini—
tion (4.43) et (4.45) de y sont définis justement à partir de 1I"(l),
a, (3, d,, (12, de leurs accroissements, de x et de 3:12. Réciproquement,
donnons—nous ‘F(l), at, ,8, d,, dg, leurs accroissements respectifs,

[ I l’élément x=x l(s), et la fonction y(Z). L’équa-a + 1
’ b —

tion (4.46) permet d’exprimer Êl(s) sous forme de fonction linéaire
da (\ . .

de y, ('a—+1)? et Îb———I_)2' Portons alors la valeur de ol(s) a1n51 obtenue
dans (4. 51); le second membre de cette formule sera linéaire

du ôb …,
_

, . .m et (Î—_I)2< ), d apres (4.52) et (4.52’) 11 en

sera de même des constantes If, et Ic2.

relativement à 
(…) Rappelons, en effet, que les paramètres tels que du]… 641,, qui figurent au

second membre de (4.46), supposé explicité, s’expriment sous forme linéaire et
du ôb___—_ et__ .(a + 1)2 (b —— r)2

Journ. de Math., tome XX. — Faso. 3, r941. 35

homogène de
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Ainsi, les seconds membres des équations (4 . 51)sont des fonctions
linéaires des différentielles ———ÊÏ_ et——————

Bb
(a + )" (b—

connus; comme par hypothèse, 3(qe”) est donné, on obtient, en
faisant 5:71 dans la première et s=o dans la seconde des équa-
tions (4. 51) un système résoluble de deux équations linéaires à deux
. ôa dbmconnues (à+—I)? et———{__—I)__ 1)!
ayant été ainsi déterminées en fonction de ‘F(l), 01, @, d., du, des
accroissements respectifs de ces éléments et de x, la condition (4.46)
fera connaître 81(s) en fonction des mêmes éléments. La résolution de
l’équation aux variations (4 . 39) équivaut donc bien àla détermination
de la fonction analytique y(Z) de M. \Veinstein.

Cela posé, résumons les conditions frontières imposées à la fonc—
tion y(Z) définie dans la demi-couronne d et holomorphe dans son
intérieur (“‘“) :

Fdont les coefficients sont

-Les valeurs de ces deux différentielles

1° y(e“) et dY(Ï
)

existent et vérifient une condition de Hôlder; 
on &

ï(ei‘°)=o;

d’après (4.46') la partie imaginaire {3(e“) de y(e“') est une donnée;
d - , - \ A '

2° —Ï, env15ageecomme fonction de Z, possede un pole ample aux
a'f

points Z=i1; dans le voisinage de chacun de ces points on peut
écrire [cf. (4. 48)] les développements respectifs

d_y__
mZ—

Z+I
d_f_ —î’+m+e(Z—1), d_f=nZ—

dans lesquels les symboles m, m', n et n’ désignent des constantes
complexes données;

3° le long de l’axe réel Y :=: o, Q(X, o) vérifie la condition (4. 50);

!+11’+s(Z——r), 
(…) Rappelons que nous considéreronscomme donnés les éléments WU), a,

[3. d., de et leurs accroissementsrespectifs; il en résulte que toutes les fonction-
nelles explicites de ces éléments doivent être regardées comme connues. Nous
regarderons aussi comme déterminé l’élément a: qui est solution du problème
du sillage posé pour la configuration donnée.
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4° la fonction y(qe”) est analytique, régulière dans chacun des
intervalles o<s<s,, s. <s< Tt, extrémités exclues; sur chacun
d’eux elle est définie à une constante additive près, a priori inconnue
(égale à — 8% sur le premier intervalle, à S&P, sur le second); y(Z) est
continue pour Z=iq lorsque les distances a', et (12 sont finies;
y(Z) présente pour Z : Z1 une singularité logarithmique tant
que Z.;£iq [c’est—à-dire tant que d,, d2;£ 00, of. (4.53)]; toute-
fois le coefficient du logarithme est une constante a priori inconnue.
La formule (4.54) précise la singularité de y(Z) lorsque d2= 00;
enfin, le cas d, = (la: ce a été déjà traité par M. Leray.

Nous appelleronsproblème de M. Weimtein le problème qui consiste
à déterminer la fonction y(Z) assujettie à vérifier l’ensemble des
conditions précédentes.

Remarque, —— Dans le cas du problème du sillage symétrique la
fonction B, nulle le long de la portion de l’axe des Y intérieure à d,
prendrait, par définition, des valeurs opposées aux points symétriques
relativementà cet axe.

55. LEMME DE M. K. FRIEDRICHS. — Pour discuter le problème de
M. Weinstein, nous aurons besoin d’un lemme très important, dû à
M. Friedrichs, que nous allons faire connaître.

I
ËÎ—Ë’ÎÎ

du sillage posé pour les données WU), a, B, (1. et dg; nous dirons que
cette solution vérifie l’hypothèse de M. Friedrichs lorsque, dans la
couronne d correspondante, on peut définir une fonction B(X, Y)
assujettie à vérifier les conditions suivantes :

Envisageons la solution æ=x [(s), d’un problème

1° B(X, Y) est positive dans son domaine de définition;
2° B(X, Y) possède dans son domaine de définition les dérivées

partielles de premier ordre hôlderiennes dans d et le long de ses fron-
tières;

3° B(X, Y) est surharmonique dans son domaine de définition;
cela veut dire qu’en tout point intérieur de ce domaine on a

(FB ô2BÊ+ ave
 

ll/\ 0;
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4° Le long des segments 12ÀÉ— q et qîXîl de l axe Y =o, on a

l dB_dT
B du _dÎ’

‘relation où T(X, Y) est la fonction de M. Villat construite a partir
des éléments 1F(l), l(s), a et 1).

Remarque. — Dans le cas du problème symétrique du sillage le
domaine de définition de B(X, Y) se réduit à la moitié Xîo, Y 20 de
la demi—couronne d; B(X, Y) vérifiera la relation (4. 50) le long du
segment qîXïr seulement.

Nous allons indiquer les catégories des profils qui vérifient l’hypo—
thèse de M. Friedrichs. Pour cela notons que la fonction Q(X, Y) de
M. Weinstein, correspondante à une déformation quelconque de la
configuration des éléments rigides, satisfait à toutes les conditions
imposées à B(X, Y) à l’exception de la première (""“). Dès lors, on
pourra prendre B: B toutes les fois que l’on saura définir une varia-
tion des données de manière que la fonction B(X, Y) correspondante
soit positive dans son domaine de définition et régulière pour Z: Z,,
Z=iq. Or, faisons en particulier, subir à l’ensemble obstacle-
parois une translation Az =const. Il est clair que les équations aux
variations des équations de M. Villat correspondantesadmettent les
solutions évidentes 'ôQ(Z)ZU, ôf(Z)=o.

D’après <4- 45) la fonction y(Z) correspondante sera égale à c‘“)…
à un facteurconstant près; ce dernier se détermine au moyen de (4 . 46);
on a donc
(&.54) y(Z)=—e—ÏQ‘Z‘A:.

La fonction y(Z) ainsi définie sera régulière pour Z : Z, et pour
Z =i q.

Cela posé, envisageons le cas du problème symétrique; d’après ce
que nous avons vu au paragraphe 28, il existe au moins une solution 

(“"“) Rappelons, toutefois, que @
est, en général, discontinue au point Z=Z1

où B doit être régulière et que les dérivées de B ne sont pas, en général,
régulières pour Z =i q.
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l ' ' r ‘ " r ' 'symetmque; celle-c1 ver1fie l 1negahte

X 2 o,—TCS®(X»Y)ÊO Pour Yêo.

Donnons alors à Az une valeur réelle et négative; (4. 54) montreque

ô(X:Y)=3TSÎDÛAZÈ_O Pour l :

Ainsi les solutions du problème symétriquedu sillage vérlfient toujours
l’hypothèse de Friedrichs.

Passons à l’examen du cas général. D’après les résultats du pré—
cédent paragraphe, y(Z) est continue dans le voisinage du point
Z: e"° et nulle en ce point; c’est ce qu’on vérifie directement
sur (4.54) en remarquant que T(e"‘°)=— oo. Toutefois la fonction
argy(Z) subit en ce point une discontinuité égale à a; elle varie entre
les valeurs extrêmes

argAz — ‘F[l(so)] et arg Az —— 1F[l(s0)]+ T:.

Il s’ensuit que, dans le voisinage de Z = Zo, argy(Z) ne pourra être
compris entre 0 et 7: que si arg Az: 1F[l(so)]; pour que {3 soit posi-
tive dans ci, il sera donc nécessaire de prendre

Az: -—
[
Az

]
eiwllîso’],

ce qui revient à faire subir à l’ensemble des éléments rigides une
translation parallèle à la tangente à l’obstacle au point de bifurcation.
D’après (4. 54), on a alors
(!..55) e<x,v>=eT|Az|gin{W[1(so)]—o(X,Y)}.

La fonction B(X, Y) ne peut donc être positive dans ci que moyen—
nant la double inégalité

oglr[1(so)] _ o<x, Y)5n,

qui sera satisfaite si
("-56) oê‘F[l(s@]—Œ(s)âu,

puisque ®(X, Y) atteint ses maximum et minimum sur [Z]: 1. Or,
les inégalités (4.56) sont sûrement satisfaites si l’obstacle vérifie la



280 JULIEN KRAV'I‘CHENKO.

condition suivante :

(h.57) ‘F[l(s@]—‘Fll(s)]êo pour s—soîo

(dans laquelle les signes supérieurs et inférieurs se correspondent
respectivement), car ‘F[l(s)] est compris entre 0 et ‘a.

Dans ce cas on peut donc prendre encore B(X, Y)=B(X, Y).
Une difficulté se présente toutefois. Le cas symétrique excepté, la
position du point de bifurcation sur l’obstacle est apriorz inconnue;
il sera donc impossible de décider, en général, si l’obstacle donné
vérifie ou non la condition précédente; mais celle—ci est sûrement
satisfaite lorsque ‘F(l) est une fonction décroissante de 1, c’est—à-dire
lorsque l’obstacle est convexe vers le courant. Nous pouvons donc
énoncer : les obstaclesconveæes vérifient l’hypothèse de Friedrichs.

Remarque. — Les inégalités (4. 55) sont, au contraire, toujours en
défaut lorsque
(h.57’) , ‘F[l(s@]—‘F[l(s)]äo pour s—soîo.

Dans ce cas, en effet, on a

lF[l(s@]—‘D[Z(s)]<o pour sogsgn,
lI“[l(so)] — Œ(s) =‘I“[l(s.,)] — lP'[l(s)] + ’n: >1r pour ogsgso,

Cela montre que la fonction [%
est négative le long de l’arc de |Z |

= :
appartenant à d. De plus, B change sûrement de signe à l’intérieur
de d, puisque B(i q, 0) est positive d’après (4. 55) et l’égalité
®(i- q, 0): 0 alors que y(Z) est, d’après (4.54) holomorphe dans
le voisinage des points Z=i q. En particulier, la condition (4. 57’)
est sûrement vérifiée lorsque l’obstacle est concave vers le courant;
dans ce cas l’hypothèse de Friedrichs n’est pas satisfaite.

‘Donnons-nous alors une configuration des éléments rigides vérifiant
l’hypothèse de Friedrichs; considérons une solution Ç(X, Y) du
problème de M. Weinstein correspondant à une déformation
quelconque des données [nous excluons, toutefois, le cas où Bserait
proportionnelleà la fonction B(X, Y) dont nous avons postulé l’exis—

tence]; nous appellerons A tout domaine d’un seul tenant en lesquels
les lignes d’équation B(X, Y)=o décomposent la demi—couronne d ;
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d’après cela, la frontière A’ d’un domaine A pourra comprendre, outre
des lignes ?: 0, des portions de la frontière de d. Cela étant, on a le
résultat suivant :

LEMME DE M. Farenmcus. — Toute frontière A’ qui ne comprend aucun
arc des cercles [Z |

= 1 et ]Z |
= q le long duquel @ serait dzfle'rente de

zéro, contient nécessairementle point Z = Z. ; dans ce cas, y(Z) ne peut
pas être holomorphe en ce point (“”).

La démonstration repose sur l’inégalité

(11.58)
1=f[@"F3d—n

_
%: d—î°]dsgo,

dans laquelle C désigne un contour d’intégration fermé et rectifiable,
? une fonction harmonique quelconque, régulière à l’intérieur de C et
dérivable le long de C, Bo une fonction surharmonique et positive
quelconque définie à l’intérieur de C; le quotient

-Ê—Î

est supposé borné
dans C; l’égalité ne peut avoir lieu que si @ et Bo sont proportionnels.
Pour établir (4.58), il suffit de transformer le premier membre en
l’intégrale double étendue à l’intérieur de C; moyennant les hypo-
thèses faites, cette transformation sera légitime; il vient

‘=fl[(Ê—x ÊîË—Îë>“(%—â‘â—ÎÊ) ÊÏ(Î££+Î—Ê°)ld…
Les deux premiers termes du crochet qui figurent sous le signe

 
sont manifestementpositifs; ils ne s’annulent que si 3 et B., sont pro-
portionnels; enfin le terme  

-Ë—î <‘îî£f + 95%)

est positif puisque 30 est surharmoniqueet positive; ce terme est nul 
(“”) Cela veut dire, lorsque les parois

[—H et 11, sont toutes les deux à
distance finie et lorsque les hypothèses de l’énoncé sont vérifiées, que la diffé-
rentielle Q'(Z1) ôZ1+ ôQ’(ZÙ ne peut être nulle [cf. l’équation (&.53)]; si 1.12

est rejeté à l’infini, les constantes a1 et a2 ne peuvent pas être nulles toutes les
deux [cf. (h.53’)].
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si B est proportionnelle à B,, c’est-à—dire si {$, est une fonction
harmonique;cela démontre l’inégalité (4. 58). Ceci étant, raisonnons
par l’absurde et supposons que le lemme de Friedrichs soit en défaut;
il existerait alors un domaine A le long de la frontière A’ duquel la
fonction @ de M. Weinstein serait régulière et nulle — à moins que A’
ne contienne des portions de l’axe Y = 0. Soit la fonction B corres-
pondante à la configuration donnée dont nous avons admis
l’existence; comme les fonctions B iQ sont surharmoniques et
comme, par hypothèse, B ne change pas de signe dans A, nous
pouvons poser

0=B+B si ,8>o dans A
011

ÇO=B——{3 si ,3<o dans A.

Grâce à ce choix de B,, on a

El.—
  

la formule (4.58) s’applique donc au domaine A puisque les fonc—
@!tions @ et
B—

sont régulières dans A et bornées sur A’ en même temps
0

, . , d d’” . . . .
que les der1veesd—Îet £ Dans ces conditions la contribution au

premier membre de (4 . 58) des portions de A’ le long desquelles B=o
est nulle. Il en est de même du restant éventuel de la frontière A’,
constituée par des segments de l’axe des X; en effet, nous avons, en
chaque point de cet axe,

dB dô d_B+£iE {@;lÎ $: du _ du dn
B —Î__BÎT— 50

 
[cf. l’équation (4.50) et la 4° condition imposée à B]; cela montre
que l’élément différentiel de (4. 58) est nul le long de Y = 0.

Ainsi l’intégrale (4. 58) est nulle lorsqu’on prend pour contour
d’intégration C une frontière A’ de l’espèce visée par l’énoncé. L’une
des deux conséquences suivantes en résulte : 1° ou bien B et B, (c’est-
à—dire Bet B) sont proportionnels; 2° ou bien A’ atteint le point Z=Z.,
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où 3 ne doit pas être régulière, auquel cas l’emploi de la formule
(4.58) devientillégitime (””). (1. Q. F. D.

54. UNE raormizrrà nus CONFIGURATIONS \”ÉRIFIANT L’HYPOTHÈSE DE

M. Fmmmcns. — Considérons une configuration vérifiant l’hypothèse
de Friedrichs. Modifions-là infiniment peu en laissant l’obstacle
invariable de forme et de position (ce qui se traduit par les condi—
tions : A‘V(Z)E o, Az(l)= o, Aa=A{3=o) et en faisant subir aux
parois (supposées d’abord situées à des distances finies) les transla-
tions Ad. et Aa'â dont l’une au moins n’est pas nulle. Nous nous
proposons d’étudier certaines propriétés de la solution (& du problème
correspondant de Weinstein :

1° D’après (4.46’) B(X, Y): 0 le long de [Z |
= 1.

2° D’après (4 . 48) la dérivée
3}.

est nulle pour Z =i [.
3“ D’après (4.51) et (4.52), on a

Ç(qc’-‘) : ô'_lJ.
— Ad.eTV/ehl pour s,îs

fi(q c’”) =—— Ô’nlq+ AclgeTl’le"l pour né
71':

ll/\

”A

s s, .

Les alinéas I° et 2° prouvent que les points Z =i [ sont les
origines des lignes d’équations B(X, Y)= {3(1, o)=o intérieurs au
domaine d.

En effet, la correspondance z : :=(f) permet de définir la fonction
y(/) dans le domaine F(cf. la figure 2) qui possède dans le voisinage
du point f: "a.) une tangente continue. L’emploi du théorème
de M. Magnier devient alors légitime; des relations

\

on peut donc conclure que {$(cp, Ll/) prend des valeurs de signes
opposés dans le voisinage 4250 du pointf= 392; cela veut dire qu’une
ligne d’équation {3 = 0 est issue de ce point vers l’intérieur de F. Il
en résulte que le point Z = 1 (image de <p?) est commun aux frontières 

(”'") Dans le cas du problème symétrique les raisonnements sont les mêmes,
sauf qu’il y a lieu de remplacer le domaine d par la demi-couronne circulaire|Z]=i, X2_0, Yîo; @ est nulle le long du segment (q, 1) de OY; on a, de
plus, Z.: iq.

Jeune. de /l[(ll/L., tome XX. — Fasc. 3, 1941. ' 36
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de deux domaines A définis au paragraphe 55; cela justifie notre
assertion. Aucune des lignes @

= o issues de Z = —_l— 1 ne peut aboutir
à un point Z = e”; sinon elle formerait avec l’arc correspondantde ce
cercle |Z |

= 1 un domaine sur la frontière duquel la fonction harmo-
nique Ç3 (régulière à l’intérieur) serait nulle et continue, donc nulle
dans tout le domaine d; or ceci est contredit par les équations (4. 51)
et (4.52); B(qe“) est variable sur |Z ]

= q puisque les variations Ad.
et Ad2 ne sont pas nulles toutes les deux.

D’autre part, en vertu du lemmeFriedrichs, aucune deslignes Q=o
issues de Z =i 1 ne peut atteindre l’axe des X; elles ne peuvent donc
aboutir qu’à des points du cercle [Z |

= q. Cela étant, donnons-nous
une configuration symétrique et déplaçons les parois, sans modifier
toutefois l’obstacle, de manière que Ad, = Ada. Dans ce cas
l’hypothèse de Friedrichs est satisfaite; de plus les conditions
frontières imposées à @ seront symétriquespar rapport à l’axe Y = 0
(si l’on se borne aux solutions symétriques dont nous avons établi
l’existence); on aura, en particulier : Bal»,: 3%; Z1 : iq. Les lignes
@: o, issues des points Z =i 1 ne peuvent aboutir au point
Z = iq (' °°); elles atteignent donc les points Z = qe" et Z = qe"—“'“ où @

est régulière; cela exige que la fonction 3 y soit nulle, c’est-à—dire
que l’on ait en ce point (cf. l’alinéa 3°)

34};: dal/2: Ad, CTV/"): Ad2 eTl’ïei".

Cela montre que les accroissements34). et Ad. sont de même signe. Il
y a plus; d’après les théorèmes I et II du paragraphe 17 T(qeœ) est
négatif ; on en tire

|3“lhl<lAdal-
Or, nous avons vu que

Adi: 64.“ + ô)’1

[cf. la démonstration de la formule (4.52)]. Nous pouvons donc
énoncer :

Si l’on déforme une configuration symétrique de manière que 
(“"”) En ce point, en effet, la fonCtionT présente une singularité logarithmique

[cf. (Æ.53)] : d’après le théorèmede M. Magnier, Z : iq peut être l’origine d’une
seule ligne d’équation @ = o au plus.
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l’obstacle demeure invariable de forme et de position alors que les
parois p., et pa subissent des translations égales et de sens contraires
(Ad1: AdQ), les accroissementscorrespondantsdesparamètres à]), et By.
(donc des paramètres 8412 et 8y2) sont du signe de Ad. (de Ad2).'

Envisageons maintenant une configuration dissymétrique vérifiant
l’hypothèse de Friedrichs; modifions—la infiniment peu de manière
que

A‘F[l(s)]50; Az(l)ao; Aa=AÇ=0; Ad,=o; Ad2#0.

Cela revient à laisser l’obstacle invariable de forme et de position,
de laisser la paroi p.4 fixe et à imprimer à la paroi y, une transla—
tion Ad2 dans le sens Oy. Étudions la solution @ du problème de
M. Weinstein correspondant. Seules les conditions frontières le
long de [Z[=q changent par rapport au précédent alinéa; nous
avons en l’espèce

@(qe“)= 3% pour s1gsg7r
B(qe“)=—ô%—|—Adgemei°l pour oêsês1.

Chacune des lignes d’équation @: o, issues des points Z=i !,
aboutit nécessairement à un point Z : qe“; soient &. et &2 les argu—
ments des extrémités de ces lignes. Les raisonnements développés à
propos du cas symétrique prouvent que les quantités 84 et 52 ne
peuvent être égales et que l’une d’elle, e,, par exemple, est égale
à s.. Je dis qu’alors 52 est nécessairement inférieur à s,. Sinon, en
effet, la fonction {3 serait continue pour Z=qe’ä e2;£s4, et par suite
nulle en ce point; cela entraîne, eu égard aux conditions frontières
imposées à B et à l’hypothèse s4 < 52,

’

3441: o.

La fonction 5 serait donc nulle sur tout l’arc eésân de |Z|=q;
d’après le lemme de Friedrichs, cela exige que le domaine A attenant
à cet arc, atteigne le point Z: Z, ; comme on ne peut avoir a, = a…
notre assertion se trouve justifiée. '

Il suit de là que Ç(qe“) s’annule dans l’intervalle 0 êsîs.; cela veut
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dire que Ë%—Ad2eT"”’"l possède un zéro dans l’intervalle considéré.
Le raisonnement s’achève alors comme au précédent alinéa et nous
pouvons conclure :

Si l’on déforme une configuration vérifiant l ’Izypothèsede Friedrichs
de manière que l'obstacle et l’une des parois demeurent invariables de

forme et de position alors que la deuxième paroi, {J.._, (ou p.,), pour
fixer les idées, subit une translation égale à Ad, (ou à Ad,), les accrois-
sements correspondants des paramètres ÈtlJ,. et (i)/;, (ou ÈLIJ, et 3y,) sont
du signe de Ada.

Cet énoncé s’applique, en particulier, au cas de l’obstacle convexe
placé dans un canal de largeur finie (*”).

Ne supposons plus que la configuration soit symétrique, mais
admettons toujours qu’elle vérifie l’hypothèse de Friedrichs; je dis
que si l’obstacle demeure invariable de forme et de position, les
égalités Aa‘,=Ad2 : o entraînent 350 (donc, en particulier,
8' .= o et 3%: o). 

(”°) Ce théorème a déjà été établi dans les cas particulierssuivants : obstacle
symétrique concave vers le courant (M. Weiustein); obstacle circulaire convexe
(M. Jacob). Les méthodes de ces auteurs sont sans rapport avec celles du texte.

Voici commenton adapte le raisonnementau cas du courant de largeur infinie.
Considérons un obstacle vérifiant l’hypothèse de Friedrichs placé dans un
courant limité par une seule paroi plane p.,, par exemple, p.2 étant supposée
rejetée à l’infini. Laissons l’obstacle invariable de forme et de position et
imprimons à y., une translation Adi; nous allons étudier la solution du pro—

blème de Weinstein correspondant. Dans ce cas, ôtlJ,— Ad1 eTV/"”)= BMG”) pour
oêsân‘; le point Z, est confondu avec Z : q et la fonction y(Z) peuty posséder,
outre une singularité logarithmique, un pôle de premier ordre [cf. (Æ.53’)].
D’après le théorème de M. Magnier une seule des lignes d’équation B=o,
issue de Z=ii, peut atteindre Z=q; d’après le lemme de Friedrichs, une
ligne B=o doit aboutir nécessairement à un point lZ [

=q en lequel @ soit
continue. Le raisonnement s’achève, dès lors, comme dans le texte; il prouve
en outre que 5 E 0 si Ad,= 0 (cf. la démonstration de ce fait dans le cas où la
distance d, est finie). Les résultats ci—dessus s’appliquent, en particulier, au cas
d’un obstacle convexe vers le courant, placé en fluide indéfini limité par une
seule paroi plane.



HICPRlËSICl\"I'A'I‘ION (IONFOHMI5 DE HICLMHOLTZ. 28 \]

D’après l’alinéa 3°, en effet, nous avons, dans le cas actuel,

_ ôtlJ our s <.S‘Sfi,(t.5ç) ô(qe”)= ' P ' “
—8% pour oês<s,.

Nous noterons encore Z=qeië' et Z=qeœ* les affixes des points auxquels
aboutissent les lignes d’équation @=o issues de Z=ÎI. Si l’on
a s,;£s,, la fonction @ est continue pour Z=qe“*; elle est donc
nulle en ce point puisqu’une ligne Q=o y aboutit; d’après (4.59)
cela exige que l’un, au moins, des accroissements 34}. ou 8% soit nul.
Ainsi,

@ est nulle le long de l’un, au moins, des arcs oês<s.
ou s,<sîr. du cercle |Z] : q; d’après le lemme de Friedrichs, le
domaine A, dont cet arc fait partie, doit atteindre le point Z=Z.;
cela entraîne s.=s.. D’une manière toute semblable on établirait
l’égalité 52: s,; cela montre que le point Z = Z. est l’origine de deux
lignes d’équation B=o. Or, le théorème de M. Magnier prouve
qu’une telle disposition des lignes (& = 0 dans le voisinage de Z = Z,
est incompatible avec l’existence d’une singularité logarithmique en
ce point; [cf. (4.43)]. La contradiction à laquelle nous venons
d’aboutir ne peut être levée que si BE 0. c. Q. r. 1).

Ainsi, le problème de M. Weinstein n’admetpas de solutions autres
que BE 0 lorsqu’il est posépour une configuration vérifiant l ’hypothèse
de Friedrsz et lorsque les variations des données A 1lJ"(l), A z(l), Aa, AQ,

A<L> et A((—}—) sont identiquement nulles. D’après les résultats du
1

-)

paragraphe 52 cela revient à dire que l’équation aux variations (4.41)
admet la seule solution 350 = o; par suite l ’e'quation (4. 39) possède une
seule solution lorsqu’elle estposée pour un obstacle vérifiant l‘hypothèse
de Friedrichs.

Ce théorème, fondamental dans notre discussion d’unicité, cons-.
titue une extension d’un résultat analogue obtenu par M. Leray dans
le cas du fluide illimité (”‘); d’après ce que nous avons vu au 

(…) Signalons, toutefois, que ce théorème avait déjà été établi par M. Wein-
stein dans le cas de l’obstacle symétrique concave et de courbure suffisamment
faible et étendu depuis aux obstacles concaves symétriques de plus en plus
généraux par MM. Hamel, VVe_yl et Friedrichs.
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paragraphe 51, il permet d’appliquer les critères d’unicité de
MM. Leray et Schauder à l’équation (4.39). Il nous reste maintenant,
pour pouvoir conclure, à préciser les indices topologiques des
solutions éventuelles de celle—ci.

55. DÉTERMINATION DE L’INDICE TOPOLOGIQUE DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION
AUX VARIATIONS DU PROBLÈME DU SILLAGE. THÉORÈMES D’UNICITÉ. — L’étude de
l’indice de l’équation (4.39) que nous allons entreprendre repose sur
la propriété d’invariancequ’exprime l’énoncé suivant :

Reprenons l’équation (3 . 34’)

x: F(æ, k)

et supposons encore qu’elle satisfait à toutes les conditions énumérées
au début du paragraphe 28; supposons maintenant, en plus, que
pour toute valeur de k, appartenant à l’intervalle oîkî1, cette
équation admette l’unique solution x=x(k); dans ce cas, l’indice
topologique i[œ—F(æ, lc), æ(k)] de celle-ci est indépendant de k.
Dès lors, admettons que l’on ait réussi à construire une équation

(4.60) ôæ=dä(ôæ,æ,k),

vérifiant toutes les hypothèses de l’énoncé précédent et qui se réduise,
pour Ic=1, à l’équation (4.39) (' 7’) et pour k: 0 à une équation dont
la solution ait un indice connu; celui-ci sera alors égal, d’après le
théorème d’invariance, à l’indice de la solution de (4. 39).

Voici comment nous procéderonspour construire l’équation (4 . 60).
Étant donné une configuration 1F(l), oc, @, d, et d2, envisageons la

solution æ=x il(s), à: —bl—I]
du problème du sillage correspon—

dant, fD(s) et Q(Z) les fonctions de M. Villat et de M. Levi—Cività
correspondantes. Nous associons à cette configuration un sillage 

("”) L’équation (4.39) est supposée correspondre à une configuration assujettie
à vérifier l’hypothèse de Friedrichs; d’après les résultats du paragraphe précé-
dent, ce fait assure l’unicité de la solution de (4.39) et par suite l’existence de
l’indice topologique de celle—ci.
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auxiliaire (dont les éléments seront marqués de l’indice 1) tel que

a=a’, =b‘, 80:33.

Pour vérifier cette dernière condition, il suffira de prendre, et
c’est le choix que nous ferons, un obstacle rectiligne d’inclinaison
‘F'(l') =s0 [cf. l’équation (1.24)]; les paramètres <.H et L1}; pourront
être quelconques; on peut prendre KM=\lh; +;=4;,. Cela étant,
considérons la configuration C(lc) dépendantdu paramètrek(o g [: g 1),
construite à partir des éléments de M. Villat

Œ(s,k)=kŒ(s)+(1—k)®‘(s), a, b, (la et %

et qui se réduit pour [C:! à la configuration donnée C(1) et pour
k=o à la configuration auxiliaire C(o) que nous avons associée
à C(1). D’après les formules (1.6) et (i . 15) on a

(&.61) Q(Z,k)=kfl(Z)+(r—Ic)Q‘—(Z).

Je dis maintenant que si C(o) et C(1) vérifient toutes les deux
l’hypothèse de Friedrichs (‘ ”‘), C(k) la vérifie aussi pour toute valeur
de k, oîkêr. Soient, en effet, B.(Z) et B(Z) les fonctions de
Friedrichs de C(0) et de C(1) respectivement; nous allons vérifier
que l’on peut prendre pour la fonction B(Z, lc) de C(Ic)

B(Z, k): B’°(Z) B£’“"’(Z).

Il est clair d’abord que la fonction B(Z, k) est réelle et positive.
Nous allons établir que cette fonction est surharmonique. Pour

cela, observons que les expressions

et —I—— (a>o),I
[B(Z)l“ [Bi(Z)]“

ont toujours un sens, puisque B(Z) et B,(Z) ne s’annullent pas, par
hypothèse, dans le domaine ci; il en résulte que les dérivées partielles
de deux premiers ordres de (BZ, k) existent et sont continues à l’inté-
rieur de d, puisque les dérivées de B(Z) et B, (Z) le sont. Ceci posé, 

("”) Il en est bien ainsi en ce qui concerne C(o) si l’on choisit, comme nous
l’avons fait, pour obstacle correspondant un profil rectiligne.
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un calcul facile conduit à la relation
A B(Z, k) : kB*—“B‘,‘-“ AB + (1 _ /ç) nm,—*AB, + /.»(k _ 1)B*—2'B,—U+k>

><{B"'
dB 2 ()li ‘-"

.

‘ ä>î> +<EŸ> l
03 0131 dB

08.) ,_,* «m. ? on. -,
_’BB‘<ô—X d—X+ïñ‘îñ “‘ l<îx“> +(w) l5'

Les deux premiers termes du second nombre sont évidemment
négatifs, puisque, par hypothèse, les fonctions B et B, sont surharmo-
niques. D’autre part, le facteur [:(/c — 1) n’est pas positif, puisque

oêkêL
Tout revient, dès lors, à prouver que l’accoladequi figure au second

membre est positive; or, cette accolade est une forme quadratique
en B, B,; son discriminant, égal à

dB 08, dB(“h ?

_<3Î W _
?ÎŸ dÎ) ’

est négatif; la forme est donc définie négative tant que les fonctions B
et B, ne se réduisent pas à des constantes. Cela montre que la fonc-
tion B(Z, lc) est bien surharmonique.

Enfin on a, en dérivant logarithmiquementl’équation de définition
de B(Z, I:) (le long des segments — I_Ë_X É— q et qËX51 de
l’axe Y = o) et en tenant compte de (4.61),

; dB(Z,k)_ 1dB 1 dB,_fldT d'l“__r/Tt\’,Y.M" E'Æ _ dn
'

7177
_ dn

Cela achève de justifier notre assertion.
Dans ces conditions, le résultat final du précédent paragraphe

s’applique à C(Ic); nous pouvons donc affirmer que l’équation aux
variations (4. 39), posée relativement à la configuration C(Ic), possède
une seule solution, quel que soit lc, oîkê 1 ; cette équation, dépendant
continûment du paramètre lc, est du type (!; . 60); par suite, l’indice de
la solution de (4. 39) supposéeécrite pour C(1) est égal à l’indice de la
solution de cette équation supposéeécrite pour C(o), c’est—à-dire pour
un obstacle rectiligne placé dans un canal à bords rectilignes. Or,
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dans ce cas, la première équation du système (&.38’), équivalente à

l’équation unique (4.39), est indépendante de Êl(s) (cf. @ 54);
l’indice cherché ne change pas si l’on déforme la configuration de
manière à éloigner à l’infini les deux parois p., et p.23 à la limite, en
fluide illimité, l’équation (4.39) ne dépendra pas de 8x, ce qui veut
dire que l’indice de la solution de l’équation (4.39) posée pour la
configuration donnée est aussi égal à + 1. Nous pouvons conclure :

L’indice topologique d’une solution de l’équation aux variations
(4.39) supposée écrite pour une configuration vérifiant l’hypothèse de
Friedrzchs est égal à + I .

Les résultats rappelés au paragraphe 52 permettent d’en déduire
successivementles énoncés suivants :

L’indice topologique d’une solution de l’équation (3 . 37), c’est-à-dt‘re
de l'équation du problème du sillage, posée pour une configuration
vérifiant l’hypothèse de Friedrichs est égal à + 1 .

Le problème du sillage posé pour une configuration vérifiant
l’hypothèse de Friedrichspossède une seule solution.

A l’heure actuelle, on connaît deux espèces de configurations
auxquelles s’appliquent les énoncés qui précèdent : les configurations
symétriques (obstacle symétrique placé symétriquement dans un
canal) et les configurations (symétriques ou dissymétriques) avec
obstacle convexe vers le courant (y compris le cas du fluide limité
par une seule paroi plane).

56. PROBLÈME DE M. VVEINSTEIN vost: roun UN SILLAGE EN moua. —
Considérons la solution d’un problème du sillage. Nous nous propo—
sons de discuter le problème de M. Weinstein correspondant au cas
suivant :

1° La configuration donnée vérifie l’hypothèse de Friedrichs.
2° L’une des lignes libres, la ligne libre X,, pour fixer les idées,

présente à l’extrémité inférieure de l’obstacle un détachement en
proue.

Jour-n. de Math.. tome XX. — Faso. 3, 1941. 37
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3° La déformation de la configuration est caractérisée par les
données suivantes :

IA‘F(l)=o, Az(l)=o, A(Æ)=A(JQ>=O, A;3=o, Aa;£o.

Cela revient à prolonger tangentiellement l’obstacle (”“) d’un arc
infiniment petit Aou et à laisser invariables les autres données. Dans

03
df

quantité Q’(1) est nulle [cf. (4.48)]. Dès lors, les conditions fron-
tières imposées à B sont identiques à celles qu’on obtiendrait en
faisant Aa = o. Il s’ensuit que le problème de Weinstein, que nous
avons envisagé, ne possède d’autres solutions que (350. Aussi la
fonction y(Z) correspondante est constante dans d; elle est donc
identiquement nulle puisqu’elle vaut zéro au point Z: e"‘° (cf. @ 52)
où elle est continue. D’après (4.44), il vient alors

ces conditions, la dérivée est nulle au point Z=1 puisque la

89<Z>= %ôflZt
le second membre de cette relation ayant un sens pour Z = 1 puisque
la quantité Q’(1) est nulle [cf. (1.36)]. En difiérentiant l’égalité

' r , - dprecedente et en se rappelant que les operations 3 et % sont permu—

tables, on trouve
' 6152 d Z d dSZ6Q’(Z)— % 6% : îz (37>6f(Z).

Le premier membre de cette relation a encore un sens pour Z=l
(cf. 5 51), où nous avons établi l’existence de la différentielle 8fl’(1);
il en est par suite de même du second membre. Or, d’après (4.46),
on peut écrire

Ôf(l) + Aa: 0

6%[f‘—ÎÆLJ=0»

(…) Avec une courbure nécessairement finie puisque nous nous bornons aux
profils le long desquels lI"(l) est continue. Nous ne nous préoccuponspas pour
le moment de la validité physique de cette configuration (cf. 5 13).

et l’on a, par ailleurs, 
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portant ces résultats dans la formule précédente, on établit le résultat
fondamental suivant
(… …(1)=_;5_z[g]gw Aa=_cg L…,

en reprenant la notation déjà utilisée au paragraphe 15 [cf. (1 .37)].
Le raisonnement précédent montre, en outre, que l’on a, en même

temps,
(&.62') 3Q'(—1)=0,

toutes les fois que la ligne L présente aussi un détachement en proue.

57. THÉORÈMES D’UNICITÉ vous LE PROBLÈME DE LA moua. — L’égalité
(4.62) va nous permettre de faire connaître quelques cas où le
problème de la proue possède une seule solution.

1. Cas de la configuration symétrique. — Considérons un obstacle
symétrique placé symétriquement dans un canal. Nous prendrons
le milieu 0 de l’obstacle pour origine des arcs. Nous appellerons P,
(ou P2) le point de la moitié supérieure (inférieure) de l’obstacle d’abs—

cissep, (ou pa); on pose p4 =——p2 et l’on a oêp, g
B—E—a-

Posons—nous

le problème symétrique du sillage pour la configuration symétrique
/—\

formée par les parois u. et … et l’obstacle P2P, (contenu, de par sa

définitionmême, dans l’arc donné ÊE); d’après le paragraphe 55 ce pro- blème n’admet qu’une seule solutionsymétrique x[l(s),à,ali] qui
variera continûment avec ;… il en résulte qu’à chaque valeur de p' , il

. , 2correspond une valeur et une seule de la quantite (' ”‘), P2 = ? Q’(i)
que nous DOtCI‘ODS

P2: P2 (P1 ), 
(…) Cf. la formule (C) du paragraphe 13; on se rappellera que, dans le cas

, . ?symetr1que, so_ ;-
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la fonction du second membre étant continue. Représentons alors
dans un système d’axes rectangulaires p,, P._, les variations de P._, en
fonction de p,. A chaque intersection de la courbe P2(p,) avec l’axe
des p, correspondra une solution du problème de la proue posée pourA
l’obstacle BC donné (solution dont nous aurons à discuter la validité);
aux racines de l’équation P2(p. ) = 0, il y aura lieu d’adjoindre
p,: B;°’ si la quantité P;<Ê;—a> est négative (c]. 5 25). Or, 
d’après l’équation (A) du paragraphe 15, on a, compte tenu des
changements de notations (' 70)

’ 3—3: ‘

_…s Wll<' >] _…,;<0Pg(o)_
n {n. % —=<2

Cela montre que le problème symétrique de la proue posé pour la
configuration donnée admet au moins une solution. Si, en effet,

 
 P2<5;1>g0, la solution symétrique du problème du sillage posé

pour l’obstacle ËÈ résout le problème de la proue posé relativement
@

— o: à cet obstacle. Si, au contraire, P._,< >êo la fonction continue
. . ° 8 - !P._,(p.) admet au monns un zero dans l’1ntervalle ‘

2
yîp,êo; a 

chacun de ces zéros correspondant une solution du problème de la
proue.

Occupons-nous maintenant de la validité des solutions du problème
de la proue dont nous venons d’établir l’existence. Au paragraphe 15 

(”“) La dernière inégalité du texte résulte du fait que la fonction
Çî—’s

est

llf ’/ @
_ “
?.

TL”

rieur à l’unité. On se rappellera aussi que [cf. CVL;TM]

 
décroissante dans l’intervalle ogsg1r et que la quantité est infé—

“.
co1‘ 271 q‘Z/'

__ = — _— 0{(2) col 1+q‘fl>
1

et que
731=C(M)-
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nous avons vu que l’inégalité (1.42)

c'._, > ()

constitue une condition nécessaire de validité locale ;“ or, d’après
(’1. 62) et (4. 62’), cette inégalité exprime [en remplaçantdans (4. 62)
Aa par — Ap ] que la pente—:ôpde la courbe P en un point d’ intersec—

tion avec l’axe des p, est positive; au contraire, aux points communs
à P2 et à Op4 en lesquels 67,2 < 0 correspondront des solutions
inacceptables du problème de la proue ("’). Considérons alors le cas
d’un obstacle symétrique en accolade; pour de telles configurations,
la quantité 0 est nécessairement positive lorsque la ligne libre/…

présenätp
un détachement en proue [cf. (2. m)]; il s’ensuit que la

pente%de P sera positive en les points où P2(p): 0 [cf. (4. (la)].
Cela mohtre quel’équation P._,—_ 0 ne peut avoir qu ’une seule solut10n,

il suffit de se rappeler que la fonction P2(p.) est continue, et que,
d’autre part, elle ne fait correspondre qu’une seule valeur de P…_. a
toute valeur de la variable. Nous pouvons dès lors conclure (‘ 78) :

Le problème symétrique de la proue posé pour un obstacle symétrique
en accolade, placé symétriquement dans un canal, possède une seule
solution; d’après le théorème du paragraphe 18 cette solution est
nécessairement acceptable.

Il. Cas de l’obstacle circulaire convexe vers le courant. — Pour
pouvoir appliquer le lemme de Friedrichs à des obstacles non symé-
triques nous sommes obligé (dansel’état actuel de la théorie) de les
supposer convexes vers le courant. Le théorème du paragraphe 18
justifie d’autre part l’intérêt qu’il y a à se limiter aux profils en/‘\ /'\
accolade; dans ce cas chacun des arcs OC1 et B. 0 (cf. la figure 8) 

(…) Dans le cas du fluide indéfini, M. Leray, en partant des formules de
M. Villat, a construit un obstacle symétrique auquel correspondent trois solu-
tions, au moins, du problème de la proue, certaines d’entre elles pouvant être
inacceptables.

(…) Dans le cas de l‘obstacle circulaire convexe ce résultat avait été établi
par M. Jacob avant les travaux de M. Leray.
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doit être réduit à l’unique point 0 en lequel le profil doit posséder
une tangente continue. Or, étant donné une configuration dissymé-
trique, le point de bifurcation 0 a une position a priori inconnue; il
s’ensuit que les résultats des paragraphes 18, 55 et 55 ne pourront
s’appliquer simultanément a priori que si le profil donné ËE vérifie
la condition suivante : quel quel soit le point 0, intérieur à ËE, la
courbure des arcs lîô et & n’est pas croissante lorsqu’on se déplace
sur chacun d’eux de B ou de C vers 0; il est clair que le profil
constitué par un arc de cercle est le seul à jouir de cette propriété.
Supposons donc notre obstacle circulaire et admettons, pour plus de
simplicité, que son rayon est égal à 1; dans ce cas, il sera défini par
l’équation intrinsèque
(Æ.63) lF(l)=7r—l (oâaêlëfiên).
Les parois p.. et y., sont à des distances quelconques de ses extrémités
B et C (en particulier l’une d’elles, ou les deux à la fois, peuvent être
à des distances infinies); nous supposerons que les valeurs de a'4 et
de d2 sont fixées une fois pour toutes (””); dans ces conditions, la
configuration des éléments rigides est entièrement déterminée par le
couple des paramètres (et, ?) vérifiant les inégalités

oêaâôâw; 
(””) Nous supposerons de plus que les distances d, et dz sont assez grandes

pour que le demi-cercle
lI"(l)=7i‘—l (oêlâ7r)

soit tout entier intérieur au canal. Lorsque cette hypothèse n’est pas vérifiée,
le raisonnement se simplifie (cf. la fin de ce paragraphe).

Notons que le demi—cercle ne rentre pas dans la catégorie des obstacles visés
par l’énoncé du paragraphe 23; en effet, dans le cas envisagé nous avons

‘F[l(o)]=fi, lF[l(1r)]=o,
dl(s)

ds
les raisonnements du paragraphe 28 tombent alors en défaut. Toutefois, les
raisonnements exposés par M. Leray dans son Mémoire des Commentarii
MathematiciHelvetici permettent encore de tourner cette difficulté et d’établir
tous les théorèmes d’existence et de validité dont nous aurons à faire usage au
cours de cet alinéa.

ne vérifie pas une condition E,,(s) (n > 1) pour s = 0 ou 3: TE; en sorte
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d’après le théorème du paragraphe 55 le problème correspondant
du sillage admet une solution et une seule. Nous pouvons donc
caractériser celle-ci par le point de coordonnées «, @ intérieur au
triangle OMN dont les sommets 

  

  Fig. 12.

PI
N HI pi) 0 M

.?»L0A" "
Q<

[; W

H Q et. L°
.%

o °‘
!: Qt

P 6“2)0
Q»

" Pz

 
M et N ont pour coordonnées respectives (11, 11) et (o, n). Tous lesA _ .obstacles P,P4 intérieurs à l’obstacle BC donné, et, par su1te, les
sillages qui leur correspondent, seront caractérisés par un point
(p,, p.) intérieur au triangle «By. Nous aurons donc discuté leA
problème de la proue posé pour BC si nous savons déterminer les
signes des quantités Q’(I) et Q'(—i) ou encore, ce qui revient au
même, les signes des quantités P, et P,, fonctions de p‘ et de p2
[pour la signification de p‘ et p2 (cf. 5 25)]; nous écrivons donc

P2=P2(p1,pg), P1=P1(P1;P2)-
Or, considérons un point (pg, p.) tel que

P2(P1)P2)=07 P1(P17P2)<0-
, A ' .

. .L arc correspondant P, P2 etant en accolade, la cond1t10n (2. 12) de
M. Leray est satisfaite; (4.62) montre que l’on a, dans ce cas,
(!*-64) P2(P1;P2+ôpz)ôpz<0-

Au contraire, si en un point (p,, p,) on a

P2(PnP2)<°y P1(P1;P2)=01
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on aurait, en un point (p._,+ €p,, p,) infiniment voisin,
(15.65) P1(P1+ô]'nllalôl'l>o-

Le même raisonnement prouve qu’en un point (p,.+8p., p,+fËp.)
voisin du point (php,) en lequel on aurait l’| =P,=o, on a les
inégalités

l’, ([)1 + 61)… p2—t— d}:._.) 61), > o, P._.(p, + 61}… ]/._, + ô})2) ôp2< o.

Les fonctions P. et P._. étant continues(' 8") dans OMN, il suit de là que
les points du triangle OMN, dont les coordonnées vérifient le système
P, = P..: 0, sont isolés et, par suite, en nombre fini.

D’après (1.64) et (4.65) chacun d’eux est commun à un arc de
courbe d’équation P.. = o, le long de laquelle P._.< 0, qui y possède
une tangente horizontale et à un arc de courbe l’.=o, le long de
laquelle P' < 0, qui y possède une tangente verticale (“”).

Cela posé, désignons par A tout domaine appartenant à OMN à
l’intérieur duquel on aurait

Pi(]hyl'2)<”y Pa(]'n]'al<”—

Nous appelleronsA' la frontière de A et nous l’orienterons dans le sens
des rotations positives. Je dis, d’abord, qu’il existe au moins un
domaine A. En effet, d’après (4.63), 1il”(l) atteint ses maximum et
minimum pour [= et et [= @ respectivement; la nature des détache—
ments en ces points est connue. Nous pouvons, dès lors, écrire

P2<Pu°)>° (Oël’uâfih
P,(n,p2)>o (oëpé7r) 

("‘“) Cf. les formules (C) et (C’) de la remarque finale du paragraphe 13.
Nous introduisons ces quantités à la place de Q’(1) et Q’(-— !) pour assurer un
sens à nos formules en les points M et 0. Pour a = 5 : 7r par exemple, l’obstacle
se réduit à un segment infiniment petit horizontal; Q’(r) et Q’(— 1) sont alors
infinies alors que les expressions de P2 et P1 correspondantcs ont encore un sens.

(…) La forme des
expressions

des différentielles 6 SZ(— ]) et 6 Q(1) montre que)
9. , . | àP . .les dérwees partielles )
‘ et

—ô—’
ex1stent dans tout le triangle OMN; les rela-

('1), 2

tions (&.62) et (Æ.62') prouvent que les dérivées
%—P—’

et ? existent le long des
l 2

 
lignes d’équation P,: n et P2=o respectivement. Nous pouvons donc affirmer
que ces lignes possèdent des tangentes en chacun de leurs points.
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et puis, si l’on fait 1), =p,,

M:—îüïâni[l+M]—C<ËÊSO+CÛ1>}<O!7: TE Tt
COSË

2

———= %[n.—°api>_ç<w<…
sin—0

' "
_

2

car il vient[cf. (1.14)](”°) —

OS‘FU)=W(p,)=W(pÙ=%ÊTL

Les fonctions P,(p., p,) et P2(p,, p,) étant continues dans le
triangle OMN, il existe un domaine A attenant au côté OM du
triangle OMN et dont la frontière A’ contient le segment OM.

Je dis maintenant que le domaine A dont nous venons d’établir
l’existence est unique. Étudions, en effet, la portion A” de la fron—
tière A’ de A (supposéquelconque)qui soit intérieure au triangle OMN.
Cette portion se compose : 1° d’arcs L, d’équation P,=o le long
desquels on aura : P,<o; 2° d’arcs L2 d’équation P,=o le long
desquels on aura : P. < 0; 3° de points en nombre fini, communs à
un arc L. et a un arc L,.

a. La portion A” ne peut se réduire à une courbe L| (ou L,). En
effet, aucun arc L| ne peut joindre deux points différents du contour
du triangle OMN, les valeurs de P, étant différentes de zéro le long de
ce contour, le point M excepté. Il s’ensuit que si A” se réduisait à L,,
on aurait dû avoir A’.=_ A” ; A” serait une courbe fermée, intérieure au
triangle OMN (le point M éventuellement excepté), admettant en
chacun de ses peints une tangente. L’intersection de A” avec les droites
d’équation p,= & (convenablement choisies) se composerait de deux
points au moins; appelons alors a, 71 celui d’entre eux dont l’ordonnée ?]
soit minima; le point &, Y] + 871 serait alors intérieur à A si l’on
prend 371 positif et assez petit; nous aurions

P1(EJYÏ)=O 
(…) On se reportera au renvoi (…) pour la démonstration des inégalités du

texte.
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. III, 1941. 38
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et
P1(e,n+ôn)ôn<o

Or, cette inégalité est contredite par (4.65). La ligne L.. (ou La) ne
peut donc avoir de tangente verticale (ou horizontale). Nous pouvons,
dès lors, affirmer que chaque A” (et, par suite chaque A”) contient au
moins un arc L1 et au moins un arc L2; cela montre que chaque A’
contient un point Q au moins.

b. La portion A” ne peut contenir qu’un point Q. L’alinéa a établit
l’existence d’au moins un point Q [de coordonnées (q2, q,)] sur la
portion A” considérée. Les conditions P4 = o, P2< o valables le long
de L1 et les conditions P2=o, P,<o, combinées avec les inéga-
lités (4.64) et (4.64’) prouvent qu’en ce point les arcs L4 et La se
croisent de manière que la portion de A attenante à Q contienne
l’angle péq1 ; p22q2; c’est cette disposition qu’indique la figure 12.
Il s'ensuit (et compte tenu de la façon dont A’ a été orientée), que
chaque point Q sera l’extrémité de l’arc L, qui y aboutit et l’origine
de l’arc L2 issu de ce point. Or, ceci n’est possible que si chaque por-
tion A” ne contient qu’un seul point Q.

c. Toute frontière A’ atteint les deux points 0 et M. Sinon, en efi’et,
A’ serait ou bien complètement intérieure au triangle OMN, ou bien
contiendrait l’unique point M (ou 0) de son contour. Dans l’un
comme dans l’autre cas, A’ contiendrait au moins un arc L, et au
moins un arc L,, l’un de ces arcs étant complètement intérieur
à OMN; il s’ensuivrait que A’ posséderait deux points Q, ce qui,
d’après l’alinéa b est impossible.

0‘ . A . , u

d. Toute front1ere A’ ne cont1ent qu’un seul arc MQO 1nter1eur au
triangle OMN. D’après les alinéas [) et c, A’ contient au moins un

' , , , \ ’ ' ’arc MQN compose de l arc MQ et de l arc QM; d apres ] almea b, leA .
sens positif sur chaque arc MQO est MO; or, cela n’est poss1ble que
si A ne contient qu’un seul arc de cette espèce.

De l’alinéa ci, il résulte bien que le domaine A contigu au
segment M0 est l’unique domaine A. c. Q. F. D.-/‘\ _

En résumé, l’arc OQM partage le triangle OMN en deux régions.
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A l’intérieur du triangle mixtiligne OMQ et sur son côté recti—
ligne OM, nous avons

P1<07 P2<O.

Le long du côté curviligne MQ (arc L,), on peut écrire
P,:0, P2<0/\

et, le long du côté curviligne QQ (arc La), on a

132: 0, P1 < 0.

Dans aucun point de OMN extérieurau domaine OMQ (domaineA)
on ne peut avoir

P1< 0:
2ê0-

Il n’existe qu’un seul point Q dont les coordonnées vérifient le
système P, = P,: 0.

Cela étant, abaissons de M les perpendiculaires MH et MH1 sur ON
et MN respectivement. Le triangle OMQ n’empiète pas sur le rec—

tangle MHNH,, ainsi construit; il suffit de rappeler, en effet, queA A ‘l’arc QO: L2 <ou l’arc MQ: L2> ne possede pas de tangente paral—
lèle à Op2 (ou à Op.) [cf. l’alinéa a]. L’ensemble des résultats qui
précèdent se lit sur la figure 12.

Nous sommes maintenant en mesure de discuter les solutions du
système

p . <
(Æ.66)

;

’(P“P”=°’
P2(PUPZ)Ê°:

intérieur au triangle «fly. Plusieurs cas sont à distinguer.
1° Le sommet y, est intérieur au triangle mixtiligne OMQ. Nous

avons alors
P,(fi,a)<o, P2(B,a)<o.

Le systèmep1 =: @, p,: a constitue donc une solution du problème
de la proue. Cette solution est unique. En effet, le point Q est exté-
rieur au triangle ozBy; l’un des points de détachement, au moins,
doit être confondu avec l’extrémité de l’obstacle; nous devons donc
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prendre ou p,=B, p_.=p2 ou p,=oz, p,=p,. Or, en un point
(p,=,3, p,=p,) commun à l’arc @ et au côté (By, nous avons

(de par la définition de L,: @)
P1(Ô»Pa)=0, P2(B,p2)<o-

Comme p2< ac, les coordonnées du point envisagé ne résolvent pas le
problème de la proue; on écartera de même les points communs a L,
et à cry. (3. Q. r. I).

2° Le sommet y est intérieur au triangle mixtiligne OQH.
Le point 7 est, dans ce cas, extérieur au domaine A; ses coor—
données oc,

@ ne vérifient plus le système (4.66). Le point Q, d’autre
part, est extérieur à «By; on doit avoir encore

pl=fi ou p2=oz.

Une discussion analogue à celle de l’alinéa 1 montre que l’hypo-
thèse pg= a, est a écarter. Au contraire, les coordonnées p, = @,

p2=p2 d’un point commun à By et à L? vérifient le système
P1(B’P2)<Oa P2(B!P2)=OJ

Comme, dans ce cas, p,,> «, le point considéré est une solution du
problème de la proue posé pour l’obscacle donné. Et cette solution/"\
est encore unique, puisque l’intersection de OQ avec une dronte
d’équation p.= const. se réduit à un point unique. Les conclusions

. . . A
précédentes subsistent s1 7 fait partie de l’arc OQ.

3° Le point 7 est intérieur au triangle mixtiligne QMH,. Une
discussion analogue à la précédente montre que, dans ce cas, le
problème admet encore une solution, et une seule dont l’image est à

I l A . ' .l'intersection de l’arc MQ avec la dr01te d’equat10n p,: a. Les con-/\
clusions subsistent si le point Y est situé sur l’arc QM.

4° Le point 7 est intérieur au rectangle MHNH, ou situé sur
le périmètre de celui—ci. Le point Q est alors, ou intérieur au
triangle «M, ou situésur son pourtour. Une discussion analogue
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aux précédentes montre que, dans ce cas, le problèmeadmet une seule
solution dont l’image est confondue avec le point Q.

Nous pouvons donc conclure :

Leproblèmede la proue, posépar un arc de cercle situé dans un canal
à bords rectilignes (ceux—ci étant à distance finie ou non) admet une
seule solution lorsque le demi—cercle d ’équation (4.63), dont l’obstacle
donnéfaitpartie, est intérieur au domaine dufluide.

L’extension de ce résultat au cas général est immédiate; les raison-
nements qui précèdent ne sont pas, en gros, à modifier. Toutefois,
l’existence des points du triangle ONM dont les coordonnéesvérifient
les inégalités (ou l’une d’elles) l’, > o, P2> o, n’est_plus certaine a
priori, puisque la fonction ‘F(s) ne devient ni nulle, ni égale à n; en
particulier, le domaine A peut recouvrir tout le triangle OMN; cela
permet de simplifier la discussion.


