JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

E. FELDHEIM

Nouvelle démonstration et généralisation d’un théoreme du

calcul des probabilités di a Simmons

Journal de mathématiques pures et appliquées 9¢ série, tome 20 (1941), p. 1-16.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1941_9 20__1_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1941_9_20__1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Nouvelle “démonstration et généralisation d’un théoréeme
du calcul des probabilités dit a Simmons;

Par E. FELDHEIM.

1. Intropucrion. — Considérons une urne contenant a boules noires
et b boules blanches (a > b), et faisons n = N(a + b) extractions, en
remettant toujours dans l'urne la boule tirée. Le nombre des boules
blanches extraites au cours des n tirages sera désigné par S. On a le
théoréme suivant :

Il est plus probable que S est inférieur plutét que supérieur au
nombre Nb, c’est-a-dire que, sil’on désigne les probabilités des inéga-
lités S <'Nb et S > Nb par P et () respectivement, on aura

P>Q, pourvu que a > b.

Ensuite, si N est assez grand, la différence P — Q est approximative-
ment égale a I’expression
a—"b
A —_— e
3y2mnab
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 1, 1g41. 1



2 E. FELDHERM.

Le théoréme précédent, avec une interprétation différente de celle
que nous en avons donnée, a été démontré par Simmons dans un
Mémoire de 43 pages ('), ou il I'a complété de remarques expérimen-
tales sur les jeux de hasard, etc. Sesrésultats, malgré leurimportance
et simplicité, sont assez peu connus. Nous avons donc cru utile de
donner une nouvelle démonstration pour ce théoréme, en I'étendant
au casplus général des épreuves répétées.

Notre travail consiste en trois Chapitres. Dans le premier, aprés
avoir rappelé quelques propriétés des probabilités des épreuves répé-
tées, importantes pour la suite du travail, nous donnons la démonstra-
tion de l'inégalité P > Q, et nous traitons des questions attachéesace
probléme.

Le second Chapitre contient la démonstration de la seconde partie
du théoréme, c’est-a-dire la détermination de la valeur asymptotique
dela différence P — Q. Ce calcul est effectué par une simplification
notable de la méthode de Simmons.

Revenons maintenant a I'énoncé simple ci-dessus du théoréme. Dési-
gonons par p la probabilité du tirage d’une boule blanche

[/

/):(/—4—/;'

Nous avons alors
Nb =np,

Nb est donc égal 4 la moyenne arithmétique (ou valeur moyenne)du
nombre des boules blanches. Le nombre np est ainsi un nombre entier.
La démonstration du théoréme, donnée dans les deux Chapitres pre-
miers, n'est donc valable que pour ce cas particulier.

Dans le troisiéme Chapitre, nous démontrons le théoréme en toute
sa généralité, rapporté au casdes épreuvesrépétées, et faisant abstrac-
tion de la condition restrictive du Chapitre précédent. L'idée principale

(*) T. C. Siamons, A New Theorem of Probability ( Proceed. of the London
Math. Soc., vol. 26, 1% série, 1894-1895, p. 290-331). Parmi les travaux s'occu-
pant encore du théoréme de Simmons, voir : RaeNar Friscn, Solution d'un
probléme du calcul des probabilités. Premier probléme de Simmons (Skandi-
navisk Aktuarietidskrift, 1924, p. 153-174, et C. R. Acad. Sc. Paris, nov. 1924).
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de cette démonstration est analogue a celle de la loi de Laplace au
moyen des probabilités des épreuves répétées.

2. DEMONSTRATION DE L'INEGALITE P > Q. — Soit p la probabilité con-
stante d’un événemnent E, et ¢ celle deI'événement contraire E'. La pro-
babilité pour que, au cours de n expériences indépendantes, la répéti-
tion de E soit r, celle de E’ soit n —r, est égale, d’aprés les résultats
classiques, a
(1) T, = (’;)p"q"—" (p+qg=1).

Mentionnons quelques propriétés, bien connues d’ailleurs, de ces
probabilités, dont nous aurons besoin dans la suite.

a. La probabilité T, est le terme d’ordre r+ 1 du développement en
série du binome (p + ¢)".

b. L’indice rdu plus grand terme du développement satisfait aux
inégalités np — g < r<np + p. Nous pouvons dire que T, est maximum
lorsque I'indice r est I'entier le plus voisin du nombre np. Sil'onintro-

. , r Y _» . .
duit la fréquence " de 'événement en question, nous pouvons aussi

dire que la fréquence la plus probable est celle qui est la plus voisine
de la probabilité. Si np est entier, ce que nous supposons dans la pre-
miére partie du travail, la fréquence la plus probable est égale a la
probabilité, et T, est maximum pour r=np = m.

Si nous considérons la probabilité T, comme une fonction de p, et si
nous cherchons la valeur de p pour laquelle cette fonction est maximum,

r

c’est-a-dire "gp =0 nous trouvons encore la relation r = np.

Cherchons maintenant la valeur moyenne des valeurs de r

(2) m= ZI'T,.: np.

r=0

Si np est un nombre entier, la valeur moyenne des r coincide avec
'indice pour lequel T, est maximum.
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c. La probabilité de la combinaison la plus probable est donc
approximativement (et, si np est entier, alors exactement) égale a

m n
l,,,_—_'(\”L)p"/’q"‘l (m=np).

L’application de la formule de Stirling donne, en cas de n assez
grand, la valeur approchée suivante pour T,,
I

vannpqg ’

Si n — o, la probabilité T, tend vers zéro.

(3) T,p ~

La premiére partie du théoréme affirme que, dans le cas ot p < g,
la probabilité des valeurs de r plus petites que la moyenne (ot l'indice
du maximum) est plus grande que la probabilité des valeurs de r plus
grandes que la moyenne (ou l'indice du maximum), ou autrement,
qu’une déviation négative » — np est plus probable qu'une déviation
positive. Si la probabilité de la vérification de 1'événement E est
Prob {E}, on a

P —=Prob{r<mj, Q=Prob{r>mi,
notre théoréme s’énonce alors de la facon suivante :

L’inégalité p < ¢ entraine I'inégalité P > Q.

Avec les notations précédentes,

(4) P=3T, Q= > T

r=e r=m-+1

Nous avons besoin pour la démonstration de I'inégalité P > Q d'un

résultat auxiliaire. En tenant compte de ce que ZT,.= 1, on déduit

r=0

de (2) la relation

i(m —r)T,=o,

r=on
c’est-a-dire

ne—1 n

(5) Z(m——r)T,-: 2 (r—m)T,.

r=u re=m4t
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Posons maintenant
To—r=Tnu, ou r=i1,2,3, ..., m

et
Toser=Tner, oi r=r1,2,3,...,n—m.

Les relations (4 ) prennent alors la forme

m n—im

(6) P=Tm Up, Q:Tmzpn

r=1 r=i

et, d’aprés (5), on a

n—n

(7) Z ru,.:er,.

r=i r=1
Désignons par £ le premier indice pour lequel
Up< Vi

Ce nombre £ est nécessairement plus grand que 1, parce que

I

] V=

1
I+ — 1+ &
nq np

’

et I'on voit immédiatement que u, > ¢,, si p <q.
On peut alors écrire les inégalités suivantes

(8) Z(r—k+1)u,<2(r—k+1)vr
: r=k r==k .
et
k—1 k—1
(9) Z(k—r—-l)u,>2(k—r—l)vr.

Formons la différence de (7) et de (8), et ajoutons-y I'inégalité (9)

(k—l)Zu,>(k—1)iv,..

r=1 r=t
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Nous avons vu que £ > 1, et ainsi

m n—m

Z w, > 2 Vry

r=i r=1

ce qui est identique a I'inégalité que nous voulions démontrer.

Faisons encore une remarque sur la valeur de #. La démonstration
précédente est valable pour £<m. Sil'on a u,> ¢, pour toute valeur
possiblede r: r<m, on fait A =m + 1, le premier membre de I'inéga-
lité (8) est remplacé par o, et le reste de la démonstration ne change
pas.

Revenons maintenant i la relation (5), au sujet de laquelle nous
pouvons faire quelques remarques intéressantes.

Désignons par m, et m, les valeurs moyennes des valeurs de r plus
petites, ou respectivement plus grandes que la moyenne de r,
c’est-a-dire

1 m n—t mP’
mi= g z rT,-:$ ( , >1)’q"—’-’: P

S S~ B n—rt\ . _mQ
mz_—Q—z‘rF,..__Gz( )1)(] =0 ,

d’otr 1

m(P — Py=P(m—m,) :mi(m —nT,
et ':"

m(Q —Q=Q(my—m)= Y (r—m)T..
On a donc, d’aprés (5), I:MH
(10) P—P=Q—Q.

Nous obtenons encore facilement un résultat de A. Guldberg (*). 1l
résulte de (10), et des formules précédentes, que

P(m — m) =Q(my— m),

(*) Nouv. Ann. de Math., 1923-1923, p. 251.
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d’otr
. . m m;
PZQ,  sil'ona respectivement m 2 —‘_—:——3
On peut aussi définir trés simplement la valeur commune des diffé-
rences (10). La relation connue

n n—1 n—1
o (=7 +(02)
permet d’écrire que
m—1 mn—=2

n—1 n— n—i
P= q 2 < R )I)rqn—i—r b 1, 2 ( - >[) qn—i—r—. q ( >I)In—1qn—m
r=o ”r=0

m—2

P+9)2< )1)’ nr=qTu+ P,

donc la valeur commune des différences (10) est ¢T,, et celle des
expressions (7) est mq. -

Remarquons encore que la valeur commune de P — P’ et Q'— Q
s’obtient aussi comme un cas particulier d'une formule de Bertrand (*).
D’aprés cette formule '

e n
(12) z(np—r)'l‘,.—i—- 2 (r—np)T,=ap(n—p)T,,

r=0 r=g+1

ol o désigne un nombre entier. Si np = m est entier, et p = m, le pre-
mier membre de (12) est identique, d’aprés ce qui précéde, a

m(P—P)+m(Q —Q)=2m(P — P,

de sorte que
m(P—P)y=p(n—m)T,=mqT,,

c’est-a-dire le résultat établi tout & I’heure.
Dans le cas général, la relation (12) s’écrit de la fagon suivante

;P —p ’
(P_P+TT9>+(Q Q)—z PTpv

(*) Pour une démonstration récente, voir M. Frecugr, Sull'espressione esatta
di uno scarto medio (Giornale dellIstituto Italiano degli Attuari, vol. 6,
1935).
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d’autre part, il est évident que
P+Q=1—-T, et P’—;—Q’:[—(’;:;>I,p—'qn~p:,_%"f‘p,
d’ot
PP+ Ll —qq,
np !
donc

P—p=1Cr, Q'—Q:(l-— fi)'rp

n

q
4
pour toute valeur de I'entier ¢.

3. DETERMINATION DE LA VALEUR ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFERENCE P — Q.
— Nous pouvons compléter I'inégalité P > Q démontrée dans 2, par
la valeur asymptotique de P — Q donnée par Simmons, qui prend,
avec nos notations, la forme suivante

A=_1—_7r .
3Varnpg

La démonstration sera effectuée a I'aide de transformations iden-
tiques du développement de la série de binome. On se bornera le plus
souvent a des développements formels, et I'on fait aussi abstraction
de la signification en calcul des probabilités des expressions qui figu-
reront dans la suite. Nous ne devons en tenir évidemment compte que
pour les calculs, lesrésultats, a part de larestriction déja mentionnée,
étant tout a fait généraux.

On peut démontrer, au moyen de la formule (11), les relations
suivantes

m m—1

nt1 roh+l—r __ n 7 gi—1 — "
(13) 2( K )1) gr— Y (,)p 7" =qTu,
[] r=0

m

m -+ ]('—f— n+k n+A , ,
(14) E(n . ')Prqn+k+1—r_2( i )Prqn+k—r=__[)< - >p"q"+"—"

I 95 R0

— - ) 2 y PTn.
1+ (1—5— )---(1+
n—m n—um n—m
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Cette relation est valable pour toute valeur entiére de m et n; pour

= o0 on obtient, par une petite transformation, la formule (13). Soit
successivement £ =o0,1,2, ..., s, et prenons la somme des relations
(14) correspondantes

m n—1

2 <n +; -+ l> prgrrsTier — E (';) o i

r=40 r=0

o)) (o)

=qT,.—pT, 2 N

(ema) () 5)
r=t {1+ — I+ — el I+ —
Rg/ N\ nq nq

ou m=a np. Cherchons le développement du second membre en série

de puissances croissantes de '—'z Le résultat du calcul est le suivant

m—1

n-+s-—+ (2 .
(15) Z ( 1 )Prqn+s+l—r__2(,r>prqn——r
r=<u

r

r=o0 “
:(q—SP)Tm
P (s42) [1— 3ps’+ (p+10)s+r1o—4hp +---]Tm-
Bng 20ng

Cette relation reste valable si l’on donne a s toute valeur entiére ou
fractionnaire.
Il résulte de p+ g =1 quel'on a

n— Il]) <l -+ g) )
r
c’est-a-dire, si s = %, alors

n=m(s+1), n+s+r1=_(m-+1)(s+1).

S

et » et si ’on consi-

s+1 S+1I
dére s comme un entier, on obtient le cas particulier traité par

Sil’on remplace dans (15) p et ¢ par

Simmons. En substituant, aprés avoir effectué les calculs, % au lieu

de s, on aura finalement le résultat énoncé dans 'Introduction. Nous
pouvons le faire en une seule fois, si nous remplagons d’aprés ce qui
Journ. de Math., tome XX. — Fasc. 1, 1941. 2
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précéde, dans (15), s par le rapport%, netn—+s—+ 1 par les valeurs

calculées. Si nous désignons alors, pour simplifier ['écriture,
m—1

n . . . >
2 <'_>p' g " par P, le premier membre de (15) sera P, ,, et (15)
r=e

prend ainsi la forme suivante

_p _prr/  b64+99—2¢ N\ _
(16) Py —P,= o (1 2omg “+.. ) T, (m = np).

Il résulte de la relation P 4~ Q + T,,=1 que

D=P— Q =P,.— (\)m: 2Pp+Tp—1=D,,

d’ou
(17) Dm-H - D/u= Z(Pm'-i - l)m) -+ (’I‘111+l - 'Fm)'
Mais
. (I " 1 E - ( ) /\>
’l‘lrm—i \ ; T+ n T ;l . I/
= - ou k=~".

T,,,_< :)( z) ( /:)’ iz
1+ — {1+ =) {1+
ng nq nq

Un calcul analogue au précédent donne que

1 247 +24q° e
(18) Tm+1=<l__+‘—_//LT—/_+"'>lm7
am 24m=q

de sorte que, d’aprés la formule (17),

7/

N A . 2g— 159 — 1} -
(lg) Dm+1 D,= 6m (l -+ 2omq —+.. .)l,,,.

I1 est évident que, pour n - o (ou, ce quirevient au méme, m — o ),
D — o; on peut donc écrire que

(20) D,,,.—_-<X+X+£,+...)T,,,,
m m*

ou les coefficients du développement sont inconnus. Etant donné que
nous cherchons seulement une valeur asymptotique pour D, il nous
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suffira de connaitre les premiers coefficients du développement pré-
cédent. Or

Y

Y Y Z 7Z 27
= — — ... et — = =
m-i-1 m  m? (m—+1)® m: m?

donc,
Y 7—Y

D/ll+l = (X -+ - + 9 —+.. '>'Fluvv—l
m m-

(X+ 2Y — X . 12¢ (22 —3Y) + X (2 + 79 + 2¢°) +...)Tm,

2m 24mq
d’ou

. X X(2+4+ 79 +2q%— 369Y >T
(21) Dm+1_Dm—(\—m+ Zl‘m:)(/ ... me

En comparant les coefficients des puissances égales de ;;— dans les
développements (19) et (21), on trouve pour X et Y les valeurs

_9—=r __9—phlgrn(2—q)
X=45 Y=-13 5

On déduit maintenant de la relation (20) que

_o—9—pr( _A4lg+1(2—q) >
(22) P—Q= 3 <[ T5npq “+... )T

Si n-» o, en tenant compte de la relation (3), la différence D aura
la valeur asymptotique suivante

(23) R\ Al
3\Vamnpg
Remarque. — On aurait pu trouver, d'une fagon analogue a celle

qui a conduit & la formule (20), le développement de la probabilité P
suivant les puissances de '%, en partant de la relation (16), et en

déduire ensuite le développement de D. Inversement, on peut écrire,
au moyen de (22), la probabilité P sous la forme suivante

(24) P=

1_p+i/ o a(g-+1)(2g—1)
5 3 <1 WBrpg +... ) Th.

Si n devient infiniment grand, P (et Q aussi) tend vers ;, ce qui était
d’ailleurs & prévoir.
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A. Etupe pu cas cineraL. — Dans cette partie de notre Mémoire,
nous ferons abstraction de la coundition restrictive que le produit np
est un nombre entier, et nous désignerons par mla partie entiére de np

m=np—s ou oSs<r.

La méthode que nous allons employer est, comme nous l’avons
déja indiqué dans I'Introduction, analogue a celle qui permet de
déduire le théoréme de Bernoulli des probabilités des épreuves
répétées.

Nous aurons besoin tout d’abord d’une représentation intégrale des
probabilités P et Q que nous allons chercher dans ce qui suit. D’aprés
les formules (4),

n—1 m—1

> (t)]”(l—[’)”": > (';)q""‘u—fz)",

(39
Q= Z (7,)17"('—1’)"": 2 <:>p"—"(1—p)".

Si I'on fait )

(26) Fk(x)_:z (Z)w"*’(l—x)",

r=>0
on aura donc
P = F,n_1 (q), Q = Fu—m—i (1))

Dérivons les deux membres de 1’équation (26) par rapport a z,

() =Zk: (") [(n ) (1 — &) — rar(s — $),._1]

r
r=0
k k \
n! n!
= —_—  xtT (= "—Z-————-—m"—" I —ax) !
Zr!(n—r——l)! ( ) (r—u)l(n—r)! ( )
r=o0 r=t
k k—1 |
n! O n!
=¥ (1 —x ’——Z————x"—"—' 1— )"
Er!(n—r—l)! ( ) ri(n—r—u)! ( )
r=o0 r=¢0
n!

= F—y e a2k
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On a donc, en intégrant (*)

(27) Fm«):(n—k)(’;)foxz"—*—’u— ot

7
P= m( ")f (1 — tym=rd,
m 0

Q=(n-— m)(:l)b[p (1 — Lyt de.

0

et ainsi

(28)

Si n est assez grand, la valeur asymptotique de I'intégrale

n!

(29) B=h!—[!

\/, (1 —t)rde, h+l=n—1,
0

s’obtient par l'introduction de la nouvelle variable

{ 1 \/ hi
(= — ¥
n—I n—i n—i
et en développant la fonction a intégrer (ou plutét son logarithme)
en une série de Taylor. Le résultat est le suivant (*)

(30) B— ﬁf o= lam),
T

(*) Observons que, d’aprés une communication aimable de M. le prof. Ch.
Jordan, des propriétés connues des fonctions Béta incomplétes permettent de
retrouver la forme (26) des probabilités Fx(), en transformant la relation (27)
par une série d'intégrations par parties. Si I'on fait

Ie(n— 4k, k+1)= B(n——;m;f =k (1 — L)k dt,
’ 0

et si £ et n sont des entiers, on démontre que Fi(z) est égale a la valeur pré-
cédente. Pour le calcul numérique de ces intégrales, voir Pearson, Table of the
incomplete Béta-function (Cambridge University Press, 1934).

(®) Pour les détails de ce calcul, voir B. L. vaN per WarrDEN, Empirische

Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, usw. (Berichten der Akad. zu Leipzig,
vol. 87, 1935, p. 353-364).
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ou ®(T) est 'intégrale de probabilité bien connue

T I
2

(31) O(T)=—= [ ¢ *d.
27 Jo
Iei
-3
(32) T=C+D+O<n z),
et
L fn—a
G:[l—x(n—x)J\/—-—-—hl .
1 13 n—t
(33) D_g(lz(lz—1)~ whl)(C3~+—3C)
l—h ({—h)
—_— e —_—— C2 | ———— 5.
3\/hl(n—l)( +2) 18hln—1)

Cest cette formule que nous allons appliquer pour I’évaluation de
la valeur asymptotique de la différence P — Q. En désignant les
valeurs de T correspondant 4 P et Q respectivement par T, et T,,
nous aurons '

1 - £ 1 -z
P:-:-f e le, :—__f e 2dt,
Vow ==
et
' 1 o 1
(34) A.—.P—Q:-—:f Cide=L[o(T,) — @ (T)).
\/211‘ T, 2
- . 7
Comme nous I'avons vu, D estde I'ordre de n *, la différence A peut
donc étre écrite de la facon suivante

(35) Az;/'%(Ts—Ti)—'a/%r(T;—:T’,‘) T — \—/;:T(Tz_Ti)_*_O(n"g)-

Les valeurs T, et T, qui y figurent sont calculées a ’aide de (32),
oul'on a, danslecasde T, :

L=nqg+s, h,:np—s—l‘, Z,=gq;
"danslecas de T, :

ly—np—s, hy=ng +s—1, Zy=p.
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Alors

C—- n—1
1——(5—%—‘/) (n{]—i—s)(np—S——l).

L'expression sous le signe de racine carrée se met sous la forme

/I_<l+ slg—p) -9 +...),
V npyg 2npq

donc

Ci= s:_q -+ O(n-‘%).
vV rpyq

wleo

Dans l'expression de D,, le premier terme est de l'ordre de n 3

<
2

le troisitme de l'ordre n *. Dans le second terme, 'ordre de

; l— . c 3.
f——_'_——h’—___ est n %, il suffit donc de considérer le terme
W (n—1)hy!,
2(ly—Ny)

o 3\/(11 — 1), hl’

D=— 2(9__]_’)<l+ $1q'(3—29) +...>+O(n_%).
3\/npq 2npy(qy —p)

Enfin

. _ _ 3 s
(36) T,=3(S -q) _Z_E‘] p)+0(n 2)=3s-1—’;-_*-1 +0(n 3)
3Vnpq 3V npq

Un calcul tout a fait analogue au précédent donne que

—3s+qg+1
3ynpq
On voit sur I'expression (35) de la différence A, que A > o (cest-

a-dire P > Q), si T,>T,. Dans ce cas, lacondition de cette inégalité
est que

(37) T,= +O(n-%).

—3s+¢g+1>3s5+p—+1,
d’ou
6s<<g —p.

Nous avons, par hypothése, ¢ > p, et ainsi, d’aprés I'inégalité précé-
dente,
0<s< Zg—p,
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c'est-a-dire, le nombre entier /2 doit satisfaire a I'inégalité

Ilj) —_

g —p
§

5

Sm<np,

pour que l'inégalité T,™> T, soit vérifiée. Remarquons toutefois que
nous avons supposé le nombre n assez grand.
La valeur asymptotique de la différence A est

— p— -3
«(38) A=1"P 2 bs +O(n "').
Wemnpy

Dans le cas particulier ou le produit np est un nombre entier, c’est-
a-dire ol s =o, la valeur asymptotique de la différence P —Q est
identique a I’expression trouvée dans le paragraphe précédent

Ao_—.'— '(/—_—_L'
Iy amnpy

e ~A—



