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SURFACES ADMETTANT PLUSIEURS RÉSEAUX CONJUGUÉS CONIQUES. 63  
Surfaces admettant plusieurs réseaux conjugués coniques;

pAR BERTRAND GAMBIER.

!. INTRODUCTION. — Sophus Lie, Poincaré, Darboux ont donné suc—

cessivement des méthodes différentespour déterminer les surfaces qui
admettent non seulement un réseau de translation, mais deux ou oo‘.
Ces méthodes ne s’appliquent pas au problème qui généralise le pré-
cédent d’une façon évidente : surfaces admettant non seulement un
réseau conjugué conique, mais au moins deux (le maximum est co” et
se trouve réalisé par les quadriques) : le long de chaque courbe
conique, il y a un cône circonscrit à la surface. J’ai imaginé une
méthode, élémentaire et presque évidente, qui résout (théorique-
ment) le problème; cette méthode s’applique aux surfaces de Lie, de
sorte que, pour en éprouver l’efficacité, je l’ai appliquée à ces surfaces
(Annales de l'École Normale, 3° série, LV, 1938, p. 83—1 18); je vais
en prouver encore mieux l’efficacité, en l’appliquant à un exemple
différent qui m’a été suggéré par le professeur F. Engel, de Giessen, et
qui a été traité par lui par une autre méthode que celle de ce travail
{Rendicontidi Palermo, LIX, 1935, p. 165-184). Un réseau de trans-
lation est un réseau conique pour lequel les sommets des cônes cir-
conscrits sont répartis sur deux courbes planes, toutes deux situées
dans le plan de l’infini. Le professeur Friedrich Engel a proposé
d’appeler réseau de translation au sens élargi un réseau conique pour
lequel les sommets des cônes circonscrits sont répartis sur deuæ
courbes planes d’un même plan, d’ailleurs quelconque; il faut alors
spécifier avec soin le plan relatif à ce réseau.

On peut donc chercher deuæ réseauæ de translation simultanés,
relatifs à deux plans dfi”érents : M. Engel a déterminéune solution
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particulière de ce problème précis et nous la retrouverons à notre
tour.

2. Exmsr‘: DE LA MÉTHODE. — La surface est définie en coordonnées
homogènes par les expressions
(I) X,+Y,, X2+Y27 X_—,+Y… X,,+Y…

où les X,- dépendent de l’argument a:, et les Y, de y.
le oint (dx1

dX, dX, (ZX, tl t d ‘ ' '
l4 p 2—55, dæ,’ dæ,’ dæ0

es e somme il cone c1rconscr1t e

long de la courbe a: =xo et chaque génératrice de ce cône est tan—
gente à une courbe y = const. Les 4 coordonnéeshomogènes (z. , z._,,
z,, z,.) du point courant de la surface (‘) sont donc solutions de

, . ôîz , . , .l’e uat10n —=o. Un nouveau reseau con u ue con1 ne de ladxdy
même surface, s’il existe, fournit de nouvelles coordonnées homo-
gènes Z, liées aux précédentes par la relation 5 = pZ (où p est une
fonction convenablementchoisie), et s’exprimantsous la forme
(2) U,+V,, U,+V,, U3+V3, U,+V,,
où les U,— dépendent du paramètre u, les V,— de v.

L’équation dî—ä';
= o, satisfaite par les Z,-, devient, si l’on revient

à z et aux paramètres x, y, une équation
(3) Ar+Bt+Cp+Dq—i—Es+ls=o dz (Fz , - , .P=(Îæ’ "= âæ2, "' V€rlfiee en meme temps que S=O par les

4 coordonnées 2. Le problème est donc ramené à résoudre les deux
questions suivantes :

1° Déterminer A, B, C, D, E de façon que le système
(4) s=o, AI‘+Bt—l—CP+DQ+ES=O 

(‘) Le lecteur voudra bien se rappeler que x, y, u, V sont des paramètres
curvilignes, que (z,, z,, z;,, z,), ou simplement, z désignent des coordonnées.
Quelques lecteurs de mon Mémoire déjà cité avaient interprété x, y comme des
coordonnées car_tésiennes et u, v comme des paramètres curvilignes.
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admette une solution à quatre paramètres constants Ea,—(X,—+ Yi), où
les X,- et Y,— sont donnés; la solution est immédiate : on peut prendre
pour A, B, C, D, E les coefficients de a, B, 7, 3, e dans le dévelop-
pement du déterminant d’ordre 5

a 5 y 6 s

(5) X'; Y’,’ x; Y’, x,+ v,

X'_Ç Y',Ç X’, Y, X,,+ Y,,

Chacune de ces expressions A, . . ., E est donc de la forme 2% où
les E dépendent de a:, les n de y.

2° Particulariser les X,— et Y,- de sorte que l’équation
(ô) ' Ar+Bt+Cp+Dq—l—Es+sÀ(æ,y)=o,

où ‘A est une fonction convenable de a:, y, puisse, par le changement
de fonction z = pZ et de variables (u, v étant les nouvelles variables
indépendantes), recevoir la forme

d‘-’Z(7) du dv
: 0.

On trouve sans difficulté que les inconnues 1, p, u, v au nombre
de quatre doivent vérifier les cinq équations

du 2 du du du ?

A(æz) “a? «Ty+B(®> —°’

dv ’ dv dv dv"3
"‘(aî) “aîîfiB(®) —°’

2 2 2

APZ_ŒIT_L+ÏP
du du

du<2Ad_p

-

09
«dædy +BPd_y‘-’ +dæ(8)

+È<Àô—P
+2Bô—P +Dp) =o,

   
dy dx dy

d"v d?v
APÊ+ÀPdæî/'+...=O,

d’p dep dp dp d’pA _ _ __àæ,+Bôy,+Câx+Dôy+Ep—i—Àdxày_o.

En général il n’existe pas de solution, de sorte qu’une surface admettant
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 1, 1940. 9
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un réseau conique n’en admet en général qu’un : d’ailleurs une surface
quelconque n’admet, en général, aucun réseau conique.

Nous allons éliminer très simplementu, 0 qui figurent d’une façon
symétrique (on se rappellera que )? — 4 AB doit être différentde zéro);
posons

du du ()r ()v_Il/i, (E‘—hifi, (Tt—_ AÎ\'.
duA

<m X=—M+£h >|

On a aussitôt comme conséquence des deux dernières équations (g)
()'—'u ()- u ()“u ()(I ()/t l)lt

10
()’c*_ ()_:_V =()v ()_k_ l()k

On ajoute les équations (8) de rang 3 et 4, ce qui fait intervenir
simplement hk et h + I:; on les ajoute encore, mais en les multipliant
au préalable par È et h—2, respectivement, ce qui fait intervenir
1

Z
suflîsantes, entre ‘A et p

+k et I—k--On a ainsi, au lieu de (8), les trois équations nécessaireset

\+ (B 'A( ()_p+C)_û_Bld_p_æ_
()Îæ(%,

()—y( A +Â (pA dy A p ()1 A _ ’

( A +ÀL091) ÈLŒ_Œ_“) aî
Î)'a

%:(B +B(ÎBâE*“E>_BPaJ- B_’
0’9 Bô_p 0? ô’P_A Bl)_yz +Cd—-l— D%P—+EP+ÀW_U,  

et u, 9 sont les intégrales premières de l’équation

(N’) - Ady=—xdædy+Bdæ==…

5. CAS paÉms DES SURFACES DE Lus. — Le cas des surfaces de Lie est
caractérisé par p = 1, comme cela résulte des recherches mêmes de
Lie, qui a montré que [; équations
(12) X,—+Y,—=U;+V; (i=l, 2, 3,4)

ne peuvent se réduire à 2 équations seulement que si l’on a, avec des
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constantes non toutes nulles

\‘ l \‘ l \, _ 1 Y(13) -a,—Xi=ë, —(th;:;, -(6[U,‘— ;, -a,—V,—=—,

de la sorte la surface (z,, 22, 33, s,.) étant remplacée par la trans—
formée homographique (:., 5._., z“, Sal—z,) ou (z,, z,, :… 1), si nous
regardons la face z,: o du tétraèdre de référence comme représen—
tant le plan de l‘infini, nous avons une surface qui a deux réseaux de
translation (au sens ordinaire). On suppose donc

X:,+YÆEUÆ+V5£I, lî=(), F:],
et il reste le système de deux équations

a<1
@ _:\ (:(). …_& X)+Ü A_)+K K)_Î_"’

0(l\ & A 2 & 2_C_ä}B +dæ B +B B —B_”
J’ai discuté ce système complètement et retrouvé tous les résultats
de Lie; je n’y reviens pas ici; les pages 85—90 et 102—105 de mon
Mémoire déjà cité contiennent la démonstration de tous les résultats
trouvés autrement par Sophus Lie.

Ici, pour rassurer les lecteurs qui se rappellent que les surfaces de
Lie dépendent de 18 paramètres (14 pour la quartique plane géné—
rale, 1 paramètre d’homothétie, 3 paramètres pour une translation),
je dois expliquer pourquoi j’emploie le total de 17 paramètres seule—
ment : les coordonnées du point courant ont été prises sous la forme
plus avantageusepour notre étude

fX,dJï +fYÎ d.)! szdæ+szd)'y Œ+)”» 1;

et le problème analytique revient à déterminer X,, X.2 en fonction
de x(Y,, Y2 s’obtenant en remplaçant dans X1 ou X, la variable x
pary). La détermination de X., X2 en fonction de x fait intervenir
17 constantes arbitraires, dont une est accol_ée additivement à x;
on a ensuite, pour obtenir géométriquement la surface, à calculer

[Xi dx + Y. dy, fX, da: + Y2 dy, ce qui introduitdeux paramètres

(14)
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nouveaux : 17 + 2 = 19; mais, dans la somme æ+y, les deux
constantes associées respectivementà a: ou y ne figurent plus que par
leursomme, de sorte qu’un paramètre disparaît : 19— 1 = 18, et l’on
voit qu’il n’y a aucune contradiction.

4. RÉSEAU CONIQUE ET RÉSEAU DE TRANSLATION. — La dernière équa-
tion (! 1) ne détermine pas ). en fonction de 9, si 9 est une solution du
système (4), c’est-à-dire si l’on a, avec certaines constantes, '

p=a,(X,+ Y.) +a,(X,+ Y,) +a,(X,+ Y,) +m(X,,—+— Y,).

Dans ce cas, nous remplaçons encore la surface par la transformée
homographique

51; zz; 53; “151+a252+“353+a45n

de sorte qu’avec un changement de notations, nous aurons une
surface admettant, si )\ existe, deux représentations

p=X;+Y;,.(15)
;X1+YH

X:+Yz: X;+Y3, XÆ+YL
U1+V1, U2+Vg, U;+Vu, 1

Lepremier réseau est conique, le secondest réseau de translation(acci-
dentellement, puisque pn’est pas constant, le premier réseau pourrait
être de translation, mais pour un plan distinct de celui qui est donné
par le second'réseau). Les équations (Il) se réduisent aux deux
premières : “A est inconnu et p est remplacé par X.+ Y,,. On a
donc deux équations de la forme

(16) Ë=HP+K1+L, ÿ—=H1P+Kflt+Ldx dy

et, en égalant les deux valeurs de —-—, nous avons une équationdx dy

(17) PP+QÀ+R=O.
Si cette équation est identique en 7», c’est—à—dire si les fonctions X,—,

Y,— sont telles queP, Q, R s’annulent pour x, y quelconque, il y a
une infinité de réseaux de translation relatifs au plan z,: o, la sur—

face est une surface de Sap/ms Lie à oo‘ réseaux conjugués avec cette
particularité qu'elle admet en plus des «s‘ réseaux de Lie un (ou
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plusieurs) réseaux coniques. Ce cas peut se présenter; chaque quadrique
est en eflet œ‘ fois surface de translation relativement à un plan
tangent quelconque (ce qui fait un total de co“ réseaux de translation)
et possède oo" réseaux coniques proprementdits.

Si P, Q, R ne sont pas identiquement nuls l’équation (17) définit
deux valeurs de X, et il peut se faire que l’une d’elles, ou même
toutes deux, satisfasseht aux équations (16) : nous donnons plus loin
(exemple de M. Engel) des exemples de l’un et l’autre type.

En tous cas, soit dans le cas d’intégrabi1ité illimitée, soit dans le
cas d’intégrabi1ité limitée, on trouve (exactement comme dans le cas
précédent, surfaces de Sophus Lie) une série d’équations de condi—
tions, de la forme 2571 = 0, où les E s’expriment au moyen des X,- et
de leurs dérivées sous forme de polynomes entiers à coefficients
numériques, et de même pour les ?] au moyen des Y,—; on sait discuter
ces équations et en trouver toutes les solutions : théoriquement du
moins, car, pratiquement, les calculs sont fort longs. Mais l’essentiel
est d’avoir trouvé quelques exemples simples qui prouvent l’existence
effective de surfaces de ce type; d’autre part, d’après la forme même
des équations différentielles trouvées entre les X,- d’une part, entre
les Y,— de l’autre, on voit que les surfaces obtenues quand on a un
réseau conique et un réseau de translation sont analytiques ainsi que la
courbe lieu des sommets des cônes circonscrits; cela tient à ce que les
équations entre X,, X2, X,, X. sont en nombre au moins égal à 3;
d’autre part nous constaterons, sur les exemples donnés plus loin,
que cette fois les courbes décrites par les sommets des cônes circonscrits
ne sont plus nécessairement algébriques; cette circonstance explique
pourquoi la recherche actuelle est beaucoup plus difficile que celle
des surfaces de Sophus Lie : nous n’avons plus le secours si précieux
du théorème d ’Abel.

Nous devons signaler une difficulté se présentant quand on écrit
(>: X.+ Y,,, plutôt que p = Ea;(X,—+ Y,), où les a,— seraient des con-
stantes indéterminées : c’est que nous faisons jouer un rôlespécial au
plan relatif au réseau de translation cherché; si donc, en dehors du
réseau (conique proprement dit ou de translation) supposé existant
a priori, il y a deux réseaux de translation, relatifs chacun à un plan
diffèrent, nous ne trouverons, en écrivant p = X,. + Y.,, qu’un réseau
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et le problème précis de trouver des surfaces qui auraient plusieurs
réseaux de translation, chaque réseau correspondant à un plan diffé-
rent ne se trouve pas résolu dans son ensemble; il faudra donc, pour
ce problème signalé à l’instant, laisser 9 = Ea,(\'i+ Y;)-

5. RÉSEAUX comouss. —— Cette fois, que le premier réseau soit
conique proprement dit ou de translation, la fonction 9 donne une

. a! e o ‘ , . . \dérivée seconde ? non nulle et la tromeme equation (1 1)fourmt A
‘ dx dy 

au moyen de A, B, .. ., E et p; remplaçant )\ par la valeur en jeu,
les deux premières équations (I 1) sont nécessaires et suffisantes; ce
sont deux équations du troisième ordre en @. Écrivons-les sOus la
forme

dl  E__n P-—K X—L : ,(€) € ().T 0

}\__ AP.r:u+ BP3v+CP1+Dps—l—Ep'
Ô7\

_
_,.,(f) fEÎy_lllxg—K1Ï_L1=U,

?,

On a
1 1 ôA CH _——Â-(logp)… K _Kä.—IÎ_K,

L=2D+48(logp),—A£<£>.
(18) {

()J/ A
' I 1 dB ])

"l'—__Ê'UOËP)“ Kl—B—Ë—X,
() A

_\

lJ,_ZC+4A(IOgP)…—BäE(Ë).
Les fonctions _K,_ K‘ ne dépendent pas de 9, mais H, H;, L, L4 font
intervenir ? et ses dérivées du premier ordre.

Suivant la méthode générale, on doit adjoindre aux équations
e = 0, f= o les équations dérivées successives; or bien que les équa-
tions e_.L.= o, ey= 0, fr: 0, fr: 0 soient en nombre 4 et contiennent
les 5 dérivées d'ordre 4 de 9, ces 5 dérivées peuvent être éliminées entre
ces 4 équations, si l’on a soin d’écrire

e = auy— dx dy
!

frs—5% ——H;J*—K,fl—L.,—2(HJ+K,)(H À*+K A+L ),

 -— H, P—— KY À———LJ.
—— 2(H Â+K )(H,À*+ K,Â+L,),
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En retranchant, on a l’équation

 
($”) g=PÀ’+QX—l—R=o,

1>E%—%+nnl—an…
(19) l‘eag’ÿ‘—%-+fz<uut,_rr,L),

3—î
"J‘j+ KI —K.L.

L’équation g =o ne contient même les dérivées de 9 que jusqu’à
()0' ()g—— o, + _—0 ne contiennent():-_ ())

les dérivées de 9 que jusquà l’ordre 3, et les dérivées d’ordre 3
figurent linéairement. On écrira, bien entendu,

l’ordre 2. Les équations {:= o, [= o,

g,E P_Jê+ Q…À + R_,.+ (2PÀ +_Q) (Il ie+ 1< 1+ L ),
g,; P,)C—'+ Q,À + R,. + (2Pl + Q) (H,).‘-‘+ K,). + L1 ),

dg _ ' ()g
, î)î. "‘-0, fi,“

explicitementque les termes d’ordre 3,
et les équations e=o, f=o =o sont, en n’écrivant

/ A Pm‘P—rœæ
—‘ (A

P-“væ+ B PM“) Præy+ B Pry P-'—'J‘Y + - ‘- -= 0;

(=…) , A Prr ?… + (A p…+ BP.1‘J')P-r.v'f+ BPl‘)'Pny+- — -= o,

, A P.r.r.r —— B P_1:y_y +. . .= o,
_ A Puf:v_1‘ + B py“—+. . .: 0.

Les dérivées d’ordre 3 sont
donc)

déterminées d’une façon unique au
de :

moyen de @,
0—55 5‘)—, 507 W 0—2

?(et des fonctions A B, , E et
leurs dérivées) si le déterminant de ces équations linéaires
(21) ôE(Apm+Bp,,-)’—4ABpË,

n’est pas identiquement nul en x,.y ,

7

Si donc on suppose 3#0, comme l’équation g=o établit une
ô°p

à_y*’ il ne peut y avoir, dans la solution
générale éventuelle ? que cinq arbitraires au plus; d’ailleurs 9 et ap,—

où a est une constante arbitraire, donnent le même réseau conique

relation entre p, 3—5;-
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(u, 0), donc une surface ne peut avoir que oo“ réseauæ coniques au plus :
les quadriques fournissent d’ailleurs ce maximum. Les conditions de
compatibilité à trouver encore s’obtiennent toujours en dérivante: o, [= 0 et ramenant chaque équation obtenue au dégré 2 ou à
un degré inférieur. A ce propos remarquonsque les 4 équations
(22) el‘=0, e)'=o, f‘L‘= (.), j3-=0

ont été remplacées par
(23) er: 0, ey=o, gEeJ.—fr=o, f,.=g_

Donc, la dérivation d’ordre p donne (p+1) équations provenant
, . de , . , .de e, l’equatmn W<f): o, et les p equations obtenues en der1vant g

un total de (p— 1) fois. Au bout d’un nombre fini d’opérations, on
sait ou bien trouvcr les conditions de compatibilité précises et le
nombre d’arbitraires de la solution générale 9 ou bien reconnaître si
le problème n’a pas de solution. En tous cas les conditions de compa-
tibilité sont toutes de la forme2£n = 0, où, comme au numéro pré—
cédent, les E (ou les r,) sont des polynomes entiers à coefficients
numériques entre les X,— et leurs dérivées jusqu’à un ordre fini
(ou entre les Y,- et leurs dérivées). On sait discuter et résoudre ces
équations.

Comme plus haut, les courbes décrites par les sommets des cônes cir—
conscrits sont analytiques, dès que la surface contient au moins deux
réseaux.

Le cas 3 = 0, s’il peut exister, se traite de même; d’abord 8: 0 est
une nouvelle équation d’ordre 2 pour p; en vertu de 8: o, l’élimina-
tion des dérivées p…… P…… pm”, p,” peut se faire entre les 4 équa-
tions (20), et il reste une nouvelle équation d’ordre 2; on a ainsi
3 équations d’ordre 2 (l'une étant g=o); les seules arbitraires
sont p, %; 3—;

(au plus) et, pour la raison indiquée plus haut, un
réseau de cette espèce ne peut dépendre que de deux paramètres
au plus.

Les quadriques possèdent oo“ réseaux coniques conjugués, qui sont
doublement de Kœnigs : on coupe la quadrique par un faisceau de

, plans d’axe D et par le faisceau dont l’axe est la droite D’ conjuguée
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de D. En ramenant la quadrique à une sphère par homographie, on
voit qu’il n’y a pas d’autres réseaux conjugués coniques sur une qua—
drique. Si D est tangente àla quadrique, D’ est tangente aussi et au
même point que D : le réseau obtenu est donc de translation pour le
plan tangent en jeu:, il y a ce“ plans tangents, dont chacun donne
oo‘ réseaux de cette nature : au total oo3 réseaux de translation parmi
les oo" réseaux coniques.

Le géomètre russe.] . Blank a étudié les surfaces qui admettent
deux réseaux conjugués doublement de Kœnigs, les axes du premier
réseau étant côtés opposés d’un quadrilatère gauche, et les axes du
second étant les deux autres côtés de ce quadrilatère; les diagonales
sont alors axes d ’un troisième réseau doublementde Kœnigs; le tétraèdre
ainsi obtenu étant tétraèdre de référence, on trouve cinq types de
surfaces

1° x"+yk+zk+tk=o,
2° æ“y3=zïtô, ot+{3=y+ô,
3° x"+y"+ zt"“_+ tk: o,

4° - 5=(”7”)”‘G)“
[ \p. arc lang; A arc tangE_5° (x’+y’)e =(z*+t*)e

On remarque que le 5° type peut être écrit
|>’ u :»1+ . _ 1——. , 1+-—.

> '=<s+zt> “(z—u)l\')

)\

(x + l')')i_'“'(æ — il
ce qui est un cas particulier de 2°.

6. ETUDE D’UN css PARTICULIER. — Le cas, que le professeur Engel a
étudié, correspond à la double représentationparamétrique

{x
y X+Y 1(24)

! U+V U1+V1 U2+V2

(deux réseaux de translation pour deux plans diflérents, x: 0 pour
le second, t: 0 pour le premier; le premier réseau est constitué de
courbes planes dont l’une est dans le plan relatif au second réseau de
translation).

Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 1, 1940. 10
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La première représentation conduit au système simultané
(25) s=o, Y”r——X”t=o.

Avec les notations déjà employées, p est égal à x, tandis que u, v sont
les intégrales premières de

(26) Y" dy2 — l (/.I' (I_)' — X" d.L“-‘= u,

où X doit vérifier le système

… _"_(À
_, _ _ _a_ _;._

a _7 day w dy w ““ “’ dy V "” «îî(îfi — î-îü ’“ mx"=*°‘
On a ici la bonne chance que la première équation puisse s’intégrer,

ce qui simplifie notablement la discussion. On a

\‘ III

(28) )\ = n _ X' V ,

où n est une fonction inconnuedey; la seconde équation (27) devient
donc l’équation (') unique à discuter :

Y”! "'/”2 Yi”
( Y II(29) n’—2nWX’+WEX’*—n'æX”—t—ŒX’X” ——>+Y”(ŒX'”+4X”)=O-

C’est une équation 2571 :O de la forme annoncée, à 6 termes; elle
entraîne }) équations linéaires entre les E et 6—1) entre les 7]. Nous
remarqueronsque ni X”, ni Y” ne doivent être nulles; en effet, si l’on
avait X E aæ+ b, la surface (a:, y, ax+ b + Y, 1) serait homogra-
phiquement équivalente à (a:,y, Y, 1 ), cône ou cylindre, et l’une des
familles d’un réseau conjugué est toujours formée de génératrices; on

'

écarte donc ce cas; de même Y” ne peut être nul. Donc, les 6 fonc—
tions E, à savoir '

(30) 1, X', x'e, æX”, æx'x”, æx'”+ 4x",

sont telles que 1, X’, X’2 ne sont liées par aucune relation linéaire
(sinon X’ serait constant, et X” nul). Si 1, X', X"-’ étaient les seules
quantitésë indépendantes, le quotient des deux trinomes en X’, 

(‘) Le Professeur Engel arrive, par une autre méthode, à cette même équation,
où 11 se trouve remplacé par (— Y”Y,), Y, étant une fonction de y.
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auxquels on pourrait égaler acX” ct (xX”)X', donnerait une équation

X’=(a+ bX’+cX"—’) : (a,+ l)1X’+ciX’=),

et l’on retomberait sur X’ constant; donc, ily a au moins"4 fonc-
tions E indépendantes; elles ne peuvent être indépendantes toutes les
six, sinon Y” serait nul; donc, 4 ou 5 fonctions 5 sont indépendantes,
autrementdit, les 6 fonctions ?} vérifient 4 ou 5 relations linéaires : il y
en a 2 ou 1 seulement que l‘on peut prendre pour variables linéaire-
ment indépendantes; donc, 3 d’entre elles, quel que soit le choix opéré,
sont liées par une relation linéaire; prenons, par exemple,

"I// \‘/II 2

(31) 7127 'Ûwr (W) '

On a donc ou bien Y'” = 0, ou bien Y, = a Ÿ”
, où a est une constante

nulle ou non.

7. PREMIÈRE SOLUTION. — Considéronsle premier cas Y”’ —_0, Y”__— a,
où a est constant et non nul. L’équation (29) devient
(32) n‘-‘—n’æX”+(t(æX”’+4X”):o

En dérivant deux fois en a: et y, on a

(n’)'(æX”)’=u.

L’hypothèse xX” :: 1), où l) est constant, donne

æX.”’+4X”= (seX”)' +3X”=
î—_b

et TF—bn'+ 3—î_b=o,

, . , o - - 3ab ° A 7 /egahte 1mp0551ble, puisque 7 devrait etre constant; donc c est Y,

qui est une constante b,

n=by+c et (by+c)‘-‘—bæX”+a(æX’”+4X”)=o;

les deux quantitésbæX” —— a(æX'” + 4 X”) et (by+ c)2 sont donc égales
\ A 7 c!a une meme constante, de sorte que b = 0, ‘q = c, xÂ”'+ 4X":— ; ,
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(X"+ %)æ‘= (1, où d est une nouvelle constante, nulle ou non. On
a ainsi

d c2 a =
(33) X=Œ—8—âæî+eæ+fl Y=—%+a,y+am l=c; a#o.

Une transformation homographique simple permet de réduire
au type ‘

, d bæ’
ôæ2 8
   a! ___ _ay’ ,_+îy’ X_6æ= s’ Y“Î’ l_ab’

(la valeur de )» est obtenue en écrivant que, dans X, le coefficient_ 2 2 _ . .de —æ est Â—; la fonctwn X a donc deux valeurs sa b # 0 une seule sz [)
8 a ’

est nulle). Le cas d: 0 donne une quadrique, solution évidente que
nous pouvons écarter. L’homographie annoncée permet de supposerd=l, a=x; pour la commodité des calculs, on peut supposer
b = Q”; u, 9 sont intégrales de (dy —

Ê2Êdæ>a— % = 0% nous P°Sons
donc (& :$ 1)

(34) y— 1

a:
=u, y—m

Nlu
1

.Z‘

et l’on trouve sans peine les deux représentations    …
v’—u’+2sfi v*—u*+3efi(v+u) v—u

4 12 2
  

   
En reportant, dans la seconde représentation, la coordonnée ! àla

droite, on a une surface de translation au sens ordinaire
2__ : :_ a 3 _.

(35) E=———vu4+2EB) ‘Û=————V“ +l:fi(v+u)’ __V
2

“

qui possède deux réseaux de translation si @ ;é o; le cône directeur des
tangentes aux courbes v= const., pour la surface (35), a pour
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équation 2yz=æ‘*—eBz", et le cône analogue pour les courbes
u = const. est 2yz = x“ + eBz“.

Ces deux cônes sont surosculateurs le long de leur génératrice com—
mune x = z = 0; ils s’échangent si a est remplacé par — e (du moins
pour B#o). Pour Q=o, il n’y a plus qu’un réseau avec le cône
directeur æ2—2_yz=o, de sorte qu’une transformation homogra-
phique donnerait une surface minima possédant, outre le réseau de
longueur nulle, un réseau conjugué doublement de Kœnigs.

Cet exemple montre l’intérêt du problème consistant à trouver
toutes les surfaces de Sophus Lie (à 2 ou oo‘ réseaux de trans-
lation) possédant un autre réseau conjugué conique (ou encore de
translation).

8. SECONDE SOLUTION. — Nous reprenons la discussion; Y’” est
' . Y”,

\supposee non nulle, Y" est variable, ?] = ”W’ ou a est constant, nul
ou non. L’équation (29) s’écrit

/n ;; Ill /
(36) <%) (X’— a)2+ æX”(X’—— a) <%) + Y”(æX”’+AX”): o.

Remplacer X par ax + X. et z par ax+ z. revient à une transfor—
mation homographique simple, de sorte que, sans restreindre, on

, Yi”peut supposer a = o, n = o, l =— .X’ Ÿ7° On a donc

Y!]! : Y/I/ /
(37) (W) x'=+xx'x” (W) + Y”(æX”’+4X”)=0.

, . . Y’” 2 "* ,
.Supposons d abord que les trozs foncttons (W) , <%) , Y” sozent

liées ar une seule relation à coe cients constantsP

” Y'” / Y!” 3—(38) bY +c(W) +d(W) _o,

et, par suite, que l’on ait
æX/”+ AX” _ æX’X” _ £Î[) _

c
_ d (39)

La constante (! n’est pas nulle, c non plus; deux cas se séparent sui—
vant que b est nul ou non.
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Prenons b=o. Nous avons le droit de prendre d=l; on doit
résoudrexX’” + 4X”: 0, X’ :æX” : c:, la première donne X”= e:æ";
la seconde, en conséquence, donne X’=e:cæ“, mais alors une déri-

 vation donne —3610æ“=e:x", d’où c=— 3. Le reste est aisé; par
une transformationhomographique, on peut supposer

' —4 2 " — ‘ — __ __4([IO) À—3æ2, \ _;5:) I.__æ3),,

et u, «» sont intégrales premières de l’équation
l.‘ 0" “ {{; .—z

(41) (? (,—..Î + 1) _ ,|
<Îi—g —+_ .Il) : =”'

un ) JJ
…?

.L

On pose donc

 
(4%)    2 |

a: ) Î + Z_,Î |

(U.)
| | 1 2 _ _

1 —
[|<‘-;

+ N‘) 3(u" + W) u, + «'

   
Le lieu des sommets des cônes circonscrits le long des courbes

u: const. ou «!= const. est une seule et même conique, de sorte que
par homographie on peut obtenir de nouveau une surface minima
possédant un réseau conjugué doublement de Kœnigs.

Supposons maintenant !) # o; prenons (! = 1 ; on a

X” 0Î : —, X': ex“, X”: eca"‘*', X’”: ec(c — i);L‘C—‘3.$

En égalant dans (39)1es rapports extrêmes, on &

'c=—1, be=—2, X=eLæ+_/' (e;£o,b#o),
(43) ” Ylil / Y”' 3 [Y'lll 6 Y///

L’équation en Y, considérée comme équation du second ordre
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en Y" s’intègre par les méthodes classiques, mais la forme du résultat

.— a- - ‘ 'n_ L. » ‘montre (a postenorz) qu Il y a avantage(a przorz)a poser Y _ Y, , d ou

- l 2 ;_ ;
(44) YZ=—b, Ïl=—;

@ (.) _)o)
. ' _ ' :, _ [ )\ = __ _.— ——_——l .… ”… "J’ w bi—(J'—yo)*

En nous débarrassant, par homographie,des constantes superflues,
nous aurons donc

') / ,

:—— .n + Y x.—.-… :,|,'.— V:_" .: ___—“" .("z)
_

? L“ , ) I,
(L‘" 3,2, Œ((Ê y’)

Les fonctions u, (» sont intégrales premières de
!

(45) <d)'—'£dæ)-—(ËÏ =P, 
de sorte que la constante a n’est pas nulle; on a le droit de prendre
a = 1, grâce à une homographie. On a donc

)’+1(46) Y'=LJ,_,a Y={<y+u>L<Çr+n>—<y—1>L<y —x>]-

On a ainsi la double représentation paramétrique 
a: L)’ —2Læ+l(_}’+l)L()"+l)_()”—‘)Ll3"_l)l ‘ 
| u+v 2(u—v)L2+2(uLu—9Lv) u——v

  
Comme on a )'+l=Zll(l', )'—l=2VŒÎ,

les courbes u = const. ou V: const. sont planes, leurs plans pivotant
autour des droitesdu plan æ=o, définies pary+a=o,y-—a=o; elles
forment un réseau doublement de Kœnigs d’axes concourants; d‘ail—
leurs le réseau a: = const. , y = const. est aussiformé de courbesplanes,
formant un réseau doublement de Kœnigs, les axes du réseau étant
(a: = o, t = o) et (y = o, ’ t = o); les 4 axes forment trois droites
concourantesdu plan x= o et une droite non située dans le plan a: = 0,
mais passant par le point de concours des trois premières.On constate
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sans peine que l’équation de la surface peut s’écrire

+t ! '—t —t=y L<y+ >_J L<y ),  Z

x $ $(47)

de sorte qu’en posant

   Î _ )’ + € ; )’ — ‘ _(AS)
æ _Çs æ

-—-._y
J‘

—Y)

on a l’équation élégante

(49) C=âlogî—nlogn.

Avec les axes wEnC, la surface (49) est de translation au sens ordi—
naire, avec un réseau formé de courbes planes dans des plans paral-
lèles; le réseau de Kœnigs æ= const., y = const. est défini alors par
E— n : const. et (E + n):(E — n) = const., de sorte que l’une des
séries de courbes du réseau se trouvent dans des plans parallèles. Le
professeur F. Engel avait traité directement ce cas, tout en montrant
qu’il rentre dans le cas particulier étudié systématiquement dans ce
travail.

9. TROISIEME ET DERNIÈRESOLUTION. — Nous revenonsà l’équation(37),
. w 2 w ' . .,

et supposons cette f015 que <Ÿ”) , (Ÿ”> : Y”s01entheespar deux rela-
tions linéaires; autrement dit, puisque Y” et Y'” sont supposées nulles,
on a

' (”)” <’")'(50) _Yb—= Yc =YT, bX"£+cæX’X”+xX’”4—4X”=o

avec deux‘ constantesb, c (b # 0). On voit aisément que l’on &

Yi” ' II 0 ’I /‘Ÿï=cY’+d, Y”’=cY’Y”+dY”, Y =5i î+dY +6,
(51) (

(cY’+ d)*=b (î Y’=+ dY’+ e),

et comme Y’ n’est pas une constante, la dernière équation écrite est
une identité. de sorte que b=zc et zcY”=(cY’—l—dY, d’où l’on
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déduit (c # o)
'

cY + dy + d.=— 2L(y —yo),
(52) 20X’*+ cæX’X”—t_—æX’”+ AX”: o.

' La dernière équation s’écrit
, , - - cæ(X”'+ cX”X’) + !; <X"+ 5X’3) : 0.

Elle donne donc avec une nouvelle constante

(53) X”+âX'î=Âæl»

de sorte que, si l’on introduit une nouvelle inconnue E définie par

(__),\ .-
|m:(54) X’:

nous obtenons

(55) Ë=L<;e_c_f), )_=_X,Y’”=g<n__ï>
‘.

dx æ‘-’ 2 Y” 0 w æ‘-‘ _)'—J'n

Œ|tO 5—31—
&)  

Ily a deux cas à distinguersuivant que E est constant ou non.
Dans le premier cas, E est une constante €… et en supprimant, par

homograplne, des constantes sans mtérêt, on peut prendre

X=Læ+î{’, Y=-—Ly, 7_=î(‘__ f=°__.),

et les courbes (u, 6») sont les intégrales de l’équation

(56) [Q,—(L—ët>dÆ]-— Îîîdæ*=o,_)" \.1‘ .T'

de sorte que E., ne doit pas être nulle; une homographie permet donc
de prendre EO = 1 , et l’on a, sans difficulté, : e“. sa

&l‘<'
(57) u=L_y—Læ, v=Ly—Læ—-Î—Û, x: 9

On a ainsi la double représentation  (“L)   
   

lourn. de Math., tome XIX. -— Fasc. 1, 1940. 1 I
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Les sommets des cônes circonscrits sont, pour le réseau (u, c)
répartis sur les deux courbes

(o e"—ÏlÏ !) (our—r)! : 22 ’ 97:
dont la première est transcendante, et cette circonstance est impor—
tante pour la théorie générale des réseaux coniques, comme nous
l’avons fait remarquerdéjà.

Le second cas de cette dernière solution correspond à

(I; (1.1: | | _'_ + Il ., e" + (? -"

et (u, v) sont intégrales de l’équation
IV 5

'
‘-’ (c‘-‘ (la!?

(59) F“; —(i —
-g> [II] _

J/_‘
=(),

_) \ ::: (L‘  
donc a est encore non nul; ou peut, par homograplnie, supposer (: = 1

et nous pourrons prendre

$L_y
—— La: —— L<eT-'— | > : Lu, L_y — L.r —— L< r — e—Î') : LP,

‘)

It

(60) ._'
—- 2
. L' T=P , —=l.v—l.u. ”—=v—-u.

17 .“l'

On a ainsi la double représentation 
1“ J' Læ+L<eSÊ—e—Ï'{)—L_)'

‘

1 Ill( 2)
(Lu)'—'—-(lm)2 Lv—Lu

| V—II.
& 2

   
Les sommets des cônes circonscrils, pour le second réseau, sont

répartis sur les courbes transcendantes


