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SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 307

Sur le probléeme de Pfaff;

Par Mavrice JANET.

Ajouter a une forme différentielle linéaire une différentielle totale
exacte, la multiplier par une fonction arbitraire sont deux opé-
rations auxquelles correspondent souvent des propriétés assez ana-
logues. Il y a donc sans doute avantage, dans I'étude du probléme
de Pfaff, a faire sentir immédiatement ce parallélisme, qui conduit,
en particulier, de la maniére la plus naturelle, aux formes canoniques
bien connues.

Indépendamment des n variables indépendantes choisies, on peut
attacher, a laforme différentielle considérée w, un systéme d’équations

différentielles invariant par la premiére opération (appelé systéme

associé a l'invariant intégral relatif f w), et de méme un systéme

d'équations différentielles invariant par la deuxiéme opération (appelé
systéme associé & I'équation v = 0). Goursat a considéré les courbes
définies par le premier systéme, courbes que je désignerai par (A), et
il a démontré sans calcul que ce systéme est complétement inté-
grable (*). J’appellerai (B) les courbes définies par le second systéme
et démontrerai sans calcul que ce second systéme est complétement
intégrable. De plus, pour mieux faire voir ’analogie des réles des
courbes (A) et (B), je reprendrai 1'étude des courbes (A) elles-
mémes, par une méthode qui s’inspire des travaux de M. Cartan.
1. Etant donnée la forme (') de Pfaff w,= X;(x,, @, ..., ,)dx,
le systéme d'équations
(dX; 90X

oz~ Oz

(e) )dxkzo (i=1,2, ..., n)

(') Bulletin de la Société Math. de France, t. b4, 1916, p. 13. Les courbes
(A) sont étudiées par.Goursat sous le nom d’extrémales.
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est évidemment de rang pair (relativement a dx,, dz,, ..., dz,),
puisque le tableau des coefficients est symétrique gauche (*). Ou bien
il entraine algébriquement dr,=dx,=...=dx,= o (cela ne peut

arriver que si n est pair) et il n'y a pas de courbes satisfaisant au
systéme d’équations différentielles (a). Ou bien il est satisfait par un
systéme de valeurs dz,, dx,, ..., dzr, non toutes nulles, et il y a des
courbes, dépendant soit de constantes, soit de fonctions arbitraires,
qui satisfont au systéme d’équations différentielles («); ce sont ces
courbes que nous trouverons sous le nom de courbes (A) dans le pro-
bléme que nous allons traiter maintenant.

Cherchons d’abord une famille de courbes (C) dépendant de n — 1
paramétres, telle que pour toute multiplicité a deux dimensions

engendrée par des courbes de cette famille (?), l'intégrale fX,-dxi
s’annule dés qu'on1'étend & une courbe fermée de cette multiplicité M,,
réductible & un point par une déformation continue sur M,. 1l revient
auméme de demander queles courbes C, quis’appuient sur une courbe
Jfermée quelconque donnée I', engendrent un tube tel que [ X;dx; le
long de toute courbe fermée, déduite de I' par déformation continue
sur ce tube, garde la méme valeur que le long de I'. (Les deux figures
: Fig. 1.

ci-jointes rappelleront suffisamment la démonstration de cette équi-
valence, la courbe fermée en forme d’ellipse aplatie représentée sur

(1) Nous convenons de supprimer les signes de sommation : quand dans un
monome on écrit deux fois un méme indice littéral, il faut entendre que l'on
donne a cet indice toutes les valeurs possibles (1, 2, ..., n) et que 'on fait la
somme de tous les monomes ainsi obtenus.

(*) Multiplicité qu'on déterminera par exemple en donnant un arc arbitraire
de courbe, T, sur lequel doivent s'appuyer les C en question.
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'une d’elles devant étre imaginée, a la limite, réduite & un arc simple
parcouru dans I'un, puis dans I’autre sens.)
Soit
dzx, dx, . dx,

Y1(x17 Zyy o evy Tn) - Y‘.’(xh Lay o -y L) -

Y. (x), 3y .., Zn)

le systéme d’équations différentielles de la famille des C. Sur la sur-

face du tube engendré par les C qui s’appuient sur une courbe fermée

donnée Iy, repérons la position d’un point par deux paramétres u, ¢,

les lignes C du tube correspondant a des valeurs constantes de ¢, la

ligne I’y & une val%ur constante u, de u. Soit A(¢) la valeur commune
1 Ox;

des n rapports - = sur la courbe I'y. Passons des variables u, ¢ & de
i

nouvelles variables U, V par un systéme de formules

U:‘P(uv ")7 V:‘)a
oll nous supposons

Qu (g, v) # 0, @o(Uy, ) =o,

de sorte que les lignes C correspondront a des valeurs constantesde V,
et que la ligne I, correspondra & U= 9(u,, ¢) valeur indépendante

de ¢, que nous appellerons U,. [ w le long d’une courbe U = consi.
devant étre indépendante de U, sa dérivée par rapport 4 U sera nulle.

D’ou
(28 2%y g,
oz, dx; ) oU '

Utilisons ce fait pour U = U,, et remarquons que

d-l‘k d.Z‘k
u = ou e ¥
Nous obtenons
C 70X, 0Xik\ . A(9) . .
Jo (5= @) Yoty =

INCD]

onlin 7 telle

On peut par le choix de ¢(u, ¢) donner aun facteur

valeur p(¢) =£ o que I'on voudra [il suffirait de prendre

o(u, v)y= 22:’;; (u— uo)].

D’autre part ce raisonnement est applicable & une courbe fermée arbi-
39.
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traire I'. Mais pour que

ff)(:t., Ly, ooy ) [Ad (@, ooo, @) day+ Nodas+-. ..+ N, day)

soit nulle pour toute courbe fermée et toute fonction g, il faut que
tous les A soient identiquement nuls. D’o les équations
oX:  0Xi\ o .
<m_'()_”l';> Y,{'—O (1_1,2,....”),

qui, d’ailleurs, inversement, entrainent pour la famille des C la pro-
priété indiquée.

Nous appellerons courbe (A) toute courbe susceptible de tenir le
role d’une courbe (C). Le systéme () caractérise donc les courbes (A).

2. Etant donnée la forme de Pfaff «,, le systéme d’équations diffé-
rentielles

<g&_()_\l‘\) dr; (()_Xl _(&> dax; (.(_)_x_"__a_\A>([‘T’(
ooy dx, __\dx; or, . _ \day or,
(ﬁ) XI - X'.’ - XII ’
Xidry,+...+ X, dr,—=o0
est toujours de rang impair ¢n da,, dr,, ..., dz,. En effet le tableau
des coefficients du systéme en dzx,, dz,, .. ., dz,, dt
()X[ I)XK ) , . .
(m——(m)dxk—kidr_o (i=1,2, ..., n),
Xk(l.l'/‘.: 0

est symétrique gauche el parsuite de rang pair; oril suffit évidemment
de diminuer ce dernier rang d’une unité pour avoir celui de (§).
Ou bien () entrainent algébriquement do,=dr,=...=dz,=o
(cela ne peut arriver que si le tableau symétrique gauche qu’on vient
de considérer est du rang pair n -1 et si par suite n est impair); il
n'y a pas de courbes satisfaisant au systéme d’équations différen-
tielles (8). Ou bien (f) est satisfait par un systéme de valeurs dz,,
dz,, ..., dz,non toutes nulles, et il y a des courbes dépendant soit
de constantes, soit de fonctions arbitraires qui satisfont au systéme
d’équations différentielles ((3). Ce sont ces courbes que nous trouve-
rons sous le nom de courbes (B) dans le probléme que nous allons
traiter.
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Cherchons d’abord une famille de courbes (C) dépendant de n —1
paramétres telle que, sur la multiplicité 4 deux dimensions M, engen-
drée par les C qui s’appuient sur un arc quelconque I assujetti seule-
ment a annuler w, toute autre courbe annule aussi . Comme nous
pouvons toujours partir d'un arc annulant » qui rencontre une
courbe C, particuliére arbitrairement donnée dans la famille, et
comme C, fait alors partie de la multiplicité 4 deux dimensions M,,
on voit que toute courbe C, de la famille doit annuler . Ensuite, il
faut, d’aprés une remarque connue, que l’élément linéaire d de la
courbe C passant en un point donné de 'espace soit en involution avec
tout élément linéaire ¢ passant par ce point et assujetti seulement 4 la
condition X,cx;= o. I! faut et suffit pour cela que ’équation, linéaire
en 0x,, 0, . . ., o,

P o ) dxr;dx;—o

(2% 2%

soit conséquence de X;dx;= o, autrement dit que

X, 0Xk> (ng ()Xk) . ()_\,, B 2\_‘
(-(_)—x—k ~ 0z, d . Ozr  0xs A . . (‘()x,(» oy, ) d't"-
X1 o X-z ) T Xn

Nous trouvons donc toutes les équations du systéme (3).

Examinons la réciproque; autrement dit considérons une famille
de courbes dépendant de n — 1 paramétres qui satisfassent toutes aux
équations (3) et considérons parmi elles celles qui s’appuient sur une
courbe I’y donnée assujettie seulement 4 annuler w : elles engendrent
une multiplicité 4 deux dimensions M, sur laquelle nous repérons un
point par deux coordonnées curvilignes u, ¢; nous supposerons que les
courbes (C) tracées sur M, correspondent & des valeurs constantes
de ¢, et que I'; corresponde & une valeur constante de u que nous
appellerons u,.

Nous aurons, sur M,, X,,‘%:o; et, d’autre part, les rapports
(d\rl &) dtk

dz;  Ox;) ou

X seront égaux quel que soit 7 & une méme fonction
i

A u, v)A.
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L’identité
i X, dJ'[ - i X 0‘7/‘& o (’\', ()X,{ (’.Tk ().ri
du(‘W dv("?ﬁ)“(@iﬁx‘-i)WW
se réduit donc a
J dr;\ ) . dur;
(-m (X,—d?> _)\(lt, 6/) (X,W),

d’oti, pour une valeur ¢ particuliére quelconque,

X dél/' (\, 01,) e'/l;al(u,t)du'
u=u,

' dv
et comme ( X; 9z, =o0, X;— il ! est nul quels que soient «, ¢. En
( ’ d" =mn, —— d q q :

définitive, pour toute courbe tracée sur la multiplicité M., on a
Xidz;= o.

Nous appellerons courbe (B) toute courbe susceptible de tenir le
role d’une des présentes courbes (C). Le systéme () caractérise donc
les courbes (B).

Que I'on considére la définition géométrique des courbes (A), (B),
ou leur définition analytique par les systémes (') (), (B), il est clair
que les premiéres ne changent pas quand on ajoute 4 » une différentielle
totale exacte quelconque, que les secondes ne changent pas quand on
multiplie w par une fonction quelconque.

3. Soit donné un systéme d’équations aux différentielles totales.
Appelons courbe intégrale d’un tel systéme toute multiplicité a4 une
dimension dont les éléments infinitésimaux du premier ordre satisfont
a ces équations : une telle multiplicité est définie par un systéme de
fonctions continues admettant chacune une dérivée continue; nous
supposons méme que ces dérivées peuvent avoirun nombre quelconque
de discontinuités de premiére espéce. L’ensemble des courbes inté-
grales issues d'un point M quelconque de I’espace engendre une mul-
tiplicité E(M). Dire que le syst¢éme donné est complétement inté-
grable revient a dire que toute courbe tracée sur E(M) est intégrale (*).

(1) Désignés respectivement par les lettres Sy, S, dans I'ouvrage de Goursat sur
le probléme de Pfafl.
(2) Goursat, Bull. Soc. Math., t. b, p. 26.
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Le fait que () est complétement intégrable résultera pour nous du
lemme suivant.

Lemme. — Soit A, une courbe choisie comme 1'on voudra parmi les
courbes (A). Soit E, une multiplicité (4 deux dimensions) engendrée
par une famille simplement infinie de courbes A, différentes de A,,
issues des divers points de A, [ce qui suppose, comme il est suffisant
de le faire, que le rang de () en dx,, dz,, ..., dx, est au plus égal
a n — 2. Toute courbe tracée sur E, est une courbe (A).

Considérons, en effet, une famille de courbes (A) dépendant de n — 2
paramétres, dont fasse partie A, et pour chacune une E, engendrée
comme celle que I'on vient de définir. Sur chacune de ces (E,),
choisissons une famille simplement infinie de courbes : 4 savoir sur
E, engendrée par des A (appelons-les A ,)s’appuyant sur A,,lesT'; sur
E, engendrée par des A (appelons-les A’ )s’appuyant sur A/, lesI", etc.

Nous obtenons au total une famille de courbes (T', I, .. .) dépendant
de n — 1 paramétres : je dis que toutes ces courbes sont des (A). Sur
une multiplicité 4 deux dimensions M, engendrée par des courbes de
la famille (T', [, ...), tracons une courbe fermée C réductible & un
point par déformation continue sur M,. Les points P, Q de I' situés
sur C déterminent des A, passant par des points P,, Q, de A,. Les
points P’; Q' de I" situés sur C déterminent de méme des A, passant
par des points P, Q, de A’,. A la courbe fermée C correspond ainsi une
courbe fermée C, qui se déduit de C par déformation continue sur le
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« tube » de courbes A, A’, ... déterminé par C. On a donc

/X,-d.n:f X, dr.
Je Co

Mais cette derniére intégrale est nulle puisque C, se trouve tracée sur
une multiplicité 4 deux dimensions engendrée par des A, A/, qui sont

des courbes (A). Donc f X,dx; est elle-méme nulle. Cela étant vrai

pour toute courbe fermée C réductible 4 un point par déformation
continue sur M,, et M, étant elle-méme une multiplicité a deux dimen-
sions arbitraire engendrée par des (I, I, ...), toutes ces courbes
(I, I, ...)sont des courbes (A).

Soit alors la multiplicité E(M)relative au systéme («) et au point M.
Choisissons arbitrairement un arc RS sur E(M). Pour démontrer
qu’un tel arc satisfait au systéme (a), on"choisira d’abord comme I’on
voudra un arc R, S, de courbe A sur E(M); d’aprés la définition méme
de E(M), on peut joindre un point quelconque de RS 4 un point quel-
conque de R,S, par un arc A tracé sur E(M); associons ces points
deux & deux de facon que ces courbes (A ) forment une suite continue;
elles engendrent une multiplicité & deux dimensions alaquelle on peut
appliquer le lemme précédent, et par suite, en particulier, RS est un
arc de courbe (A).

4. Le fait que (3) est complétement intégrable résultera pour nous
du lemme suivant :

Lemme. — Soit B, une courbe choisie comme 1'on voudra parmi
les (B). Soit E, une multiplicité & deux dimensions engendrée par une
suite continue de courbes B différentes de B,, issues des différents
points de B, [ce qui suppose, comme il suffit de le faire, que le rang
de (B) en dz,, dz,, ..., dz, est au plus égal & n— 2]. Toute courbe
tracée sur E, est une courbe B.

Considérons en effet une famille de courbes B dépendant de n — 2
paramétres, dont fasse partie B,, et pour chacune une E, engendrée
comme celle que I’on vient de définir. Sur chacune de ces E,, choisis-
sons une famille simplement infinie de courbes, & savoir sur E, engen-
drée par des B (appelons-les B,) s’appuyant sur B,, les I'; sur E,
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engendrée par des B (appelons-les B)) s’appuyant sur B, les I, etc.
Nous obtenons au total une famille de courbes (I', I, ...) dépendant
de n— 1 parameétres; je dis que toutes cescourbes sont des courbes (B).

Fig. 3.
™mrT

Considérons une courbe I assujettie seulement & annuler w, et les
courbes de la famille (T, I, ...) qui s’appuient sur I; nous allons
démontrer que toute courbe, tracée sur la multiplicité a deux dimen-
sions M, obtenue, annule w : cela suffit & démontrer le lemme énoncé.

Il n'y a pas a insister sur le cas ot I est tout entiére dans I, : toute
courbe tracée dans E, annule d’ailleurs d’elle-méme w, car E, est
engendrée par des B s’appuyant sur une courbe annulant w, & savoir
les B, s’appuyant sur B,.

Soient done P, P’ les points de I par ou passent des courbes I', I"
situées respectivement dans les multiplicités différentes E,, E,, ...
courbes engendrant une multiplicité M,. Soit J une courbe arbitraire-
ment tracée sur M,; Q, Q' les points d’intersection de J avec I', I, ....

Les B, passant respectivement par P, Q, ... rencontrent B, en P,
Qo . ... Les B) passant respectivement par P’, ', ... rencontrent
B, en P, Q,, .... Le lieu I, de P,, P}, ... annulera w, car I, est

tracée sur une multiplicité & deux dimensions engendrée par des B
s’appuyant sur une ligne aunnulant w, & savoir des B,, B,

s'appuyant sur I. Le lieu J, de Q,, Q' . .. annulera alors w, car J, est
tracée sur une multiplicité i deux dimensions engendrée par des B
s’appuyant sur une ligne annulant o, i savoir des B,, B,

s’appuyant sur I,. Le lieuJ de Q, Q’, ... annule enfin w, car J est
tracée sur une multiplicité & deux dimensions engendrée par des (B)

Journ. de Math., tome X1X. — TFasc. 3, 1a/o. 40
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s'appuyant sur une ligne annulant », & savoir des B,, B), ...,
s’appuyant sur J,.

Soit alors la multiplicité E(M) relative au systéme (8) et au
point M. Choisissons arbitrairement un arc RS sur E(M). Pour
démontrer qu’un tel arc satisfait au systéme (3) on choisira d’abord
comme on voudra un arc R, S, de courbe B, sur E(M). D’aprésladéfi-
nition méme de E(M), on peut joindre un point quelconque de RS a
un point quelconque de R, S, parun arc(B)tracé sur E(M). Associons
ces points deux a deux de fagon que ces courbes (B) forment une
suite continue; elles engendreront une multiplicité 4 deux dimen-
sions M, 4 laquelle on pourra appliquer le lemme précédent, et par
suite, en particulier, RS est un arc de courbe (B).

8. Il est ainsi acquis, par des méthodes géométriques paralléles, que
les systémes (), (B) qui définissent respectivement les courbes (A),
(B), 'un de rang pair, ’autre de rang impair, sont, chacun, complé-
tement intégrables. Il y a maintenant 2 distinguer deux cas, suivant
qu’il existe ou non des courbes A n’annulant pas w. '

I. Sil'on est dans le premier cas, on ne peut pas trouver de A
satisfaisant au systéme d’équations
aphr=X; (i=1u,2, ..., n)

. IX; 09X, . . s :
(01'1 a;, représente 5 — d—:“) Car ces équations entraineraient quels

que soient les p
) XiPl= (ailcpl))wh
et par suite le systéme («) aurait pour conséquence w =o.
Il résulte de cette remarque que, dans le cas présent, dés que les

dx; A .
rapports %‘ ont la méme valeur pour tous les Z, cette valeur est
i

zéro; en particulier, toute courbe B est courbe A. 11 y a deux espécesde
courbes (A):

1° celles qui n’annulent pas v (il en était question dans notre hypo-
thése méme) : elles ne peuvent pas étre courbes (B);

2° celles qui annulent w; ces derniéres satisfont a toutes les équa-
tions ($3), ce sont donc des B; d’aprés ce qui a été ditil y a un instant,
ce sont les seules courbes B.
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Ainsi ($) peut s’obtenir en adjoignant a («) la seule équation (*)
w =o0. Lerang b de () est supérieur d’une unité au rang a de ().

II. Sil’on est dans le deuxiéme cas, toute courbe (A) annule w, et
par suite satisfait par la-méme au systéme (3), autrement dit est
courbe (B). Il y a deux espéces de courbes (B) :

agdzy
1° celles pour lesquelles la valeur commune des rapports =

n’est pas nulle; ce ne sont pas des courbes (A);

2° celles pour lesquelles la valeur commune de ces rapports est
nulle; ce sont des (A); d’aprés ce qui précéde ce sont les seules
courbes (A).

Pour passer de (3) a («), il suffit d’adjoindre une condition (?),
aydxy
X
de (a) est donc supérieur d’une unité au rang b de ().

Ainsi deux cas et deux seulement peuvent se présenter pour les deux
entiers, I’'un a pair, 'autre b impair, que nous avions introduits indé-
pendamment 1'un de ’autre.

I’égalité & zéro de la valeur commune des rapports < Le rang a

I. b= a—+1: toute courbe (B) est courbe (A); maisil y a des (A)
non B. '

(*) On peut dooc dire que (3) s’écrit sous la forme S;( aydzy=o0, w =o).
On peut observer de plus, en utilisant la remarque faite plus haut, que, pour
écrire (a), il suffit d’égaler les (-l%‘ pour toutes les valeurs de i : autrement
dit () s’écrit sous la forme Sy (notations adoptées par Goursat dans son ouvrage
sur le Probléme de Pfaff).

(*) Pour définir les (B) de la premiére catégorie, il suffit d’écrire 'égalité des

aikdxk [ . . e
rapports —-— en spécifiant simplement que leur valeur commune est différente
i

de zéro, car de apdz;=X;dt on tire aydxirdr;= (X;dx;)dt et par suite, si
dt 7 o,0n a »w — 0.5i d’ailleurs la valeur commune est zéro, on définit parla méme
des courbes (A), donc des courbes annulant w. De toutes facons, () peut donc

. T audz e A A
s’écrire sous la forme S, (egallte des rapports —’kx—k) L’hypothése méme étatt,
i

d’autre part, que (o) s’écrivait sous la forme S; (audxi=o0; w = o).
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II. a=b-1: toute courbe (A) est courbe (B); mais il y a des (B)
non A. '

L'invariance de («) lorsqu’on ajoute & w une différentielle totale
exacte quelconque, I'invariance de (f3) lorsqu’on multiplie w par une
fonction quelconque conduisent immédiatement 4 la méthode bien
connue.

Cas ot b=a+1. — On ajoute 4 w une différentielle totale exacte
arbitraire d|.; soient @', b’ les rangs des systémes («'), ($'), relatifs a
la nouvelle forme; (a') étant identique & (), a'=a et par suile
b=a-+10ua—1,donc=>boub—2.

Cas ot a=b + 1. — On multiplie  par une fonction arbitraire
soient a’, b’ les rangs des systémes (a'), (8), relatifs 4 la nouvelle forme ;
(B") étant identique a (B3), &'=25, et par suite a’=b-+1 ou b—1,
donc =aoua—2.

Dans I'un et 'autre cas, les valeurs intéressantes de ;. mises en évi-
dence sont celles qui diminuent (d’ailleurs de deux unités) le rang
d’un dessystémes('); les réductions successives ainsi obtenues mettront
en évidence, suivant le cas, les formes

duy+ us dus+ usuydug+. ..+ iy - gy dityp g

ou
uyduyg+ wyusdu,+. .o+ uguy .. Uypy duyp,

qui ne différent que par les notations des formes canoniques usuelle-
ment adoptées.

(*) Ep utilisant les remarques faites dans les deux notes précédentes, on voit
encore que ces valeurs remarquables de p sont précisément, dans I'un et I'autre
cas, celles qui diminuent (d’ailleurs d’une unité) le rang du systéme que nous
audzi

avons appelé S, ( indépendantde i), rang qui est d'ailleurs primitivement

pair dans le premier cas, impair dans le second.



