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sun L’INTERPOLATION. 28 1  
Sur l’interpolation;

Pan J. FAVABD.

!. Une grande partie des travaux sur l’approximation des classes
de fonctions réelles d’une variable les plus simples par des polynomes
a pour base les développementsen séries.

Beaucoup moins nombreux sont les travaux qui ont pour point de
départ la connaissance des valeurs prises par la fonction en un certain
nombre de points. Sans doute la suite des polynomes d’interpolation
d’une fonction continue dans un intervalle fini, en une suite de nœuds
dense partout, peut-elle diverger en tout point ('), mais on peut, à
partir de la connaissance des valeurs prises en cette suite de nœuds,
former une suite de polynomes tendant_vers la fonction : il suffit de
modifier convenablement les polynomes de S. Bernstein (2).

Ce dernier auteur a d’ailleurs démontré (“) qu’avec une certaine
suite de nœuds, l’approximation fournie par le polynome d’interpo—
lation de degré n est de l’ordre de E,,logn, où E,. désigne la meilleure
approximation par un polynome d’ordre n.

La question se pose donc de savoir si, pour certaines classes, la
connaissancedes valeursprisespar la fonction, permettra de connaître, 

(‘) G. GRÏJNWALD, Über Divergenzerscheinungen... (Ann. of Math. I], t. 37,
1936, p. 908-918).

(’) S. BBRNSTEIN, CommunicationsSoc. Math. Kharhow, 2° série, t.13, 1912,
p. 1-2.

(") S. Bnmvsrum, Sur l‘interpolation (Math. Annal., 1919, p. 1-21).
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ou non, la fonction avec une erreur de l’ordre de la meilleure approxi—
mation dans la classe.

La réponse est affirmative. Ainsi, on sait qu’une fonction admettant
une dérivée bornée d’ordre p, peut être approchée par un polynome

Id’ordre n, avec une erreur de l’ordre de
El?’ nous verrons que la

connaissance des valeurs prises par la fonction, en certaines suites de
noeuds, permet de connaître la fonction avec une précision du même
ordre.

Avant d’aborder les questions de ce genre, nous aurons à nous
occuper du problème suivant : lorsqu’on connaît les valeurs d’une
fonction en un nombre fini de points, la fonction interpolatricelinéaire,
dans chacun des intervalles définis par les points précédents, paraît la
meilleure parmi celles qui présentent, presque partout, une dérivée
bornée; quelle est la meilleure parmi celles qui, presque partout,
admettent une dérivée bornée, d’ordre donné, supérieur à un ‘?

Dans le cas de la dérivée première, le graphe indique de lui—même
la solution, dans les autres cas nous introduirons des caractères
extrémaux qui, appliqués à la dérivée première, redonnent d’ailleurs
la solution simple attendue.

’

2. Soit cp(t) une fonction de la variabléréelle t, sommabledans un
ensemble E et non nulle presque partout sur cet ensemble. Soit f(t)
une autre fonction sommable telle que

… fç<t>/‘<z>du=æ
posons

[lcp(t)|dt=M.

On voit tout de suite qu’il existe dans E des valeurs de ! telles que

UN) 12 ‘—M'

et la fonction extrémale, quant au module, satisfaisant à (I) est

… f<t>=fisgn[cp<t>]-
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Ce endant si l’ensemble t = 0 a une mesure ositive une fonction? ,
' i

,

dont la valeur absolue ne depasse pas —% dans cet ensemble pourra
jouer le rôle de fonction extrémale.

5. Donnons-nous maintenantn fonctions sommables réelles sur un
ensemble E (')

<PiU) (i=l,2, ...,n).
Pour qu’il existe des fonctions sommablesf{t) telles que

,- ,' t [ dt: ',-,<1 > fE<p
( )f( ) c

où les c,- désignent des constantes réelles données, il est nécessaire que
toute relation de la forme »

(3) Z ).icpi= o presque partout sur E,
i=l '

entraîne

(4) 27—161":0-
i=l

Cette condition est suffisante, nous allons le voir en construisant la
fonction extrémale quant au module satisfaisant aux égalités (i,—), la
seule qui nous intéresse. Nous supposerons que les constantes c,— ne
sont pas toutesnulles [dans le cas contraire il suffit de prend re](t):0],
qu’il n’existe entre les <p.- aucune relation de la forme (3) avec des
coefficients >\; non tous nuls et qu’enfin, pour tout sous-ensemble &
de E de mesure positive, il existe un cp,- tel que

fl<pzldt>v,6

dans le cas contraire, il suffirait en effet d’opérer sur E — €».
En désignant par a; des constantes réelles quelconques,on voit, en 
(') Nous supposons que nous avons des fonctions d’une variable mais le cas

de plusieurs variables n’amène aucune complication.
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3. 1940. 36
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raisonnant'comme au numéro 2, que f(t) atteint au moins la valeur
Il,
: et,- (J;

i=l
Il[ 2 ai<?i

E i=1
Il

Nous pouvons admettre que 211,0,# o et supposer que l’ordre des
i=l

  

dt
 

fonctions p,— est tel que
('t-#0 (i=i,2, ...,/f); ci=o (i>k).

Le nombre ci—dessuss’écrit

];
Le dénominateur est une fonction continue et convexe des variables
u- et a,-, car on a évidemment

k ”
Ui‘?iEï +Z“1°Pfi=l k+l

 avec

dt "

Uz:l.
!:

!

  

+ Zbz<Pi[:|

Il,
zut—@-i=l

é )Z(ai+bi)çi
i=l     

il présente donc un minimum et un seul réalisé pour des valeurs ui
et acl—; ce minimum m, n’est pas nul car, d’après nos hypothèses, les
fonctions <p; sont linéairement indépendantes. Pour toute fonction f
satisfaisant aux égalités (m), il existe donc des valeurs de t telles que

lf(0lê 1

m1

4. Remarquons à présent que, q: et ‘.I) désignant deux fonctions
sommables sur E et e un nombre quelconque, on a évidemment

fl<p+sulc|dtêf(cp+euÿflgnçdt=flç|dt+efnÿsgncpdt,
E E E E

ce qui montre quef 4» sgncpdt est compris entre la dérivée à droite et
E

la dérivée à gauche, pour e :o, de l’intégrale figurant au premier
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membre de l’inégalité; ceci nous permet de conclure que, sauf peut—
être pour une infinité dénombrable de valeurs de a, on &

%g£l<p+fl»ldtî=L$sgn(ç+suÿ)dt,

et que l’intégrale du second membre est toujours comprise entre la
dérivée à droite et la dérivée à gauche.

Si donc, pour les valeurs 0,- et an,—, qui correspondent au minimum
de la fonction convexe des variables u,— et a,» dont nous nous occupons,
cette fonction admet des dérivées partielles continues, alors celles-ci
sont nulles et l’on a

  

 

k u ‘ L- n

Ê-£sgn>2£é—®+2ai(piidt=.…=fäk5gn
23£Ê+2q,çp, dt,

Ed
1

'
/.-+1 ‘ Eck

A'
C‘ ",

k "

jn<pisgngzïïfi+Zoqcp; dt=o
E

1
!

k+4
(l'>k),

d’où
A' u A- n

fÊsgn%2fi+zaiçl—edt=f‘Eïæï+2aicpi
dt (l‘é/{),

.
EQ

1
et k+i \ E

1
et k+1  

ce qui montre qu’une fonction extrémale est
/ k u_ ‘ ., “vi—“Pi . _ .(5)

f(t)_Æsbn(z Ci +2a,cp,>1 k+1

5. Dans le cas général on ne peut compter sur la continuité des
dérivées partielles, nous allons cependant montrer qu’elle est réalisée
lorsque l’ensemble E, des points où

[: n
Uz‘?i2 ?, +Ë“f‘Pf= °

1 I;=l
est de mesure nulle.

Pour simplifier les notations, supposons que la fonction extrémale
soit cp, (nous posons c. = 1). Il suffira alors de montrer la continuité
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de l’expression

fx}; sgn(cpl+sup)dt,
E

au voisinage de e=o, «!: désignant une fonction sommable sur E.
Soit 71 un nombre positif quelconque, la mesure de l’ensemble H où

Il/\IC?«I *)

tend vers zéro avec Y] en vertu de l’hypothèse faite sur cp,; la mesure
de l’ensemble N où |<.IJ | > n, n désignant un nombre quelconque, tend

, 1vers ZCI‘O avec ;;
Pourvu que € soit assez petit, on a d’autre part

sgn(cpl+szÿ)=sgncp, dansE—H—N,

gzffl|o|dz+sz…dz.
En vertu de la continuité de l’intégraleet des remarques précédentes,
cette inégalité démontrenotre résultat.

Supposons à présent que l’ensemble E. soit de mesure positive,
nous définirons alors f(t) au moyen de (5) dans l’ensemble E— E.
puis, dans l’ensemble E,, nous écrirons à nouveau les conditibns
analogues à(1;); elles se réduisent à (n— 1) au plus; nous procéde-
rons avec ces nouvelles conditions comme nous venons de le faire
dans E en calculant le nouveau minimum m,; nous obtiendrons ainsi
une fonction extrémale définie dans une partie de E, et l’on recommen-
cera si besoin est. La définition complète de la fonction extrémale,
presque partout sur E, exige donc, au plus, n opérations;le module de
cette fonction prendra donc au plus n valeurs distinctes :

de là

f+lsgn(qh+s+)—sgwildt
E   

I l I—: —» "°,
m1 m? m,,

Il nous reste à montrer que le procédé indiqué ne se heurte à aucune
. . c o , . I , .
1mposs1bxhte; nous verronsaura que les valeurs ”,,? vont en decrœssant

. l
et que la fonction extrémale est unique.
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6. Pour simplifier les notations, nous examinerons seulement le

cas où tous les c,— sont égaux à 1 et nous supposerons que

f]ç,](lt=f lcp.]dt=m,.
E E—E,

Pour montrer que le procédé ne conduit à aucune impossibilité, il
Il

. . - . . “îsuffit de faire vou‘ que s1 une combmæson Z°“'Ÿf est nulle presque

partout dans E,, alors on a aussi

£ (à a,—cp,—>f(t)dt=o

(les valeurs des intégrales précédentes ayant été déterminées comme
il vient d’être dit). Supposons par exemple que

<?2(t): o presque partout E…

alors l’expression

flun@n+(l—ui)cpeldt=f lul<Pa+(I—ui)<P-zldt
E E—E,

doit être minimum our u. = 1 . Or la ré le de différentiation s’a li ue
_ _

P % PP q
puisque ?, est différent de zéro presque partout dans E — E,, donc

[ (cp,—cp,)sgncp,dt=o
E—E.

ce qui, dans E. , nous donne immédiatement, en vertu de c._. = 1,

fCPzf(t) dt=0.
E

C’est là ce que nous voulions démontrer.

7. Supposons maintenant % non identiquement nul dans E. et
considérons à nouveau l’intégrale

f]u,cpi+(l—ui)cpældt=f |u,qa,+(1—u,)cpfidt+ |(1—u,)cp2|dt.
E 12-15, El
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Comme elle doit être minimum pour u, = [, on doit avoir à la fois

[ (cp,——cpÿsgncp,dl— |<…d150,
E—E, 5,f (‘?!—?2>S%‘°@«dt+‘flcpaldœo,E—E, E'. , ' .

ce qui s cent
(6) |(P-zldtÊ

En   
f (<P1— %) sgn % dt

E—E,

Or on a

!=02.
 

‘ 1

f};‘P=U)fU)dl—l—nÏ£_El%S?—n
% d1—;n—1 —[E_E,(ÇP'_%)

sgnq;1 dt

Admettons à présent que

 

fE  
Îêldt=mg,)

l’inégalité (6) se réduit à
m:_.ë m1

c’est le deuxième des résultats annoncés.

8. Admettons maintenant que, pour les deux fonctions <p, et ça?,

on ait
f|cpddt=f|çpfld£=m,,

E E

alors, en vertu de la convexité de la fonction que nous examinons
nous avons aussi

flu,cpfl—(1—u,)cpfldt=m, (oêuét).
E

Si, pour u,=o (ou u.=1), par exemple, cette fonction a une
dénvée contmue, on a

f(‘Pi— %) Sgn <p-; dt=o,
E

ce qui donne

[% sgnwdt=fæp. sgn <P1
dt=m,,

r: - E
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d’où nous concluons

presque partout sur E — E, .

Il est donc indifférent de prendre 30, ou <p.) pour définir notre
fonction extrémale si E, est de mesure nulle. Lorsque E. est de
mesure positive, si l’on prend go,. pour définir d’abord la fonction
extrémale, elle se trouvera définie dans E—E. comme si l’on
prenait go,; si l’on prend <p, elle sera définie comme par cp, dans E — E4 .

De plus, un calcul simple montre que si cp, n’est pas nul en mesure
sur E. (cas seul à considérer) alors on a

et que la partie de l’extrémale définie par la deuxième opération est
égale à

‘

1__ sa“,
2m, ° ? ’

c’est-à-dire que l’extrémale sera définie comme par ç>._,.

Remarquons enfin que l’hypothèse sur la continuité de la dérivée
pour a, = 0 (a. = 1) peut toujours être réalisée : il suffit de prendre
cp. ou <p2 à l’intérieur du domaine convexe des variables où le minimum
est réalisé

Nous énoncerons ce résultat comme il suit :

Si les fonctions cp,- sont linéairement indépendantes, il existe une
fonction, et une seule, eætrémale quant au module et satisfaisant aux
égalités (I i).

9. EXEMPLE. — Soient
t0<t1<o--<ln

n -}- [ nombres réels, la fonction extrémale du problème
.li] f(z)dt=c,(ti—zi_,) (i=i, 2, n)

[n‘—:

est, comme on le voit facilement, définie par
f(l)=c,— (li—1<t<t1)y



290 J. FAVARD.

elle prend donc n valeurs au plus. Les divers minima sont les valeurs

l:TI classées par ordre de grandeur.
Si simple qu’il soit, cet exemple montre que les divers cas envisagés

peuvent effectivement être réalisés; les fonctions cp,— que nous avons ici
sont égales à 1 dans l’intervalle (t…, t,) et nulles ailleurs. A un
même stade de la construction, le minimum peut être réalisé par
plusieurs fonctions lorsque plusieurs nombres c,- ont des modules
égaux.

Pour nous il présente un autre intérêt : celui de définir par des
propriétés extrémales la fonction linéaire dans chaque intervalle
(t…, t.), et effectuant l’interpolation d’une fonction dont on donne
les valeurs aux points t,—.

En désignant en effet par c.— la pente du segment de droite joignant
deux points consécutifs, et par [(t) la dérivée de la fonction, on a les
conditionsci-dessus.

A partir de là on aperçoit déjà comment on définira la fonction
extrémale interpolatrice admettant une dérivée d’ordre supérieur
donné.

10. Rappelons auparavantquelques notations et résultats élémen-
taires sur les différences divisées.

Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle a: et %, x., . . .

des valeurs différentes (') de la variable pour lesquelles la fonction
est définie; nous posons

læl=f(æ),

les différences divisées d’ordre 1, 2, . . ., n sont définies par

_ …] — [… _ [x..œ.1—[æ.æ.][Œ0Œ|]—ïi [Œ0æ1æ2]— —-Œ‘0———Œ'2—, !
"

[wow, . . .æ,,_1]—— [æ.æ;» . . .æ,,]_ [æ…æ, . . . æ,,] :
æo_ -Tn 

(‘) On peut aussi définir des différences divisées lorsque les æ,— ne sont pas
tous différents et résoudre alors des problèmes analogues à ceux qui nous
occupent. Nous ne le ferons pas afin de ne pas allonger ce travail.
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On trouve que _ f(æz)

l‘“”"°‘7v1 ' ' 'æn]_; (xi—xe) ... (xi—æi—1)(æt—æi+i) - -— (“'i— x,.)’

ce qui montre que la différence divisée d‘ordre n est une fonction
symétrique de ses nœuds. Si f(x) & une dérivé dordre n sommable,
on peut écrire

[wow, . . . x,.] =ffl"‘(t.,æ.,+ 5.3). +. . .+t,.æ,.) dt, dl... . .dl…

l’intégrale étant prise dans le domaine

to+t.+...+tn=l; t.—êo (i=o,l,...,ll).
Si f‘”’(x) est continue, on peut aussi écrire

..]= f__‘"‘(E)[æoæ....æ _n—l

où E désigne un nombre compris entre les x,.
Les nombres x.— étant rangés par ordre de grandeur croissante, on

montre sans peine que

(7) [æoæ,..…æn]=Ëfæ1r.—(xHt)f”‘(t)dt=£/ÿw(æ…. æ.,.lt)f‘"‘(t)dt,
i=1'7“""l

où les n. sont des polygones en t, faciles à former, de degré (n —— 1)
en t et dont les coefficients dépendent des as,—.

Enfin on a la relation

[æ0---æi—iac… .-.xnxn+1] (æn+l_ æo): [wo - - - %] (æi— 560) + l$1 …x…] (x,. …— x,),

dont on tire la conclusion suivante :

Les différences divisées d’ordre n d’une fonction sont comprises
entre la borne supérieureet la borne inférieure des différencesdivisées
formées avec (n + 1) nœuds consécutifs.

“. Soient à présent (m + 1) nœuds

æo<x1<- . -<xm
Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 3, 1940. 57
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et ne +! nombres réels y… y,, ..., y… Parmi les fonctions f(x)
définies dans l'intervalle (wo, x,,,), y admettant une dérivée n“"“e
sommable (m > n > r), et telle que
(8) f(x) =%
nous pouvons à présent en définir une, et une seule, que l’on doit
regarder comme la plus simple : f‘”’(æ) sera l’extrémale du problème

f.." m(æo ...æ,, lt)f”(t)dt=[æoæ,...æ,,],

(9) …

f …

m(æm_n . . .x… ]t)f‘”‘(t)dl : [æm_n . . .æ…];

f(x) s’obtiendra par intégration à partir de f"”(x) et par les
conditions (8).

Nous remarquerons qu’il y a toujours une solution car les fonc-
tions m sont différentes de zéro dans des segments différents et,
par suite, il ne saurait y avoir de relation linéaire et homogène entre
lesm(‘).

12. Pour n= 2, prenons par exemple les 4 points cv.—= i(oîiî3) 
(') REMARQUES. —- 1° Les considérations précédentes ne permettent pas, en

général, de poser d‘une façon satisfaisante le problème de l’interpolation dans
un intervalle infini.

2° Des problèmes analogues, et relatifs aux fonctions de plusieurs variables,
peuventêtre posés suivantles mêmes principes. Ainsi, donnant la fonction f(æ, y)
en un certain nombre de points (x,, yi), on peut demander le minimum de p‘2 + (}2

dans le polygone de sustentation des points (x,-, y,—). On aura les équations

ælnÏkf Pdæ+qdy=f(æmyk)—f(æi,yi)-
1'i»)'i

Ce problème, malgré sa simplicité, ne semble pas susceptible d’une solution
immédiate.
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et soity,-= i pour i: o et 2;y,—= 0 pour i: 1 et 3, on a

1 1
[æ0ælæ‘l]: a; [æ1æ2æ3]=— 5)

puis
t—l'+1 . .Ÿ (t—Iâtêl)

.: l‘ _ '_tp, +; ! (L'îlêi—t—1) (1—1,2),

o (ailleurs).

On voit facilement que
3[ (“Pi+ ‘Pîlsgn(<Pi— CP—z)dl=0,

0

par suite
3 3

m1=f (<P1—CPs)dt=
Zl—0

ALa dérivée seconde de la fonction extrémale est donc égale à
?;

dans

la première moitié de l’intervalle, et à —
%

dans l’autre. Remarquons
à présent que la moyenne de la dérivée seconde est 1 de o à 2 et — 1

de 1 à 3; c’est-à-dire que l’interpolation par une fonction admettant
une dérivée seconde ne peut se faire qu’avec une dérivée seconde
supérieure à 1 en module.

Dans le cas où l’on prend plus généralement
(: c

[æox1ægl=â; [æ'æîæ3l=Î2; c=max{|ql, [02|3

on montre facilement que l’interpolation peut se faire avec une fonc-
tion dont le module de la dérivée seconde ne dépasse pas

Ê—'

c.
4Si l’on prend 5, puis 6 points équidistants (’), au lieu de â on trouve

respectivement les multiplicateurs4—‘ë et %-
39 

(1) La détermination des constantes dans le cas général des points équi-
distants (n = 2) ne semble pas présenter de difficultés insurmontables.
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15. Dans le cas général, à défaut d’un résultat quantitatif précis,
nous allons démontrer qu’on peut faire l’interpolation d’une fonction
telle que

oC
llæiæi+1 . . 'æi+n] lé F

par une fonction admettant une dérivée d’ordre n telle que
(I°) lf‘"‘(x)lêK(n)(v
où K(n) désigne une constante indépendante des as,-.

Considérons les deux polynomes P,,(x) et P.(æ), de degré n, qui
réalisent l’interpolation respectivement aux nœuds (x,, x,, . . ., x,,)
et (x,, x,, . . ., aan“); on voit sans peine que
(Il) P,(æ)— Po(æ)=(æ—æ,) . . .(x—æn){[æ1æ2...æn+,]—[æoæ,. . .æ,,] }.

Soit ($,—_… $,) le plus long des intervalles (x,, æ,). . .(æ,,_,, ce,,

dont l’indice est le plus petit; c’est—à-dire que l’on a

(12) |æk—ællgll—k|(æi—xi_1) (lék,lên).
Cela posé nous interpoleronsde x, à x,… en posant définitivement

. _
f(æ)=Po(æ) pour æ,gægæ,_.;

provnsmrement
f(æ)=P,(æ) pour æ,gægæn_,

et, provisoirement aussi, dans l’intervalle ($,-_… ce,-), nous ajouterons
à P,,(æ) une fonction R(æ), nulle ainsi que ses (n—1) premières
dérivées en œ,_,, f(x)—t— R(æ) se racéordant à Q(æ), ainsi que
ses (n — !) premières dérivées en cv,—, R(æ) admettant une dérivée nième

constante dans chacun des intervalles de division de (æ,-_,, x,) en n
parties égales. Ces constantes X,, sont déterminées par les n équations
linéaires suivantes dont le déterminant, facile à calculer, n’est pas
nul

1

(il—1)!f '(æ,_t)n—1R—m(z)dz=o,

(æ,— t)n—2Rfi(t) dt=p; (.Œ,-)——P,0 ($;),

f. R‘"‘(t) dt: P‘,”'““(æ;) — Pi,”““(æ,).
1‘i—z
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D’après (1 1), les différences Pÿ”(æ,-) — P{{"(æ,—) s’expriment, au
facteur {[ac.x2 . . .x,…] — [wow, . . .æ,—]} près, sous la forme d’une
somme de produits ayant chacun n —p facteurs de la forme (æk— as,)
et les coefficients du premier membre correspondant contiennent
(wi—x…)”“P en facteur; il s’ensuit que les )… sont données par des
relations de la forme

Àk=<EÛÎaÎ>{lŒHŒ‘-M
" ':xn+1l_ læ0, æî’ " ” æ"]} (k=1,2, "" n),

l=1

où les af sont des constantes numériques et les 0? des fonctions des
cv.—, homogènes et de degré zéro, bornées chacune par une constante
absolue en vertu de (12).

' '

Considérons à présent le polynome P2(x), réalisant l’interpolation
aux points (au… av.-. . . . , æn+,); suivant la même méthodenouspouvons
le raccorder au polynome P.(æ). Si l’intervalle (a:-_… ce,—) où se fait
le raccord est tel que j> t', alors nous définirons la fonction interpo-
latrice en posant définitivement

'

f(æ)=Po(æ)+R(æ) pour æ,-_igægæ,,
f(æ)=Pi(æ) pour a:,- gægæ,_1.

Si j= i, nous raccordons P. à Pa au moyen de la fonction S(x)
dans (x,—_, , cv,—) et nous posons provisoirement

f(x)=P.,(æ)—+R(æ)+S(æ) pour xi_1gægx,—,

ce qui équivaut à raccorder Po(æ) à P,(x) dans cet intervalle.
Au bout de i— [ (în _ 1) opérations, au plus, la fonction interpo-

latrice sera définitivementdéfinie dans l’intervalle (x,—_. , cc,-).

Comme les remarques précédentes montrent l’existence d’une
fonction k(n) telle que

|R””(x)|êk(n)c, ]S‘”’(w)lêk(n)c, ...,
on en déduit immédiatement l’existencede la constante K(n).

Voici enfin une remarque essentielle : les formule: qui donnent
les X,. sont linéaires suivant les valeursf(x.-): y,-prises parla fonction
aux nœuds xi; il s’ensuit que la fonction interpolatriceque nous venons
de construire est constituéepar des polynomes de degré n se raccordant,
chacun d’eux ayantdescoe_ficients dépendant linéairementdesf(æ)=y,—.
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14. EXEMPLE. — Dans le cas où n=z, un calcul, que le lecteur fera
facilement, montre que l’on peut prendre K(2) = 2 et cette valeur
est à peu près certainement exacte; voici comment on peut raisonner
pour le voir ( ' ).

Admettons que le problème de l’interpolation, par une fonction
f(x) à dérivée seconde minima, telle que

fuy=o Upûfl
f(i)=

â
([ impair) ([ entier quelconque, positif ou négatif)

ait un sens et une solution unique qui, alors, sera périodique.
Quant à la détermination de la fonction dans l’intervalle (o, 3)

par exemple, seules interviennent les fonctions
m(i—1,i,i+1|t)=cp,(t) (i=o,1,2,3)

et les fonctions cpo et cpf, doivent intervenir de façon antisymétrique,
ainsi que <p, et %, ce qui conduit au fait que la dérivée seconde
doit être proportionnelle à

%M%-%+%-%L
on en tire que le raccord doit se faire aux points i+ â

et enfin K (n) g 2.

15. Passons au problème de l’approximation des fonctions, appar-
tenant aux classes simples, lorsqu’on connaît seulement leurs valeurs
en un certain nombre de points.

Soit d’abord f(au) une fonction continue dans l’intervalle (a, b) et
dont on donne les valeurs

f(Œ3”), f(Œ'2‘), …, [(fil
en une suite de nœuds

æ'g‘, æ',”, ..., x,’,’} (m=1,2,….)
avec

aâæ{,”<æç” ...<xZîêb. 
(‘) Voir un problème analogue au n° 21; il semble que les polynomes

d’Euler jouent un rôle important dans ces questions.
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Supposons d’abord que f(æ) soit continue et soit œ(l) son module
de continuitédans un intervalle d’amplitude )…-

Elfectuons l’interpolation de f(x) au moyen de la fonction <p…(æ),
linéaire dans chaque intervalle (æZ'i,, æ{”), constante dans (a, nef,”) et
(132, b) et telle que

(Pm(æi)=f(æi) -

Nous nous proposons d’approcherf(x) au moyen d’un polynome de
degré m. Posons

A…: max { $8’- a: b — ŒZÏ ; ŒE”— æl”_4 ,

l… : min {æf”— æ}"_, .

Nous devons, bien entendu, considérer une suite de nœuds densedans
(a, b), c’est-à-dire supposer que A… tend vers zéro lorsque m augmente
indéfiniment. Une suite de nœuds peut être dite régulière si le rapport
A - , - ‘ .—"‘ reste 1nfer1eur a un nombre fini A. On a d’abord
l…
(13) lf(æ)—<Pm(æ)l'âw(Am),

or la fonction <p…(æ) satisfait à la condition suivante de Lipschitz :

(14) l<Pm(æ')—<Prn(æ)lêœ_(ÀAÎM) læl_æl'

D’après un résultat connu (') on peut donc approcher (p…, par un
polynome de degré m au plus, P…(æ), tel que  1rb—a m(A…)(15) l?m($)—Pm(x)lêz ,,, l…

'

De (13) et (15) nous tirons_ \ [_(16) |f(æ)—Pm(æ)lêw(-\rrt)[1+77îin.—15]
Lorsque m augmente indéfiniment, le second membre de cette
inégalité ne tend pas forcément vers zéro, mais il en est ainsi lorsque
la suite des nœuds est régulière; dans ce cas on trouve

m +
a]

_ lf(x)—Pm(æ)lêw(Am) [r+ %
A. m 

(‘) J. Puma, Sur les meilleurs procédés d’approæimatz‘on... (Bull. Sc.
Math., 61, 2° série, 1937).
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Dans le cas d’une suite non régulière, divisons l’intervalle (a, b) en
m parties égales et interpolons cp…(æ) aux (m + 1) points de division,
par une fonction «!.»…(æ) linéaire dans chacun des intervalles de
division; on a

(17) I<p…(x) — +…(æ)lgœ(A…).

Évaluons maintenant le maximum de la pente des segments consti—

tuant $…(æ). Lorsque deux points? etm— se trouvent sur un même

segment de cp…(æ), les deux fonctions coïncident et il faut pour cela
que le segment correspondantaux nœuds de départ ait une longueur

mw(A…)
(b -— a)

. . i—1 i . ,
SI deux pomts —,-n— et ; se trouvent sur des segments differents,

  ' ' \ b _ a rau moms egale a ; dans ce cas la pente ne depasse pas

æ+m<‘%)—w<â>l
_ . . .

g,,g[+…<%>4<‘%>1+l%(à)—f<al+1f<à>4<ï>ll
_b3"‘a o(A…)

  
  

En définitive, quels que soient les points au et æ’ de l’intervalle (a, b),
on a donc

l‘lJm(æ)—‘<l“m( æ) l<b3 ma.œ(Am)

D’après le résultat rappelé ci-dessus, on peut approcher t];…(æ) par
un polynome Q…(æ), de degré m au plus, et tel que

(18) |+…<æ> — Q…(æ) lg
%”

mm…).

La comparaison de (13), (17) et (18) donne

(19) …en) — Qm(æ)lë (2 + %”) w(A…> <5w<A…>.

Un cas particulier intéressant est celui où les nœuds d’ordre m
arta ent l’intervalle (a, b en m arties é ales la formule 16P 8 P 8 ,
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montre l’existence d’un polynome tel que

<16'> 1f<æ>—P…<æ>lg(u+g)œ (";“) <zo)(b;“).  
16. Les formules précédentes montrent bien que la connaissance

des valeurs prises par la fonction en une suite de nœuds permet de
connaître la fonction avec une erreur de l’ordre de la meilleure
approximation dans la classe, mais elles seraient de peu de prix si
elles ne fournissaient que des théorèmes d’existence sans donner
de méthode régulière propre à la formation des polynomes
d’approximation.

Le théorème utilisé pour avoir l’inégalité (15) s’obtient par un
procédé que nous allons rappeler. On peut toujours, quitte à faire
une transformation linéaire, supposer que l’on opère dans l’intervalle
(—1, + I); posons alors x: coscp (‘) et considérons le développement
en série de Fourier de cp…(coscp)

a
<p…(cosqp)N

—2‘—’ +2 ak coskcp.
1

On démontre alors qu’il existe des c0nstantesy,’j‘, indépendantes de <p,

telles que le polynome

P,.(cosqa):
%3

+2 7}{’ak cosch
1

satisfasse à l’inégalité (15).
Reprenons maintenant la définition de cp…(æ); nous voyons qu’elle

est la somme de fonctions linéaires dans un intervalle et nulles 
(‘) Ce changement de variable indique une voie différente de la nôtre pour

résoudre le problème qui nous occupe; par exemple la suite de nœuds

k1r
cosÎ (k=o,1,...,m;m=r,z,.…)

non régulière dans (—1, +!) avec la variable æ, l’est avec la variable <p;

l’interpolation sur l’axe des q; peut ensuite être restituée sur $; au lieu de
fonctions linéaires dans un intervalle, on a des fonctions de la forme
Aarc cosx+B.

.

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3, 1940. 38



300 ‘J. FAVARD.

ailleurs; le coefficient de chacune de ces fonctions linéaires dépendant
linéairement des valeurs prises parf(æ) aux extrémités de l’intervalle.
Il s’ensuit donc que les coefficients ak se présentent sous la forme

In

ak=Ef(æî”)0l‘(æî”),
i=0

où les fonctions Of dépendentseulement des 322".
Le même résultat vaut pour la fonction LIJ…(æ) de sorte que, en

définitive, nous pouvons énoncer les résultats suivants correspondant
aux inégalités (16) et (16’).

1° Soit
x{,”, æÇ", . . ., a:}; (m entier quelconque)

une suite de nœuds dense dans l'intervalle (a, b). Pour toute valeur de m
on peut trouver une suite de polynomes

PB"(Œ), Pi”(æ), ---, PZÊ($)

de degré m au plus ( ) tels que, pour toute fonction continue f(œ), le
polynome

f(æo)Pfl‘(æ)+f(æ1)P7'(æ)+---+f(æm)Pîîî(x)

difi”èæ de f( a:) de moins de 5 œ(A…) dans (a, b); (i) désignant le module
de continuité de la fonction et Am le maximum de la longueur des
(m+ 2) intervallesdéterminéssur(a, b) par la suite des nœuds d’ordre m.

2° Les notations étant les mêmes que ci—dessus, on peut, pour toute
valeur de m, trouver des polynomes de degré m au plus

H{,"(æ), “T(Œ), —--; HZÊ(Œ),

(““)<2w -
m

17. Pour une fonction f(x) admettant dans l’intervalle (a, b) une
dérivée bornée ou, plus généralement,satisfaisant à une condition de

tels que, dans (a, b),  f<x>—Zf(a+z—
"

”)H7*<æ>
   

(1) Notre méthode de construction de la fonction $…(æ) montreque quelques-
uns des polynomes P{"(æ) peuvent être nuls.
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Lipschitz telle que
(20) lf(fiü’)—f(Œ)lâ…fi’—Œl-

Interpolons d’abord f(x) au moyen de cp…(æ) et examinons seulement
le cas ( ') où x3‘= a et x’”= b, on aIII

(21) lf(Œ)—CPm(x)lâ AmM:
LOI—

puis, en remarquant que q»…(æ) satisfait aussi à (20), on peut déter-
miner un polynome Pm(æ), de degré m au plus, tel que

b—a |<p…(æ>—
P…<æ>\;%

M.
En définitive

A… TL‘ b—a 1 71 3
1f(æ)_P…(æ)|g(2 +

K M >MgA… <2-
+ E) M < 5

A…M,  
et l’on peut trouver une suite de polynomes P:”(æ) analogues aux
précédents. Lorsque la suite des points” est celle qui divise l’intervalle
en parties égales, la suite II{"(æ) répond à la question et l’on a une

—— a erreur moindre quea M, ce qui est de l’ordre de la meilleure
approximation dans la classe.

18. Passons maintenant au cas d’une fonction f(æ) admettant,
presque partout une dérivée d’ordre n borné, ou ce qui revient au
même, telle que

îlä
|[æ,x’, ...,x”‘]lê

Connaissant les valeurs de la fonction aux points æf”, interpolons
suivant la règle établie au n° 15 par une fonction cp…(x) telle que

l<Pîflî’($)l ë K(n)M dans Œ8‘ÊŒÊŒZÏ,
et

|<PÊËÊ’(Œ)l=O dans aêæêw3"; xfiîêæâb-
La différence f(æ) — cp…(æ) s’annule aux points 333”, . . ., wifi; en
prenant les n nœuds les plus voisins d’un point x donné et en écrivant, 

. . . 1 ‘ .(‘) Lorsqu’il n’en est pas a1n51, le facteur
&

est a supprimer dans (21).
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f(æ)_cP/n(ul') M
(æ—ŒZ’), . . ., ((L‘—œil?) |

Êl_l + K(n)] ;ll.
Or, évidemment (‘)

l(æ — x{f‘), . . ., (a: — JfËÏ)
] Ê’lÏ-\iin

de là
(22) lf(æ)_ÇPm(-”)lêll+K(”)]AiizM-

D’autre part, d’après un résultat connu, on peut approcher ç…(x),
par un polynome de degré m au plus, P…(æ), tel que

b—a
m
 (23) |q>…(æ)-—P…(æ)|âC(n)K(n)( >nMSC(n)K(n)AÇ;LM,

où C(n) désigne une constante ne dépendant que de n. De (22) et
(23) on tire alors

lf(Œ) — P…<æ>lg [! + mm + C(n) K<n>]AW= D(fl)ML .

Nous avons déjà fait remarquer que la fonction interpolatrice cp…(æ)
dépendait linéairement des f(æÿ”); comme précédemment, nous en
déduisons donc l’existence de polynomes, de degré m au plus

PŒn(æ)r P7Ïll(‘”)) "'? Plll,ll(æ)7
tels que

f<w> — Z f<x:—") P::æ<æ> gn……….
l=0   

Dans le cas des nœuds divisant (a, b) en parties égales, on a, en
particulier, des polynomes H” (x), tels queL,”.

50…) (b ; “)"M.
b—a   

  
f(x)—Êf<d+ i ) H::æ<æ>

Remarques. — 1° Si l’on s’en tient aux théorèmes d’existence, sans
exiger de procédé régulier pour leur formation, le résultat du début 

(‘) Cette évaluation est extrêmement grossière et, notamment, dans le cas de
la suite des nœuds divisant (a, b) en m parties égales, peut être facilement
améliorée.
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du travail montre l’existence d’une fonction interpolatrice u…(æ)
telle que

lPîîî’($) lâM-
Dans les formules précédentes il y a lieu de remplacer K(n) par 1,
d’où l’existence d’un polynome Q…(æ) tel que

lf(æ) _ Qm(æ) lâl_2 + C(n)]Afi,M.

2° Si la dérivée n‘è'“° admet un modulede continuité comme œ,,(k), il
est facile de voir qu’il existe un procédé régulier d’approximation
fournissant une erreur de l’ordre de A’,; œ,,(A…).

3° En terminant,je tiens a signaler un résultat sur l’approximation
qui complète les précédents : il s’agit de l’existence d’un meilleur
procédé d’interpolation, dans les classes que nous venons d’examiner,
résultat que j’ai établi ailleurs (‘ ).

19. FONCTIONS PÉRIODIQUES. — Les solutions des problèmes d’inter-
polation relatifs aux fonctions périodiques, et analogues aux précé—
dents, ne diffèrent pas essentiellement de celles déjà données. Nous
nous bornerons à quelques remarques.

Supposons que la période soit 21t; ayant placé tout d’abord les
nœudsd’interpolationsur le cercle trigonométrique,nous en prendrons
un pour origine, soit 330, et nous tournerons dans le sens positif, à
partir de ce point, jusqu’au retour en 330. Si, par exemple, nous avons
m nœuds, nous écrirons la suite

æo<æ,< . . . <x…_1<æ…=2n+xo[Exo(mod2n)].
Pour avoir la fonction interpolatrice extrémale ayant une dérivée
d’ordre n (ici n peut être supérieur à m), il suffira de partir de la
formule
(M) flm—%=—

(2 7r)n 1

n' [ É(1—-z)f"“(æ+2nz)dz
'

0

=_(M)”f11î(x— % —z)f<n>(2m)dz,

  
nl; 

(‘) J. vamn, Sur l’interpolalz‘on. (Bull. Soc. Math. France, 67, 1939,
p. 102-113.)
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où Ë,Î(æ) désigne la fonction périodique, de période 1, et égale au
polynome de Bernoulli d’ordre n dans (0, 1). On aura les équations

f(x:)—f(%)=— (”"‘fo’{ Bî(‘— %Ç->n! \
 

—B_n <1—
& —z>}f””(27rz)dz

(i=1,2, ..., m—1),
1

ff‘"’(21rz)dz=o.to

Quant à l’existence de la constante K(n) (n° 15), elle s’établit
facilement; il faut avoir soin simplement de raccorder les polynomes
interpolateurs jusqu’au retour au premier polynome choisi. Ajoutons
que le premier polynome interpolateur sera défini par les nœuds
(wo, av., . . ., x,,); si nêm, nous posons œ…=xo, æ,,… =æ., . . ..

Les théorèmes d’approximation s’énonceront par suite d’une
manière tout à fait analogue, il suffira de remplacer le mot. polynome
par polynome trigonométrîque; les inégalités d’erreur gardent leur
forme.

20. Dans les pages précédentes, nous n’avons pas donné d’exemple
effectif d’une suite de polynomes PZ‘,,, ni de polynomes H,’Ïf,, car, si
leur calcul ne demande qu’un peu de soin, il ne semble pas présenter
beaucoup d’intérêt; il est en effet à peu près certain que ces polynomes
ne sont pas exactement adaptés au problème.

Par contre, nous allons donner un exemple de polynomes trigono-
métriques interpolateurs qui, eux non plus, ne semblent pas exacte-
ment adaptés, mais qui présentent quelque intérêt à cause de leur
simplicité.

Supposons que nous donnions les valeurs d’une fonction aux points
de division du cercle en 2m parties égales

27T 2m—1 0)
Sl=‘ 5

Comme un polynome trigonométriqueest déterminé par un nombre
impair de conditions, nous ne pouvons déterminer, en général, de
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polynome trigonométrique d’ordre m—1 prenant en ces points les
mêmes valeurs que la fonction; nous chercherons donc un polynome
d’approximation d’ordre (m— 1) dépendant linéairement de ces
valeurs, il sera de la forme

2m—1

gf<h%>T<æ—h—J>-

Dans le cas des fonctions continues, ou admettant une dérivée
bornée, pour obtenir T(æ), il suffit de développer en série de Fourier
' \ r \ ; TL' TC . , .egale a 1 pour x=o, egale a zero pour x: — et —— — et lmea1reln ”I.

dans chacun des intervalles (_ ZÎ’ o) et (o, %), et de multiplier les
. , . k7r l"—m prem1ers termes de cette senc par — ctg ’—"—. On trouve alors2 nl 2 nl

rit—1
1 1 1 . k1rT(æ)_fi+

7_r 2Îsmî cos/ca:
1

1 1

”1—1
sink(ï—î—+æ> sink (% —x>—+—2 +

2/72 27r k k
1

=-I— + ;
[Am (l‘E—+39) +Am (î _æ)]‘2m 27Ï m m

Or le polynome A…(x) est bien connu; il a été longuement étudié,
surtout à propos du phénomène de Gibbs.

21. Le problème d’extremum, résolu au début de ce travail,
permet de poser d’une manière intéressante le problème de l’inter—
polation des fonctions périodiques.

Prenons un cas simple : nous allons déterminer la fonction interpo—
latrice extrémale f,,(æ), admettant une dérivée bornée d’ordre n, et
telle que '

(25) f,,(o)=l, f,,(TE)=—l.

Écrivant la formule (24), on voit qu’il suffit de déterminer trois
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constantes a, a’ et af,‘, de façon que le nombre M,, défini par
Il1

Mnf lËÎz(l—z)—azldzëll—6—1—0
0 2

’
 

IL1

M,,f iË,(r—z)—a’ldzë _l_fi
0 2  

soit le plus petit possible : on trouve facilement aÇ,‘= o; quant aux
valeurs de a et de a’, je les ai déterminées pour un autre objet (‘), la
valeur correspondante de M,, est alors facile à calculer (') et l’on
trouve finalement   ‘Îi _“ E 1

' 2

où la fonction E_n(æ) est définie par

E‘n<æ+ !) + Eî(æ) =o, En(æ> =En<æ> (ogægr>,

E,,(æ) désignant le polynome d’Euler de degré n.
On trouve immédiatement que f,,(x) tend uniformément vers

cosx=f(æ) et que l’on a aussi uniformément en a:

fî£”(w) + f…<æ>.

La fonction cosa: doit donc être considérée comme la fonction, de
période 211, indéfiniment dérivable la plus simple définie par (25).

Voici maintenant le problème général que l’on peut poser :

Soient x,, x., . . . , a:… des points différents du cercle trigono-
métrique, parmi les fonctions périodiques qui, en ces points, prennent
les valeurs y,,y., . . ., y…, soit f,,(æ) l’extrémale quant à la dérivée
d’ordre n. Si, lorsque n augmente indéfiniment,f,,(æ) tend vers une
limite f(x) indéfiniment dérivable, f(æ) doit être considérée comme
la fonction interpolatrice la plus naturelle.

Il semble d’ailleurs que f(x) existe toujours et est égale au poly-
nome interpolateur, d’ordre le moins élevé, dont le module est le plus
petit, mais cela me semble difficile à prouver. 

(’) J. FAYARD, Application de la formule sommatoire d’Euler... (Mat.
Tids, 1936, p. 81—94.)
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