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SUR L'INTERPOLATION. 281

Sur Uinterpolation;

Par J. FAVARD.

1. Une grande partie des travaux sur 'approximation des classes
de fonctions réelles d'une variable les plus simples par des polynomes
a pour base les développements en séries.

Beaucoup moins nombreux sont les travaux qui ont pour point de
départ la connaissance des valeurs prises par la fonction en un certain
nombre de points. Sans doute la suite des polynomes d'interpolation
d’une fonction continue dans un intervalle fini, en une suitede nceuds
dense partout, peut-elle diverger en tout point (), mais on peut, a
partir de la connaissance des valeurs prises en cette suite de nceuds,
former une suite de polynomes tendant vers la fonction : il suffit de
modifier convenablement les polynomes de S. Bernstein (*).

Ce dernier auteur a d'ailleurs démontré (*) qu’avec une certaine
suite de nceuds, I'approximation fournie par le polynome d’interpo-
lation de degré n est de I'ordre de E,logn, ou E, désigne la meilleure
approximation par un polynome d’ordre n.

La question se pose donc de savoir si, pour certaines classes, la
connaissance des valeurs prises par la fonction, permettra de connaitre,

(*) G. GrinwaLp, Uber Divergenzerscheinungen... (Ann. of Math. 11, 1. 31,
1936, p. go8-918).
(*) S. BernstrIN, Communications Soc. Math. Kharkow, 2° série, 1.13, 1912,

p. 1-2.
(*) S. Berxstuix, Sur linterpolation (Math. Annal., 1919, p. 1-21).
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ou non, la fonction avec une erreur de I'ordre de la meilleure approxi-
mation dans la classe.

La réponse est affirmative. Ainsi, on sait qu’une fonction admettant
une dérivée bornée d’ordre p, peut étre approchée par un polynome

I
d’ordre n, avec une erreur de l'ordre de ;. Dous verrons que la

connaissance des valeurs prises par la fonction, en certaines suites de
neeuds, permet de connaitre la fonction avec une précision du méme
ordre.

Avant d’aborder les questions de ce genre, nous aurons a nous
occuper du probléme suivant : lorsqu’on connait les valeurs d’une
fonction en un nombre fini de points, la fonction interpolatrice linéaire,
dans chacun des intervalles définis par les points précédents, parait la
meilleure parmi celles qui présentent, presque partout, une dérivée
bornée; quelle est la meilleure parmi celles qui, presque partout,
admettent une dérivée bornée, d’ordre donné, supérieur a un ?

Dans le cas de la dérivée premiére, le graphe indique de lui-méme
la solution, dans les autres cas nous introduirons des caractéres
extrémaux qui, appliqués a la dérivée premiére, redonnent d’ailleurs
la solution simple attendue. )

2. Soit ¢(¢) une fonction de la variable réelle z, sommable dans un
ensemble E et non nulle presque partout sur cet ensemble. Soit f(¢)
une autre fonction sommable telle que

dt —=c,

(1) Jewrwa=c

posons

[[<p(l)|dl:M.

On voit tout de suite qu'il existe dans E des valeurs de ¢ telles que
sz el

et la fonction extrémale, quant au module, satisfaisant a (1) est

(2) J(6)=gsenle ()
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Cependant si 'ensemble ©(f) = 0 a une mesure positive, une fonction
p P P ’
lel

- dans cet ensemble pourra

dont la valeur absolue ne dépasse pas
jouer le role de fonction extrémale.

3. Donnons-nous maintenant n fonctions sommables réelles sur un

ensemble E (')

()  (i=1,2,...,n)

Pour qu'il existe des fonctions sommables f(¢) telles que
i i 14 ¢ dl =c,
(1) JRICYOEEE

ou les c; désignent des constantes réelles données, il est nécessaire que
toute relation de la forme

(3) 2 higi=o0 presque partout sur E,
i=1 .

entraine
(4) 2746‘5: 0.
i=1

Cette condition est suffisante, nous allons le voir en construisant la
fonction extrémale quant au module satisfaisant aux égalités (1,), la
seule qui nous intéresse. Nous supposerons qﬁe les constantes c¢; ne
sont pas toutes nulles[dans le cas contraire il suffit de prendre f(£)=o],
qu'il n'existe entre les ¢; aucune relation de la forme (3) avec des
coefficients 2; non tous onuls et qu'enfin, pour tout sous-ensemble &
de E de mesure positive, il existe un g; tel que

f;<?,|d,>u,
&

dans le cas contraire, il suffirait en effet d’opérer sur E — &.
En désignant par a; des constantes réelles quelconques, on voit, en

(') Nous supposons que nous avons des fonclions d’une variable mais le cas
de plusieurs variables n’améne aucune complication.

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3, 1g4o. 36
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raisonnant comme au numéro 2, que f(¢) atteint au moins la valeur

n

:

f’ ol

Nous pouvons admettre que Z(Iici # o et supposer que l'ordre des

i=t

fonctions g, est tel que
oo (i=n12, ..., k) c=o (i>k).

Le nombre ci-dessus s’écrit

k
1
- aveCZm:L
uio: i=1
o Do

k+1

Le dénominateur est une fonction continue et convexe des variables
u; et a;, car on a évidemment

Z(a,+b>q>,

i=1

Zbiq?i y

i=1

San| -

il présente donc un minimum et un seul réalisé pour des valeurs v;
et o;; ce minimum m, n’est pas nul car, d'aprés nos hypothéses, les
fonctions ¢, sont linéairement indépendantes. Pour toute fonction f
satisfaisant aux égalités (1,), il existe donc des valeurs de ¢ telles que

/()12

1
m,

4. Remarquons & présent que, ¢ et ¢ désignant deux fonctions
sommables sur E et ¢ un nombre quelconque, on a évidemment

f]q>+e¢|dtgf(<p+s¢)sgncpdt:f|cp|dt+sf¢sgnqadt,
E E E E

ce qui montre que f { sgne dt est compris entre la dérivée a droite et
E

la dérivée a gauche, pour ¢ =o, de l'intégrale figurant au premier



SUR L'INTERPOLATION. 285

membre de I'inégalité; ceci nous permet de conclure que, sauf peut-
étre pour une infinité dénombrable de valeurs de ¢, on a

gz%fﬁlvﬂwwg=fE¢sgn<q>+s¢>dt,

et que 'intégrale du second membre est toujours comprise entre la
dérivée a droite et la dérivée a gauche.

Si donc, pour les valeurs v; et a;, qui correspondent au minimum
de la fonction convexe des variables u; et a; dont nous nous occupons,
cette fonction admet des dérivées partielles continues, alors celles-ci
sont nulles et ’'on a

. i .
f:sgn32%+2aiqnedt —fq)‘sgn
j q),songz +Za‘q,‘

k+1

(i> k),

n

9B 00 de

n

E

dt—=o

d’ol

an%2”“°’+$‘¢ cplédl_ 2% +Za o\ dt  (igk),
k+1

ce qui montre qu'une fonction extrémale est

sk n
() f(t)smi’sgn(E“;—f’%Zafcpf)-

k+1

8. Dans le cas général on ne peut compter sur la continuité des
dérivées partielles, nous allons cependant montrer qu’elle est réalisée
lorsque I'ensemble E, des points ou

k

2 +2at(p,_ [}

k=1
est de mesure nulle.

Pour simplifier les notations, supposons que la fonction extrémale
soit ¢, (nous posons ¢, =1). Il suffira alors de montrer la continuité
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de I'expression

fgb sgn (o, + &) dt,
E

au voisinage de ¢ = o, { désignant une fonction sommable sur E.
Soit v; un nombre positif quelconque, la mesure de I’ensemble H ot

HA

l91i<m
tend vers zéro avec v en vertu de I'hypothése faite sur ¢,; la mesure

de 'ensemble N ot |{| > n, n désignant un nombre quelconque, tend

. 1
Vers zero avec n

Pourvu que ¢ soit assez petit, on a d’autre part

sgn(¢;+&y) —=sgng,  dansE —H N,

§2£|¢|dt+2£\¢|dl.

En vertu de la continuité de I'intégrale et des remarques précédentes,
cette inégalité démontre notre résultat.

Supposons a présent que l'ensemble E, soit de mesure positive,
nous définirons alors f(¢) au moyen de (5) dans I'ensemble E — E,
puis, dans I'ensemble E,, nous écrirons 4 nouveau les conditions
analogues & (1,); elles se réduisent & (n — 1) au plus; nous procéde-
rons avec ces nouvelles conditions comme nous venons de le faire
dans E en calculant le nouveau minimum m,; nous obtiendrons ainsi
une fonction extrémale définie dans une partiede E, et 'on recommen-
cera si besoin est. La définition compléte de la fonction extrémale,
presque partout sur E, exige donc, au plus, » opérations;le module de
cette fonction prendra donc au plus n valeurs distinctes :

de la
[ 4 tsgn(er+ e) —sgnon e
E

1 1 I
.
my, m, m,
Il nous reste & montrer que le procédé indiqué ne se heurte a aucune
. oy orel s . 1 , .
impossibilité; nous verrons aussi que les valeurs —- vont en décroissant

hhd

et que la fonction extrémale est unique.
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6. Pour simplifier les notations, nous examinerons seulement le
cas ou Lous les ¢; sont égaux a 1 et nous supposerons que

f]cp,[(lt:f | 91| dt =m,.
E E—E,

Pour montrer que le procédé ne conduit a aucune impossibilité, il

n

. . . . . |
suffit de faire voir que si une combinaison Z“i?i est nulle presque

partout dans E,, alors on a aussi

L (i ot;qoi>f(t)dt:0

(les valeurs des intégrales précédentes ayant été déterminées comme
il vient d’étre dit). Supposons par exemple que

9:(t) =0 presque partout E,,

alors I'expression
f]ulcp,—{—(l—u,)cpﬂdt:f [, @i+ (1 — uy) s | dt
E E—E,

doitétre minimum pour #, = 1. Orla réglededifférentiations’applique
! 'm p g PPq
puisque o, est différent de zéro presque partout dans E — E,, donc

f (91— o) sgno, dt =0
E—E,
ce qui, dans E,, nous donne immédiatement, en vertu de c,=1,
f%f(t) dt =o.
E
C’est la ce que nous voulions démontrer.

7. Supposons maintenant ¢, non identiquement nul dans E, et
considérons 4 nouveau l'intégrale

f]ux%'*‘('—ui)(?zldl:f s @y~ (1 —u)@aldt + | [(1—uy) @] dL.
E E—E, E,
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Comme elle doit étre minimum pour u, =1, on doit avoir a la fois

[ —esmoidi— [ ] dizo,
E—E, K

f (cp,—cpg)sgncp,d1+.f|cpz|dfgo,
E—E, E,

ce qui s’écrit

(6) el ez [ (00— o) senoud |
E, E—E,

Orona

fq),(t)f(l)dt:l—-l—f qa?sgnq;,dI:~1— [ (9y — 92) sgno, dt|=cl.
Fy ™ Je_k, ek,
Admettons a présent que
f Q{‘f I dt = m,,
el €2
I'inégalité (6) se réduit a
ms2 m,

c’est le deuxiéme des résultats annoncés.

8. Admettons maintenant que, pour les deux fonctions ¢, et ¢,,

on ait
[iotar=[glde=m,
E E

alors, en vertu de la convexité de la fonction que nous examinons
nous avons aussi

flu,qu—i—(l—u,)qa.z]dl—_—m, (ogu,sn).
E

Si, pour u,=o (ou u,=1), par exemple, cette fonction a une
dérivée continue, on a

f((Pi— 92)sgn @ dt =o,
E

ce qui donne

fq), sgnqa,dt::fqz, sgn ¢, dt = my,
E : E
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d’ot nous concluons

presque partout sur E — E,.

Il est donc indifférent de prendre ¢, ou ¢, pour définir nolre
fonction extrémale si E, est de mesure nulle. Lorsque E, est de
mesure positive, si 'on prend ¢, pour définir d’abord la fonction
extrémale, elle se trouvera définie dans E—E, comme si I'on
prenait o,; si 'on prend ¢, ellesera définie comme par ¢, dans E —E,.
De plus, un calcul simple montre que si 9, n’est pas nul en mesure
sur E, (cas seul 4 considérer) alors on a

m,=—m,
et que la partie de 'extrémale définie par la deuxiéme opération est
égale &
1
m, Sgn P,
c’est-a-dire que I'extrémale sera définie comme par ¢,.

Remarquons enfin que ’hypothése sur la continuité de la dérivée
pour u, =o (u, =1) peut toujours étre réalisée : il suffit de prendre
@, ou ¢, a 'intérieur du domaine convexe des variables ot le minimum
est réalisé

Nous énoncerons ce résultat comme il suit :

St les fonctions @; sont linéairement indépendantes, il existe une
fonction, et une seule, extrémale quant au module et satisfaisant aux
égalités (1,).

9. ExemeLe. — Soient

t0<l1<--.<’n

n -+ 1 nombres réels, la fonction extrémale du probléme

J

i—

o

f(t)dt::ct(t,-—l,-_,) (l‘:l, 2y 000y Il)

est, comme on le voit facilement, définie par

JW=a (<t <t),
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elle prend donc 7 valeurs au plus. Les divers minima sont les valeurs

l:_tl classées par ordre de grandeur.

Sisimple qu'il soit, cet exemple montre que les divers cas envisagés
peuvent effectivement étre réalisés; les fonctions ¢; que nous avons ici
sont égales 4 1 dans I'intervalle (¢_,, ) et nulles ailleurs. A un
méme stade de la construction, le minimum peut étre réalisé par
plusieurs fonctions lorsque plusieurs nombres ¢; ont des modules
égaux.

Pour nous il présente un autre intérét : celui de définir par des
propriétés extrémales la fonction linéaire dans chaque intervalle
(1, t;), et effectuant I'interpolation d’une fonction dont on donne
les valeurs aux points ¢,.

En désignant en effet par c; la pente du segment de droite joignant
deux points consécutifs, et par f(¢) la dérivée de la fonction, on a les
conditions ci-dessus.

A partir de la on apercoit déja comment on définira la fonction
extrémale interpolatrice admettant une dérivée d’ordre supérieur

donné.

10. Rappelons auparavant quelques notations et résultats élémen-
taires sur les différences divisées.

Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle x et =, x,, ...
des valeurs différentes (') de la variable pour lesquelles la fonction

est définie; nous posons
(z]=/(2),

les différences divisées d’ordre 1, 2, ..., n sont définies par

[Zox)] = %, [Zoxy 2y ] = Lﬁ‘-ﬂ)—:{‘af'—'zﬂ, T
(Lo . o xpy ] — @y 2]

[y ... .22p] = pr——

(') On peut aussi définir des différences divisées lorsque les z; ne sont pas
tous différents et résoudre alors des problémes analogues & ceux qui nous
occupent. Nous ne le ferons pas afin de ne pas allonger ce travail.
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On trouve que

— S(=x:)
[Zos ... 2n] —Z (Ti— o) -« (Ti— 11 ) (Bi— Zim1) - - (Z1— @)

i=0

ce qui montre que la différence divisée d'ordre n est une fonction
symétrique de ses nceuds. Si f (x) a une dérivé d’ordre n sommable,
on peut écrire

[ox: ... za] = | [ (too+ tyzy+. ..+ Lyx,) dby dts. . . dt,,

I'intégrale étant prise dans le domaine

o+t +...+ =15 ti2o (=0, 1,..., n).

Si f"(x) est continue, on peut aussi écrire

J™(E)
nt

[@ozy ... 2n] =

ou £ désigne un nombre compris entre les ;.
Les nombres «; étant rangés par ordre de grandeur croissante, on
montre sans peine que

(7) [Zoxy...x _Zf mi(xe | £) f7(2) dt—-/ ®(Zo-.. 2| t) f7(2)dL,

Ti—q

ou les w; sont des polygones en ¢, faciles a former, de degré (n —1)
en ¢ et dont les coefficients dépendent des ;.
Enfin on a la relation

[@oeee @i iy . T Zpid | (B — o) = [T - Zn | (X1— Zo) + [Z1 oo Tt | (T 11— T3),
dont on tire la conclusion suivante :

Les différences divisées d’ordre n d’une fonction sont comprises
entre la borne supérieure et la borne inférieure des différences divisées
formées avec (7 + 1) nceuds consécutifs.

41. Soient & présent (m + 1) neeuds

ey <...< Zp
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3, 1940. 37
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et m 41 nombres réels y,, y,, ..., y,. Parmi les fonctions f(x)
définies dans l'intervalle (x,, ,), y admettant une dérivée n*™

sommable (m > n > 1), et telle que
(8) fz) =y,

nous pouvons a présent en définir une, et une seule, que l'on doit
regarder comme la plus simple : /' (z) sera '’extrémale du probléme

fru @W(xy ...xn |[O)frQ)dl=[zox,...2x,),

(9) o

Tm

f S(Zmen.- Tm ) f()Al =[Zpr...2Zn];
Tm—n

f(x) s’obtiendra par intégration & partir de f™(x) et par les
conditions (8).

Nous remarquerons qu’il y a toujours une solution car les fonc-
tions @ sont différentes de zéro dans des segments différents et,
par suite, il ne saurait y avoir de relation linéaire et homogéne entre

les @ (*).

12. Pour n =2, prenons par exemple les 4 points x;= 1(0<:<3)

(') RemarQues. — 1° Les considérations précédentes ne permettent pas, en
général, de poser d'une facon satisfaisante le probléme de I'interpolation dans
un intervalle infini.

2° Des problémes analogues, et relatifs aux fonctions de plusieurs variables,
peuvent étre posés suivant les mémes principes. Ainsi, donnant la fonction f(x, y)
en un certain nombre de points (z;, ¥;), on peut demander le minimum de p* + ¢*
dans le polygone de sustentation des points (z; ¥;). On aura les équations

Thr Yk
f pdx +qdy = f(z, yr) — [ yi).
i Yi
Ce probléme, malgré sa simplicité, ne semble pas susceptible d’une solution
immédiate.
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. 1 . .
et 501ty'i=; pouri=oet2;y,—opouri=1et3,ona

1 1
Lo\ Xy | — —, BN Xy Toq | = — —
[ 01 2] 2’ [ 142 3] 2’
puis
t—i+1 . ..
— (f—1ge2i)
o, —={Il+1—1¢ . . (i=1, 2)
PEI T Gigiv P2
0 (ailleurs).

On voit facilement que

3
f (P1+ @) sgn(9, — ;) dt —o,
0

par suite
¢ 3
m1:f (cp,—q).z)dt:z-
0
4

La dérivée seconde de la fonction extrémale est donc égale & 3 dans

la premiére moitié de I'intervalle, et & — g dans I'autre. Remarquons

a présent que la moyenne de la dérivée seconde est 1deo a2 et —1
de 1 & 3; c’est-a-dire que I'interpolation par une fonction admetiant
une dérivée seconde ne peut se faire qu’avec une dérivée seconde
supérieure 4 1 en module.

Dans le cas ot I'on prend plus généralement

c c
[xo.:mxg]:;’; [x,x.z,%]::;?; c:max{|c,|, [c2 ]y

on montre facilement que I'interpolation peut se faire avec uue fonc-
tion dont le module de la dérivée seconde ne dépasse pas g c.
. e ) 4
Sil’on prend 5, puis 6 points équidistants ('), au lieu de 3 on trouve

respectivement les multiplicateurs 4\/z+5 et g—g

(') La détermination des constantes dans le cas général des points équi-
distants (» = 2) ne semble pas présenter de difficultés insurmontables.
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13. Dans le cas général, a défaut d’un résultat quantitatif précis,
nous allons démontrer qu’on peut faire 'interpolation d’une fonction
telle que

|| 2iZivy o« Zivn] |§F

par une fonction admettant une dérivée d’ordre 7 telle que
(10) | fi#(z)| <K(n)e,

oi: K(n) désigne une constante indépendante des x;.

Considérons les deux polynomes P (x) et P,(x), de degré n, qui
réalisent I'interpolation respectivement aux nceuds (@, x,, ..., x,)
et (z,, &3, ..., Lot ); ON VOIL SANS peine que

(11) Py(z) —Py(z)= (2 —2x,)...(x— =) {[x,x,...x,,ﬂ]—[xo@...x,l]}.

Soit (xi_,, x;) le plus long des intervalles (z,, x,)...(Z,, @,
dont I'indice est le plus petit; c’est-a-dire que I'on a
(12) | Zx— x1 |11 — k| (2i— zim1) 18k, 1<n).

Cecla posé nous interpolerons de x, 4 ,., en posant définitivement

L S(x) =Py (x) pour oSz <X y;

provisoirement
Slz)="Pi(x) pour z; S x < xny

et, provisoirement aussi, dans 'intervalle (z,_,, «;), nous ajouterons
a P,(x) une fonction R(x), nulle ainsi que ses (n—1) premiéres
dérivées en z;_,, f(z)+ R(x) se raccordant & Q(z), ainsi que
ses (n — 1) premiéres dérivées en x;, R(x) admettant une dérivée n"*"
constante dans chacun des intervalles de division de (z;_,. ;) en n
parties égales. Ces constantes A, sont déterminées par les n équations
linéaires suivantes dont le déterminant, facile & calculer, n’est pas
nul

1
(n—r1)!

f ‘ (xy— ) *R7P(t)Ydt —=o,
XTi—y

f" R () dt = P (@) — Py ().

Ti—y
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D’aprés (11), les différences P¥'(x;) — P (x;) s'expriment, au
facteur {[x\ @, ... Zn ] — [@y2, ... 2]} prés, sous la forme d'une
somme de produits ayant chacun n — p facteurs de la forme (z,— x;)
et les coefficients du premier membre correspondant contiennent
(@;— x;_,)*" en facteur; il s’ensuit que les ), sont données par des
relations de la forme

)‘k:(EG{‘af>{ [@4s @2y« ooy Bpgs]| — [Toy Zay oo oy xn]} (k=1, 2, ..., n),
=1
ou les af sont des constantes numériques et les 0} des fonctions des
x;, homogénes et de degré zéro, bornées chacune par une constante
absolue en vertu de (12). ' '
Considérons & présent le polynome P, (), réalisant I'interpolation

aux points (x4, &; . . ., Zn.q); suivanl la méme méthode nous pouvons
le raccorder au polynome P,(x). Si I'intervalle (z,_,, ;) ou se fait
le raccord est tel que j ™ 7, alors nous définirons la fonction interpo-
latrice en posant définitivement '

f(z)=Po(z) + R(x) pour z;_ Sz <z,

Sflz) =P (x) pour z; Sxlz; .

Si j =1, nous raccordons P, &4 P, au moyen de la fonction S(x)
dans (x;_,, ;) et nous posons provisoirement

S(2) =Py(x) + R(z) + S(x) pour =z Sz,

ce qui équivaut a raccorder P,(x) a P,(x) dans cet intervalle.
Au bout de { — 1 (Sn — 1) opérations, au plus, la fonction interpo-
latrice sera définitivement définie dans l'intervalle (x,_,, x;).
Comme les remarques précédentes montrent l'existence d'une
fonction k(7) telle que

|[R®(z2)|<k(n)e, |Swi(x)|Sk(n)e, ceey

on en déduit immédiatement I’existence de la constante K (n).

Voici enfin une remarque essentielle : les formules qui donnent
les A, sont linéaires suivant les valeurs f(&;)= y; prises par la fonction
aux nceuds x;; il s’ensuit que la fonction interpolatrice que nous venons
de construire est constituée par des polynomes de degré n se raccordant,
chacun d’eux ayant des coefficients dépendant linéairement des f(x)=y:.
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14. ExemprLe. — Dans le cas ol n=2, un calcul, que le lecteur fera
facilement, montre que 1'on peut prendre K(2) =2 et cette valeur
est 4 peu prés certainement exacte; voici comment on peut raisonner
pour le voir ().

Admettons que le probléme de I'interpolation, par une fonction
f(x) a dérivée seconde minima, telle que
(¢ pair)
(i impair) (¢ entier quelconque, positif ou négatif)
ait un sens et une solution unique qui, alors, sera périodique.

Quant 4 la détermination de la fonction dans l'intervalle (o, 3)
par exemple, seules interviennent les fonctions

(i—1,, i+1[t)=q:(¢) (t=o, 1,2, 3)

et les fonctions ¢, et 9, doivent intervenir de fagon antisymétrique,
ainsi que ¢, et ¢,, ce qui conduit au fait que la dérivée seconde
doit étre proportionnelle a

g0 (@3 — P2+ 1 — o),

on en tire que le raccord doit se faire aux points 1+ % et enfin K (n) 2 2.

13. Passons au probléme de ’approximation des fonclions, appar-
tenant aux classes simples, lorsqu'on connait seulement leurs valeurs
en un certain nombre de points.

Soit d’abord f(«) une fonction continue dans I'intervalle (a, &) et
dont on donne les valeurs

Sz, fl2h), ... flzh)
en une suite de nccuds

ua " m —
Ty, Ty, -0y Ty (m=1,2,...)

avec
aszn< T <. .. < Xmh.

(1) Voir un probléme analogue au n°21; il semble que les polynomes
d'Euler jouent un rdle important dans ces questions.
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Supposons d’abord que f(x) soit continue et soit w(A) son module
de continuité dans un intervalle d’amplitude A.-

Effectuons 'interpolation de f(«) au moyen de la fonction ¢,(x),
linéaire dans chaque intervalle (z",, "), constante dans (a, z]') et
(2}, b) et telle que

(Pm(xi) =f(xz)
Nous nous proposons d’approcher f(x) au moyen d’un polynome de
degré m. Posons
Am=max{zy'—a, b —z5; ' — x|,
}m =min { 2 — 2, }.
Nous devons, bien entendu, considérer une suite de nceuds dense dans

(a,b), c’est-a-dire supposer que A, tend vers zéro lorsque /2 augmente
indéfiniment. Une suite de nceuds peut étre dite réguliére si le rapport

A . py e . .
=2 reste inférieur 4 un nombre fini A. On a d’abord

Am

(13) |f(w)—q’m(z)l'§C-)(Am),

or la fonction ¢,,(x) satisfait a la condition suivante de Lipschitz :
(14) l?;pz(w')—cpm(x){gw—():\m—"') |2’ — 2.

D’aprés un résultat connu (') on peut donc approcher ¢,, par un
polynome de degré m au plus, P, (x), tel que

b— An
(15) |9n(@) — Pu(@) | < 222 200n),
De (13) et (15) nous tirons
~ b —
(16) |f(#) — Pm(@) [Sw(An) [“*‘%W:]

Lorsque m augmente indéfiniment, le second membre de cette
inégalité ne tend pas forcément vers zéro, mais il en est ainsi lorsque
la suite des nceuds est réguliére; dans ce cas on trouve

m+-2
)

| f(2) = Pu(2)| S0 (Am) [‘+§A.

(') J. Favaro, Sur les meilleurs procédés d’approzimation... (Bull. Sc.
Math., 61, 2¢ série, 1937).
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Dans le cas d’une suite non réguliére, divisons I'intervalle (a, b) en
m parties égales et interpolons ¢, (&) aux (m -+ 1) points de division,
par une fonction ¢,(x) linéaire dans chacun des intervalles de
division; on a

(17) |q’m(-73)—‘~l/m(-2?)15m(Am).
Evaluons maintenant le maximum de la pente des segments consti-

tuant §,,(z). Lorsque deux points T et — se trouvent sur un méme

segment de ¢,(x), les deux fonctions comcldent et il faut pour cela

que le segment correspondant aux nceuds de départ ait une longueur
w(A,,,)

(b—a)’

Si deux points —,-n— et — se trouvent sur des segments dlﬂ'erenls,

b—
au moins égale a

%, dans ce cas la pente ne dépasse pas

e F) -G
<23 o (5) 1 (T (o) = G )= (50 )

Im
< 1 .
S D (Am) )

En définitive, quels que soient les points = et 2’ de I'intervalle (a, b),
on a donc

[ (2’ )—‘Pm(x)'< “)(Am)

D’aprés le résultat rappelé ci-dessus, on peut approcher ¢, (z) par
un polynome Q,.(x), de degré m au plus, et tel que

(18) |4m(@) — Qn(@) [ 5 0(An).
La comparaison de (13), (17) et (18) donne
(19) (@) = Qn(@) 1< (3+ ) 0(4m) < 5004,

Un cas particulier intéressant est celui ou les nceuds d’ordre m
partagent l'intervalle (a, b) en m parties égales, la formule (16)
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montre ['existence d'un polynome tel que

(16') |f<x>—Pm<r>|g(n+g)m (”;“) <20 (1’;“).

16. Les formules précédentes montrent bien que la connaissance
des valeurs prises par la fonction en une suite de nceuds permet de
connaitre la fonction avec une erreur de l'ordre de la meilleure
approximation dans la classe, mais elles seraient de peu de prix si
elles ne fournissaient que des théorémes d’existence sans donner
de méthode réguliére propre a la formation des polynomes
d’approximation.

Le théoréme utilisé pour avoir I'inégalité (15) s’obtient par un
procédé que nous allons rappeler. On peut toujours, quitte & faire
une transformation linéaire, supposer que I’on opére dans l'intervalle
(—1, +1); posons alors * = cosp (*) et considérons le développement
en série de Fourier de ¢,,(cos¢)

a
Pm(cosp) ~ —29 +Z aicosko.
1

On démontre alors qu’il existe des constantes y;', indépendantes de o,
telles que le polynome

P.(cosg)= %2 +Z Yitarcosko
1

satisfasse & I'inégalité (15).
Reprenons maintenant la définition de 9,.(«); nous voyons qu’elle
est la somme de fonctions linéaires dans un intervalle et nulles

(*) Ce changement de variable indique une voie différente de la ndtre pour
résoudre le probléme qui nous occupe; par exemple la suite de nceuds

kn
c057 (k=o,1, ..., m;m=1, 2, ...)

non réguliére dans (— 1, 4-1) avec la variable z, l'est avec la variable ¢;
Pinterpolation sur I'axe des ¢ peut ensuite étre restituée sur z; au lieu de
fonctions linéaires dans un intervalle, on a des fonctions de la forme
A arc cosx + B. i

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 3, 1940. 38
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ailleurs; le coefficient de chacune de ces fonctions linéaires dépendant
lmealrement des valeurs prises par f(x) aux extrémités de I'intervalle.
Il s’ensuit donc que les coefficients a, se présentent sous la forme

a=Y f(@l) (=),
i=0
ot les fonctions 0; dépendent seulement des "

Le méme résultat vaut pour la fonction ¢, (x) de sorte que, -en
définitive, nous pouvons énoncer les résultats suivants correspondant
aux inégalités (16) et (16').

1° Soit

xy, zxp, ..., T (m entier quelconque)

une suite de neeuds dense dans Utntervalle (a, b). Pour toute valeur de m
on peut trouver une suite de polynomes
) Pp(z), Pr(z), ..., Pi(a)

de degré m au plus () tels que, pour toute fonction continue f(x), le

polynome
S (o) PR () + flz )PP (z) +. ..+ fl@n)Ph(z)

différe de f(x) de moins de 5w (A,,) dans (a,b); © désignant le module
de continuité de la fonction et A,, le maximum de la longueur des
(m—-2) intervalles déterminés sur(a, b) par la suite des neeuds d’ordre m.

2° Les notations étant les mémes que ci-dessus, on peut, pour toute
valeur de m, trouver des polynomes de degré m au plus

g (z), M (z), ..., OR(=x),
tels que, dans (a, b),
. b — b—
f(:v)—zf(a—i—l <2w( ma>'

17. Pour une fonction f(x) admettant dans I'intervalle (@, 6) une
dérivée bornée ou, plus généralement, satisfaisant a une condition de

?) mp(a)

(1) Notre méthode de construction de la fonction ¢, (2) montre que quelques-
uns des polynomes P*(z) peuvent étre nuls.
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Lipschitz telle que
(20) [flz') — flz) | EM|2'— x|.

Interpolons d’abord f(x) au moyen de ¢,,(x) et examinons seulement
lecas(')ouz,=aetx,=b,ona

m

(21) If(2) — om(®) [S - AnM,

!
2
puis, en remarquant que 9, () satisfait aussi 4 (20), on peut déter-
miner un polynome P, (x), de degré m au plus, tel que

nb—a

ICPm(JL‘) - Pm(-z')|§_ iz

i M.

En définitive

A Tb—a
2

@)= Pato) s (2 T ) Msan (F+ F) < Dy,

et 'on peut trouver une suite de polynomes P)"(x) analogues aux
précédents. Lorsque la suite des points est celle qui divise l'intervalle
en parties égales, la suite II]"(«) répond a la question et l'on a une

M, ce qui est de 'ordre de la meilleure

erreur moindre que -
2 m

approximation dans la classe.

18. Passons maintenant au cas d’une fonction f(x) admettant,
presque partout une dérivée d’ordre n borné, ou ce qui revient au
méme, telle que

M
| (2, 2/, ..., x“‘]lgz-
Connaissant les valeurs de la fonction aux points z[', interpolons
suivant la régle établie au n° 13 par une fonction ¢, () telle que
loiw(2) | < K(n)M  dans  azp'Szlaxp,

et
|95 (=) |=o0 dans alz<al;  al<x<b.

T

La différence f(x)— ¢, () s’annule aux points z{', ...,z ; en
renant les n noeuds les plus voisins d’un point & donné et en écrivant
P p ’

. - 1 5 .
(1) Lorsqu'il n’en est pas ainsi, le facteur 5 ¢st & supprimer dans (21).
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pour f — 9,, la différence divisée [z, z7', ..., x]'|, ona
(x) — om(x) M
I(x—x,, Y, ..., (@ — ) ]§[x+K(n)];ﬂ,

Or, évidemment (')

I($—-$Z‘), ey (.Z‘—J")]<Il \m

de la

(22) |f(2) — ¢m(2) |S[1+ K(n)JALM

D’autre part, d’aprés un résultat connu, on peut approcher g¢,(x),
par un polynome de degré m au plus, P, (x), tel que

b—a

(23) |q>,,,(.z')-—P,,,(x)|§C(n)K(n)( )"Mg(](n)K(n)x “aM

ou C(r) désigne une constante ne dépendant que de n. De (22) et
(23) on tire alors

|f(2) — Pn(z)[S[1+ K(r) + C(n) K(n)]ALM =D(r) ALM
Nous avons déja fait remarquer que la fonction interpolatrice ¢,.(x)

dépendait linéairement des f(x'); comme précédemment, nous en
déduisons donc I'existence de polynomes, de degré m au plus

Pom,/z(x)l P:’:n(x)) ceey PZ:,,,(:L‘),
tels que

<D(n) ALM

f(@)— Z f(@M PP, (@)

i=o0

Dans le cas des nceuds divisant (a, b) en parties égales, on a, en
particulier, des polynomes II7", (), tels que

x)_2/<a+z )H{f‘,,(x) <D(n)( “)M

Remarques. — 1° Si 'on s’en tient aux théorémes d’existence, sans
exiger de procédé régulier pour leur formation, le résultat du début

(*) Cette évaluation est extrémement grossiére et, notamment, dans le cas de
la suite des nceuds divisant (@, b) en m parties égales, peut étre facilement
améliorée.
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du travail montre I'existence d'une fonction interpolatrice p.,(x)

telle que
[’ (z) | EM.

Dans les formules précédentes il y a lieu de remplacer K(n) par 1,
d’ou I'existence d’un polynome Q,.(x) tel que

|f(2) — Qu(2)|$[2 + C(n)] AL M.

2° Siladérivée n*™ admet un module de continuité comme w,(2), il
est facile de voir qu'il existe un procédé régulier d’approximation
fournissant une erreur de 'ordre de A}, w,(A,,).

3° En terminant, je tiens & signaler un résultat sur 'approximation
qui compléte les précédents : il s’agit de l'existence d’un meilleur
procédé d’interpolation, dans les classes que nous venons d’examiner,
résultat que j’ai établi ailleurs (*).

19. Foncrions pERIopIQuEs. — Les solutions des problémes d'inter-
polation relatifs aux fonctions périodiques, et analogues aux précé-
dents, ne différent pas essentiellement de celles déja données. Nous
nous bornerons a4 quelques remarques.

Supposons que la période soit 2m; ayant placé tout d’abord les
nceuds d’interpolation sur le cercle trigonométrique, nous en prendrons
un pour origine, soit x,, et nous tournerons dans le sens positif, a
partir de ce point, jusqu’au retour en x,. Si, par exemple, nous avons
m nceuds, nous écrirons la suite

T Ly <L L B < Xy == 2T + o[ = xy (mod27)].

Pour avoir la fonction interpolatrice extrémale ayant une dérivée
d’ordre n (ici n peut étre supérieur & m), il suffira de partir de la
formule

(24) S(z)— f:—o——_—— (2:;)11[ E:,(l—z)f"“(x—a—znz)dz
. = — (2:!)7: L B, (1—— %‘r —z)f(")(mrz)dz,

(1) J. Favarp, Sur l'interpolation. (Bull. Soc. Math. France, 671, 1939,
p- 102-113.)
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oi B,(z) désigne la fonction périodique, de période 1, et égale au
polynome de Bernoulli d’ordre n dans (o, 1). On aura les équations

AN

—B, (1— zx—:_ —z)%f‘”)(znz)dz

(i=1,2, ..., m—1),

1
[ S"W(2mz)ds =o.
o

Quant a I'existence de la constante K(n) (n° 13), elle s’établit
facilement; il faut avoir soin simplement de raccorder les polynomes
interpolateurs jusqu’au retour au premier polynome choisi. Ajoutons
que le premier polynome interpolateur sera défini par les nceuds
(®yy 2y, ..., 2,); 81 R2 M, NOUS POSONS L, = Lyy Ly =Ly, .. ..

Les théorémes d’approximation s’énonceront par suite d’une
maniére tout a fait analogue, il suffira de remplacer le mot polynome
par polynome trigonométrique; les inégalités d’erreur gardent leur
forme.

20. Dans les pages précédentes, nous n’avons pas donné d’exemple
effectif d’une suite de polynomes P}, ni de polynomes II}", car, si
leur calcul ne demande qu’un peu de soin, il ne semble pas présenter
beaucoup d’intérét; il est en effet & peu prés certain que ces polynomes
ne sont pas exactement adaptés au probléme.

Par contre, nous allons donner un exemple de polynomes trigono-
métriques interpolateurs qui, eux non plus, ne semblent pas exacte-
ment adaptés, mais qui présentent quelque intérét a cause de leur
simplicité.

Supposons que nous donnions les valeurs d’une fonction aux points
de division du cercle en 2m parties égales
2T . 2m—1 .
m

0,

31a
3

Comme un polynome trigonométrique est déterminé par un nombre
impair de conditions, nous ne pouvons déterminer, en général, de
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polynome trigonométrique d’ordre m — 1 prenant en ces points les
mémes valeurs que la fonction; nous chercherons donc un polynome
d’approximation d’ordre (m—1) dépendant linéairement de ces
valeurs, il sera de la forme

2m—1

S(5) ()

Dans le cas des fonctions continues, ou admettant une dérivée

bornée, pour obtenir T (), il suffit de développer en série de Fourier

. s . ) . T T o e

égale a4 1 pour x =o, égale & zéro pour x = — et — — et linéaire
m m

dans chacun des intervalles (— :—L, o) el (o, %), et de multiplier les

. - km Am
m premiers termes de cette série par — ctg —~. On trouve alors
2/ 2m
ne—1 k
1 I . T
T(x)= — + = 2 ~ sin — coskz
2m 7r k m .
1

. \ m—1 sink(% —l—x) sink (% —x>
=—+ = +

- k k

2m 27
1

= — [Am(ﬁﬂ—x) + Am (—E —x>]
2m 2T m m

Or le polynome A, (x) est bien connu; il a été longuement étudié,
surtout 4 propos du phénoméne de Gibbs.

21. Le probléme d'extremum, résolu au début de ce travail,
permet de poser d’'une maniére intéressante le probléme de I'inter-
polation des fonctions périodiques.

Prenons un cas simple : nous allons déterminer la fonction interpo-
latrice extrémale f,(«), admettant une dérivée bornée d’ordre =, et
telle que '

(25) Sulo)=1, Su(m)=—1.

Ecrivant la formule (24), on voit qu’il suffit de déterminer trois
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constantes a, a’ et aj, de facon que le nombre M,, défini par

n

1
M,,f iﬁ;(l——z)—a’dzgll—%
0 2

)

n

1
M,,f iB_,.(l——z)—-a’]dzg —— 2
A 2

soit le plus petit possible : on trouve facilement a;= o; quant aux
valeurs de a et de @', je les ai déterminées pour un autre objet ('), la

3

valeur correspondante de M, est alors facile a calculer (') et I’on

trouve finalement
Ezv—1 (f) E—zv (f -+ 1)
Vi 19 2
_ Solx) = ——-«F+ %,
E.v1(0) E., <f)
- 2

ot la fonction E, () est définie par

Sy (z)=

E.(z+1)+Es(z)=0, E(2)=E.(2) (ogz<1),

E.(x) désignant le polynome d’Euler de degré n.
On trouve immédialement que f,(x) tend uniformément vers
cosx = f(x) et que 'on a aussi uniforinément en z

S (z) - fP(x).
La fonction cosx doit donc étre considérée comme la fonction, de

période 27, indéfiniment dérivable la plus simple définie par (25).
Voici maintenant le probléme général que I'on peut poser :

Soient x,, z,, ..., &, des points différents du cercle trigono-
métrique, parmi les fonctions périodiques qui, en ces points, prennent
les valeurs y,, y., ..., ¥m, soit f,(x) 'extrémale quant & la dérivée

d’ordre n. Si, lorsque n augmente indéfiniment, f,(z) tend vers une
limite f() indéfiniment dérivable, f(x) doit étre considérée comme
la fonction interpolatrice la plus naturelle.

Il semble d’ailleurs que f(x) existe toujours et est égale au poly-
nome interpolateur, d’ordre le moins élevé, dont le module est le plus
petit, mais cela me semble difficile 4 prouver.

(*) J. Favarp, Application de la formule sommatoire d’Euler... (Mat.
Tids, 1936, p. 81-94.)
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