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UNE NOUVELLE EXTENSION D'UNE INEGALITE DE M. R. NEVANLINNA. 1Q7

Sur une nouvelle extension
d’une inégalité de M. R. Nevanlinna,

Paz H. MILLOUX

(Bordeaux).

Qu'il me soit d’abord permis de rappeler I'importance capitale des
travaux de M. Emile Borel, dans la théorie des fonctions entiéres ou
méromorphes, en particulier dans 'étude des valeurs prises par ces
fonctions. Ses méthodes sont bien souvent utilisées, et cet article
méme s’inspire de sa célébre démonstration du théoréme de M. Picard,
sinon directement, du moins indirectement, par I'intermédiaire de
certains travaux de M. R. Nevanlinna.

1. Intropucrion ET REsumE. — Dans un fascicule, en cours d’impres-
sion, des Actualités Scientifiques et Industrielles (1), j'établis un certain
nombre de résultats nouveaux, qui concernent des extensions de la
deuxiéme inégalité fondamentale de R. Nevanlinna. On sait que sous
sa forme la plus simple, cette inégalité majore l'indice caractéris-
tique T(r, /) d’une fonction méromorphe f(3), al'aide de la somme
des trois indices de densité, relatifs aux zéros de fetde f — 1 et aux
poles de f, et d’'un terme complémentaire en général négligeable
devant T(r, f). '

Conservons les zéros et les poles de f, et substituons, aux zéros
de f—1, ceux de f'—1, ou plus généralement ceux de $ —1, ou ¢

(*) H. MiuLouvx, Les fonctions méromorphes et leurs dérivées : extensions
d’un théoréme de M. R. Nevanlinna; applications.
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est une combinaison linéaire et homogéne de f et de ses dérivées,
avec facteurs 2;(z) holomorphes :

{
$(3) =X au(3) f9(3).

On trouvera, dans le fascicule qui vient d’étre cité, une inégalité
étendant celle de M. R. Nevanlinna.

Les zéros et poles de la fonction f sont, répétons-le conservés. On
pourrait cependant remplacer les zéros de f par ceux de f—a, ol a
est une constante finie; mais les méthodes employées ne permettent
pas de se débarrasser des poles.

D’oti la nécessité de méthodes nouvelles, si 1'on veut traiter le
probléme de comparaison de T(r, /) par rapport aux indices de
densité des zéros de f—a, f—b et {—¢, ou a, b, ¢ sont trois
constantes finies.

Le présent article a pour objet de résoudre ce probléme, principa-
lement dans le cas o a==0, b=1, c=1. Nous traitons d’abord le
cas ou ¢ est la dérivée premiére f’, puis le cas général. Enfin, nous
généralisons briévement au cas ol a b ¢ sont quelconques.

2. Il nous sera utile, pour la suite, de limiter la part des poles
multiples dans l'indice de densité des poles d’une fonction méro-
morphe f(z). La question a déja été amorcée par M. R. Nevanlinna.
Posons, avec cet auteur,

N,(r)=aN(r, f)+ N (r, %) —N(r, /),
et utilisons une de ses propriétés (') : en supposant /(o) différent
dezéro, on a l'inégalité

(e 3) (o 7s) m <ot i om (. 6)

Y
+m (r, L) _|_]0g_3 + 2log4-

S—1 1/ (o) ]

(*) R. NEvANLINNA, Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions
méromorphes (Gauthier-Villars, édit., 1929), Voir p. 66.

~"
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Ajoutons N (r, -}) + N (r, 7'_—l> aux deux membres de cette inéga-

lité; remarquons d'une part que [d’aprés la formule de Jensen-
Nevanlinna et en supposant /(o) fini et différent de zéro] T (r, -}) est
égal AT(r, f)—log| f(0)|; d’autre part que T(r, f —1) est au moins
égal a T(r, f) — logz2, il vient a foruiori 'inégalité
/ L S 1 !

2N(r, /) —N(r, fY<<2m (r, 7>+/n (r, f__l)—t—N(r, 7)+N<r,ﬁ)

+log|f(0)] + log f(0) = 1| —log |1 (0) | + 5 — [ m(r, 1)+ N(r )|
et I'on peut a fortior: supprimer la quantité entre crochets, qui est
positive ou nulle, puisque /(o) différe de zéro.

Le premier membre n'est autre que 'indice de densité des pdles
multiples de la fonction f(3), chacun de ces poles étant affecté d’un
ordre de multiplicité égal & son ordre dans f, diminué d’une unité.
Désignons ce nouvel indice par N'. Nous avons alors I'inégalité

o wsen(g)en(n ) on () 0 )
+log|f(0) | +log | f(0) —1 | —log | f'(0) | + 5.

On suppose ici que 1'origine n’est pas un zéro des fonctions f, f—1
et /', ni un péle de f; mais il serait facile de généraliser.

3. Premier Cas. — Aux zéros de f et de f—1, on associe les zéros
de f'—1. — Aux fonctions f et f’ nous associons la fonction
1— f
¢ = :
f!

s

Nous nous proposons d’appliquer a cette fonction la deuxiéme
inégalité fondamentale de M. R. Nevanlinna, limitant son indice
caractéristique en fonction de l'indice de densité de ses zéros et de ses
poles, et des zéros de ¢ — 1. Il nous sera nécessaire de majorer les
indices de densité relatifs aux zéros de ¢ et de ¢ —1.

Indice des zéros de . — Ces zéros sont composés des zéros de /' —1
avec un ordre de multiplicité tout au plus égal, et des poles multiples
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de f, lesquels deviennent des zéros de ¢ avec un ordre de multiplicité
correspondant précisément a I'indice N’ étudié au numéro précédent.
D’ou 'inégalité

(2) N(r, :—P>§N(I-,T'__l)+Nr'

Indice des zéros de ¢ —1. — On compare ces zéros a ceux de la

S
Sf—1
communs a ¢ —1 et a f— 1. Désignons par N, un indice de densité
affecté aux zéros communs & ¢ —1 et & f—1, chacun de ces zéros
étant compté avec son ordre de multiplicité le plus petit dans ¢ — 1 et
dans f—1.

L’indice de densité des zéros de ¢ — 1 est alors inférieur ou égal a
P’expression

fonction (¢ —1)

- Le facteur qu’on introduit ainsi enléve les zéros

3 N|r _f“—'J +N,.
( ) i [ 2 f(CP . I)
Notre but est de transformer le premier terme de cette expression;

il est majoré par l'indice caractéristique de la fonction —f_(fT_:lﬁ’
lequel, en appliquant la formule de Jensen-Nevanlinna, est égal &
: S ' S
-m [’,(Q’—l) f—l] +N[I‘, (<P——l) f—l]
+log| f(0) — 1| —log|f(0)] —log[o(0) —1].

Majoration de m [r, (g—1) %] - — On écrit

R A A S N
Sy sl B iy

et I'indice m étudié est majoré par

ln(,-,§,>+rn<r, §,>+m(r, f‘f_[)+3logz.

' Majoration de N [r, (9 —1)7%]. — Les poles de (¢ —1) #

ne peuvent étre pris que parmi les poles de ¢, c’est-a-dire les zéros de f
(a cause du numérateur f, ils seront pris avec un ordre de multiplicité
tout au plus égal a celui qui correspond a f), et parmi les zéros
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de /—1, pris avec un ordre de multiplicité égal, sauf dans le cas ou
ces zéros sont communs a ¢ —1. Dans ce cas, on est précisément
amené & retrancher I'ordre de multiplicité le plus petit, c'est-a-dire
’ordre qui correspond a I'indice N, défini plus haut.

En résumé, I'indice étudié est au plus égal a

N (r, i/) + N(r, 7‘__1)_ N,.

Revenons maintenant a 'expression (3). Il vient I'inégalité

b g3 ) () ()

e m(r, L) log | f0) =11 log | f(0)| = log [ (0) — 1|+ 3.

4. Avant d’appliquer la deuxiéme inégalité de R. Nevanlinna,
recherchons une majorante de T(R, ¢) et une minorante de m(r, o).

Majoraﬁte de T(R, ¢)=m(R, ¢)+ N(R, ¢). — On peut écrire

L [1 L ]
R A
+
d'ot, en prenant les log et intégrant sur le cercle || =R,

m(R, ¢)<am (R, T;—.) +m (R, §> + logoa.

D’autre part, les poles de ¢ sont constitués par les zéros de [,
qu'on prend avec un ordre de multiplicité tout au plus double, de
sorte que I'on a

]

T(R, qa)_S_zT(R, —}-.) +m(R, f7> + loga.

Dans la deuxiéme inégalité de R. Nevanlinna, figure le terme

+
1210gT(R, ¢), lequel, d’aprés I'inégalité précédente et un calcul
numérique simple, est inférieur a

12 ]:)gT(R, ‘-l—-f> +m<R, %) -+ 26.

Enfin, remplacant T(R, }) par son égal T (R, /)—Ilog|f(o)] et
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simplifiant, il vient I'inégalité

! +
(5) 12 lo%T(B, 9)<<i2 loth(R, J)+ m(R, if) +12 lr)g log f(lo) + 35.
Minorante de m(r, ¢). — On peut écrire
i_1/f

PEFTT I
Une étude élémentaire établit que |z — zy | est toujours minoré
par! [lxl’— | y]’] , d’ot 'inégalité
If;l’é 29|+ | § K
En prenant les lgg et intégrantlelong du cercle | z|=r, on en déduit
I'inégalité

(6) m(r,(p)>2m<r, —})—2m(r,§)—2logz.
8. Nous prendrons la deuxiéme inégalité fondamentale de
R. Nevanlinna sous la forme provisoire suivante (') :

1 1 (p;’
m(r,cp)<N(r,$)+N(r, <P__l>-+—m<r, (P>

! —

il>+log plollg(o) —1] (0) l]l-n—x

Nous combinerons avec l'inégalité suivante, valable pour toute
fonction méromorphe F, inégalité un peu améliorée sur la forme
initiale due 4 M. R. Nevanlinna (?)

+2m(r,
¢

F’
(7) m( ) <[;logT(p,F)+l;lo lo°|F(o)|

R R
-+~3loc'R +2|00—+lovﬁ+16

ou R est quelconque supérieur & r.

() Voir G. VaLiroN, Directions de Borel des fonctions méromorphes (Mém.
des Sc. Math., fasc. LXXXIX, p. 9).

(2) Voir H. MiLLoux, Les fonctions méromorphes et leurs dérivées. .. [Aect.
Sc. et Ind., 1939, n° 3, inégalité (1)].

~
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En appliquant cette inégalité 4 ¢ et o —1, et reportant dans
I'inégalité qui précéde, il vient, aprés un calcul numérique simple, la
forme suivante de la deuxiéme inégalité de M. R. Nevanlinna

(8) m(r, ?)<I\'(,~, q_;)+ N(,-, Ol_l>+12lggT(R,cp)+zlggIcp(o)|

—log|9/(0)! +glog

R R + 1
R +Glog7+3logﬁ+6|.

La suite des opérations consisle a :

1° Minorer le premler membre de (8) a I'aide de (6).

2° MaJorer le premier terme du deuxiéme membre & I'aide de( )
et de (1); puis le deuxiéme terme & I'aide de (4); puis le troisiéme
terme a 'aide de (5).

Ces minorations et majorations font intervenir les expressions

J I S . RV .
m( f)’ m< ) Fo 1)’ m (R, f) On les élimine en appliquant
convenablement dans chaque casI'inégalilé (7). Aret R, onassocierag,
de facon que R soit moyenne arithmétique de r et de p. On simplifiera

en remplagant, dans (5), T(R, f) par sa majorante T(¢, f).

, . SR | [ .
Enfin, I'expression m (r, 7) sera remplacée par son égale

T(r. /)= N(r %) = loglf(o)}

qui résulte de I'application de la formule de Jensen-Nevanlinna.

6. Il est inutile d’entrer dans le détail des calculs, qui n’offrent
ainsi aucune difficulté. Aprés quelques simplifications immédiates,
on obtient le résultat résumé daos le théoréme suivant :

TuéortMe. — Soit f(3) une fonction méromorphe au voisinage de

Uorigine, voisinage contenant le cercle |3\=p >r. Entre l'indice

~caractéristique de la fonction et les indices de densité relati fs aux 3éros
de f, f—1, f'—1, on a l'inégalité suivante :

(9) T(r,f)<3N(",})"{—ZN(I',-].—:—:-;)—FN(I',ﬁ)-FS(")

Journ. de Math., tome X1X. — Fasc. 2, 1g%o. 26
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avec

(10)  S(r)=14410gT(p, f) + 33 log —* -+ 22 log?

p—r

+1ilogs +3log|f(0) | — log| /(o) |
+2|Jg]g9(o)|—-log[q(o)—1 | —log e (0)] + 330.

Rappelons que
o)=L

Remarque. — On suppose ici, mais ces restrictions n’ont rien de
fondamental dans la méthode, que l'origine n’est pas un zéro des

fonctions f, _}’/_ Lf,e,9—1 et

7. Cas GENERAL. — Aux 3éros de fet de f— 1, on associe les zéros

de Y —1, avec
I

v1|, :Za"fi"
0
I est supposé au moins égal a 1.

Les facteurs a(3) sont des fonctions holomorphes dans le domaine D
ol 'on étudie la fonction méromorphe f(3). On suppose que le premier
de ces facteurs a,(3) ne se réduit pas a U'unité : en effet, les calculs qui
vont suivre ne s’appliquent pas au cas ou «, est identique a 1. Nous
montrerons plus tard la raison pour laquelle ce cas conduit nécessai-
rement a un échec.

De plus, pour simplifier les calculs, mais sans que ces nouvelles
restrictions soient fondamentales, nous supposerons que dans le
domaine D les fonctions ay— 1 et a, ne s’annulent jamars.

La méthode d’étude est analogue a celle du premier cas; a la fonc-
tion ¢ nous allons adjoindre la fonction

1—
o= )
Aprés quelques propositions préliminaires, nous appliquerons a cette
fonction ¢ la deuxié¢me inégalité fondamentale de R. Nevanlinna.
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8. Inoice pes zEros DE 9. — Ces zéros sont ceux de ¢ —1, avec un
ordre de multiplicité tout au plus égal, et les péles multiples de /. Un
tel péle, d’ordre p dans f, devient un zéro d’ordre I{(p —1) dans o,
puisque le coefficient a, ne s’annule pas, d’ou I'inégalité

o, L o, 1t %
(11) h(”9)§h<”¢—l>+ll\'

N’ conserve la signification indiquée au premier cas, et par consé-
quent satisfait a 'inégalité (1).

Indice des zéros de ¢ —1. — On compare encore ces zéros a ceux

de (¢ —1) f£ -+ On désigne aussi par N, I'indice de densité affecté

aux zéros communs 4 9 —1 et 3 /—1. La méthode est la méme que
plus haut. Les seules différences a observer ont lieu sur les points de
détail suivants :

Majoration de m [r, (p—1) fi - ] «— On écrit

(?_l)%:_l_%_"'_/%+a_ol:_l[—l?+# Zal(%_zfl’)]

1

Et par suite, en désignant par 0 la plus grande des quantités 1 et
le module de 1’expression précédente est majoré par

e B 1 D

Prenons les log et intégrons le long du cercle de centre o et de
rayon r. En désignant par a(/) une constante positive, dépendant
uniquement de /, la majoration précédente fournit l'inégalité

(12) m[r, (v ——l)%]<1m(r, %)—Fim(": o) + "‘("’ ao_l_,>

m(l‘, {%)ﬁ—}[:m (r, S )-l—a(/).

+

J—1

-~
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Majoration de N[r, (:p—l)%» - — Les poles de (o —1)%

ne peuvent étre pris que parmi les poles de ¢, c’est-a-dire les zéros

S

de f; en raison du numérateur du facteur = ils sont pris avec un

ordre de multiplicité tout au plus égal a / fois celui qui correspond a f;
en outre, il y a les zéros de /' — 1, pris avec un ordre de multiplicité
tout au plus égal; en tenant compte éventuellement des zéros
communs & f—1 et & p —1, il vient 'inégalité

, o I '< s ' 1 .
(127) N[r, (o l)f_l <IN I,j. +N ”fwl — No.
Revenons aux zéros de ¢ —1. La méthode précisée dans I'étude
du premier cas, jointe aux inégalités (12) et (12'), fournit la
majoration suivante :

(IS (P D)
-+ I)l(l', aoi- l)-!—-im(l', a;)+§:m<l', L})

t ;
+2m(,~, %)-{— a(l) —loglg(o)—1|.

9. Terminons ces préliminaires, comme plus haut, par une majo-
ration de T(R, ¢) et une minoration de m(r, ).

Majoration de T (R, o) =m(R, 0)+ N(R, 9). — On peut écrire

=3 s34

. +
d’oti, en prenant les log et intégrant sur le cercle |z | =R,

m(R, tp)<(l+1)m<ﬂ, })—i— m(R, oc.,l—l>

! l )
+2 m(R, ;) ‘—|—Z m (R, "%) “+al).

D’autre part, les poles de ¢ sont constitués par les zéros de f, dont
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’ordre de multiplicité se trouve multiplié tout au plus par /+ 1, dans

le passage de f a o; de sorte que, avec I'inégalité qui précéde, on
-+

majore T(R, o). On passe ensuite, comme plus haut, 4 1210og T (R, 9),

terme qui entre dans la deuxiéme inégalité de R. Nevanlinna. On

obtient aisément I'inégalité

(14) 1210gT (R, cp)<ul$gT(R,f)+m(R,—‘>

1

+2m(R ot,)—i—Zm(R )+12!0°lo,, 7o +a(l).

Minorante de m(r, ). — On peut écrire

P - .
! ! ! A P I+t ol 4
¢ = l—do[f['H flE“l fJ_—I—do[x '],
0 .

1
avecx€r — —.-

f

Une étude élémentaire montre que z'—x'y| est toujours

minoré par ;—— []xl’*' ly1*']. En achevant comme dans le pre-
mier cas, on trouve I'inégalité

(13) m(r, ) >(l+1)m <r, %)

!

—m(r, 1 —oty) — ({+ 1);172(1', o) — (I+ 1)12m<r,'¥>—a(1).

On peut simplifier légérement en remplagant la somme du deuxiéme

et du troisiéme terme par
!

— ({4 2)m(r, o)) — (l+1)2m(r, a;) — loga.

-0

10. 1l ne reste plus maintenant qu’a appliquer & la fonction 9 la
deuxiéme inégalité fondamentale de R. Nevanlinna, que nous pren-
drons sous la forme (8). On utilise ensuite les minorations (15) et
majorations (1), (11),(13) et (14). Nous n’entrerons pas dans le détail
des calculs, & peu prés identiques & ceux du premier cas. Les expres-

sions s1mples
m(l J;), m(r', 7—‘[_/—l> el m (R, —ff—/>
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sont remplacées par des expressions composites plus compliquées;
!
e I’ : WA S
prenons par exemple 'expression 2 m(r, = Il résulte d’une étude

antérieure (') que m (r, "}) est majorée parl’expression

a(l) ngT(p, J)y+a(l)log P i S+ a(l) lgglgg

_r
[/ (0)]

+a(l) log’e_ +a(l) lggé +a(l)y,

ou p est arbitrairement supérieur & r. Quitte a changer les facteurs
positifs a(l), en leur conservant leur signification, on constate sans
peine que I’expression précédente majore 'expression étudiée.

Ici aussi, il entre dans les calculs, deux quantités R et ¢ arbitrai-
rement supérieures & r. On prendra encore pour R la moyenne
arithmétlique entre r et p.

On obtient finalement le théoréme suivant :

Tutortme. — Soit f(3) une fonction méromorphe dans un domaine D
comprenant le cercle | 3| =p. On pose

‘
q;:z'a,-f‘” ({21).

Les fonctions a; sont holomorphes dans D ; 2, — 1 eto; ne s’y annulent
Jjamais. On a alors l'inégalité suivante :

(16) T(r,f)<(2l+1)N<r, 7>+(I+I)N(l',fil>+N(l', ﬁ)—l—S(l‘),

avec

'
— oo T _ L p
(17) S(ry=a(l)logT(p, f) + (I + 2)2 m(p, zx,)+m(p, popp 1)+ a(l) logp —.

+a(logf +a()) l;gg- + a(l) + (al+1)log| flo) | — Iog | f'(0) |

+2log|¢ (o)} —log|9'(0)| —log|g(0) —1|

(') H. MiLoux, Les jfonctions méromorphes et leurs dérivées (déja cité),
voir n° 13, inégalité (12).

N
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et
1—d 1
?ZF — a,

¢ est une quantité arbitraire supérieure & r; a(/) une constante posi-
tive, dépendant uniquement de / partout ou elle figure. On suppose

. . v I
que P'origine n’est pas un zéro de f, 7 1—f,f,b—1,0—1e€t g,
mais ces restrictions n’ont rien de fondamental dans les méthodes qui

précédent. Elles ne sont faites que dans un but de simplification
d’écriture.

Remarque. — Ce théoréme est certainement susceptible d’amélio-
ration, notamment en ce qui concerne les coefficients des indices de
densité quiinterviennent dans le deuxiéme membre del'inégalité (16):
il n’y a en effet aucune raison justifiant une non-identité des coeffi-

cients des deux premiers indices. Du reste, on pourrait obtenir une

inégalité analogue a (16) en étﬁdiant, au lieu de la fonction ¥, Ia

fl+1

fonction analogue (—IIT_T;%:; les coefficients en question sont alors

échangés, et la demi-somme des limitations de T(r, ) donne une
inégalité symétrique par rapport aux indices de densité des zéros de f
et de f—1. Ce procédé présente 'inconvénient d’augmenter le coeffi-
cient du second indice de densité.

11. Montrons que la restriction fondamentale que nous avons faite
plus haut : «, non identique a 1, n’a rien d’artificiel, et qu’elle est due,
non 4 la méthode employée, mais 4 la nature des choses.

Supposons en effet «,=1.

En changeant f en 1— f, on est conduit & substituer aux zéros
de ¢ —1 ceux de ¢ (aprés changement de signe des coefficients a).
Les zéros de f et de f— 1 sont, de leur c6té, échangés.

On est donc conduit & étudier le cas ou 1'on associe les zéros de ¢
a ceux de fet de f—1. Montrons, sur un cas particulier, qu'on ne
peut espérer obtenir dans ce cas une inégalité du genre de celle de

M. R. Nevanlinna.
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Nous prendrons ¢ = /" et
et s

f_' ’

ers—

ol A(3) est une fonction entiére quelconque. La fonction f ne prend
ni la valeur zéro, ni la valeur 1. Quant & l'indice des zéros de sa
dérivée f7, il est, pour presque toutes les valeurs de |5|=7, trés
faible vis-a-vis de 'indice caractéristique T(r, f), ct de I'ordre de
grandeur du log de cet indice : I'impossibilité d'une inégalité genre
Nevanlinna dans ce cas particulier, est donc manifeste.

12. Dans les études précédentes, nous avons associé les zéros
de f, y—1 et ${—1. Terminons ce Mémoire en montrant que
dans certaines conditions, une simple transformation de la forme
F=A/f+ B, ol A et B sont des constantes, permet de ramener a ce
cas particulier le cas général des zéros de f—a, f—b, et {—c,
ol abc sont des constantes finies. Posons, en effet,

—a
’

_/f
F=j—
A ¢ = c correspond I'équation

' ) 1
(18) ‘ zaz(b—a)F“:c—aoxo(z).

0

Pour ramener au cas étudié, on supposera que ¢ — aa,(5) ne s’annule
pas dans le domaine D ; mais cette restriction n’a rien de fondamental,
car les études précédentes, qui supposent les facteurs a; holomorphes,
pourraient étre reprises sur des bases plus larges, avec des coefficients
méromorphes.

En tout cas, si le second membre de 1'égalité (18) ne s’annule pas,
il suffit de diviser les deux membres de (18) par le second membre,
pour retomber sur 1’étude effectuée. Dans le cas ol «, est une cons-

tante, celle-ci sera obligatoirement différente de % et de %



