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Etude d’une équation intégrale de U hydrodynamique
du fluide visqueux (écoulement laminaire en régime
wariable);

Par Hexri PONCIN.

InTrRODUCTION. — La connaissance exacte des coefficients de viscosité
est fondamentale dans de nombreuses questions d’hydrodynamique
et de physique moléculaire. [.’'une des méthodes de détermination,
parmi les plus commodes et les plus précises, repose sur des mesures
de débit lorsque le fluide s’écoule dans un tube cylindrique capillaire.
L’interprétation des phénoménes observés, telle qu’on la trouve dans
les traités classiques, a pour base I'hypothése de Newton relative a
P’action réciproque de deux éléments fluides contigus. Elle supppose
en outre l'établissement d’un régime permanent symétrique par
rapport a I’axe du tube, dans lequel le liquide adhére & la paroi et
s’écoule par filets paralléles a I’axe. Dans ces hypothéses, les équa-
tions de Navier peuvent étre intégrées facilement parce qu’elles se
réduisent a des équations différentielles ordinaires.

Soient a le rayon du capillaire, L sa longueur, AP la différence
entre les pressions a I'entrée et  la sortie, v le coefficient de viscosité
du fluide, w(r|3) la vitesse et p(r|z) la pression au point M situé 4 la
distance r de I'axe du tube et 4 la distance z de son origine. Les
équations de Navier admettent la solution indépendante de ¢

P
w(rlz):m[a’— rt,
A
P:P0+ sz.

qui sert de point de départ pour I'interprétation des résultats expéri-
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1gfo. 21
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mentaux au moyen de formules analogues aux formules classiques de
Poiseuille, de Stokes, etc.

Aprés avoir analysé avec précision les conditions nécessaires a une
mesure exacte des coefficients de viscosité, M. Grumbach () a été
conduit & étudier la période variable de I’écoulement et m’a signalé
I'intérét qui s’attache 4 la détermination et & 'étude des solutions des
équations de Navier qui dépendent du temps suivant la forme des
conditions aux limites et des conditions initiales. Méme lorsque les
caractéres de I'écoulement sont analogues 4 ceux des écoulements
Poiseuille, 'étude de ces régimes variables présente des difficultés
d’un ordre beaucoup plus grand que 'étude des régimes permanents.
An lieu d’équations différentielles, on a en effet affaire a des équations
aux dérivées partielles ou i des équations intégrales. Dans son Mémoire
« sur I'écoulement libre des liquides dans les tubes capillaires »
(Journal de Physique, t. 1X, 1938, p. 49). M. Grumbach a déterminé
explicitement les solutions du probléme dans le cas d'un capillaire
d’une longueur trés grande par rapport  la hauteur de liquide qui le
surmonte. Il en a déduit d'importantes conséquences au sujet de la
précision avec laquelle les mesures de débit, dans les viscosimétres
a écoulement libre, permettent de déterminer les coefficients de
viscosité.

Dans un esprit différent, M. Szymanski (*) a étudié, dans un
important Mémoire publié au Journal de Mathématiques, les solutions

de I'équation .
Jw 1 dw _ ()_u — 1
R P TR ALY

ar
qui permet d’obtenir de nombreux résultats sur les écoulements du
type Poiseuille lorsque la différence de pression aux deux extrémités
du capillaire est une fonction connue du temps f(?).
Toutefois certains types d’écoulement ne rentrent pas dans cette
catégorie, car la différence de pression Ap y est en relation avec la
fonction inconnue w(t). Tel, par exemple, est le cas des viscosimctres

1

(') GrumsacH, Journal de Physique, t. 9, 1938, p. 49.
(*) Szymanski, Journ. de Math. pures et appliquées, t. 11, fasc. [, 1932, p. 67.
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a écoulement libre. Le probléme est alors lié a 1’étude de I’équation

intégrale
w1 dw  dw e
F-*— P i W-C—i—/fw(r]t)l drdt.

Nous nous sommes proposé d’étudier dans ce Mémoire les propriétés
des solutions de cette équation intégrale.

PosiTioN pu prosLiME. — A D'instant initial le liquide étudié est en
équilibre dans deux récipients S, et S, reliés I'un 4 I'autre par un
tube capillaire de rayon a et de longueur L, faisant un angle 6 avec le
plan horizontal. Nous supposerons que les portions de S, et S, qui
intéressent le mouvement sont cylindriques et ont pour rayons a,
et a,. La discussion des résultats correspondant a des conditions
expérimentales différentes et généralisant le probléme étant réservée
pour la suite du Mémoire. Les niveaux L, et L,, atteints parle liquide
dans S, et S,, sont distants de H, et H, des extrémités A, et A, du
capillaire (distances verticales). On exerce alors des pressions p, et p.
constantes, sur les surfaces libres. Un mouvement se produit, le
liquide s’écoulant dans un sens déterminé a travers le capillaire. A un
instant ¢ les différences de niveau entre L, et A, d'une part, L., et A,
d’autre part sontrespectivement H, (7) et H,(¢). Leurs variations sont
lides aux constantes caractéristiques du liquide : la densité ¢ et le
coefficient absolu de viscosité v. Leurs mesures permettent donc la
détermination de ce coefficient, sil'on connait de facon suffisamment
précise la forme des fonctions H, (¢) et H,(¢).

Nous pouvons admettre comme conforme & I’expérience que, dans
les conditions d’emploi, ’écoulement a travers le capillaire s’effectue
par filets paralléles 4 I'axe du tube et que les variations de pres-
sion dans les récipients extrémes S, et S, suivent la loi hydrosta-
tique. [Cf. par exemple DucLaux, Viscosité (Actualités Scientifiques),
Hermann] (*). Dans le tube capillaire A, A, la vitesse w d’une parti-
cule (paralléle a I'axe 0z du tube) ne dépend que de la distance r de
cette particule 4 'axe et du temps ¢. p désignant la pression au point

(*) On trouvera dans le Mémoire de M. Grumbach une importante bliblio-
graphie sur I'état actuel de la question.
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considéré ‘et ox désignant une horizontale située dans une section
droite du tube les raisonnements classiques de I’hydrodynamique
conduisent aux équations de pression

9,
(1) L =o;
(2) i)£+ gecosf=o;
d d}’ p i |
. a
3) - A , £+5J.Aw+pgsm9=pd—v:

et 4 I’équation de continuité

(4) 9w

0z

=o.

D’aprés (4), w est indépendant de z; il en est donc de méme de %

(équation 3). Par conséquent si a I'instant ¢la différence des pression§
en A, et A, est Ap(¢). Ona

() P~ Lapy.

0z

Soit H la hauteur de la colonne liquide qui équilibrerait la diffé-
rence de pression p, — p,. Lorsque 'extrémité A, du capillaire est au-
dessous du niveau libre S,

(6) . © Ap(t)=pg[H + H,(2) — Hy(2)].
Lorsqu’elle se trouve au-dessous
(7) Ap(¢) =pg[H + Hi(2) + Ha(0)].

Le volume liquide qui s'est écoulé entre les instants o et z a pour
valeur

(8) V(t)=21rf faw(rmrdrdt.
Il en résulte une diminution de H, définie par

o v

(9) m—mm:ng,

une augmentation de H, dans le premier cas, une diminution dans le

~



ETUDE D'UNE EQUATION INTEGRALE DE L’HYDRODYNAMIQUE. 167

second, telle que

\'
(10) [Ha(0) = Ha| = 3.3
On a donc
(11) Ap(t):pgl:}[—i—l[l—«H.z—-;E(Z:?—|—a—l:§>V(t)]
ou bien
(12) Ap(t):pg[H-{—lh-&—l{‘;—;—{(z}_,+6—;3)V(t)].

Portons cette valeur dans les équations (3) et (5). Nous formons ainsi
I'équation intégrodifférentielle

w0/ dw ., H+H—H,
(13) ; d—f(r;)—}—pg[sm@—&——l:—

t « .
2/ 1 I " ow
_L<a_,+672)j0 fou(,u),drdt]_pm

que nous transformons au moyen du changement de variables r? = a*u
pour aboutir a I'équation

Q[ O 7
(14) d—u(ud—t)—a’—a‘;—l ffw(t[u)dudt+@:o,

(15) a’:dina’;
__pga | 1
(10) =0 [ a)s
(17) =pf:)l! I:sin0+——l)+ltj:h"’].

Nous devons exprimer, d’autre part, qu'a I'instant initial les parti-
cules fluides sont en équilibre. D’ou

(18) w(ulo)=o
et que les particules qui sont au contact des parois ont, a toutinstant,
une vitesse nulle. D’ou -

(19) w(1|t) =o.
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Poursimplifier I'écriture nous désignerons par A, ;| /|u, t] opéra-
teur, a deux parameétres

(20) £<u%)—a=g—{_x/0"[f(u, t)dudt

applicable 4 une fonction / quelconque des variables u et zqui posséde
des dérivées partielles des deux premiers ordres.

Avec cette notation, le probléme qui nous occupe revient a chercher
une solution de I’équation intégrodifférentielle

(21) A“';[f,(ult)]—i-ﬁ:u
telle que
(22) wlu|o)y=w(1|t)=o.
Erupe bE L’oPERATEUR A ;[ f|u, ¢]. — Soient u et ¢ deux variables
reliées par la condition
(1) pt— faimie =o.
Nous désignerons par B, f(u) I'opérateur de Bessel d’ordre zéro
relatif a la fonction f et & la variable v, par J, et J, les fonctions

classiques du premier groupe de Bessel d’ordre zéro et n, par I [, les
fonctions du deuxiéme groupe.

4. DEFINITION D'UN ENSEMBLE f: DE FONCTIONS REELLES. — En appliquant
'opération A a une fonction f des deux variables indépendantes u
et ¢ dela forme

(2) f(“y t):e_m,l.ﬁ(u)r
nous obtenons

(3) N[, )] =D fi(uw)] e¥i— n)—c’ F;.

Dans cette formule F; désigne une intégrale définie liée a la fonction f;
et déterminée par

(4) - Fi:./. fi(u)dua -

et D, désigne un opérateur fonctionnel relatif a la fonction f;, & la
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variable « et dépendant de trois paramétres o, m, A ayant pour
expression

(5) Dl fi(w)] =@ m B[ u] + — F.

Nous définissons I’ensemble de fonctions f; par les conditions
suivantes :

1° Ce sont des fonctions de la variable «, définies et continues pour
toutes les valeurs de la variable « de l'intervalle o, 1 et possédant des
dérivées continues des deux premiers ordres.

2° Ces fonctions s’annulent a 'extrémité 1 de I'intervalle ou elles
sont définies.

3* Pour toutes les valeurs de « entre o et 1 on a
(6) D,.[fi(u)]=

Une quatriéme condition sera imposée a la fin du paragraphe pour
obtenir une détermination compléte de /;. Nous allons obtenir expli-
citement un ensemble f;(«) dépendant de deux paramétres.

On a, en effet, en désignant par K; une constante réelle,

. )\ 20m )\/.
(7) D,n[J0+K.-]:a=m=k,~+»mf Jo(v)vde+ oL

Par conséquent I'expression D,[J,~+ 4] sera nulle si 'on choisit
pour £; une valeur définie en fonction de A, a, m par

2Qm
8 k= ,
(8) 222 m? 7\+ot-m‘|f Jotwyrde.

['intégrale qui figure dans le deuxiéme membre de celte relation est
facile a calculer. En tenant compte, en effet, de
dJ,

(9) (v)—d— + - Jn(V),

on peut écrire

(10) j vJ(,(v)a’v:fc:dJ.—i—fJ.dv
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et une intégration par parties conduit 4
(11) va.,(v)dv:in(v).

Portant cette valeur dans la relation (8), nous obtenons I'expression
de ;' sous la forme '

(12) k= A

T ami ] 1 (2em)-

Il résulte de la, que les fonctions J, - &; satisfont & toutes les condi-
tions relatives aux fonctions f;, sila valeur £; peut étre choisie de fagcon
telle que I’on ait

(13) ki=—Jy(2am).
Posons

(14) 200m =x;
(15) o 16atA=p.

La comparaison de (12) et (13) conduit & une relation entre les para-
métres a, A, m sous la forme d’une relation entre x et

(16) U(z|p)=2pdi(z) — z(z*+ p)J(z) = 0.

A toute solution réelle z(u) de cette équation correspond une
fonction f;définie a4 un facteur prés. Nous achéveronsla détermination

par la condition
4o F,:f filu)du=1.

On obtient, dans ces conditions,

(17) Si(u)= ”lJO(w;‘:{i\,(;)Jo(xi)].

En anticipant sur les résultats qui seront démontrés dans les para-
graphes suivants, nous pouvons dire que la formule (17) définit un
ensemble de fonctions & deux paramétres, le paramétre ¢ qui pourra
prendre toutes les valeurs entiéres positives et le paramétre p. dont la
valeur est lide, ainsi que nous l'avons vu, aux caractéristiques du
liquide et du capillaire. Ces fonctions satisfont aux quatre conditions
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que nous avons explicitement formulées plus haut. On en conclut la
relation '

—'%:“ _ I x}, (z:)
(18) A [e fl(u)]—_‘[‘z‘z-— '4[2‘]1(-”{)—-7/‘#]0(&%)]

qui sera utilisée ultérieurement.

Les deux derniéres formules que nous venons d’écrire supposent
I’existence effective des nombres x; liés 4 chaque valeur de . Il nous
faut donc étudier la correspondance entre ces deux variables. Les
formules écrites supposent la réalité de x;. Cependant nous ferons
I’étude compléte dans le plan complexe x; entier, de facon a4 obtenir
d’un seul coup toutes les formules qui nous seront utiles dans ce
Mémoire.

2. ETUDE DE LA GORRESPONDANCE ENTRE LA VARIABLE L ET L'ENSEMBLE NUME-
A *

RIQUE &; ATTACHE A-L’ENSEMBLE FONCTIONNEL f;. — a. Pour les valeurs
réelles de , variant de fagon continue, ’équation
(1) U(z|p)=o

définit une fonction () continue, sauf aux points de I’ensemble &
défini par

N Ui(5) =2J1(5) — £, () =o.

Si nous désignons parj, , etj, .., deux zéros consécutifs de la fonction
de Bessel d’ordre zéro, on a

(3) ' U; (Jo,n) Us (o, nr1) < 0.

-D’autre part, lafonction U, () est une fonction entiére dont la dérivée

du
(4) T =@+ (2= 2) (=)
prend, en un point de ’ensemble &, la valeur
(5) (%) _=%1@,
< U . N .. dU, .
mais U, () est continue dans 'intervalle j, ., o ».s €t —, e saurait

avoir le méme signe aux différents points de ’ensemble £ intérieurs a
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 194o. 22
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cet intervalle. Par conséquent, il ne peut pas exister plus d'une
valeur £ dans cet intervalle. La relation (3) montre qu'il en existe
une. Pour une localisation plus précise des valeurs &, on peut consi-
dérer l'intervalle j, ..\ jo,n+1 €t obtenir des résultats analogues aux

précédents.
Dans le domaine de I'origine, on a, d’autre part,

(6) , U(a) =% +8(2)a,

0(x) étant une fonction bornée en valeur absolue. En ordonnant les
valeurs remarquables obtenues jusqu’a présent suivant une suite
croissante, nous obtenons la suite infinie

O, EU Jors  J11s E,:y Jo2s Jis ooy Jany in,- Jonr  Jin+ty E,’l-f—i’

La fonction () définie 1mphcltement par I’équation (1) est donc
continue dans l'intervalle j,,J, ... et, comme (—1)*'J,(/,,) et
(— 1Y d4(J1 n+1 ) ont des valeurs positives, les deux expressions

Uit [Jo,n) UG | J1,ne0) €8 B[J3 s+ 1]

ont le méme signe.

Supposons d’abord . positif. L’é quatlon (1) considérée comme une
équation en z aura un nombre impair de racines dans l'intervalle
Jo.nJi.net €t & une variation infiniment petite dy. correspondra une
variation infiniment petite dx définie par

(7) U(@)dp+ [(u—5zf)Jo(w)+ (x 4 p— ~) J.(x)] v =o.

Si le point considéré appartient & ’ensemble &, on peut mettre cette .
expression sous la forme

z 1}1) [28} dp + (2 —12pE} + 2pkt + &) daz).

Le discriminant de la forme quadratique en p. qui figure dans cette
expression a pour valeur

1282 (3 —£3)
et par conséquent dj. et dz onl méme signe si §; est supérieur a V3, ce
qui a lieu effectivement pour toutes les valeurs de ¢ & partir de i =1.
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La relation U(x|p) définit donc dans lintervalle &,j,,. une
fonction () dont les valeurs extrémes sont

xn(o):jo.m xn(w):E,,(+ 0)'

Lorsque 1. prend des valeurs négatives, on aboutit a des conclusions
analogues. Dans ce cas, on peut écrire

Jon< Zn<Enpy)
Zn(0) =Jo.ns Zp(— ) == Ep iy (— 0).
Il nous reste encore 4 considérer l'intervalle o << x < £,. Or, dans le

domaine du point x = o, U est infiniment petit en valeur absolue et a
le signe du paramétre p.. D’autre part

U(jotll*) :zp"ll(jul)

a également le signe de p. et
Ui—oip)=—E(E)
a une valeur positive Enfin, si p. est définie en fonction de x par

I'équation (1), % s'annule pour les valeurs de x qui satisfont
a I'équation

(8) Juli(z) —6d,(x)) i (z) +2di(z)=0.

Or cette équation admet une racine et une seule dans 'intervalle o&,.
Cette racine correspond a la valeur 1,71 de & et M=10,77 (a
1/100° prés).

Il résulte de la que pour les valeurs négatives de p. et pour les
valeurs positives supérieures 4 une certaine quantité M dont’ordre de
grandeur est 10, ’équation U(x| ) =0, ol 1+ a une valeur donnée,
n’admet pas de racines réelles de module inférieur a §,. Pour les
valeurs positives de p. inférieures 4 M elle admet deux racines z, et x,
qui, lorsque 'on fait varier p de fagon continue, définissent deux
fonctions continues, la premiére croissante, la deux1eme décroissante,
dont les valeurs llmltes sont définies par

xy(0) =o, L1 (M) =1,71;
;132(0):‘]'0,“ ‘L'z(M):lﬂl‘
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Dans les calculs numériques liés a I'étude des écoulements laminaires,
cette fonction x,(+) a une grande importance. Aussi dressons-nous
un tableau de correspondance permettant de suivre ses variations
dans le domaine utile.

Valeurs Valeurs

Valeurs correspondantes de p Valeurs correspondantes de p.

de x,(p). (a 107* pres). de z,(p). (a 1074 pres).

2.107%. ...... 0,0003 0,5 ....... 1,9143
b » ....... 0,0818¢g 0,6 ....... 2,7486
| T 0,0907 0,7 ceennnn 3,6001
0,2 »  ....... 0,3168 0,8 ....... 4,5670
0,3 » ....... 0,5473 0,9 ..onnn.. 5,6010
0,4 » ....... 1,2417 | S 6,6590

Dans le domaine de I'origine, la fonction x,(j+) est une fonction &
deux branches. La fonction

est holomorphe et définie par I'équation

o0 -
I}
=4

(———l)" Xn+1 P’
(9) 2 [2-4.6, ..., (2n —4)] [ - 2‘(1;—1)’n(n—+—1)] o

D’ou 'on déduit
1 65
(10) X:;+ﬁ+3, 21094—0(;1)1.1,

8, (1) restant finie pour p.=o0. On a donc

(11) @ (p)= szl”’ %+ s +02(p)pﬁ]'

Dans le méme domaine x,(+) est holomorphe et définie par

(12) xn(y)ijo,u——.—f—p+ 2(1""—)# + 83 () p
JOII Joﬂ

Jondésignant le zéro d’ordre n de la fonction J, de Bessel et 6, () étant
bornée pour p.=o. .
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b. Lorsque x prend des valeurs purementimaginaires de la forme iy,
I’équation (1) s’écrit sous la forme
(13) 2l () =y [+ plL(y) =o,

ouI,(y)etI,(y) représentent les fonctions d’ordre o et 1 du second
groupe de Bessel ('), du et dy étant des variations infiniment petites
de p. et de y a partir de deux valeurs associées, on déduit de (13)
I'inégalité

g d| ) : .
(16) 2y P10 +6L0)L () — 30 G ()] > 0.
Ceci posé, si I'on étudie les variations de la fonction -ll—‘-g—; » on constate
0

que la courbe C, représentée dans le plan (v,, y.) par I'équation
(15) () L) — L) =o,

n’a qu’un point commun avec la cubique C, d’équation’

(16) Nyi+6y.—3y=o,

le point (0,0). Or, au voisinage de ce point, on peut écrire

* LD _n ¥ oo
(17) Io()’1)_ 9 |6+0(.yl)’

tandis que I'ordonnée du point de la cubique C,, qui correspond &
’abscisse y,, est définie par

NN

(18) Y= — o o)

[l résulte de la qu'au voisinage de 'origine et par conséquent, d’aprés
la disposition des courbes G, et C,, pour toutes les valeurs positives
dey,ona

(19) . L(y)—r.Lin) <o,
et par conséquent '

(20) YR+ 6L (L)) —3yL(y) <o.

(1) Wm'ruxﬁli and Wartson, Modern Analysis, Fourth Edition, § 17-7.
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A chaque valeur positive de y correspond une valeur négative pour

Yl (y)

(21) T —LO)

bien déterminée et finie. Pour y =0, =0 et lorsque y augmente
indéfiniment | .| augmente également au dela de toute limite. Réci-
proquement, & une valeur quelconque négative attribuée & . corres-
pondent deux valeurs bien déterminées de y, opposées.

En résumé, pour toute valeur négative attribuée au paramétre
réel, I'équation

U(x|p)y=o

admet deux racines complexes conjuguées dont les affixes sont situés
sur I'axe des quantités imaginaires. Lorsque p tend vers zéro par
valeurs négatives, ces points tendent vers I'origine. Pour les valeurs
positives de ., il n’existe aucune racine, représentée par un point de
I’axe imaginaire.

c. Considérons maintenant, dans le plan complexe z: =x + iy, le
contour I'(p |9) limité par le rectangle dont les sommets ont pour
affixes = p e™?, ¢ et @ étant choisies de facon telle que ’expression

cosQ I

™ 4

soit égale 4 un nombre entier m. Dans le domaine D(¢!9), limité
par I, les deux fonctions

(22) F,(2) = 2tJ,(3)
et
(23) Fa(s)= £ [23,(s) — 330(3)]

sont des fonctions holomorphes de la variable complexe =.
Pour | 5 | suffisamment grand les expressions de J,(s) et de J, (= ) se
calculent par les formules asymptotiques

(36) (s )-\/T[ao( )cos(z_z'-)+b (s)sin(=—
'(25)7 _ J( )_._\/— a,(z)cos >+b( )sm( E)]a
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ou a,(3), a,(3), bo(3), b,(3) désignent les fonctions définies par les
séries semi-convergentes

(26) an(s) =1— o=+ o(5);
(27) bo(s)=é+o($);
(28) a)=g +o (£);
(29) b =1+ g o ()

’

Désignons par a,, b, a,, b, les modules maxima des fonctions ainsi
définies sur le contour I', par a,, b,, a;, b, les modules minima.
Lorsque m augmente indéfiniment ‘

ay~1, gL

, 3 AW " 3
a'N8pcosq) (?:Z)) ”lN'S‘P’
’ 3 <1? .
ﬂ'NSPSiuQ (¢=(T>’

(30) by, by
, 1 AW
l)oN _8P cos o (CP 2 Z) ’ b .
b,N; ( <E). 0 89
*" " 8psing <P=[; !

Considérons la portion du contour I' contenue dans le premier
quadrant. Soient A le point situé sur Oz, B le sommet pe® et Cle
point situé sur Oy ; M le point de I' situé 4 la distance 3 de ABetala

distance y de Ox.
Ona
. / w\|P_chay—+cos2d,
(31) ri= cosku—-i—) =
2 J—
(32) = sin(z—g-)l :fh”—;‘ﬂﬁ,

et, d’aprés (24) et (25),

ary+o,r,
"o . ’ ! .
agry—b,r,

1,(M)
(33) IJ..(M) <
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Si M est un point de AB,

d=o, (o <y <<psina);
ri=chy, r,—shy.

J,| 4+, thy
(34) ol T d =0 thy’
{ ! ’ " I Tr
a,bo—aob,mﬁ—x (pourcp>——>;
(35) \ phereosts :
f"?”%—““""“m—' <P°“r“’<i>‘
On a donc
(36) ay by — agb), <o,

et le maximum de la quantité qui figure au second membre de

'inégalité (34) correspond & y =o eta pour valeur ?T’l’ dont!’expression
L]

. ’ 3 . .
asymptotique est Z_’:;N . Si M est un point de BC, ¢ a une
cos g

valeur comprise entre o et mn— g Quand M décrit BC, cosd prend
donc toutes les valeurs comprises entre —1 et 41,
ry=r,=ch(psing),
ry—=sh(psing).
En étudiant les variations de a/,r, + & r, le long de BC, on trouve

Iy

Jo

a)y th(psing) +b',
n  agth(psing) —b)

L’expression asymptotique du deuxiéme membre est

1
sin@

2p

'Ccosg@

1+

11 en résulte que, 4 chaque contourT, nous pouvons faire correspondre
un nombre R(I'), qui reste borné supérieurement par un nombre R
tel que, lorsque le point M d’affixe 5 décrit le contour I', on ait

Ji(5)

(38) m

‘I‘< R(I')< R.

~
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En choisissant m assez grand, on aura donc, pour tout point M situé

sur I,

(39) [Fy(z)| <|Fi(3)].

L’inégalité (39) sera en effet assurée si’'on a
J. (3 S

(40) iR <1 psn

Or le premier membre admet une borne supérieure R, le deuxiéme
membre a pour valeur minima

p®sin®g — pp sing (si cpgt,?),

« " . s
, p" COS"CP _— P’P COSCP (Sl (P 2 Z) .
Posons

- S(m)= T

jro (bm—1)[(4m —1)'nt—28p],

il existe une valeur m, telle que pour m > m,

(41) R < S(m),

et, a fortiort, les inégalités (40) et (39) seront vérifiées pour m > m,.
Pour un contour I' satisfaisant aux conditions trouvées, on aura

J (38— 3d,(5
(i = <

et par conséquent, lorsque z décrit le contour I', le point d’affixe .

. B 2d,(z) —31,(3)
(43) Z_I-S’Jo(z) 5?

décrit une courbe fermée I" intérieure au cercle de rayon unité dont
le centre a pour affixe le point Z =1. Si nous supposons que le
point M(z) décrit le contour I' dans le sens direct en partant de A
pour y revenir, le point Z décrit la courbe I' et les variations de
I'argument de Z sont telles, qu'aprés le circuit cet argument reprend
sa valeur initiale. Si nous considérons les variations pour un méme
.circuit des arguments de 32J,(3) d’une part, de

223, (5) + z—*f,[zJ,(z) — 5Jy(2)]
23

Journ. de Math., tome XIX. — Fase. 2, 194o0.
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d’autre part, il résulte de ce que nous venons de constater que les
variations sont les mémes et, par conséquent, d’aprés un théoréme
classique de la théorie des fonctions analytiques, les équations

(44) Fi(s)=o
et
(45) F.(z)+ F.(zs)=o0

ont le méme nombre de racines a I'intérieur de I'. Or, I'équation (44)
admet, comme racines, l’origine (racine double) et les zéros de J,(3)
(au nombre de m). L'équation (45) admet donc (m + 2) racines a
I'intérieur de I'. Or, dans les paragraphes précédents, nous avons
déterminé les racines situées sur 'un ou 'autre des axes Oz et Oy, il
est facile d’en déduire le nombre des racines complexes. On arrive
ainsi au résultat suivant, M étant la quantité calculée au para-

graphe2a :

1° pour i< o I'équation U (x| ) = o0 a uneinfinité de racinesréelles
appartenant a la suite 2; étudiée au paragraphe 2a et deux racines
imaginaires pures étudiées au paragraphe 2b;

2¢* pour o< p.<M Péquation U(z|p)=o0 a toules ses racines
réelles. Ces racines appartiennent a la suite x; étudiée au para-
graphe 2a;

3 pour u > MI’équation U(x | ) = o admet une infinité de racines
réelles appartenant i la suite ;.

Elle admet en outre deux racines complexes.

Les variations des affixes correspondant aux différentes racines de
'équation, lorsque p. varie, se déduisent facilement des rensei-
gnements trouvés dans les études faites aux paragraphes 24,20, 2¢.
Notons que, dans les conditions d’emploi des viscosimétres & écou-
lement, nous nous trouvons dans le cas ou toutes les racines sont
des racines réelles.

3. ETupe DE L’ENSEMBLE FONCTIONNEL f;. — A chaque terme de la
suite z; définie au paragraphe 2 ¢, nous ferons correspondre la fonc-
tion f;(«) définie et continue pour toutes les valeurs réelles de u de
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module inférieur & 'unité déterminée par la formule
(l) /-"(“):T.]:’u('éi—)[']o(xi\/;)‘—'lo(xl)]'

Avec les notations du paragraphe 1 la fonction f;(u) satisfait aux
conditions

(2) Fi—=1;
(3) DL(ﬁ)':O,
(4) Ji(1) =o.

Ceci posé, soient x; et z; deux termes distincts de la suite et soient f;
et fi les fonctions correspondantes. En vertu des conditions (3) nous
pouvons écrire

(5) [1[Dﬂ(ﬁ)fk—D,ﬁ(fk)ﬁ]du-_—o;

o [l

T'Z‘”’fo Fi() fi(w) du~+ %‘[1—:5 —F—i]zr»-

ar

La premiére intégrale étant nulle en vertu des conditions (4), on en

déduit
(7) ff,(u)fk(u)du:;._!"' .

xri T

On a, d’autre part,
(8) f Si(#)D [ fi(w)] du = o,

expression que I'on peut mettre sous la forme

(9) fﬁ (ud—f‘) x’ffi(u)du—f-—[.—y.—_o,
or
[l [
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or C : Lo .
(11) [v;f(v)dvzg[Jg(o)+Jf(v)_ SJO(;})Jl(p)].

On déduit de la

7 ' [T (=) 5 () J1(1"i\‘)7 z!
(12) fofi(u)du_;};[ e, ~iJo(xi)_F]'

2
g

En tenant compte de I'équation

(13) Vel e =o;
Ji () z(zt+ 1),
ah L@) =~ ap
(15 jfl(u)du-—-—;, (.1:,+}2)T—~8}l$1

Considérons maintenant ’ensemble des termes de la suite x;
limitée au terme de rang n et associons & chaque fonction fi(u), ou
ce qui revient au méme a chaque valeur de x;, un coefficient numé-
rique c; suivant une loi déterminée.

La fonction

i=n

(16) | gna(u) =Y e f(u)

i=1

est une fonction définie et continue pour les valeurs réelles de u de
module inférieur 4 I'unité. :
En vertu des conditions imposées & f;(u), on a

(17) &nal(1) =0, quel que soit I'énsemble c;

et

(18) f g,.a(u)du__ZciF,_Zc,

i=1

Soit m un nombre quelconque m < n, on peut écrire
1 l:nl A 1
(19) [ geatw)fuwyde=3, e [ fitu) futuwyduen [ friurdn
0 =1 o 0

la somme X' étant étendue & toutes les valeurs de 7 sauf celle qui
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correspond au terme de rang m. On en déduit, d’aprés (7) et (15);

(20) f g”(u)fm(u)du—z +c,,,f S (xn) du.

i£m

A chaque ensemble ¢ se trouvent ainsi associées les deux constantes
(21) Ci(e) =N eis

() C(c)-Z—,,
et & apres (20), |

(23) [j f/n (e) du — ‘;le HC L)—f é’n:xfmdu

Posons

_J2(.z‘,n)+.]2(xm) 2 Ji(zn) 2xh .
(4) "“"""—‘“—Jw—mi——x:.W‘T’
on déduit de la
(25) Cm= 3k(x ) [f Ena () frn(u) du — G, (c)]

et, par suite,

(a6 f{,<u>-2 zk(x)[f glw) filuydu— **C*‘c)]ﬂ ).

i=1

c. A l’ensemble [ précédemment défini, associons de la meme
fagon la fonction de deux variables (u, t) définie par

(27) h(u|t) =20if,~(u)e—f.r_a:=’.
D’aprés les conditions imposées aux fonctions f, on a
(28) . - , : h(l]t)_o

(29) v h(u|o)=g(u).

Si nous appliquons 'opération A & cette fonction, nous obtenons
grace aux propriétés établies au paragraphe 1

(30) Aga[h(u] )] -::EciD,,,.,[ﬁ(u)]e‘”‘f‘ﬂ-IZ%F,
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avec m;=— %, et en vertu de 3 (3),

(31) Aa,)\[h(ult)]:[;la’cg_—-_%C.,(c).

S’il est possible de déterminer I'ensemble ¢ de fagon telle que I'on ait
(32) Zluy=uo;

(33) pCi+4B=o,

la fonction A associée & cet ensemble satisfait 4 toutes les conditions
imposées au début du Mémoire 4 la fonction w(u|?). En admettant,
provisoirement, la possibilité de cette détermination, la relation (25)
détermine c; sous la forme '

z$ G 4B ¥

3/ i:'—ﬁ 2 = ! ! .
34) ¢ p R T Pt k()
D’ot nous déduisons A

BN @ d(@ye) = @),
(35) gn(t) = “}TE/{(‘L_[) To(z:) )

_éﬁizn x} Jo(.’l','\/l—t);.]o(wi) —:—;:

(36) (] )= =Z o T

Pour étudier la fagon dont se comportent ces fonctions aux limites
des domaines, ot elles sont définies, nous introduironsles fonctions de
la variable complexe s qui se confondent avec U et K pour les valeurs
réelles de z, c’est-a-dire les fonctions définies dans le plan complexe
tout entier par

(37) U(z) =p[2d:1(3) — 5d0(5)] — 28 (5);
s+ J2(s)+d3(s) 2 Ji(=)
K(z)=— 25 _ Lo 1t5) 2 .

(38) (2) N J2(2) 5 Jo(2)

Pour les valeurs de z, qui appartiennent a la suite z;, on peut écrire

9
Zz;

4p?

(39) K(2) = 75 [12pa} — (@} + p)’]
et

(4o) [il—g]m,.:_ 2 pdo () K (@0).
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Or, la fonction

(4t Wi(s) = o= [1(3Ve) — Jo(2)],

U(s)
ol « a une valeur déterminée est une fonction méromorphe de z. Elle
admet pour pdles tous les points de la suite z; et ceux-la seulement.
Le résidu correspondant au pdle x; a pour valeur
.’l?," Jo(lfi\/;) —_ Jn(;l};) .

(i) ) = T kG

__xt filw)
(43) Ri(ai|w)= t k(r)

ry

~a
S~

l

Considérons le contour I', obtenu en donnant a m la valeur n et a9

une valeur quelconque, gpar exemple, on peut écrire, d’aprés (35)

et (42),
(44) glu)=—4p X Ri(ai|u),

la sommation étant étendue a tous les poles de la fonction W, (5| «)
intérieurs au contour I'(n).

L’étude de la fonction W,, dans le domaine du point a l'infini,
montre que, lorsque n augmente indéfiniment, la somme ZR, (z;| )
tend vers zéro, quelle que soit la valeur attribuée a u. On en conclut
que la fonction g(u), obtenue en remplacant dans I'expression (35)la
somme X par une série infinie étendue & tous les termes de la suite (z)),
est une fonction identiquement nulle,

A chaque fonction de 'ensemble g,(«) obtenue, d’aprés (35), en

donnant & n des valeurs croissantes correspond, d'aprés (22), la
constante

i=n i

(45) Camy =3 2 =17

i=1 i

n

\¢
8

\

Il

1

a la fonction g(«) limite des fonctions g,(u), lorsque n augmente
indéfiniment correspond la constante

(46) c,= 4By _=i
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limite de C,(n) lorsque n augmente indéfiniment. Pour calculer cette
limite, nous introduirons la fonction

__2*J(2)
(47) Wa(s) =53

dont le résidu, qui correspond au pole x;, a pour valeur

4

..Z'L' _
(48) QPK(Z':) _“R‘.’(xl)y
de sorte que A
85[:”
C2 = — R.; L),y
(49) (m)=— =3 g ()
et, d'aprés le théoréme de Cauchy,
4ig 1
5 B = — (%) dz,
(50) Calmy= jrnw (2)

Par conséquent, en vertu des propriétés de U(z) dans le domaine du
point a 'infini
(51) 2:limC2(n)=—ié-
ny e [J~
En résumé, sous réserve des conditions de convergence, qui seront

examinées dans le paragraphe suivant, la fonction

l=w 9
4B o =} Jo(ziyu) — Jo (@) —2e
5 h )= - ! o
(52) (e £) [ %K(x,) Jo(z:) ¢
satisfait aux trois conditions suivantes :
h(1|t)=o0;
h(u|o)=o;

Agr[h(ult)]+B=o.

4. DETERMINATION ET ETUDE DE LA FONcTION w(u|t). — Nous avons
étudié au paragraphe 2 les termes de la suite x;, lorsque . est trés
petit, et nous avons vu que, lorsque p.tend vers zéro, les termes de cette
suite tendent respectivement vers les zéros j,, de Bessel. Nous allons
établir maintenant que j,, est une valeur asymptotique de z,, lorsque
n augmente indéfiniment, ceci quelle que soit la valeur attribuée a la

~
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constante p. Dans I'étude de I'équation U(x|p)=o0, nous avons
démontré I’existence d’un terme de la suite x; entre deux zéros consé-
cutifs quelconques de la fonction J, de Bessel.

Si nous posons

( 1 ) xn:jon"l" Z)m
£, satisfait donc a I'inégalité

En<Jon+t— Jons
et nous pouvons écrire

(2) Jo(@n) =—E2d1(Jon) + %’[Jz(.l'on"— 0n5n) — Jo(Jon—+ Onén)),

0, étant une fonction de n dont le module reste inférieur a 'unité. De
méme

’ ra

(3) Ji(xn) =T1(Jor) — %"Jz(./'ort) -+ % Ty Gon+ 0,60) — 3o (Jon+ 6,.80)]
avec

(4) 16, ]<<1.

En vertu des relations de récurrence qui existent entre les fonc-
tions J,(3), on a, d'ailleurs, :

(5) 32(on) = — 31 (Jon)-
./On.

Rappelons, d’autre part, les expressions asymptotiques

g 16w = 2 [1+o(2)]

En tenant compte de U(x| ) = o0, nous pouvons écrire

) . Jo(Jon
(8) 2’J.+En [Jﬁn_" P (Jon) — J;Ej'on;]

4+ En [+ (Jon=+En)* + Jon(2fon+ 2n) (51 4 2/0rEn+ 2J30)]
. Iy (Jon+ 9080) — 336 (Jon+ 6,E0)

- £2
8']1(./0n) =
Jo(Jon=+ BnEn) — Jo (Jon—+ Onkn . .
4 2 Jo ,;z} ) s(Jon+ 9n& )Eu(,lon‘*“in) [(Jon—+ &n)*+ p] =0,
4 1(.]071)

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1940. 24
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e;, d’aprés (5), (6), (7),
@ = ()

Tous calculs faits, la relation (8) nous donne 1'expression de &, sous
la forme

(!O) éu———'—‘ + = P' 6(”’);

on Joll

8(n) est inférieur a I'unité et tend vers un par valeurs croissantes
quand n augmente indéfiniment.

Ceci posé, considérons la série de terme général

J, <rw>_J0(x) _6'_';1
(11) = —% i -
: Jo(z) (2*+ p)—12p2°
on a évidemment, pulsque ( ) | <,
(12) ., : | u] << w4 wy,
en posant
1-

(13) . "”=.(z"+p.)’—12p.x"’

. 1. )3
) - MR @ s

La suite z, étant telle que I'on a icni‘ ~ T, la série w, est comparable a
la série —- D’autre part
n

Jo() =J, (Jon+ &n);

' 1n
Jo(x) ~ 2R \/%jou! :

Wy~

(¥5)? TS R - e 2\/2141? | .
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Les séries w, et w, étant convergentes, la série « est absolument et
uniformément convergente dans le domaine R (r, t) défini par les
inégalités

(16) osrta, 0gt<T, -

4p

quel que soit T. La série ~Zu représente donc une fonction des

deux variables r et ¢ bien determmee et continue en tout point du
domaine R et, d’aprés les résultats démontrés dans le paragraphe 3,
cette foncuon satisfait aux conditions aux limites

ha|ty=h(rjo)y=

En intégrant terme a terme, on obtient

[ SRR

La série, qui figure au second membre de cette égalité, est unifor-
mément convergente dans l'intervalle o, T. Son terme général est en

160 z?
2t + P — 12 pa?

effet inférieur en module au terme général de la série
dont I’expression asymptotique est

©

10

1
¢ ne’
Désignons maintenant par /., u, u,., les séries obtenues en dérivant

la série u terme a terme par rapport a r ou par rapport a ¢. Nous
obtenons

(%)
L . ‘Na) -2
8 = T T@

. o (Z) =@ o,
(19) U, = 57— 3 e
ja (2t + p)— 12 pat) Jo(x)

rax a ra
e T (z) — (7) _=

(20) Up= at[(x* + B2 — 12 prt) Jo ()
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L’expression

(21)

x 1
(2 + p)t—1opat Jo(x)

Ve
.

. ]
a pour valeur asymptotique —— n
p ymptotq avapn

11 en résulte que la série ['Tff Zu est uniformément convergente dans
la région R(o<r<a, 0<t<T) et représente, par conséquent, en tout

point de ce domaine, la dérivée gél de la fonction 4 définie par
hir|t)= i—@ u.

Il n’en est plus de méme de | et u;,, ou figurent I'expression’

x* e_‘i“" ‘ Jo (’E)
a
[(2*+ p)* — 12p2*) Jo ()

(22)

dont la valeur asymptotique, qui correspond & t=o0, r=o, est

t
xt 1 —3

(@ + P —pa]L(@) ™ ayap 2

(23)

Nous sommes ainsi conduit & remplacer le domaine R[o<r<a, 0<t<T]
par le domaine R(0)

que 'on obtient en retranchant de R une bande d'ailleurs arbitrai-
rement petite qui est définie par

En un point de R(0)

) JU (”‘_{> @t
xz a —_——

(24) (@ + k) —12p2t] Jo(z) e 1ot

est inférieur a

x?
2 Pt

(@ +pr—12pa7] (@)’

(25)
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dont la valeur asymptotique

1 | T—; n?
(26) S,.,: —_— %
22 \/n
satisfait a la condition
Sn+1 n — ﬂs? :’2 n
e 40 e [3

(27) s- =\ 7ne:

Ce rapport tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, quelle
que soit la valeur (non nulle) attribuée a 6. Par conséquent la série

(28)

2 1) s

zt+p)l—r2pxt] Jo(x)
est uniformément convergente dans la région R(0). L’expression

is Zu;, représente donc dans cette région la dérivée seconde de la

fonction A, et == ['ﬁ Zu, représente 3 ;1l resulte delaquele developpement

@Eu
m

représente, en tout point de R(8), une fonction A dont les dérivées
dh oh 0%h
" o¢’ ort
sentees par les développements formels correspondants et relatifs i la
série u.
Des propriétés de cette série, il résulte que la fonction A satisfait
dans ce domaine & I'équation intégrale

ainsi que l'intégrale ﬂ hrdrdt sont respectivement repré-

(29) ' Agilh(rit)|+ =0
et, sur la frontiére
r—a,
a la condition
(30) h(a|t)=o.

De cette relation, on déduira

(31) [3—’:]r=a —=o.
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La fonction ~(r|t) seréduit, pour ¢ = o, a une fonction identiquement
nulle, ainsi que nous I’avons démontré au paragraphe précédent.
On en conclut

dh
(52) (57), ="
., h .
(53) (});‘-;),:“ =0
et

! a
(34) ff hir|tyrdrdt—=o.

Par conséquent
ow B
(35) [()_t]/:“_&,_,,

quelle que soit la valeur attribuée & r. Cette égalité, rapprochée de
I’égalité (31), met en évidence la discontinuité de la dérivée premiére

2; au point r=a, t=o0, qu1 se presente ainsi comme un point

singulier. On a, en effet,

ow _ B
(36) l—dj] /:0— &é
r>»a
et
dw
3— —_ = 0.
( /,) [ ()t] =0 °
o . , . (o, Oh
De méme si nous nous déplagons surla droite r= a, la dérivée 5 élant

. - h
continue pour t=o, tend vers o. 'D’autre part 2

7
¢ A
ff wrdrdt,
0 0

étant également une fonction continue de ¢, tend vers o, on en conclut

= o. L’intégrale

=a &«

Y
£

et

%y
( 39) [F] e =0
=0

r
14
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ce qui met en évidence la discontinuité. On peut- interpréter ce
résultat de la maniére suivante :

Sih(r|t) représente le champ des vitesses  l'instant z, la dérivée g—f

1

représente, a cet instant, ’accélération des particules fluides qui se
trouvent a la distance r de ’axe du capillaire. Comme les forces de
viscosité sont fonction des vitesses de ces particules, ces forces sont
nulles lorsque I'équilibre existe et elles croissent a partir de zéro
lorsque cet équilibre cesse de subsister. A linstant précis de la
rupture d’équilibre, I'accélération de toutes les particules dépend
donc uniquement des différences de pression. La différence de pression,
aux extrémités du capillaire, a une valeur constante en tout point de la
section. Donc I'accélération a la méme valeur, quelle que soit la
particule considérée dans cette section. En particulier 'accélération
a cette valeur (non nulle) pour les molécules en contact avec la paroi
et correspondant & »=a. Or, pour ces particules, la vitesse reste nulle
au cours du mouvement. Leur accélération est donc nulle. D’ol
contradiction avec le résultat que nous venons d'énoncer. Cette
contradiction, valable pour ¢= o, n'existe plus & I'instant 0, si petite
que soit la valeur attribuée a 0. La discontinuité signalée disparait
ainsi au cours du mouvement 4 I'instant méme ou 1’équilibre antérieur
cesse de subsister. ’

8. Resumi pes RESuLTATS oBTENUS. — Nous avons démontré que, da_ps

la région R
osra, o<t<T,

le développement

(1) 2 I6@P‘ a ’ e_‘;;’/

12pxt — (2t + p)? Jo(x)

étendu 4 toutes les valeurs x, qui sont racines réelles de I'équation
(2) apd (z) —x(xt + p)Jo(z) =o,

représente une fonction définie et continue, des deux variables ret z.
p ,

5 définie et conlinue en

Cette fonction posséde une dérivée premiére
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tout point de R. Au contraire, les dérivées ’d% et (%— sont discontinues
au point r=a, t=o0. En dehors de ce point, la fonction ainsi définie

est une solution de I’équation intégrale

dPw  1dw  fatdw 4 8r
(3) (V—F—————Q—%—ae—?ff«v(r|t)rdrdt:o;

les constantes qui figurent dans les expressions (1) et (3) ont respecti-
vement pour valeur, dans le probléme hydrodynamique corres-
pondant au début de 1'écoulement dans un viscosimétre

(4) S:Ef—:‘: [sin6+h—+h—]:i——h2];
(5) a?—= P{;-;
_pgat [ 1],
©) =t [a )
(7) p=162a2,

ol p désigne la masse spécifique du liquide étudié, v son coefficient de
viscosité, g I'accélération de la pesanteur, a le rayon du capillaire,
a, et a,lesrayons des récipients cylindriques extrémes, 6 I'inclinaison
du capillaire sur le plan horizontal, 4 la différence de pression
exercée sur les surfaces libres, %, et A, les distances de ces surfaces
libres aux extrémités du capillaire, L la longueur du capillaire.

La solution de I'équation intégrale ainsi définie satisfait aux
conditions

(8) w(a|t)=o;
(9) w(r|o)=o.
Lorsque la longueur du capillaire augmente indéfiniment, (. tend
vers zéro.
Les racines z de 1'équation (2), qui sont des fonctions continues

de i1, tendent vers les racines de I'équation

zJy(z) =0, .
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c’est-a-dire vers les zéros j, de la fonction de Bessel d’ordre zéro

(10) I (%”>_Jo(x) N (2,@.).
D’aprés [4, (10)],

0 JO 'on n .
(11) d o :5’ 2 3o

D’oti résulte que le terme 1 a pour valeur limite

J r .
- 86 ()
T3, Ji(Jon)

On retrouve ainsi I’expression qui a été obtenue directement par
M. Grumbach dans son étude de ’écoulement libre des liquides dans
les tubes capillaires de trés grande longueur.
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