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ÉTUDE D’UNE ÉQUATION INTEGRALE DE L’HYDRODYNAMIQUE. 163  
Etude d’une équation intégrale de l’hydrodynamigue

du fluide visqueux (écoulement laminaire en régime
variable);

'

PAR HENRI PONCIN.

INTRODUCTION. —— La connaissance exacte des coefficients de viscosité
est fondamentale dans de nombreuses questions d’hydrodynamique
et de physique moléculaire. L’une des méthodes de détermination,
parmi les plus commodes et les plus précises, repose sur des mesures
de débit lorsque le fluide s’écoule dans un tube cylindrique capillaire.
L’interprétationdes phénomènes observés, telle qu’on la trouve dans
les traités classiques, a pour base l’hypothèse de Newton relative à
l’action réciproque de deux éléments fluides contigus. Elle supppose
en outre l’établissement d’un régime permanent symétrique par
rapport à l’axe du tube, dans lequel le liquide adhère à la paroi et
s’écoule par filets parallèles à l’axe. Dans ces hypothèses, les équa—
tions 'de Navier peuvent être intégrées facilement parce qu’elles se
réduisent à des équations différentielles ordinaires.

Soient a le rayon du capillaire, L sa longueur, AP la différence
entre les pressions à l’entrée et à la sortie, 71 le coefficient de viscosité
du fluide, w(rlz) la vitesse et p(r| z) la pression au point M situé à la
distance r de l’axe du tube et à la distance z de son origine. Les
équations de Navier admettent la solution indépendante de t

w(rlz)= —A—P—[a’—r’],[mL
AP=p0+ Îpz.

qui sert de point de départ pour l’interprétation des résultats expéri—
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164 HENRI l’ONCIN.

mentaux au moyen de formules analogues aux formules classiques de
Poiseuille, de Stokes, etc.

Après avoir analysé avec précision les conditions nécessaires à une
mesure exacte des coefficients de viscosité, M. Grumbach (‘) a été
conduit à étudier la période variable de l’écoulement et m’a signalé
l’intérêt qui s’attache à la détermination et à l’étude des solutions des
équations de Navier qui dépendent du temps suivant la forme des
conditions aux limites et des conditions initiales. Même lorsque les
caractères de l’écoulement sont analogues à ceux des écoulements
Poiseuille, l’étude de ces régimes variables présente des difficultés
d’un ordre beaucoup plus grand que l’étude des régimes permanents.
Au lieu d’équations différentielles,on a en effet affaire à des équations
aux dérivéespartielles ou à des équations intégrales.Dans son Mémoire
« sur l’écoulement libre des liquides dans les tubes capillaires »
(Journal de Physique, t. IX, 1938, p. 49). M. Grumbacln a déterminé
explicitement les solutions du problème dans le cas d’un capillaire
d’une longueur très grande par rapport à la hauteur de liquide qui le
surmonte. Il en & déduit d’importantes conséquences au sujet de la
précision avec laquelle les mesures de débit, dans les viscosimètres
à écoulement libre, permettent de déterminer les coefficients de
viscosité.

Dans un esprit différent, M. Szymanski (") a étudié, dans un
important Mémoire publié au Journalde Mathématiques, les solutions
de l’équation

()’W | ()W 0w
’

7ïF +
;- 7;7

“ m —f(“

qui permet d’obtenir de nombreux résultats sur les écoulements du
type Poiseuille lorsque la différence de pression aux deux extrémités
du capillaire est une fonction connue du temps f(t).

Toutefois certains types d’écoulement ne rentrent pas dans cette
catégorie, car la différence de pression Ap y est en relation avec la
fonction inconnue w(t). Tel, par exemple, est le cas des viscosimètres 

(') Gnunxcu, Journal de Physique, t. 9, 1938, p. 49.(’) SZYIANSKI, Journ. de Math.pures et appliquées, t. 11, fase. [, 1932, p. 67.
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à écoulement libre. Le roblème est alors lié à l’étude de l’é nationP ‘!
intégrale

()‘-’w 1 ()W ()W ' 'fi+;Î —æ——C+ffW(ï|t>ld/dl.
Nous nous sommes proposé d’étudier dans ce Mémoire les propriétés
des solutions de cette équation intégrale.

POSITION DU PROBLÈME. — A l’instant initial le liquide étudié est en
équilibre dans deux récipients S1 et S., reliés l’un à l’autre par un
tube capillaire de rayon a et de longueur L, faisant un angle 6 avec le
plan horizontal. Nous supposerons que les portions de S.' et S2 qui
intéressent le mouvement sont cylindriques et ont pour rayons a1
et ag. La discussion des résultats correspondant à des conditions
expérimentales différentes et généralisant le problème étant réservée
pour la suite du Mémoire. Les niveaux L. et L2, atteints parle_liquide
dans S4 et 82, sont distants de H. et H2 des extrémités A. et A2 du
capillaire (distances verticales). On exerce alors des pressionsp, et p._.

constantes, sur les surfaces libres. Un mouvement se produit, le
liquide s'écoulant dans un sens déterminé à travers le capillaire. A un
instant :les différences de niveau entre L1 et A4 d’une part, L._, et A2
d’autre part sont respectivementH,(t) et H2(t). Leurs variationssont
liées aux constantes caractéristiques du liquide : la densité

@
et le

coefficient absolu de viscosité n. Leurs mesures permettent donc la
détermination de ce coefficient, si l’on connaît de façon suffisamment
précise la forme des fonctions H1 (t) et H2(t).

Nous pouvons admettre comme conforme à l’expérience que, dans
les conditions d'emploi, l’écoulement à travers le capillaire s’effectue
par filets parallèles à l’axe du tube et que les variations de pres—
sion dans les récipients extrêmes S. et S2 suivent la loi hydrosta-
tique. [Cf. par exemple DUCLAUX, Viscosité (Actualités Scientifiques),
Hermann] (‘ ). Dans le tube capillaire A. A2 la vitesse w d’une parti-
cule (parallèle à l’axe oz du tube) ne dépend que de la distance r de
cette particule à l’axe et du temps t. p désignant la pression au point 

(‘) On trouvera dans le Mémoire de M. Grumbach une importante bliblio-
graphie sur l’état actuel de la question.
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considéréet 0.1: désignant une horizontale située dans une section
droite du tube les raisonnements classiques de l’hydrodynamiqne
conduisent aux équations de pression

ôp _ .

“> @+“
01°2 ——+ 0086: ;( )

()
dy Pt? 0

. à(3) :

_

, % +pAw+pgsxnâ=pd—Î

et à l’équation de continuité
ôw__(4)
—ô—Z

—0.

D’après (4), w est indépendant de 5; il en est donc de même de
-Z—î

(équation 3). Par conséquent si à l’instant t la différence des pressions
en A. et A2 est Ap(t). On a

@) %=f@m.
Soit H la hauteur de la colonne liquide qui équilibrerait la diffé-
rence de pression 1). —-p,. Lorsque l’extrémité A, du capillaire est au-
dessous du niveau libre S2

(6)! ' AP(t)=PË[H+HaU)—H2U)l-

LorSqu’elle se trouve au—dessous

(7)
_

Ap(t) =pg[H+ H1(t) + He(t)]-'

Le volumeliquide qui s’est écoulé entre les instants o et t' a pour
valeur

 
! aa '

(8) . V(t)=2nfj w(r|t)rdrdt.

I‘l—‘en résulte une diminution de H, définie par
l . '

v@) Hr4mo=næï
une augmentation de H2 dans le premier cas, une diminution dans le\
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second, telle que
_ VU)(IO) |H2(t)—H2|_Œ.

Onadonc
(11) Ap(t)=pg[ll+lll—Hg—%(älî+â>V(t)]
ou bien

1 I I(12) Ap(t)=pg[H+lh—Æ-H«;—ï(äî+zg)V(t)].
Portons cette valeur dans les équations (3) et (5). Nous formons ainsi
l’équation intégrodifférentielle

(13) ——()—r (rà—>+pg[sin9+ —-—L——
L a ‘

2 1 1
" âw

que nous transformons au moyendu changement de variables r” = a‘*‘ u
pour aboutir à l’équation

(l4) d—î(uZ—î>—a°—ÛÎ
âc__v —À ffw(tlu))dudt+fi=o,

0<u<1o<z<z

 (15) «==
4%

a’;‘
_Pé’a’ L L“"’ ’ ““!mL la? +aâl’
—Œ . h+luih°(17) {3_

471 [51n0+ L

Nous devons exprimer, d’autre part, qu’à l’instant initial les parti-
cules fluides sont en équilibre. D’où
( 18) w( u

]
o) = o

et que les particules qui sont au contact des parois ont, à tout instant.
une vitesse nulle. D’où
(19) fl)(llt):=(h
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Pour simplifierl’écriture nous désigneronspar A…[f]u, t] l’opéra-
teur, à deux paramètres

(zo) d—dl—t<ugîft)—a’%Ë—À[l[[f(u,t)dudt

applicable à une fonctionfquelconque des variables u ettqui possède
des dérivées partielles des deux premiers ordres.

Aveccettenotation, le problème qui nous occupe revient à chercher
une solution de l’équation intégrodifi‘érentielle
(?") AaJ[f—(ult)l+fi=ü
telle que
(22) tt‘((t]u):W(llt}=n.

ETUDE DE L’OPÉRATEUR A…[f|u, v]. — Soient u et «' deux variables
reliées par la condition
(1)

’

v’—40Ëm*u=<;.

Nous désignerons par B…f(u) l’opérateur de Bessel d’ordre zéro
relatif à la fonction f et à la variable v, par .]0 et J,, les fonctions
classiques du premier groupe de Bessel d’ordre zéro et n, par [0 I,, les
fonctions du deuxième groupe.

1. DÉFINITION D’UN ENSEMBLEf,- DE FONCTIONS RÉELLES. —— En appliquant
l’opération A à une fonction f des deux variables indépendantes u
et t de la forme
@) f(u,t)=e_m"fi(u),
nous obtenons
(3) A‘\a,—,_[f(u, t)] =])…[fi(u)] e_'”‘”— )— Fi.

m'—’

Dans cette formule F,-désigne une intégrale définie liée à la fonction f,—

et déterminée par
(4) - E—=f fi(u)du, ‘
et D…, désigne un opérateur fonctionnel relatif à la fonction j}, à la
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variable a et dépendant de trois paramètres a, m, )\ ayant pour
expression  (5) D…[fi(tt)l=a’m"B,,.[_fl-Eu]+ n)i° Fi.

Nous définissons l’ensemble de fonctions f,- par les conditions
suivantes :

1° Ce sont des fonctions de la variableu, définies et continues pour
toutes les valeurs de la variable a de l’intervalle o, 1 et possédant des
dérivées continues des deux premiers ordres.

2" Ces fonctions s’annulent à l’extrémité 1 de l'intervalle où elles
sont définies.

3° Pour toutes les valeurs de u entre 0 et 1 on a

(6) D…[fz(u)]=

Une quatrième condition sera imposée à "la fin du paragraphe pour
obtenir une détermination complète de f,—. Nous allons obtenir expli—
citement un ensemble/Ku)dépendant de deux paramètres.

On a, en effet, en désignant par Ki une constante réelle, () 1) J K-]— = =K- ’ mm.] )d ”“'
7 m[ 0+ : —Ûlm l+”2d‘_ïn’

0

o(V)l
V—l—m

-

Par conséquent l’expression D…[J.,+ [c,—] sera nulle si l‘on choisit
pour Ici une valeur définie en fonction de X, oc, m par

20.111

(8) Aii=_——zac“ ln2[À+_———a——°m‘| f J°(V)’ dv

L’intégrale qui figure dans le deuxième membre de cette relation est
facile à calculer. En tenant compte, en effet, de

(9) J(v)=î—J'+—J.(V),
on peut écrire
(IO) jvJ0(v)dv=fvdJfi—fJ,dv
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et une“ intégration par parties conduit à

(11) foJ,(v)dv=vJ,(v).
Portant cette valeur dans la relation (8), nous obtenons l’expression
de [c,-sous la forme

}—mJi<”m( I 2) la:
Il'résulte de là, que les fonctions J0+ lc,— satisfont à toutes les condi—
tions relatives aux fonctionsf.-, si la valeur lc,— peut être choisie de façon
telle que l’on ait
(13) ki=—Jo(zam).

Posons
(14) 2am=æ;
(15)

_
16a’A=p..

La comparaison de (12) et (13) conduit à une relation entre les para-
mètres a,.X, m sous la forme d’une relation entre a: et u
(16) U(æ_|g)=zpJ,(æ)—æ(æ*+p)J,(æ)=o.

A toute solution réelle x(p.) de cette équation correspond une
fonctionf!définie à un facteur près. Nous achèveronsla détermination
par la condition
4° F,=f f,—(u)du=1.

On obtient, dans ces conditions,

J
”

—J0 ,-

_(17) fz(u)= P____—l
°(æ;È/i)(æi)

(œ )].

En anticipant sur les résultats qui seront démontrés dans les para—
graphes suivants, nous pouvons dire que la formule (17) définit un
ensemble de fonctions à deux paramètres, le paramètre i qui pourra
prendre toutes les valeurs entières positives et le paramètre y. dont la
valeur est liée, ainsi que nous l’avons vu, aux caractéristiques du
liquide et du capillaire. Ces fonctions satisfont aux quatreconditions
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que nous avons explicitement formulées plus haut. On en conclut la
relation

'

_%:z‘ _ _&_ __ xÏJo(æi)
(18) A… le fi(u)l — _

4æg
_ ,4[2J1(æi) —æiJo(æt)l 

qui sera utilisée ultérieurement.
Les deux dernières formules que nous venons d’écrire supposent

l’existence effective des nombres x,- liés à chaque valeur de p.. Il nous
faut donc étudier la correspondance entre ces deux variables. Les
formules écrites supposent la réalité de mi. Cependant nous ferons
l’étude complète dans le plan complexe œ; entier, de façon à obtenir
d’un seul coup toutes les formules qui nous seront utiles dans ce
Mémoire.

2. ETUDE DE LA CORRESPONDANCE ENTRE LA V@RIABLE P—
ET L’ENSEMBLE NUMÉ-

RIQUE œ; ATTACHE A—L’ENSEMBLE FONCTIONNEL f,-. — a. Pour les valeurs
réelles de a:, variant de façon continue, l’équation
( 1 ) , U (xl (J.) =' o

définit une fonction u(æ) continue, sauf aux points de l’ensemble ‘ç'

défini par -
,

<f_2> ‘__

'

__

U«<ë>=eJl<a>—aJç<z>=o.
Si nous désignons parj… etj.,…_H deuxzéros consécutifs de la fonction
de Bessel d’ordre zéro, on a

(3)
’

U1(jo,n)Ui(jo,n+i)<o'

. D’autre part, la fonction U4 (sv) est une fonction entièredont la dérivée
dU(4) d—;=Jo<æ>+ <æ—Ë)Mx>

prend, en un point de l’ensemble E, la valeur

(5) (Ê)Œ=E — ; J0(E),

. . ,. . . dU, .mais U, (cv) est continue dans lintervallejo,n,h,n+,et % ne saurait
av01rle même signe aux différents points de l’ensemble E intérieurs à

Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 2, 1940. 22
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cet intervalle. Par conséquent, il ne peut pas exister plus d’une
valeur E dans cet intervalle. La relation (3) montre qu’il en existe
une. Pour une localisation plus précise des valeurs E, on peut consi—
dérer l’intervalle j…… j…,… et obtenir des résultats analogues aux
précédents.

Dans le domaine de l’origine, on a, d’autre part,
(6)

_ U1(x)=%Î +B<æ>ææ

O(x) étant une fonction bornée en valeur absolue. En ordonnant les
valeurs remarquables obtenues jusqu’à présent suivant une suite
croissante, nous obtenons la suite infinie

“! Et) .]011 .Il“ En .]02! .]1'2: ---; jtm ân: ./ona Jin—Ha E_n+h

La fonction p.(æ) définie implicitement par l’équation (1) est donc
continue dans l’intervalle jo,,,j.,n+. et, comme (—1)”+‘J.(io,n) et
(— I)”J.,(j. ,…) ont des valeurs positives, les deux expressions

U(l"‘ |jo,") U (P" ljhn+1) et Pl./2,11+1 + “]
ont le même signe.

Supposons d’abord p. positif. L’équation (1) considérée comme une
équation en 3: aura un nombre impair de racines dans l’intervalle
jo,nj.,,… et à une variation infiniment petite du correspondra une
variation infinimentpetite dx définie par

(7) U1(æ)de+ [(H—5ŒÏ)J0(æ)+<æ‘+…c_ _“) L…]
dæ=o.

Si le point considéré appartient à l’ensemble E, on peut mettre cette .

expression sous la forme

El__°_J;EÏ) l2Ei}dl‘L+(P,- —12}LE2+2P—Ei+gt)dæl‘

Le discriminant de la forme quadratique en p.qui figure dans cette
expression a pour valeur

12;" (3 — €?)

et par conséquent dp. et dx ont même signe si 5,- est supérieur à \/ÎÏ , ce

qui a lieu effectivement pour toutes les valeurs de i à partir de i: 1 .
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La relation U(æl{L) définit donc dans l’intervalle E,,j…,, une

fonction-«:(11.) dont les valeurs extrêmes sont
xn(0)=jo.m æn(œ)=En(+ 0)-

Lorsque [J. prend des valeurs négatives, on aboutit à des conclusions
analogues. Dans ce cas, on peut écrire

jo,n< Œ'n< En+l;
xn(0)=jn,m æn(_ œ)=En+1(— 0)-

Il nous reste encore à considérer l’intervalle o <æ< E,. Or, dans le
domaine du point x = 0, U est infiniment petit en valeur absolue et a
le signe du paramètre y.. D’autre part

U(joth-) =2P‘"!(jül)

a également le signe de p. et

U(-l'“°lF) =—Ei J0(ê1)

a une valeur positive. Enfin, si y. est définie en fonction de a: par" , . . .leequation (1 ),
—æ

sannule pour les valeurs de x qu1 sat1sfont
à l’équation
(8) 3JJJä(æ)—6Jo(æ)J1(æ)—l—æJÏ(Œ)=O.

Or cette équation admet une racine et une seule dans l’intervalle oE,.
Cette racine correspond à la valeur 1,71 de a: et M=10,77 (à
1/100° près).

Il résulte de là que pour les valeurs négatives de y. et pour les
valeurs positives supérieures à une certainequantité M dont l’ordre de
grandeur est 10, l’éequation U(x| 1): 0, où 11 a une valeur donnée,
11’admet pas de racines réelles de module inférieur à E.. Pour les
valeurs positives de p. inférieures à M elle admet deux racines x. et a:,
qui, lorsque l’on fait varier p. de façon continue, définiSsent deux
fonctions continues, la première croissante, la deuxième

décroissante,
dont les valeurs limites sOnt définies par

w,(o)=o, JJ1(M)=I,7I;
a:,(o) =j,,),, .I:—_;(M)=l,71.
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Dans les calculs numériques liés‘a l’étudedes écoulements laminaires,
cette fonction æ,(u) a une grande importance. Aussi dressons-nous
un tableau de correspondance permettant de suivre ses variations
dans le domaine utile.

Valeurs Valeurs
Valeurs correspondantes de p. Valeurs correspondantes de p.

de a:,(u). (à 10" près). de .z:,(u). (à lO“‘ près).

2 10“’ ....... 0 0003 0,5 ....... 1,9143
4 » ....... 0,08189 0,6 ....... 2,/486

10“l ....... 0,0907 0,7 ....... 3,6001
0,2 » ....... 0,3168 0,8 ....... 4,5670
0,3 » ....... 0,5473 0,9 ....... 5 6010
0,4 » ....... 1,2417 1 ......... 6,6590

Dans le domaine de l’origine, la fonction x.(p.) est une fonction à
deux branches. La fonction  x=x’(“)

(J—

est holomorpheet définie par l’équation

(_ l)"!J.an+1 P_(9) ÎS[2.64.6 …(2n——4fl [ + T(n——1ÿn(n4—U]
_

D’où l’on déduit

 
œ—

Il C

1 65 ° .(10) X=ÿ+g%+32_—TEF'+ONF)HÜ

0. (u) restant finie pour p. = 0. On a donc 
Dans le même domainex,,(u) est holomorpheet définie par

(12) xn(F)iJ.o,n_—j_Ë—I—L+'2—(J'gnon—)IJ—2
+63(F)P'a

j…, désignant le zéro d’ordren de la fonction J 0 de Bessel et Ô, ( y.) étant
bornée pour u: 0. ,
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b. Lorsquex prend des valeurspurementimaginaires de la forme {y,

l’équation (I) s’écrit sous la forme
(13) 2pL<y)—)‘[y‘+y]lo(y)=o,
où L,(y) et II (y) représentent les fonctions d’ordre 0 et 1 du second
groupe de Bessel (‘), dy. et dy étant des variations infiniment petites
de p. et,de y à partir de deux valeurs associées, on déduit de (13)
l’inégalité  ' , d .. .

.,(14)
d—ÊÎ

[y1; (y) + 61..()')11(y) —— 3y15 …] > 0.

Ceci posé, si l’on étudie les variations de la fonction ï’gä , on constate
0

que la courbe C. représentée dans le plan (y. , ya) par l’équation
(15) (.y2)IO(ÏI)—Ii(yl)=oy

n’a qu’un point commun avec la cubique C2 d’équation'
(16)

,

yJä +6ya—_3yl=o,
le—point (0,0). Or, au voisinage de ce point, on peut écrire

& I1(Ï1)_Ï1_ÏÏ ;)(17) W_Î Ë+0()fi)a

tandis que l’ordonnée du point de la cubique C2, qui correspond à
l’abscissey, , est définie par

æ_y_ä‘(18) J’== 2 2û+°(Ïi)-
Il résulte de là qu’au voisinage de l’origine et par conséquent, d’après
la disposition des courbes C1 et C2, pour toutes les valeurs positives
de y1 on a

(19) , 11()’1)—)’210(y1)<0,

et par conséquent
.

(20) ylî(y)+ôlo(y)l,(g')—3ylä(y)<0-_ 
(‘) Wmrnxiæk and WATSON, Modern Analysis, Fourth Edition, 5 17—7.
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A chaque valeur positive de y correspond une valeur négative pour
_ .7’ Io()’)(… “—Iî(y)—ylo(y)

bien déterminée et finie. Pour y: 0, y… = o et lorsque y augmente
indéfiniment

|
y.] augmente également au delà de toute limite. Réci—

proquement, à une valeur quelconque négative attribuée à p. corres—
pondent deux valeurs bien déterminéesde y, opposées.

En résumé, pour toute valeur négative attribuée au paramètre p.
réel, l’équation

U(1‘
[
a) = 0

admet deux racines complexes conjuguées dont les affixes sont situés
sur l’axe des quantités imaginaires. Lorsque p. tend vers zéro par
valeurs négatives, ces points tendent vers l’origine. Pour les valeurs
positives de p., il n’existe aucune racine, représentée par un point de
l’axe imaginaire.

c. Considérons maintenant, dans le plan complexe :- =œ + {y, le
contour F(p|cp) limité par le rectangle dont les sommets ont pour
affixes -_l— {: ei‘i’,

@
et q: étant choisies de façon telle que l’expression

«

cosq: __ _1_

Tr 4

soit égale à un nombre entier m. Dans le domaine D(p
!
cp),qlimité

par F, les deux fonctions

 
(m) F.<z)=z*W)
et ,

.
,

(23) FAz>=$[aL<s)—zh<zfl

sont des fonctions holomorphes de la variable complexe :.
Pour [3 [

suffisamment grand les expressions de J0(:-) et de J1 (::) se
calculentpar les formules asymptotiques -

(24) Jo(z)=\/Të[ao(z)cos(z—g)+bo(z)sin<z—
1r

5

.(25)4
. J,’V(z).=\/%[a,(lz)cos(z—;) +b,(z)sin<z—Ë)}‘
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où a0(5), a,(:), bo(5), b.(s) désignent les fonctions définies par les
séries semi—convergentes

(26) ao(z)=x—Ë£Si—s—g+o(à);

(27) b0(s)=-8—Ig+o(à);
(28) a1(s)=8î_+o(_—Iî);

15(29) b1<=>=‘+Tssî+°(ä)'
Désignons par a'0, b'0, a'1 , b; les modules maxima des fonctions ainsi
définies sur le contour F, par aä, bg, a:, b'; les modules minima.
Lorsque m augmente indéfiniment '

I Il .a0Nl, (loNl,

a'flv
3

(‘PËË
7Ë

 
Spcosq; ).

”'«N
3

(@ïz);Spsiu9
 

(30) 'N1, b';œ1;

8pcosç -‘-\l=l

]
b0N 8p sinq> (CP

Considérons la portion du contour I‘ contenue dans le premier
quadrant. Soient A le point situé sur Ox, B le sommet pci? et Cle
point situé sur Oy; M le point de I‘ situé à la distance 3 de AB et à la

sa.

V\_/

"A
4-\1

:]

  

distancey de 0æ_
Ona

‘
,

‘ ! h2 +cos2ô‘3 .): 5—2 =î_l__..( 1) r1 cosk 4) 2
,

2 _(32) rtf}: sin<z_Ë)l =ghïf_;Œê’
 

et, d’après (24) et (25 ),

|J,(M)
a',r',+bçrî_,

_]
.(33) ” , ,"(M) “Uri—bio,“) 
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Si M est un point de AB,
ô=o, (o<y<psina);

r1=ch_y, r2=shy.

 

J1 a', + b'' thy
_(34)

JÎ, a;;_b'othy’
,

I I n : TC

a'bo—a0b4N'—/z__ë——I (pourcp>—>;(35) i
64p cos cp 4

r I Il ; 3 7Î

(a4bo—aob4NW—l <pourcp<Z)'
On adonc
(36) a’' b3—aäb',<o,

et le maximum de la quantité qui figure au second membre de
l’inégalité (34) correspond à y= o eta pour valeur Z—,‘, dont l’expression

0

asymptotique est ?—,‘, rv 3. - Si M est un point de BC 8 a unea()
8

smcp ’
coscp

 
valeur comprise entre 0 et m11— g- Quand M décrit BC, 0058 prend
donc toutes les valeurs comprises entre — 1 et + 1,

r’' =rî_,=ch(psincp),
r'j= sh(psincp).

En étudiant les variations de a'. r‘ + b'.r, le long de BC, on trouve

«L

Je
a’1 th(p sincp) —|—b'4

M a:; th(psin<p) ——b'0  

L'expressionasymptotiquedu deuxième membre est
1

sincp
2?

'COSCP

 I

'Il en résulte que, à chaque contourT, nouspouvons faire correspondre
un nombre RQ“), qui reste borné supérieurement par un nombre R
tel que, lorsque le point M d’affixe z décrit le contour P, on ait

J1(5)(38)
.

m,Ï_<R(I‘)<R.
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En choisissantm assez grand, on aura donc, pour tout point M situé
sur I‘ , - .

(39) IF2(Z)I<IFi(Z)I-

L’inégalité (39) sera en effet assurée si l’on a

IL(Z)2 …,, <l—"f’l-HlZl- (4°)
 

Or le premier membre admet une borne supérieure R, le deuxième
membre a pour-valeur minima

TCp5sin5cp—pp sincp <sicpgû)»
.. . . TC

, p° cos°cp — pp coscp (sx cp 2 K) -

Posons
— S(m)=£f—O(&m—I)[(4M—I)"TÜ—2"p],

il existe une valeur m, telle que pour m > m.
(4!) R<S(m),

et, a fortiori, les inégalités (40) et (39) seront vérifiées pour m> m.“.
Pour un contour I‘ satisfaisant aux conditions trouvées, on aura

2J1(z)_ZJ0(Z) <1’2 _“‘ )
.

zäJo<s> &

et par conséquent, lorsque 2 décrit le contour I‘, le point d’affixe _

_ p. 2J,(z)—:J,(z)(43) Z_1_52J0(z) Z3

décrit une courbe fermée ]" intérieure au cercle de rayon unité dont
le centre a. pour affixe le point Z=I. Si nous supposons que le
point M(z) décrit le contour F dans le sens direct en partant de A
pour y revenir, le point Z décrit la courbe ]" et les variations de
l’argument de Z sont telles, qu‘après le circuit cet argument reprend
sa valeur initiale. Si nous considérons les variations pour un même
circuit des argumentsdez’J,(z) d’une part, de

z*J,(z) + -Ë[2J,(z) — zJo(z)]

23Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1940.
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d’autre part, il résulte de ce que nous venons de constater que les
variations sont les mêmes et, par conséquent, d’après un théorème
classique de la théorie des fonctions analytiques, les équations

_

(44) F.(:)=u
et
(45) l“.(s)+F._,(s)=n

ont le même nombre de racines à l’intérieurde F. Or, l’équation (44)
admet, comme racines, l’origine (racine double) et les zéros de J.,(:)
(au nombre de m). L’équation (45) admet donc (m+2) racines à
l’intérieur de F. Or, dans les paragraphes précédents, nous avons
déterminé les racines situées sur l’un ou l’autre des axes Ox et Oy, il
est facile d’en déduire le nombre des racines complexes. On arrive
ainsi au résultat suivant, M étant la quantité calculée au para-
graphe2 a :

1° pour pt < 0 l’équation U(æ! u) = 0 a une infinité de racines réelles
appartenant à la suite a:, étudiée au paragraphe 2a et deux racines
imaginaires pures étudiées au paragraphe 2b;

2° pour 0 < p. < M l’équation U(xi p) = 0 a toutes ses racines
réelles. Ces racines appartiennent à la suite œ,: étudiée au para—
graphe 2a;

3° pour p. > M l’équation U(æ | y.) = o admetune infinité de racines
réelles appartenant à la suite cv,—.

Elle admet en outre deux racines complexes.
Les variations des affixes correspondant aux différentes racines de

l’équation, lorsque p. varie, se déduisent facilement des rensei-
gnements trouvés dans les études faites aux paragraphes 2 a, 2 b, 2 c.
Notons que, dans les conditions d’emploi des viscosimètres à écou-
lement, nous nous trouvons dans le cas où toutes les racines sont
des racines réelles.

5. ETUDE DE L’ENSEMBLE FONCTIONNEL f.—.
— A chaque terme de la

suite x,— définie au paragraphe 2 a, nous ferons correspondre la fonc—
tion f,—(u) définie et continue pour toutes les valeurs réelles de u de
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module inférieur à l’unité déterminée par la formule

(I) j‘i(u«)=Î'äÎèi—)[Jo(æi\/Z)—JO(ŒI)].

Avec les notations du paragraphe 1 la fonction f,—(u) satisfait aux
conditions
(2)

'

Fi=l;
(3) DL(fl)=O;
(4) j}(l)=0.
Ceci posé, soient a:,— et æk deux termes distincts de la suite et soient f.—

et fk les fonctions correspondantes. En vertu des conditions (3) nous
pouvons écrire
(5) f‘[D (fi) fk— Dr_ä(fl)fz]d“=

‘ df,
d_f_L“” [.f[ “(ff)fW<)]

T°
‘J— Fk F," _-(ll)dll+
E [T]?

—
_Î'Ï]—O.

La première intégrale étant nulle en vertu des conditions (4), on en
déduit
(7) ff;(u)f;(u)da='æ“_2 |"! æ7

          

 
On a, d’autre part,
(8)

‘

ffi(“)Dfi[fl(u)]du=o,
expression que l’on peut mettre sous la forme

(9) ffld<u£%)+ æ'ff}-’(u)du+4——__,ï=o,

OP
1f “(ü ”d

0 0
du

v—.

fjw@ä—f—z>=lfz—f:

__fx£Œ__fif ‘iJi(”)dv_
0 2dv_ æ,‘0 2Jä(æl) ’
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(u) fOVJÏ(V)dv=Ë[Jà-Ç(V)+Jï(w— ëJo<v>J1<v>]-

On déduit de là
' J (…… <æ;> 2 J1<:£,-5* æf(12) [fl(u)dU——[—_—O(æl) —î—J0(Œi)—ÎL_].

En tenant compte de l’équation (13) U(Œï|P—)=Oi
J,(xi> w($‘+H>.

(14)_ ;
_

,

; J0(æ,-)=…. sz —

’
.

,(i5)_ j;;……—v: <æ_+%>T—À
Considérons maintenant l’ensemble des termes de la suite xi

limitée au terme de rang n et associons à chaque fonction f(u), ou
ce qui revient au même à chaque valeur de cv,—, un coefficient numé—
rique et suivant une loi déterminée.

La fonction i=n

(16)
‘

gn,a<u)=2cifl<u>
l-. l

est une fonction définie et continue pour les valeurs réelles de ude
module inférieur& l’unité. -

En vertu des conditions1mposées à f-(u), on a

(17) g,…( 1 ) = 0, quel que soit 1ensemble 0;

et
_

(18) f g,…(u)du
=Êc,—F

,-=20,—.

Soit m un nombre quelconque m < n, on peut écrire
1 !=”, 1 .1

(19) fg…(u)f…<u>du=2ef fl(u>Mu>duç+ch fä,<u>d:z,
0 !=1 a o-

la somme Z’étant étendue à tOutes les valeurs de 1 sauf celle qui
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correspond au terme de rang m. On en déduit,d’après (7) et (15);

(20) fg,… (u)f…(u)d‘u=Z—_ —+c…ffî,,(æ…)du.
i7£m

A chaque ensemble'c se trouvent ainsi associées les deux constantes

(21) C,(c)_=Ec,-;.

…) ‘ -' C<c>-Z—.,
et, d’après(2o),

!

.,
,

C2(23)
Gulli/ol

fÎn(“)du_
ÆT:I+

”T2<C) =fgfiaf'ndu'

Posons
…

_

_Jä(æ…)+Jî(æ…) 2 J1(x…) 2æ,",.
_(24) k(xm) _ Jä(æm)

_
fil)—… J0(Œm)

_ T '

on déduit de là ‘
' _ PC (0)(25) cm—

Fk(læm———)[fgna(u)f…(u)du—mv]
et, par suite;

i=n_ :      (261… @ 2,Îgæi,[fg<um<u>du— ”—…CÂËC)]fi(u>i=.l

c. A l’ensemble c, précédemment défini, associons de la même
façon la fonction de deuxvariables (u t) définie par

(27) Ma |
:) =Za—f:<u>e‘ïäï

D’après les conditions imposées aux fonctionsf, on a

(28) … (..:
>

_

_ ‘.
h(l lt)=0i

(29)
,

h(ulo)=g(u)
Si nous appliquons l’opération A à cette fonction, nous obtenons
grâce aux propriétés établies au paragraphe 1

(30) A…[h(u1t)]=ZC.-Dmi[fl(u)]e_mi'+12;%F
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avec m,—= %, et en vertu de 5 (3),

(31) Aa,x[h(ult)]=ûlaïcg=%C,(c).

S’il est possible de déterminer l’ensemble 0 de façon telle que l’on ait
(32) g(u)=o;
(33) PCz+4@=0,

la fonction h associée à cet ensemble satisfait à toutes les conditions
imposées au début du Mémoire àla fonction w(u | t). En admettant,
provisoirement, la possibilité de cette détermination, la relation (25)
détermine c,— sous la forme

.     [@ C, [@ ,.}3, i=_fi : l I( ") 0
p. k(a,) + p.’ k(aa)

D’où nous déduisons
_

,, _45
”"

æ Jo(æiv’u)—Jo<æi>.(35) On(u)_ Ïê k…) Jo<œi), ,

_45’“ J'?” Jo<:z'it/ü>éJo(æi> ——’
(36)

h,,(ult)_——H—izz1k(.z‘,-) Jo(wi)
(: .

Pour étudier la façon dont se comportent ces fonctions aux limites
des domaines,où elles sont définies,nous introduironsles fonctions de
la variable complexe 3 qui se confondent avec U et K pour les valeurs
réelles de 2, c’est—à—dire les fonctions définies dans le plan complexe
tout entier par
(37) U<z>=u[2L<z>—zh<z>l—z=Jo(:->;

2” J”(Z)+JŒ(Z) 2 J1(5v)_KZ =E__ 0 l _ _(38) (
p. Jä(z) + z J.,(z)

Pour les valeurs de z, qui appartiennent à la suite cv,—, on peut écrire
‘)

(39), K(æ:)= ff;,[…ææï— (@+ p)*] 
et
(40) [%]Z_r=— zpJo(xi)K(æ,-).
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Or, la fonction
; 22,2 ..(u W,(z)=—_[JK5\/u)—Jflü)],

U (»)

où u a une valeur déterminée est une fonction méromorpbe de 2. Elle
admet pour pôles tous les points de la suite x,— et ceux—là seulement.
Le résidu correspondantau pôle æ,- a pour valeur ,, _ $“," J0(æi\/;)—Jo(tfiil_(42) R1(-Li)—— ? ——_Jo(wi)k(aÿz)

,

__ v'_'Î fi(”)_(43) H.(æ.|u)_
F2 ‘k(.r,-)

Considérons le contour F,, obtenu en donnant à m la valeur n et à ?
7r ' . ‘une valeur quelconque,
Z

par exemple, on peut ecrire, d’apres (35)
et (42),

mm gæk>4@2mœmm

la sommation étant étendue à tous les pôles de la fonction W.(z
|
u)

intérieurs au contour F(n).
L’étude de la fonction W., dans le domaine du point à l'infini,

montre que, lorsque n augmente indéfiniment, la somme ZR.(æ,—|u)
tend vers zéro, quelle que soit la valeur attribuée à u. On en conclut
que la fonction g(u), obtenue en remplaçant dans l’expression (35) la
sommeE par une série infinie étendue à tous les termes de la suite ($,—),

est une fonction identiquement nulle.
A chaque fonction de l’ensemble g,,(u) obtenue, d’après (35), en

donnant à n des valeurs croissantes correspond, d’après (22), la
constante

_l—jll Ci _ 46
l

(45) cam—);,— —
wi..1 l'

ll Il‘ $  \/1 î@
..—

à la fonction g(u) limite des fonctions g,,(u), lorsque n augmente
indéfinimentcorrespond la constante __4c

”
w:(46) c=— Îl—ïäk(æi,
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limite de C,(n) lorsque n augmente indéfiniment. Pour calculer cette
limite, nous introduirons la fonction

_z‘Jo(z)(47) W2(z)— U(Z) 
dont le résidu, qui correspond au pôle cv,-, a pour valeur

"|

(48)
èP——KL(—-ŒÎ)

=R,(x,),

de sorte que
.

8{3Ï“"
C2 :_ — H., J‘[ ,(49) … , € -< >

et, d’après le théorème de Cauchy,

_ 455
“

(50) c,<n>—
Efl—…W*(Z)dz’

Par conséquent, en vertu des propriétés de U(z) dans le domaine du
point à l’infini
(51) 2=limC2(n)=—— @.

n)œ
P—

En résumé, sous réserve des conditions de convergence, qui seront
examinées dans le paragraphe suivant, la fonction i=m ;

45 ‘ x? J0(xifi)_Jo(æi) —x—lt
5 h ,! =-——- ' 4a’( a) (u

> a à…… Jo(æi> e

satisfait aux trois conditions suivantes :

h(1|t)=o;
h(u|o)=o;

Aa,x[h(u|t)] + p=o.

4. DÉTERMINATION ET ÉTUDE DE LA FONCTION w(u
|
t). -— Nous avons

étudié au paragraphe 2 les termes de la suite ce,-, lorsque p. est très
petit, et nous avonsvu que, lorsque p. tend vers zéro, les termes de cette
suite tendent respectivement vers les zéros j.… de Bessel. Nous allons
établir maintenant que j…, est une valeur asymptotiquede x,,, lorsque
n augmente indéfiniment, ceci quelle que soit la valeur attribuée à la‘
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constante p.. Dans l’étude de l’équation U(æ| p.) = 0, nous avons
démontré l’existenced’un terme de la suite xi entre deux zéros consé-
cutifs quelconques de la fonction J 0 de Bessel.

Si nous posons
(l) æn=J-0n+ im

E,, satisfait donc à l’inégalité

En <jon+1 —j0m
et nous pouvons écrire '

(2) J0(xn) :_ änJ1(j0n) +
%

[J2(jon+ 9nEn) _ Jo(jon+ 9nEn)]y

en étant une fonction de n dont le module reste inférieur à l’unité. De
même

? 'r'l
… J1<æn> =L<…> —

%”-J=<Jæ…>
+

%”
[J;;<j…+eta") — 3Jo<jon+ 9;;z…>]

avec
(4)

|
92,

| < 1)

En vertu des relations de récurrence qui existent entre les fonc-
tions J,,(z), on a, d’ailleurs, '

5 J2 .0n =iJ1 '0n -() (J )
J.…

(J )

Rappelons, d’autre part, les expressions asymptotiques

 (ô) j°"=”"—Î+sn+n+°<Èl;
(7) JÏÇÎ<m) =

fiÎ-on [! + 0<%>]
En tenant compte de U(æ| pt): 0, nous pouvons écrire

. . J2
.

Il(8) 2F+Èn [JÎ‘…+
HM…) —

J1ËJ+;l
+ E:);

[P— ‘+' (J‘on+ En)‘ +J-on(2jon+ în) Œâ + 2j0n£ïl + 2jän)]

+ Jil (.i0n+ 9;LE_IL) _ 3J0 (j0n+ 6InÈ_ll)  . E28J1(./0n) '"
J0(jon+ 9,,g,,) _ J,(_,°M+ 9,,g,.) . . ‘ _+ 4J1(jon) En(.lon+En) [(Jon+£n) +Pl—°:

Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 2, 1940. 24



;:8‘8 ..
_

', HENRI PONCIN.

et, d’après <5>, <6>, (7),
(9)

.
44

, €": 0. (,la) '

Tous calculs faits, la relation (8) nous donne l’expression de E,. sous
la forme

, .

(w) a.: _ L” + i.“. e…,
«lg/l .I3ll

6(n) est inférieur à l’unité et tend vers un par valeurs croissantes
quand n augmente indéfiniment.

Ceci posé, considérons la série de terme général 
 

"0 (E) _Jo(æ) '“Î2‘1’(Il) a = a e
.

.

'
.

Jo(æ) (m‘+p.)’—12pæ*

, . . rx
on a ev1demment, puisque J o (—5) |

< 1,

_(.',2.) .:
‘

| u | < wi + W,,

en posant
.l.‘(13)

_ “’l='Wrm—W’
(l’) ' ‘W .__ l. l

_“' ’“îJ«<æ) <æ*+u)*—1ww’ 
La suite æ,, étant telle que l’on à‘% N n, la série w. est comparableà

la série —18 D‘autre part
Il.

J.,(x) =‘Jo(jan+£n);
u2 .—.—Jo(æ) N 211 filon“  (x5):;_»._-;.-.-_.;-__ _

…
_w,……- -.n
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Les séries w. et wa étant convergentes, la série u est absolument et
uniformément convergente dans le domaine B (r, t) défini par les
inégalités
(16) 05rêa, 0ÊtêT, ‘

{:_5
p.quel que soit T… La série Zu représente donc une fonction des

deux variables r et t bien déterminée et continue en tout point du
domaine R et, d'après les résultats démontrés dans le paragraphe 5,
cette fonction satisfait aux conditions aux limites

h(alt)=h(rio)=o.
En intégrant terme à terme, on obtient

[ " Iôaïæïll—e_äl—l; la r t du dt= ——‘.—.(7) [[, (
|

) 2 [(x*+y)-—myæ-]

La série, qui figure au second membre de cette égalité, est unifor-
mément convergente dans l’intervalle 0, T. Son terme général est en

160c"æ2effet inférieur en module au terme général de la série ———,—————_
‘ [œ"+ [x]-_ 12pæ-

dont l’expression asymptotique est

l0I a: 1

n° n°.

Désignons maintenant par u'r, u'… uÏ.,, les séries obtenues en dérivant
la série u terme à terme par rapport à r ou par rapport à t. Nous
obtenons

_..1. *“ <%) _:i,
8 '.__ "°“(! ) a[(a:‘+;;)”—rzpæ*] J0(æ) e   rx

_æ, J“ (;)—JO… _3,
(19) al: , . . e ”"';4æ[(æ‘+ p.)”—12p.æ-l Jo(æ)

., Jo ("—JJ)
_ '_îl‘ J1 (3) .r’

(20) u',’.;= _æ‘ a ' ra: a e_"Î’[.a’[(x‘+ p)*—12y.fi] J0(æ)
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L’expression
(21) Œ ]

(x*+ p.)‘— 121.Læ’ Jo(æ)
 

..:-œ . a pour valeur asymptotique 1 n
2 \/2 pm:

Il en résulte que la série
%—

Zu', est uniformémentconvergente dans
la région R(oêrg a, oêtêT) et représente, par conséquent, en tout
point de ce domaine, la dérivée % de la fonction h définie par

h(r| !) =
%—

Zu.

Il n’en est plus de même de u't et al,, où figurent l’expression”
.:." \——t ræx‘* e “"' Jo (—)a

l(æ‘+y)’— l2+LÆ’]Jo(-flr)
 (22)

dont la valeur asymptotique,qui correspond à t: o, r: 0, est
: __1a: I 2(23) [(x*+y)‘—12W‘N«><Œ>"'

NEP”
 

Nous sommes ainsi conduit à remplacer le domaine R[oêréa, oêtêT]
par le domaine R(0)

oêrêa, @ t T,
II/\ “A

que l’on obtient en retranchant de R une bande d’ailleurs arbitrai—
rement petite qui est définie par

ogrga, oêtêô.
En un point de R(0) (24)

l<‘”"“ p)=—12px’] Jo(æ)

est inférieur à
.r’

w” e_ 471"

[(Œ‘+ P)”- met—t‘] J.,… " (25)
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dont la valeur asymptotique

"I 1 — fi—, "’(26) Sn: __ __ e ‘a
2 2 \/n

satisfait à la condition
JO *0

Sn+1 "’
e—%—Î! 6 Ta* "  (27) S,, : n+1

Ce rapport tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, quelle
que soit la valeur (non nulle) attribuée à 0. Par conséquent la série

I'æ'
Jo (“> :c’a {m’w.(28) 2[æï+f1)’—lQP—Œfl J0(æ)
 

est uniformément convergente dans la région R(6). L’expression
; ' l ' I

‘

2h

4—5—

Zu' représente donc dans cette reg10n la der1vee seconde % de la

fonctionh, et % Zu't représente %; il résulte de là que le développement

!
’"

4ËZu
p.

représente, en tout point de R(6), une fonction 11 dontles dérivées
dh dh d’h
5?—

’ Ë' %
sentées par les développementsformels correspondants et relatifs à la
série u..

Des propriétés de cette série, il résulte que la fonction 11 satisfait
dans ce domaine à l‘équation intégrale

ainsi que l’intégralefl hrdrdt sont respectivementrepré-

(29)
_

Aa,k[h(flt)l+fi=0
et, sur la frontière

!‘ = a,

à la condition
(3°) h(a|t)=o.
De cette relation, on déduira
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La fonction h(r| :) se réduit, pour t = o, à une fonction identiquement
nulle, ainsi que nous l’avons démontré au paragraphe précédent.

On en conclut
()/l

(32) <(Î;‘>I=n_”‘
, , ()‘-‘h __“’“ (Mé)… — "

et
/ a

(34) ff Il(l'|l)l‘(lr‘(ll=u.
Par conséquent

dw @(35)
[()—t]l=n fai—),

quelle que soit la valeur attribuée à r. Cette égalité, rapprochée de
l’égalité (31), met en évidence la discontinuité de la dérivée-première

ät—
au pomt r=a, Z=O, qui se presente 311181 comme un 1301“!

singulier. On a, en effet,
"du) _ @(36)

lfldîîl I=0
_ ?

r—>a

et
()W

3" _ = .( /_) [dz] ’,Î" 0

A ‘ r ' r ' : ôh !De meme Si nous nous deplaçons sur la dr01ter: a, la der1vee Ît’ etant
. . dh - .continue pour t: o, tend vers 0. D’autre part —- = o. L’intégrale’ dt

[ (:ff wrdrdt,
() 0

étant également une fonction continue de t, tend vers 0, on en conclut

(38) [“”] ,-—=a=
_ 4_@

…
 
dr2 a‘-’

et
d’w(39) [Î] …—0l=0
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ce qui met en évidence la discontinuité. On peut interpréter ce
résultat de la manière suivante :

Si h(r| t) représente le champ des vitesses à l’instant t, la dérivée %
représente, a cet instant, l’accélération des particules fluides qui se
trouvent à la distance r de l’axe du capillaire. Comme les forces de
viscosité sont fonction des vitesses de ces particules, ces forces sont
nulles lorsque l’équilibre existe et elles croissent à partir de zéro
lorsque cet équilibre cesse de subsister. A l’instant précis de la
rupture d’équilibre, l’accélération de toutes les partiCules dépend
donc uniquement des dil‘férencesde pression. La différence de pression,
aux extrémités du capillaire, a une valeur constante en tout point de la
section. Donc l’accélération a la même valeur, quelle que soit la
particule considérée dans cette section. En particulier l’accélération
a cette valeur (non nulle) pour les molécules en contact avec la paroi
et correspondantà r = a. Or, pour ces particules, la vitesse reste nulle
au cours du mouvement. Leur accélération est donc nulle. D’où
contradiction avec le résultat que nous venons d’énoncer. Cette
contradiction, valable pour t: o, n’existe plus à l’instant 0, si petite
que soit la valeur attribuée à 0. La discontinuité signalée disparaît
ainsi au cours du mouvement à l’instant même où l’équilibre antérieur
cesse de subsister.

'

5. RÉSUMÉ nas RÉSULTATS OBTENUS. — Nous avons démontré que, dans
la région R

”g,—ga, ogtgT.
le développement

Jo (’—£ —J (J? J.,

(1) 2 165” a) “ )e_ÏÎ"
12p.æ*— (æ"+pt‘fi J.,(æ)

étendu à toutes les valeurs 32, qui sont racines réelles de l’équation

 
(2) 2(LJ,(æ)—æ(æ‘+p)h(x)=o,

représente une fonction définie et continue, des deux variables r et t.
' \ r ' r ' \ () , - olCette fonction possede une der1vee premiere 573

defin1e et continue en
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tout point de R. Au contraire, les dérivées; et ;; sont discontinues
au point r: a, t: o. En dehors de ce point, la fonction ainsi définie
est une solution de l’équation intégrale

d’ à "(3) d_,Î+î_°ÏÎ—4%d_w++%Ê—8—îfafw(rlt)rdrdtzo;

les constantes qui figurent dans les expressions (I) et (3) ont respecti—
vement pour valeur, dans le problème hydrodynamique corres—
pondant au début de l’écoulement dans un viscosimètre

  
(4) s=£’% {sinô+h—+Iïih2];

a:

6 _Pé’a’ L L _… À_4nLlaï+aâ ’

(7) p.=161a*,

où 9 désigne la masse spécifique du liquide étudié, n son coefficient de
viscosité, g l’accélération de la pesanteur, a le rayon du capillaire,
a. et a2 les rayons des récipientscylindriques extrêmes,'0 l’inclinaison
du capillaire sur le plan horizontal, h la différence de pression
exercée sur les surfaces libres, h, et h2 les distances de ces surfaces
libres aux extrémitésdu capillaire, L la longueur du capillaire.

La solution de l’équation intégrale ainsi définie satisfait aux
conditions
(8) W(alt)=0;
(9) W(l‘l°)=°-

Lorsque la longueur du capillaire augmente indéfiniment, p. tend
vers zéro.

Les racines a: de l’éequation (2), qui sont des fonctions continues
de y., tendent vers les racines de l’équation

œJo(æ)=o, ‘
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c’est-à-dire vers les zérosj0n de la fonction de Bessel d’ordre zéro

(10) JO <%”) —Jo(x) %. J0 (2j….>.

D’après [4, (m)],
(Il)

JOEL—$)
: Jo(loîL+

£_n)

% J1(jon)-

D’où résulte que le terme 1 a pour valeur limite
r .

(12) & J__o<äjon>
j3u J1(.ÏOn)

On retrouve ainsi l’expression qui a été obtenue directement par
M. Grumbach dans son étude de l’écoulement libre des liquides dans
les tubes capillaires de très grande longueur.
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