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Sur une équation intégrale de premiére espece;

Pak Witroo POGORZELSKI.

1. Intropuction. — Dans ce travail nous étudierons 1'équation inté-
grale singuliére de premiére espéce de la forme suivante (') :

(1) f|N(-"s)')+Lr(w,y)l(?‘.)*)dj‘:./'(-")»

ou le noyau est la somme d’une fonction N(x, y ) a singularité polacre
pour x =y et-d’une fonction L.(x, y) & singularité logarithmique
pour £ =y; ¢(y) est une fonction inconnue dans I'intervalle (o, a)
et I'intégrale impropre a la valeur principale de Cauchy, c'est-a-dire

f (N + L,)g dy =lim [f (N +Lr)<?dy+j (N+L,.)<de],
0 gx0 4 £Cc+E

x étant un point intérieur de l'intervalle (o, a).
Précisément, les propriétés des fonctions données N(z, y), L.(x,y)
et f(x) sont définies par les conditions suivantes :

1° N(a, y) est une fonction analytique de deux variables qui par
rapport a I'une variable, par exemple y, admet le pole s1mple y=x,

c’est-a-dire une singularité telle que la fonction =

(') L’équation intégrale singuliere de cette espéce dans le cas particulier du
noyau cotg (& - y) était étudiée pour la premiére fois par O. KeLLoee ( Gétting.
Nachr., 1902); voir aussi I'ouvrage de D. HiLeerT : Grundsiige einer allg.
theorie der Integralgleichungen (1910). L’équation intégrale avec le noyau i
singularité polaire a été étudiée ensuite par H. ViuLat (Acta mathematica,
t.40,1916); G. BerrranD (Comptes rendus de ' Acad. des Sciences, Paris, 1921);
G. Girauvp (Annales de I'Ecole Normale supérieure, 1934).
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98 ‘WITOLD POGORZELSKI.
2* L,(x, y) est la partie réelle d’une fonction L.(z, y) de la forme
(2) Lx, y)=qta, y)log M(z, y),

ol g(x, y) et M(x, y) sont des fonctions holomorphes, si les points
et y sont situés dans une bande (Q) du plan de la variable complexe,
contenant I'axe réel 4 son intérieur, en outre la fonction M(z, y)
s'annule pour r=y et posséde une valeur principale x—y, si
x — y tend vers zéro.

3* La fonction f(.r) est holomorphe dans la bande (Q).

4° Les fonctions N(x, y), ¢(=, y), M(=x, ¥), f(x) sont réelles
pour les valeurs réelles des variables = et y.

5° Les fonctions N(x, y), ¢(x, y), M(, y), f(x) ont une période
réelle a par rapport a la variable x et a la variable y.

6° Les fonctions N(z, y) et L(x, y) n’ont d’autres singularités
(ue la singularité z =y, en négligeant les multiples de la période a
( et y étant situés dans la bande Q).

2. TRANSFORMATIONS DE CERTAINES INTEGRALES ITEREES. — Pour la réso-
lution de I'équation intégrale proposée (1), nous citerons certaines
transformations des intégrales itérées suivantes :

(3) f Ny, y) [f N(y, ;)cp(:;d:] dy,
(4) f N(x, ») [f Ly, :)q;(;)dz] dy,

x et les variables d'intégration étant réelles, N, (z, y) étant une fonc-
tion analytique satisfaisant aux mémes conditions, précisées précé-
demment, que la fonction N(x, y), ¢(3) est une fonction holomorphe
dans un domaine qui comprend le segment réel (o, a) et les inté-
grales impropres ont la valeur principale de Cauchy .

L’intégrale de la forme (3) a été étudiée par H. Poincaré a propos
d’un probléme aux limites concernant’équation du type elliptique (*).
D’aprés ces recherches, nous écrivons la transformation suivante de

(') H. Poincare, Mécanique céleste, t. 3 (Théorie des Marées), 1g10; et
« Gottinger Vortrdge » (Teubner, 1909).
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Pintégrale (3)

(5) / N, (r, .,m[[ N(y, :)@(:Jfls] dy

= - x? R(.x)l{,(w)cp(x)-}—[ F(r, 5)9(3)ds,

z étant un point intérieur d’intervalle (o, ), R(x) et R,(x) dési-
gnant les résidus au pole y =z des fonctions N(.r, y) et N,(, y),
traitées comme les fonctions d’une variable y, c’est-a-dire

R(z)y=hm(y - «) N(«t, y),
o e
' Ri(z)=lim(y — r)N,(&, y):
\ y>e

F(x, 3) est une fonction exprimée par la somme suivante des inté-
grales le long des arcs AMB et AM'B (fig.) du plan de variable

complexe, embrassant le segment d’axe réel AB (I'intervalle d’inté-
gration o, a)

(7) F(a, s):; Ny )N, 5y dy + f Ny(ory ) N(y 5) dy.

AMB <AM'B

Nous voyons, d'aprés I’expression (7), que la fonction F (a, ) est
holomorphe si les points et 3 sont situés dans le domaine limité par
lesarcs AMB et AM'B. Dans larelation (5)les variables «, y, z ontles
valeurs réelles comprises dans I'intervalle (o, a), et dans ce cas la fonc-
tion (7) prend les valeurs réelles égales aux valeurs principales de
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Cauchy de I'intégrale

(7) F(w,s)=f Nilz, y)N(y, 5)dy (&4 5).

La fonction F(.r, 5), d'aprés l’expression (7), reste bornée méme si
la différence x — 3 tend vers zéro, ce qui est une propriété essentielle
dans nos études. En outre, d’aprés la remarque de H. Poincaré, la
fonction F(z, 5) reste aussi bornée lorsque x et 5 tendent vers la
méme extrémité d'intervalle d’intégration AB. En effet, les fonctions
N(z, y) et N,(y, 3) étant périodiques de période x, la valeur de I'in-
tégrale (7') ne change pas, lorsque ’on déplace le segment d’intégra-
tion AB sur I'axe réel, en conservant sa longueur. Cette propriété est
aussi évidente en considérant la somme des intégrales

®) Flr =7 [ NN, dy+ ) f N,(z, ¥) Ny, 5)dy .
A M B, M By

le long des arcs A, M, B, et A, M/ B, qui embrassent le segment d’axe

réel A, B,=2a4, contenant ason intérieur I'intervalle d'intégration AB;

la fonction (8) est notamment holomorphe dans le domaine qui con-

tient le segment AB 4 son intérieur et pour deux points arbitraires =

et z du segment AB prend les mémes valeurs que I'intégrale (7).

Nous ajoutons que la transformation (5) de H. Poincaré était géné-
ralisée par G. Bertrand (loc. cit.) pour les intégrales le long des courbes
fermées dans le plan de la variable complexe.

Passons maintenant a l'intégrale itérée (4), contenant la fonction i
singularité polaire et la fonction a singularité logarithmique. Nous
avons transformé I'intégrale de cette espéce dans un ouvrage (') con-
sacré a larésolution compléte du probléme aux limites de H. Poincaré.
D’aprés ce travail, nous écrirons la transformation suivante :

(9) f N(z, y) [f Loy, 5)e(s )d»] dy

j[rw~mu¢—ﬂfkmmmAw>a

(1) W. PocorzeLski, Probléme aux limites de H. Poincaré ( Annales de
U’Académie des Sciences techniques a Varsovie, t. 1, 1935, Paris, Dunod)..
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ou g(x, 3) est définie par la supposition (2), = est une valeur
réelle a I'intérieur de I'intervalle (o, a) et F,(x, 3) est une fonction
exprimée par la somme des intégrales (fig.).

(10) F(z, 3)= if N(z, ) L(y, 5)dy + I—f N(x, y)L(y; s)dy.
2 AMB 2 AM'B
La fonction F,(z, 3) est donc holomorphe si les points z et 3 sont
situés a 'intérieur du domaine limité par les arcs AMB ¢t AM'B.
Pour les valeurs réelles des variables x, 3 dans 'intervalle (o, a), la
fonction (10) prend les mémes valeurs réelles que l'intégrale impropre
suivante le long du segment (o, a)

(11) Pz 9= Nap)liady (a3,

a la condition que la branche de la fonction multiforme L(y, z), dans
P’intégrale (10), tende vers la valeur réelle, si les points z et y tendent
vers les points z, et y, du segment AB tels que 3, <y,. En outre,
de méme que la fonction (7), la fonction F,(x, 3) reste bornée si la
différence « — 3 tend vers zéro. Aux extrémités d’intervalle (o, a)
s’applique pour la fonction F, (x, 3) la méme remarque que pour la
fonction F(z, 3).

. LE NovAU SINGULIER FERME. — Soil N{z, y) une fonction analytique
a singularité polaire pour =y qui remplit toutes les conditions
précisées dans I'Introduction.

Nous appellerons la fonction N(z, y) le noyau singulier fermé, si
I’équation intégrale

(12) f N(z, ¥)h(y)dy =o (o< r<<a)
n’admet d’autre solution analytique que la solution banale 4 =o.
Cherchons la condition pour que le noyau singulier N(z, y) soit

fermé. Remarquons donc que si la fonction analytique A(y) satisfait a
I'équation (12) dans lintervalle (o, ), elle va satisfaire a I'équation

(13) f N(z, z) [fn N(z, y)h(y)dy] dz=o;
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par conséquent, d’aprés la transformation (5) de H. Poincaré, elle
satisfera a I’équation intégrale homogéne de seconde espéce

(14) —n’R’(z)h(z)-t»f [f N(z, ;E)N(.I',_)‘)fl.l‘] h(y)dy =o,

R(3) désignant le résidu de la fonction N(z, ) par rapport a la
variable « au point = z, que nous supposons différent de zéro dans
I'intervalle d’intégration (o, a) :

IR(3)|# 0.

D’aprés I'expression (7), le noyau de I’équation intégrale (14) est
borné dans l'intervalle d’intégration et prend les mémes valeurs
qu’une fonction holomorphe dans un domaine contenant le segment
(o, a@). Pour que le noyau singulier N(z, y) soit fermé, il suffit donc
que le noyau

(15) R—zbif N(z, z)N(x, y)dx

de 'équation intégrale homogéne (14) n’admette pas pour valeur
caractéristigue la valeur A = #, puisque alors I'équation (14) et de

méme|’équation (12) n’admettent que la solution banale 2 =o.

Cette condition est aussi nécessaire. En effet, toute solution A(y) de
I’équation (14) est une fonction holomorphe au voisinage du segment
(o, a) qui satisfait I'équation (13) et ’équation (12), le noyau étant
fermé; donc, si I'équation (12) n’admet d’autre solution analytique
que la solution h= o, ’équation (14) n’admet pas d’autre solution
non plus. _

Citons maintenant quelques exemples. Soit la fonction

(16) N(z, y)=cot>(z—y),

qui a toutes les propriétés précisées dans I’Introduction. ‘
Le noyau singulier (16) n’est pas fermé, nous avons, en effet,

(17) [ ot ndy=o (o<z<a;
[})
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donc I'équation intégrale

(18) f cotg(.r—.v)h(.y)dyzn

est satisfaite si h(y) est une constante arbitraire. Nous verrons que le
noyau un peu différent

(19) N(z, y)=cotZ (@ —y)+p
sera fermé si « est une constante différente de zéro. Dans le cas actuel

le résidu a la valeur

(20) R(:):lim()’—‘;)N(;’}f'):,_ (’,
Yz s

et I’équation (14) prend la forme
. n\ .- - - - T { .
(31) —a?h(z)+ i cot— (F—x)+p cot—~ (x—y)+ dx\ h(y)dy—o.
Or, d’aprés la propriété (17) et la transformation
T T
(22) (Ol—(;(o—.l,‘)(‘ol»”‘(-’l/‘—y)
=1+ cotg(z - V) [colg—(z —x) + colg(.r —-_}')],
I’équation (21) devient
(21") —agh(:)—c—f a(1+ pYh(y)dy —=o.

Cette équation n’admet que la solution / = const. = k,, vérifiant la
relation — a*h, + a*(1 + u?)h,= 0, donc elle n’admet que la solution
h=o0, si pu5£0. Le noyau singulier (19) est par conséquent fermé
si w5<o.

Plus généralement, cherchons la condition pour que le noyau
singulier de la forme

(22) N(z, 1) = A(3) 0t~ (2 — ¥) + Ay(2) Ag()

soit fermé; on suppose que A (@), A,(x); A;(y) sont des fonctions
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d’une variable qui satisfont aux mémes conditions que la fonction f(x)
dans I'Introduction. Remarquons donc que toute solution analytxque
h(y) de I’équation

(23) f [0 c0r ) At a0 | By dy =

remplit de méme I'équation

(24) f [colg(z—-w)—i—p—l

x g[a[A,(y)cotg(m—w +A,(z)Aa(7)] h(y)dygdwzo,

et inversement, . étant une constante différente de zéro. Or, le résidu
de la fonction (22) parrapport ala variable y au péle y = x alavaleur

— %A,(x), donc, d’aprés la transformation (5), 'équation (24) est
équivalente a I'équation

(25) ——’l’A:(z)h(z)—%—fﬂK(s, Y h(y)dy =o,

ou I'on a posé "

(26) K(:,)'):/‘”[cotg(z*.r)+p:|

x [A,(_y) cot’—;-(.z- — )+ A () Ay )] dz
Remarque faite de la relation (22) et de la propriété (17), nous amé-
nerons le noyau (26)  la forme
(26) Kz, 0= 300+ A () As(),
ou I'on a posé
(27) 7\_;(:):[ cotg(:‘——-x)A,(x)dz+ y.f A, (x)dx.
L’équation intégrale (25) aura donc la forme simple

(28) —a A.(z)h<z>+f [Av(3)a+ Ay Ka(s) | R () dy =,

Ea supposant que la fonction donnée A,(3) est différente de zéro
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dans l'intervalle d’intégration, nous en concluons que I’équation (28)
n’admet que la solution de la forme

M+NA(z)

(29) h(z)= A7)

M et N étant certaines constantes. En substituant I'expression (29)
dans I'équation (28) on aura une identité

M+ NA,(y)

‘.—a’M—a’N;\—z”)""f [Ai(}')a‘*‘Ax(.}’)K:(Z)] A7)

dy =o.

d’oi nous concluons que les constantes M et N ne peuvent que
s'annuler, si les fonctions données A, (x), A,(x), A,(x) vérifient la

condition
A aA:s(}') L
[ R [ Ry

ou. bien la condition

(30) [A,(y dyf A‘(”dy:éf)-

puisque, d’aprés la formule (27), nous avons

f A—,(z)dz—_—pa/‘ A (o) do (pZo).
Si la condition (30) n’est pas vérifiée, 'une au moins des constantes
M et N pourrait étre différente de zéro et 'équation (28) admet une
solution non nulle de la forme (29). En somme, pour que le noyau

N, y)y= A,(_y)cotg(.c—.l') + A () A, (r)

soit fermé, il faut et il suffit que les fonctions A, (w), A, (z), Ay(@)
préclsées précédemment vérifient la condition

f A,(J;)dxf :?E;;dx#o.

4. ReisoLuTioN pu prRoBLEME PrROPOSE. — Nous allons résoudre mainte-
Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 193q. 14
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nant I’équation intégrale proposée
(31) f [NCr, )+ Lo(z, y)|o(y)dy = f(2).
0

La fonction ¢(y) étant holomorphe au voisinage du segment (o, a),
I'intégrale (31) est égale & la moitié de la somme des deux intégrales le
long des arcs qui joignent les extrémités du segment réel (o, a) et
embrassent ce segment ('); donc, s’il existe une fonction ¢ holomorphe
au voisinage du segment (0, a) qui satisfait sur ce segment  I’équa-
tion proposée (31), elle satisfera a 1'équation

(3'2) f N, (, y){f [N(y, 3)+Le(», 5) | 9(z)dz — f(y) :dy:u,

ou N, (s, x) est un noyau singulier arbitraire mais fermé. On pourra,
par exemple, prendre le noyau de la forme (19) ou de la forme plus
générale (22), remplissant la condition (30). D’aprés les transforma-
tions (5) et (9), ’équation (32) est équivalente & I’équation

(33) —mR()R, (z)@(x) - ﬁ’f Ri(z)g(x, s)0(z)ds

+f [F(z, 2) +F, (x, :)]qa(z)dz:f Ny (x, 3) f(s)d=

ou a I’équation

(34) Q(:L‘):—[ %'l(;—;)?(z)dz

o . “F(x,5)+ F,(a, 3) _ . .
4+ A[ R(2) R (2) ¢(z)ds + fy(x);

ou I'on a posé
1

i wa o . L
.fl(m):AmL N,(J,&l)j(o)dz. A-—ﬂ::’,

et ou les fonctions holomorphes F(x, 3) el F,(z, 3) sont données par
les expressions (7) et (10); on suppose que les résidus R(x) et R, ()
sont différents de zéro dans le domaine qui contient le segment (o, a).

Réciproquement, la solution holomorphe de I’équation (34) satis-

- ~(%). Voir I'article cité de 'auteur.
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fera a l'équation (32), donc & I'équation proposée (31), le noyau
auxiliaire N, (@, y) étant supposé fermé. Nous avons donc ramené
notre probléme 4 la recherche de la solution de I'équation (34), qui est
du type mixte, puisqu’elle contient une mtegrale alimites vanables et
une intégrale a limites fixes. :

On pourra amener I'équation (34) a I'équation de Fredholm, en
remarquant que ’équation de Volterra

[

a une solution et une seule de la forme -
(39) 9lz)= [ T(x, v) f(v)dv + [(z),

ou le noyau résolvant I' est la somme d’une série absolument conver-
gente

(36) L, v)_ztb,,(a,»;

n—=1

dont les termes sont les fonctions holomorphes au voisinage du
segment (0, a) données par une relation de récurrence

S'G’,,(.L‘.'y:):fld)(l
oo gl 3y
("’""’ =T R

Nous en concluons que toute solution de I'équation (34) satisfera a

I’équation de Fredholm
(38) : zp(ai).—_'/\f K(z, 5)o(3)dz + [,(2), S

RIS o, 5)Y @, (3, ¥) ds,
(3=)

ou K (z, 3) el £, () sont des fonctions holomorphes au voisinage du
segment (0, @), données par les expressions

.aF(7s~')+ll()';~') F(z, z)+ Fy(z, 5)

R(r, )= ROVR () Tix, y)dy + TR ED) )

(39)

Y Ty )
Sfiler= Lm./l(}’)d)’*ﬂﬂ(“)-
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.'Si la constante A = "i, n’est pas une valeur propre du noyau K (z, z),

il existe une solution et une seule de I’équation (38) sous la forme
(40) q)(m):).f Nz, 3) fi(5)ds + fi(x),

N (z, 3) étant le noyau résolvant du noyau K(z, 3). Or, le noyau
K(z, 3) étant holomorphe au voisinage du segment (o, @), son noyau
résolvant est aussi holomorphe dans ce domaine, donc la solution (40)
est holomorphe et, par conséquent, elle est la solution unique des équa-
tions (34), (33), (32) et de’équation proposée (31), le noyau auxiliaire
N, (z, y) étant fermé.

Considérons encore I'équation intégrale proposée sous la forme
particuliére

(41) f N(z, 7)9(y) dy = f().

Si le noyau N(=, y) est fermé, alors, d’aprés les études précédentes,
la solution holomorphe de I’équation (41) satisfait i 'équation

(42) f N(z, v) [f Ny, :)q;(z)dz——j'(])] dy=o.

et inversement. Mais I'équation (42) est équivalente & 1’équation de
Fredholm '

(43) q»(x):Af %q;(z)dz_fﬁé(—ﬂ[ N(z, z) f(3)ds,

ouA= 1—:;, R(x) est supposé différent de zéro, F(x, 5) est unefonction

holomorphe qui, pour les valeurs réelles des variables dans 'intervalle
(o, @), prend les mémes valeurs que I'intégraleimpropre de Cauchy

f N(z. y)N(y, z)dy,

et qui est représentée par la formule (7), en posant N, (z, y)= N(z,¥).
Or, le noyau N(z, y) étant supposé fermé, la valeur 7. = 7%2 n’est pas

une valeur propre du noyau de I'équation (43), d’aprés l'article
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précédent, donc I'équation (43) a la solution unique donnée par la for-
mule bien connue de Fredholm et cette solution sera aussi la solution
unique de I’équation (41).

Si le noyau N(z, y) n’est pas fermé, on transforme I’équation (41)
en utilisant un noyau auxiliaire fermé N, (x, y) et 'on arrive & I'équa-
tion transformée (34) sous la forme

, Y F(ay s o 1 YN L s e
(44) ¢(r)y=1 m?(»)dv“—m/u N, (@, 5) f(5) ds.

"

- [ .
La valeur 4= ; étant maintenant une valeur propre du noyau,

I’équation (44) n'admet des solutions que si la fonction

1 i .
m—;‘[ Ny(x, 5) f(5)ds

remplit les conditions connues d'orthogonalité aux solutions de

I’équation associée

. " F(s, )

\ Yy =2 [ s f) (35 ds.
1= R R Y

Ces conditions étant remplies, I'équation (44) admet des solutions

holomorphes qui satisferont a I’équation proposée (41).

(Varsovie, novembre 1936.)



