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son LE PROBLÈME DE mmcnmr. 363  
Sur le problème de Dirichlet dans un domaine plan

multiplement connexe et ses applications à l’Hydro—
dynamique;

PAR CAÏUS JACOB,
Cluj (Roumanie).

L'étude de l’écoulementplan d’un liquide parfait dans un domaine
multiplement connexe, en l’absence des forces extérieures, & fait der-
nièrement l’objet d’un assez grand nombre de travaux. Nous nous
contenterons d’indiquer ici les recherches de MM. H. Villat (‘),
D. Riabouchinsky ("), B. Demtchenko (3), M. Lagally (‘),
C. Ferrari (5), G. Schmitz (“>, dans le cas des domaines doublement
connexes, pour certainesconfigurations particulières. Ensuite, M. P.
Koebe (’) a donné un théorème d’existence et d’unicité de l’écoule—
ment d’un liquide autour d’obstacles quelconques, avec une vitesse
de translation donnée à l’infini, le potentiel de l’écoulement ayant en
outre des circulations imposées autour de ces obstacles.

La différence avec le cas des domaines simplement connexes réside
dans la présence des circulations autour de chaque obstacle ainsi que
dans l’impossibilité, en général, de transformer conformément le 

H VILLAT, Annales de l’École Normale, 3° série, t. 38, 1921, p. 214-227.
R

( )
( ) 1noucnmsn, Thèses (Paris), 1922, p. 111-130.
(°) B. Deurcnmxo, Thèses (Paris), 1928.(‘) M. LAGALLY, Zeitschrift für angew. Math. Mech., t. 9, 1929, p. 299-305.(‘) C. FERRARI, Memorie R. Accad. delle Scienze Torino, 2° série, t. LXVH,

n° .

° G. Scumrz, Annalen der Physik, t. 23, 1934-35, p. 37—66.
KOEBE, Berichte Ver/1. sächs. Akad. Leipzig, 87, 1935, p. 287-318.
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364 cx'ius JACOB.

domaine envisagé en un autre donné à l’avance; aussi croyons—nous
qu’il ne sera pas inutile d’indiquer comment on peut former directe-
ment la solution pour un domaine donné afin de satisfaire aux condi-
tions concernant les circulations.

Les résultats que nous donnons se rattachent à ceux obtenus aupa—
ravant sur le calcul des périodes de la conjuguée harmonique de la
solution du problème de Dirichtet pour un tel domaine (°); nous les
rétablissons ici d’une façon plus simple et indépendamment de la
théorie des équations intégrales. Ils nous permettent aussi de
retrouver, dans des cas particuliers, d’une façon naturelle, certaines
relations qui n’avaient été obtenues, par les auteurs cités, que par des
calculs assez longs. _

Enfin, dans le deuxième chapitre de ce travail, nous étendons les
résultats concernant le problème de Dirichlet à un problème mixte
que nous avons déjà considéré dans notre Thèse ('). Ce problème,
qui généralise celui résolu par M. H. Villat ("’) pour l’anneau circu-
laire, se rapporte à la détermination d’une fonction analytique en
chaque point d’un domaine multiplement connexe parla connaissance
de sa partie réelle sur certaines frontières et de sa partie imaginaire
sur les autres frontières du domaine.

CHAPITRE I.

l. — REMARQUES sun LE PROBLÈME DE DlRICHLET.

1. Nous considérons, dans le plan z=æ+iy, un domaine (9)
situé tout entier à distance finie, qui soit limité à l’extérieur par
une courbe fermée simple (C,) et à l’intérieur par p courbes
fermées simples (C,—) (j=1, 2, ..., p). Ces courbes sont supposées.
à tangentes et a courbures continues, sauf peut-être pour un nombre 

(°) C. JACOB, C. R. Acad. Sc., t. 205, 1937, p.1201.
(°) C. JACOB, Thèses (Paris), 1935; Mathematica, t. XI, p. 58—175.(”) H. VILLAT, Acta mathematica, t. 150, 1916, p. 101-178.
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fini de points ("). On pourrait d’ailleurs toujours se ramener par des
représentationsconformes de domaines simplement connexes, conve-
nablement choisies, au cas où les frontières sont des courbes analy-
tiques. Nous désignerons par (C) la frontière totale de (Q).

Dans ces conditions, on sait que la fonction harmonique régulière
du point M, dans (Q), qui prend sur (C) la suite de valeurs conti—
nues fD(Q), est donnée par la formule (")
(I) ”(M): mI_CL—â—(C)‘D(Q)———Q—Q—G’M

)5dQ>

en désignant par G(M, P) la fonction de Green du domaine(Q). Nous
désignerons par H(M, P) la conjuguée harmonique de G(M, P) par
rapport au point M.

Le premierproblèmeque nous allons aborder est celui de la forma-
tion de la fonction de courant g(M, P) de l’écoulement d’un liquide
remplissant le domaine (Q), en présence d’un tourbillon au point P,
les (C,) étantconsidéréscommedes parois rigides. La fonctiong(M, P)
devra satisfaire aux conditions suivantes :

a. C’est une fonction harmonique du point M, régulière dans (Q)
sauf au point P, et qui est continue sur la frontière.

b. g(M, P) est égale à zéro pour M situé sur (C,), elle prend des
valeurs constantes lorsque M se trouve sur l’une des frontières inté—

. . I . .r1eures du domame. De plus, elle se comporte comme logr— au v0151-
MP

nage du point P, r…, désignant la longueur du segmentW.
0. La fonction (”) h(M, P), conjuguée harmonique de g(M, P),

par rapport au point M, doit avoir des périodes imposées — œ,- relati-
vement à des chemins fermés simples entourant les frontières (C,—) et
ne contenant pas le point P a leur intérieur. On suppose que ces
chemins sont parcourus dans le sens qui laisse à gauche leur intérieur. 

(“) D’une façon plus générale, il nous suffirait de supposer que la frontière
soit telle que la formule (1) donne la solution du problème de Dirichlet pour le
domaine (Q).

(”) Les dérivées normales seront toujours prises vers l’intérieur de (Q).
("‘) —— h(M, P) est le potentiel des vitesses et co,— la « circulation » correspon—

dant au contour (C,-).
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Il est clair que les données précédentes seraient surahondantessi les
valeurs constantes prises par g(M, P) sur les contours intérieurs
étaient données à l’avance; aussi devra-t—on les considérer comme des
inconnues.

La solution de ce problème est aisée. Supposons d’abord que la
fonction h(M, P) doive être uniforme autour des (C,—), c’est-à—direque
tous les (n,— soient nuls. Nous poserons

(a) g(M, P)=G(M, P)——U(M, P).

La fonction U(M, P) ainsi introduite sera harmonique par rapport
au point M, régulière dans (Q), et elle devra prendre aux contours
des valeurs opposées à celles de g(M, P). Les constantes cycliques de
sa conjuguée harmonique devront en outre être égales à celles
de H(M, P) pour que h(M, P) soit uniforme. Or, il est facile de
trouver la période (2,- de H(M, P) relative au contour (C,). On a

dG(Q, P)
Qi: d’lQ(Ci)

dSQ,

et si l’on compare cette expression à la formule (1), il vient

SZ,—=27ru,-(P) (j=1,2, ...,p),

en désignant par a1-(M) la fonction harmonique,régulièredans (G), qui
est nulle sur (C — C,) et égale à l’unité sur (C,-) (j: 1, z, . . .,p). '

On a ainsi, en passant, le résultat suivant, qui sera généralisé au
Chapitre II : La conjuguée harmonique H(M, P) de la fonction
de Green, par rapport au point M, admet comme période autourde (C,-)
la valeur au point P de la fonction harmonique qui est égale
à 27! sur (C,-), à zéro sur (C — C,) et qui est partout régulière
dans (Q) (' “). .

Introduisonsencore les fonctions UJ-(M) (j= 1, 2, ..., p) qui sont
harmoniques et régulières dans (G), nulles sur (C,) et constantes sur 

(“) Pour une autre démonstration (plus compliquée) de ce fait, voir par
exemple G. JULIA, Leçons sur la représentation conforme des aires multiple-
ment connexes, Paris, 1934, p. 61.
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les autres contours et telles en outre que les périodes cycliques de la
conjuguée de U,(M) soient nulles pour toutes les frontières intérieures
à l’exception de (C,); la période correspondante devra être égale
à 27t. Ces fonctions s’obtiennent par des combinaisons linéaires
des u,—(M) (j=1, 2, ..., p) et, comme celles—ci, sont linéairement
indépendantes.

Dès lors, on peut poser
I’

(3) U(M,P)=ZUi(M)ul-(P)-
j=1

On vérifie en effet que cette fonction vérifie toutes les conditions
aux contours ainsi que celles concernant les périodes. La solution de
notre problème sera donc donnée par (2); elle est d’ailleurs unique,
comme on le constate tout de suite. Si maintenant on impose à la solu—
tion d’avoir des circulations ce,—, il faudra ajouter à l’expression déjà

p

trouvée de la fonction de courant le terme —
à—r 2 w_,U,—(M). La

. . , , . . , Ï=’
fonction con1uguee h(M, P) s’en dedu1ra aussitot.

2. Le terme qu’on vient de retrancher, dans la formule (2), à la
fonction de Green, jouit encore de la propriété de symétrie
(4) U(M,P)=U(P,M)-

Nous établirons ceci en montrant que les deux membres de (4), consi—
dérés comme fonction du point M, sont harmoniques, nuls sur (Co),
constants sur les contours (C,) et leurs conjuguées possèdent les
mêmes constantes cycliques. Leur identité en résultera en vertu d’un
lemne connu (”). Remarquons à cet effet que la conjuguée harmo—
nique de U(M, P), par rapport à M, admet la période 2nu,(P)autour

p

de (C,-), tandis que celle de U(P, M) admet la période 2 w$j’Uk(P)
k=l

autour du même contour, en désignant par toi” la période de la conju— 
(”) Voir par exemple G. JULIA, loc. cit. (“), p. 48. Ce lemne résulterait de

la formule de Green qui est ici applicable.
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guée de u,,(M) autour de (C,—). Tout revient donc à prouver l’égalité
['

(5) 2n1t;(l’)=2wfilh(P).
/.‘=l

Or, si l’on applique la formule de Green aux deux fonctions u_,-(_M) et
u,_(M), on trouve co‘[‘= m)“, de sorte que (5) s’écrit encore

,,

(5’) 2filt;(l))=20)}lütk(l));
k=l

sous cette dernière forme, on vérifie que l’égalité a lieu puisque ses
deux membres sont des fonctions harmoniques régulières dans (9),
nulles sur (C,), constantes sur les autres frontières, autour desquelles
leurs conjuguées ont des périodes identiques. La différencede deux
telles fonctions, devant en généralêtre constante, est ici identiquement
nulle. La propriété de symétrie de U(M, P) est finalement établie et
celle de g(M, P) en résulte.

Le terme additif U(M, P) qui intervient dans l’expression de la
fonction de courant peut être interprété comme provenant d’une

dU<P, Q)
(!distribution tourbillonnaire, d’intensité égale à ' (Iso, qui soit

répartie sur le contour. On a, en effet,

_ 1 dU<Q,P) ..U(M, P)..
ŒÂ__dNÎÏ_IOÜIQ…/3Q,

d’après la formule même de Green.

5. De l’étude du cas particulier qui précède, on obtient immédia-
tement la.solution du problème plus général suivant :

Déterminer la fonction harmonique U (M), régulière dans le domaine
(Q), prenant, à des constantesprès, les valeursŒ(Q) sur les frontières, et
telle que sa conjuguée harmonique V(M) soit uniforme dans (0). De
plus, la constante additive relative à la frontière (C,) est assujettie à être
égale à zéro.

Il est clair que, dans ces conditions, la solution du problème est
unique. On l’obtient tout de suite si l’on remplace dans (i) la fonc-
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tion G(M, P) par sa valeur tirée de (2). On a, en tenant compte de la
symétrie de g(M P),

M)__—f®__’—_MnQ)dsQ+-lfi/L(D(Q0)d__’U(M’dsQ>

La solution u(M) du problème de Dirichlet pour les données <I>(Q)
est ainsi décomposée en deux termes; le premieradmet manifestement
une conjuguée uniforme, quant au deuxième, qui s’écrit encore

1

p1U-(M)f®(Q)du/(Q)ds27r2i ’
…) an 0’

l='
il représente une fonction harmonique régulière dans (Q), qui est
nulle sur (C,), et prend des valeurs constantes sur les (C,). Sa
conjuguée est en général multiforme et ses périodes sont données par

(6) (»,—=  (D(Q) ""/‘(Q)d
…) dllQ

Par conséquent, la fonction

… U<M)= % M))
(C)

dg(M Q)d
”Q

est la solution de notre problème ("‘). Chemin faisant nous avons
aussi trouvé les périodes (o,- de la conjuguée d’une fonction harmo-
nique qui prend des valeurs données aux contours (”). Remarquons
encore que les valeurs prises par U(M) sur le contour (C,) sont
données par

,)

0(Q) — à ECS/”wi;
f=l

(l‘/"’ étant la valeur constante que prend U,(M) sur (C,). 
(“) M. J. PLEMELJ a résolu le même problème d’uniformité par la méthode

des équations intégrales, sans toutefois obtenir la solution d’une façon aussi
simple (Cf. Monatshefle für Math. und Physik, t. 18, 1907, p. 187.)

(”) Dans le travail déjà cité (°), nous avons obtenu le résultat par la voie des
équations intégrales. Faisons encore remarquer que si la fonction u(M) admet
sur la frontière une dérivée normale boruéeet intégrable, (6) est une conséquence
de la formule de Green.
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[)

Enfin si l’on a'outait à U M un terme de la forme L SZ,-U—(M ,'] 21r ’ )

. . . . i=lon obt1endrant une fonction harmonique prenant, à des constantes
près, des valeurs données sur les frontières et dont la conjuguée aurait
des périodicités Q,-.

II. —— APPLICATIONS A L’HYDRODYNAMIQUE.

1. Nous avons déjà indiqué au paragraphe I comment on forme
l’expression de la fonction de courant d’un écoulement liquide dans le
domaine (9), à un certain instant, en présence d’un tourbillon au
point P,. Si l’intensité du tourbillon est égale à P, on aura

"
,. I‘(8) q“1(M,Po)=Œg(M,Po)—2I—fl2œiUi(M),

[:.—1

les w,— étant les circulations autour des contours (C,-).
Supposons maintenant qu’il s’agisse d’un écoulement liquide dans

le même domaine, en présence d’un doublet ("’) (double—source) au
point P.,. Le potentiel complexe f,(zM)= cp,(M, P0)+ i‘F,(M, P,)
devra se comporter au point 2 = z,.\) comme

a! + iB
—'—.u

— 5r., + partie régulière, 
ou et 3 étant des constantes réelles données, et être régulier partout
ailleurs. La fonction de courant ‘IŒ(M, P.,), nulle sur (Co), devra
prendre des valeurs constantes (inconnues)sur les (C,—); nous suppo—
serons en outre que les circulations correspondant à ces contours
soient nulles.

Pour avoir la solution de ce problème, nous chercherons la fonction
harmonique u(M, P), régulière dans (G), qui prenne surles frontières,
à des constantes près, les mêmes valeurs que

a + iÔ _ à à
)

1

Jm[- 5m—Zri—(a à)'r @
Û—Œr logi‘MP

(“) Pour la définition du doublet, voir par exemple H. VILLAT, Mécanique
desfluides, 2° éd., Paris, 1938, p. 30.
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et dont la conjuguée soit uniforme. Cette fonction sera donnée par la
formule (7). On aura donc

;‘;a<
«)

@) lou—l—dg(Q’M)dso;
(C)

”(M P):
5715 _B.Ôîp °I‘Qp d’la

si l’on remarque que -

_l_ log_! M dsQ_—— log—l— _. ér(M{_ P)
2 TE (… er an "un

d’après la formule (7) elle-même, il vient
() () ’

1

'

u<MÆ1=(@,—rv—a ;,—;p){v<M P>—logŒ}—-

La fonction de courant 1F(M, Po’)delécoulementcherché s’obtiendra
oc + iô,.
11 _ r,, en ajoutant à u(M, Po) la fonction Jm[g ], on aura donc

05… P)
_adg(M,P)] _

r,
,.(9) 110)Î_:lÇ—_d—-x—-p â)'p

Si maintenant on superpose les deux écoulements définis par les
formules (8) et (9), on en obtient un troisième qui présente un doublet
et un tourbillon au point P., et a en outre des circulations données
autour des (C,—). La fonction de courant qui lui correspond est
donnée par
…) lP‘(M, m>=[ô ôg<M, P) _, dg(M,

P)]dæp d)’? ?,
p

l‘ 1+ '2—né'(M, Po) —
2—7, 2‘°iUI(M),j=l

et le potentiel <p(M, P,) s’en déduit aussitôt. Les valeurs constantes
1F,,(P,) que prend la fonction de courant sur les contours (CA.)
résultent de (10). On &   [;

. de:-(P) du-(P)_
2I‘

. P0 : (!‘) I _G , __1p‘,( )

[ë C.! [a ())/p ,,
0:61» _”/(P) 2fi]m

(k=l'721--'1P)1
(li)où la signification des C a déjà été donnée. Les équations précé-

Journ. de Math.. tome XVIII. — Fasc. IV, 1939. 49
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dentes nous donnent ainsi les liaisons entre les flux ‘F,_.(P,) à travers
des coupures liant (C…) aux (C,,), et les circulations (0, .Ces relations
peuvent d’ailleurs être inversées puisque le déterminant des C"’est
différent de zéro, mais on peut encore obtenir le même résultat en
appliquant la formule de Green aux deux fonctions 11(M, PO)
et u,-(M) (“’). On obtient ainsi (!(u) —2%(P..)

…,d—”-d"ds

__ du,—(P)_ d…(1)) r
'

(j)/_ __—
ob;— âæ.. —fi”/(P)]p_fi (J—I,2,.…,p).

2. Les résultats précédents trouvent une application importante à
l’étude de l’écoulement d’un liquide dans un domaine (Q’) contenant
le point à l’infini à son intérieur, qui soit limité par p+ 1 courbes
fermées (C,) (j=o, 1, 2, . . .,p); la vitesse du courant, de compo-
santes u_ et v…, est donnée à l’infini et de plus le potentiel des vitesses
est assujetti à avoir des circulations données autour des (C,).

Ce cas se ramène immédiatement à celui que nous venons de traiter
en faisant, par exemple, la représentation conforme de l’extérieur
de (GQ,)sur l’intérieur d’une courbe (C,) de façon que le point à l’infini
corresponde à un point P() du nouveau plan. L’écoulement initial sera
alors transformé en un autre, autour de certains contours (C,-)
(j=1, 2, ...,p), en présence d’un doublet et d’un tourbillon au
point P,. '

On peut cependant, sans faire cette transformation, indiquer les
formules, correspondant à (11), qui donnent la liaison entre les flux
à travers des coupures joignant (C,) aux (C,) et les circulations I‘_,-.

Il suffira à cet effet d’appliquer la formule de Green à la fonction de 
("—‘) En vertu des hypothèses faites sur les frontières, l’application de la for—

mule de Green est légitime; on pourrait aussi obtenir le résultat en partant des
relations

P .
1 1 J = l_ (I:) (A‘): '

27r CJ co {0
S’ j;£l’

k=1
tirées de (S’).
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courant 4J(M) de cet écoulement et à l’une des fonctions Îtk(M),
(Ic=1, 2, ...,p), linéairement distinctes, définies dans ((l’) qui y
sont harmoniques régulières, nulles à l‘infini et constantes sur les
frontières. Soient <.le (/'= o, 1, 2, . . .,p) les valeurs constantes que
prend la fonction de courant sur les contours; les flux en question
seront donnés par «lg—tl), (j=1, z, .. .,p). On sait d’autre part
que le potentiel complexe, régulier en chaque point à distance finie
de (D’), se comporte à l’infini comme

f(v” )=CP+l‘-P=(us ——i,,vp+—El‘log;.+F(>
! I r ' \ \ ' .

F(:> etant regul1ere a l’mfin1. La formule de Green nous donnera
par conséquent

— dlu
d—“")ds+ (_ du]; di”)uk——— uk———LP ds=oÂ',( dn …) dn dn

en désignant par (C’) la frontière totale de ((l’) et par (R) une circon-
férence de rayon R suffisamment grand pour contenir (C’) à son
intérieur, et qu’on fera ensuite tendre vers l’infini. Or puisque,. aux
grandes distances, Îl,,(M) admet un déve10ppementde la forme

WW) + ttt—”(O)Ek(M)=
R R2

R et 0 étant les coordonnées polaires de M, on trouve aisément

…<t— %—%>

:fll—‘kâi7t
(u,,y— va)—(zt…)—vææ)d%‘JdS…+.(tt)

en désignant par une expression qui tend vers zéro _si R croît
indéfiniment. Si l’on applique ensuite la même formule de Green aux
deux fonctions u…y — v_œ et uk(M), dans le même domaine, il vient

d_ _.[ (u°° ) —v .1)Æds_-— …[ukt—ÏI—n(uœgr—vwæ)—(u,,y-—v…æ)(;î—"]ds.
(C’)

Finalement, en tenant compte des conditions que vérifie @(M) sur les
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frontières, et en faisant tendre R vers l’infini, on aura

Z$,fÏd—ukds=f(anya—v a:)
d——““ds—Ecc‘,{”I‘,- (k=1,2j.…,p),

[:o
C‘,” étant les valeurs constantes que prend u,(M) sur les (C,—),(j=o, 1, .. ,p) En retranchant du premier membre la quantité

[! d
4402 % ds

[:o “I"

qui est nulle, on obtient les équations
])

(12)
Ê(æla,— %)fpdüds:

C),,(u
1 —v… æ)d—ulds—Ec‘kfil‘,

i=o(l.'(=1, 2, ...,p)
qui définissent les flux «p,-«p,, le déterminant du système étant
différent de zéro en vertu de l’indépendance des LÎ,(M). Dans les
applications, pour calculer l’intégrale du deuxième membre de (12),
on peut aussi se servir de la relation

21!

(u…_)— v…x)£l—ds=zf (v., cosÛ—u… sinÛ)u“(0)d9.
(C') 0

De la même façon on pourrait transposer ici tous les autres
résultats obtenus pour un domaine situé entièrement à distance finie. »

5. Exemple. — Nous allons appliquer les formules précédentes a
un cas particulierdéjàconsidéréparMM. H. Villat, D. Riabouchinsky
(problème symétrique) et par M. Lagally et G. Schmitz (problème
non symétrique), où l’on a affaire au domaine ((l’) limité par deux
cercles (C.,) et (C.) extérieurs l’un à l’autre et de rayons égaux ou non.
On peut définir ces deux cercles comme faisant partie d’un faisceau

de cercles, en prenant par exemple, loglîÎî°l=k (l>o) pour 
équation du cercle (C,) et loglîÎî° =—p. _(p.>o) pour le
cercle (C,), avec z,=x,+iy… Dans ce cas, le système des fonc-
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tions u,f(M) se réduit à la seule fonction

z+zou=log »,- ;-,d_d0
  

et l’on a au voisinage de l’infini

u = 2 æocosû
f.{-)fosm0

d’où la valeur de u…(0). Par suite (12) deviendra
2fi(u[z,— %)=41r(æovœ—youœ)—I’07\ + I‘,p.;

nous retrouvons ainsi par une voie directe la relation de MM. Lagally
et Schmitz (°°). .

Si l’on veut expliciter la solution dans ce cas particulier, il .n’y a
qu’à se ramener par la transformation t — — e—X

5 + 5°: — :…

à une couronne circulaire de rayons 1 et q = ““…, dans le plan t, ou
bien encore, en posant

Z=-—ilogt, log(—e-’—)=—À+in,

à un rectangle oîXî2œ,, oîYâ%Ëï du plan Z=X+ i'Y, dont les

côtés verticaux ne sont pas considérés comme distincts, avec ou. = TE,

ce3 = i(7\ + p.). Dans cette transformation, le point P.) d’affixe
Zpo= Tt + il correspondra au point t = — c—’-, ou encore à z = 00 , le
cercle (C,), parcouru dans le sens laissant à gauche son intérieur, au
segment de l’axe réel parcouru dans le sens des X décroissants, et le
cercle (C.), décrit dans le même sens que (C,), au segment oâXîzw,

O.)' . . .Y = 7“: dans le sens des X crmssants. On s’assure ensuite facflement
que le potentiel complexe transformé devra se comporter au point Z,,_
comme ‘

u_, — [V., E, + 13
Z — Zpo 2 ‘n: [
 — 2izo log(Z — Zp.) + partie régulière, 

(:O) Loc. cit. (‘) et (")-
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de sorte qu’on aura un doublet et un tourbillon en ce point avec
O‘ : 2(“…Yu _ “'/: œ"), B=_ 2("œ x0 + “:)/0), r =_ (110 + F4)»
O.), = F, .

Par ailleurs, on connaît l’expression de la fonction de Green pour
l’anneau circulaire ou bien pour le rectangledu plan Z qui lui corres-
pond (“). On a .

U<Zm—îp> 2G<M,P)+…(M, l))=logm_ Ïl7…Y,. (Zp=xp_,-Yp), 
la transcendante a(Z) étant construite a partir des périodes 2(0,
et 20%; on a posé d’après des notations classiques n. = Cm, , …: Kw,.
Pour avoir maintenant la fonction y(M, P) — g(M, P) + ih(M, P),
il nous faut trouver l’expression de U(M, P) définie par (3). Or, pour
le rectangle, on a

 
   'Y TEY .

u,(M)=îü3”, U.(M)=——
(.),M

(].—1),

de sorte que
U(M, P)=— (:’(: Y…Y…

1 3

en laissant pour l’instant aux demi-périodes w, et œ3 des valeurs quel-
conques. Il vient alors

U(Zu— Zp> _ 2Yni(13)
‘

*{(M, P)=loga——(ZM—Zp) on
ZM YF!

en tenant compte de la réaction classique

i7r
711033— “03001: —'

2

La formule (ro) nous donne ensuite (en prenant % :: o),

(14) +—z‘<p=fi[c<zM—'Z…>—:(ZM—îr—Dl—dilC<Z“‘Z“°’+C(Z“_î"3“Ÿz”l
—r0+r1 ] oÜ<Zn—îpo) 27hi

27T
_

°U(ZM—Zpo) (01
r .

Z){Ypo]
"'“

'?1ÏlZM!4 1

  
(") Voir,“p&r exemple, E. Gounsn, Cours d’Analyse, t. III, 4“ édition,

p. 241, ou bien avec les notations employées ici, C. JACOB, loc. cit. (“), p. 98.
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et il n’y a plus qu’à remplacer Z…, co., (93, ou et B par leurs valeurs
actuelles. -

Il est enc0re à peine besoin d’ajouter que la formule (14) convient
également à l’écoulement d’un liquide dans un domaine limité par
deux ellipses homofocales. Si les coordonnées elliptiques sont E et ‘t],
E = E, et E = E, définissant les deux frontières (E, g£gE,, oên ; 211), il
suffira de poser, dans (14), Z = ‘q — i(’ç' — EO), w‘ : TI, (03 = z'(Eo—E,);
naturellement,on devra aussi remplacer et et B par les valeurs corres—
pondant à ce nouveau cas.

Indiquons enfin ce que deviendrait la formule (7) dans le cas actuel.
En posant Œ(Q) =ŒO(X) pour Q situé sur le segment (0, am,) de
l’axe réel et Œ(Q)=<D, (X) pour l’autre segment frontière oÉXÊ2w,,

Y=-“%ü onaura

F(Z,Ù=U(M)+z‘V(M)=— %f ’(DO(X)Ç(X—ZM)dX

+%f lŒ,(X)ç,(X—Z…dX

_ l‘iîzMf- l[q>0(X)— ®,(X)]dX.

Nous retrouvons ainsi l’une des formules de M. H. Villat (”).

4. Comme deuxième application, nous allons traiter le problème
suivant : Déterminer, à un certain instant, la fonction de courant d’un
mouvement liquide dans le domaine (Q), déjà considéré, en supposant
connue la distribution tourbillonnairecontinue {(P) dans un domaine
(S) intérieur à (Q).

On sait (“) que la fonction de courant MM), à dérivées partielles
premières continues dans (Q), doit étre harmonique régulière dans 

(”) Il. VII.LAT, Rendz‘conti del Circolo Matematz‘co di Palermo, t. 33, 1912,
p. 134-174.(”) Cf. Il. VII.LAT, Leçons sur la Théorie des Tourbt‘llons. Paris, 1930,
p. 45.
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(Q— S) et vérifier l’équation
(15) A…+=—21(M)

en tout point de (S). De plus 4/(M), nulle sur (C.,), doit prendre des
valeurs constantes (inconnues) sur les (C-) et sa conjuguée harmo-
nique, définie dans (Q—S), devra avoir des périodes1mp05ées w,— par
rapport aux contours (C,-).

Pour trouver une fonction qui satisfasse à ces conditions, supposons
d’abord qu’on ait «n,: 0 (j: 1, 2, ..., p), et posons

%<M>=% °ç(p)G(M,p)do-,._
(S)

Cette fonction qui conviendrait à un domaine simplement con-
nexe (“), vérifie encore les conditions requises à l’exception de celles
concernant les périodes. En effet, elle s’annule sur tous les contourset
vérifie bien l’éequation (15) dans (S), tout en étant harmonique
dans (9 — S). Les périodes de sa conjuguée relatives aux (C,—) sont
cependantdifférentesde zéro en général. Elles sont égales à

Q,:2flç(P)u,—(P)dm. (j=1, 2, ...,/)),
18)

la fonction u,(P) étant celle définie au paragraphe 1. Par suite, la
fonction

+(M)=%<M) _ —29,—U-;><M= ]—]
«:(P)g<M p)d….

[=1

satisfera aussi aux conditions d’uniformité exigées. Enfin, si les
périodes w,- sont différentes de zéro, il viendra

(16) +(M)=% Ç(P)g(M, P)(lä.—+—Éœ,—U,(M).
(S) i=1

Cette formule nous donnera les valeurs que prend 41(M) sur les parois. 
(") Loc. cit. (”‘), p. 27 et 199.
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CHAPITRE 11.

SUR UN PROBLÈME MIXTE DE DIRICHLET.

Les questions traitées au paragraphe 1 peuvent être généralisées de
plusieurs façons. Il est clair tout d’abord que tout ce qui vient d’être
dit à propos du problème de Dirichlet, à deux dimensions, peut
s’appliquer au cas des fonctions harmoniques de trois variables, à

condition qu’on remplace la notion de périodicité de la conjuguée
harmonique par celle de flux de la fonction àtravers la surface consi—
dérée. Nous n’allons pas étudier ici en détail cette extension, quoi-
qu’elle pourrait trouver des applications intéressantes à la théorie des
tourbillons, où l’on rencontre quelques difficultés (dans le problème
de Poincaré-Steklofi“)si le volume considéré est limité par plusieurs
surfaces, l’équation homogène de Fredholm pour le problème de
Dirichlet, qui y intervient (”), admettant dans ce cas des solutions
effectives.

En restant cependant au cas de deux variables, on peut essayer
d’étendre les résultats déjà acquis à un problème mixte de Dirichlet,
consistant en la donnée des valeurs d’une fonction harmonique sur
certains contours, et de celles de sa conjuguée harmonique sur les
autres contours limitant le domaine.

Supposonsque le domaine (Q) que nous considérons soit limité par
un contourextérieur(C.,)et parp+ q contours intérieursque nous dési—
gnerons respectivement par (C,-)(j=r, 2, ...,p) et (D,) (k=1,2,…,q)
suivant les données qu’ils porteront. Sur ces contours, on fait les
mêmes hypothèses que précédemment. D’une façon précise, le pro-
blème mixte dont il s’agit (Problème I) est le suivant : Trouver une
fonction analytique f(5) = u + iv, régulière en chaque point de (Q),
uniforme dans le domaine rendu doublement conneæe par des lacets
convenables liant (Co) aux (C,-) et les (Dk) entre euæ, connaissant la 

(") Il. V||.LAT, loc. cit. (23), p. 33 et suivantes.
Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. IV, 1939. 50



380 mins JACOB.

_ suite des valeurs Ô(Q) que prend u sur (C.,) et sur les (C,—) ainsi que les
valeurs 1P'(Q) que prend 6) sur les (D,)

Nous avons donné un théorème d’existence et d’unicité de la Solu—
tion de ce problème en le traitant au moyen des équations inté-
grales (”). La solution présentant des périodes cycliques réelles S,.
autour des (D,_) et des périodes imaginaires pures iP,— autour des (C,—),
la question, analogue à celle traitée au paragraphe 1, que nousposons
ici est : Déterminer une fonction F(z) = U —|— iV régulière dans tout le
domaine (et par suite uniforme), telle que U prenne, à des constantes
près, des valeurs ®(Q) données sur(C) et que V prenne, également a‘ des
constantesprès, les valeurs 1I"(Q) sur (D) (Problème 11).

Nous avons désigné ici par (C) l’ensemble des courbes (CO), (C,—),
et par (D) l’ensembledes courbes (D,) De même qu’au paragraphe1,
nous pouvons prendre la constante additive concernant (C.,) égale à

zéro; il en est de même de la constante relative à l’un des (D.), par
exemple à (D, ). .

Soit [',—(2): tt,-+ iv,— (j= 1 , 2, ..., p) la solution du problème 1 pour
les données u,-= 0 sur (C — C,), u,-= 1 sur (C,-), V,: 0 sur (D). Soit
ensuite qu(z) = ü,.+ iii/_. (If: I, 2, . . ., q) la solution du même pro-
blème pour les données ü,..= 0 sur (C), à: 0 sur (D — Dh), ô,_.=1
sur (D,) Supposons pour l’instant que <I>(Q) et 1F(Q) soient des fonc-
tions analytiques de l’arc sur la frontière. Alors, il est facile de vérifier
que la formule (“)

du du,— a'v dv,- __(l) [<u,fi—u-d—n)dS—‘Æ)<UÆ—tÆ>ds_o» «c»

est applicable, f(z)=u+ivétant la solution du problème 1; en effet,
la dérivée normale de u sera continue sur (C) ainsi que celle de v
sur (D). Cette formule nous donne tout de suite l’expression de P,.
On a

__ du __ du,— dV,‘ ._ '
(a) P,_L)Æds_Â)o(Q)äds— ‘F(Q)Æds (,,_1,2, ...,1)).

I (D)

La relation (1) nous fournit encore, si on l’applique aux fonc- 
(26) Loc.cit. (°); P- ô'7'I09'
(27) Loc. cit. (°); P- 71'
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tions [(s) et cpi-(Z),

(It—".

"‘—[Tl-(IS
(If=l,2, ...,q)‘

(lt’ , (lük ' , ,

5 S =— — d. = (1) ——d — ‘l' ()( ) I‘
…) (Ill ’

_/(g,
(Q) du s

…)
( ‘)

‘I 'I

et l’on vérifiebien que ZSk=o puisque,de toute évidence, Eq»,_(z)=i.
k=l k=l

Ces formules une fois établies, on peut, par un raisonnement classique
(cf. E. GOURSAT, Cours d’Analyse, t. III; 4° éd., p. 220),se débarrasser
de l’hypothèse de l’analyticité de Œ(Q) et de ‘F(Q), mais nous n’en
avons pas besoin pour ce qui suit.

Supposons en particulier qu’il s’agisse de la fonction
g(M7 P) "Jf— i5C(M, P))

analytique régulière par rapport à z… qui est définiepar les conditions

g=log—l— sur (C), 5€=GQp sur (D),
Ï'Qp

en posant (“)
_}’M_)'P_,6…,= arc tang
æu _æP

et en suivant par continuité la détermination choisie pour l’arc. On
aura, en appliquant les formules (a) et (3), et en tenant aussi compte
de la formule (I) appliquée aux fonctions log(zM—zp) et f,-(z,) ou
cpk(zu),- après exclusion du point P au moyen d’un petit cercle dont on
fait ensuite tendre le rayon vers zéro,  dlovr d9

P——-fl£'
._-,

desQ_fp_ desQ—z1ru'(P)=—2fiu'(P),[“
(€)

I an (l)) lan I !  _ __ ([ lOgl‘Qp __ d60p .. _ ...

Sk_—./“;)uk an dsQ—/)ll)vk andsQ—2mak(P)_—21ruk(P).

Par conséquent, la fonction de Green

[G(M, P)+iH(M, P)=log [g(M, P) + i£lC(M, P)],5M—Zp 
(”‘) .:M et z.» sont les affixes des points M et P.



382 mins JACOB.

qui admet une singularité logarithmique au point s,. et vérifie les condi—
tions G: 0 sur (C), H = 0 sur (D), est telle que sa période correspon—
dant à un contour simple entourant (C,) (et ne contenant pas le point P
à son intérieur) est égale à 21tiu,-(P); sa période relative à (D,) est de
même égale à 2nü,,.(P)

Posons P(M, P)——_ G(M, P) + iH(M, P); en nous rapportant ("‘-’)
alors‘a la formule qui donne la solution du problème 1, qu’on pourrait
du reste rétablir‘a partir de (1 ), on a

1 dl‘ M,(4) f(z,,) :
2—1rj(;)fb(Q)—(-Q—Q)ds— 2…fi

1P(Q) ___)
dsQ.

(…

Introduisons maintenant les fonctions
F,—(:)=U,+iV, (j=1,2, ...,q),

définies par les conditionssuivantes : a. U,: 0 sur (C,), U,: const.
sur (C,) (l: I, 2, . . .,p), V_,—= const. sur les (D,); b. les périodes
de U,- relatives aux (D,) sont nulles, les périodes de V,— relatives (C,)
(l;£j) sont nulles sauf celle concernant (C,—), qui est égale à 211. De
plus, on prend V_,-= 0 sur (D,). Définissons de même les fonctions
Œ,(z) = Ü,,+ iV, (lc: 2, 3, . . ., g) par les conditions : a. D,: 0 sur
(C,), D,: const. sur (C,—), V,, = 0 sur (D,), V,,= const. sur les autres
contours (D,); b. la période de Ü, est égale à — 27: pour (D, ), à 27:
pour (D,) et à zéro pour les autres contours (D); les périodes de V,,
concernant les (C,-) sont nulles. L’existence de ces fonctions résulte
d’un théorème que nous avons donné dans le Mémoire déjà cité ("“).

Ces fonctions une fois construites, posons
W(M, P) =U(M, P) + z‘V(M, P)

avec
l' '/

U(M, P) =E U,(M)u,(P) + 2 Ü,(M)Ü,(P),
[__—__»_i=

V(M, P): 2V,(M)u,(P) +Ê V,(M)ü,(P).
i: 1 

(”) Loc. cit. (°), p. 95,
(”°) Loc. cit. (°), p. 85.
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W(M, P) présente les mêmes périodes que la fonction de Green pour
les contours (C,—) (j=1, 2, .. ., p) et (Dk) (k=l, 2, ..., q), puisque

']

Zük(P)Eo. En remplaçant, dans la formule (4), F(M, P) par la
k=l
fonction y(M, P): F(M, P) — W(M, P), on aura enfin la solution
du problème II.

La fonction W(M, P) jouit encore de certaines propriétés de
symétrie. Si l’on introduit la conjuguéeV.(M, P) de U(M, P), par
rapport à P, en posant '

p '7

v. (M, p) = 2 U,—(M)v,(l’} + ZÜ,.(M) F,.(P),
]=1 , k—"

on a les relations
U(M,P)=U(P,M), V(M,P)=V,(P, M).

En ellet, on peut prouver, en tenant compte de certaines propriétés
de symétrie desf,-(z) et des ok(z), que la diflérence U(M,P)—U(P,M)
est une fonction harmonique uniforme dans (0), qui prend des valeurs
constantes sur (C), dont la conjuguée est aussi uniforme et prend des
valeurs constantes sur (D). Par suite cette différence doit se réduire
à une constante qui est ici nulle puisque nulle sur (C,). La différence
V(M, P) — V.(P, M) doit donc être aussi constante, et même nulle
à cause des conditions concernant (D,). Nous n’entrons pas dans le
détail de la démonstration qui se ferait de la même façon qu’au para-
graphe '1.

_

Remarquons,pour terminer, que si le domaine (Q) est doublement
connexe, la fonctionf(z,…) solution du problème mixte, qui est donnée
par (4), est toujours uniforme.


