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Les équations linéaires aux dérivées partielles
et la méthode de la wariation des constantes ;

Par G. CERF.

Il est connu depuis longtemps que les équations linéaires aux
dérivées partielles du second ordre & deux variables indépendantes
ont, par rapport & la méthode de la variation des constantes, un
comportement différent de celui des équations linéaires. Laplace en a
donné un exemple célébre qu'il a qualifié lui-méme : « plus curieux
qu’utile ». Nous allons montrer que les résultats obtenus par Darboux
sur les équations de Laplace, en particulier ceux qui sont exposés
dans le Chapitre VIII du Livre IV, sont une conséquence directe
de I'application de cette méthode générale. Et il sera aisé de concevoir
le processus d'une application de la méme méthode & des équations
linéaires d’ordre supérieur a4 2, a4 deux variables indépendantes,
ou a des équations linéaires a plus de deux variables indépendantes.
Cela sera développé ailleurs et ne vaut, du reste, que pour des classes
particuliéres d’équations.

1. Pourla commodité de la comparaison avecl'ouvrage de Darboux,
nous prendrons 1’équation sous la forme

(1) F(s)=s+ap+bg+czs=o;

mais les développements qui suivent s’appliquent presque immédiate-
ment & I’équation linéaire générale,
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Supposons que I'on connaisse une intégrale compléte de (1) :

(2) z-——i'hi‘i;
1

31y ..., 3; sontdes solutions particuliéres, %.,, ..., %; des paramétres,

et les équations (2), (3), (4)
‘ P :Zl i piy
? q :Zi 7&,- qis

(3)

(4)

permettent de calculer les A;; on suppose donc que le déterminant H
est différent de o
b pe &

H=| " &

e n
1

ri t; .. .. 3
Posons

3]

r t p gq
re & pPo 95 Sl

u;—= 5]

dans le deuxiéme membre est figuré un déterminant du 5° ordre, p
étant successivement I’'un des cinq premiers nombres sauf ¢. La réso-
lution des équations linéaires en A; donne alors

(5) 7\1.:(—1)"“%".

2. Proposons-nous maintenant de déterminer les A; en fonction
de et de y pour que I'expression qui figure dans le 2° membre de (2)
représente une intégrale de (1). Le procédé est classique : nous formons

le systéme

. Ok o0k .0k
Sedice, Tnl=e Sndi=e

(6)
ak; LY N
Zizid—y—_‘o, th,-—}; —o, thir)x:o'
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Pour toute solution de (1) (linéairement distincte des 3;) les A; fournis
par (5) sont des solutions du systéme (6).

Réciproquement, cinq fonctions 2; satisfaisant 4 (6), procurent,
par (2), une solution de (1).

3. Il est facile de vérifier que chacun des ; solution de (6) satisfait
a une équation aux dérivées partielles du 2° ordre analogue & (1).
L’expression (5) de A; est, en effet linéaire par rapporta r, ¢, p, g, 3.
Egalée 4 o, elle constitue une équation linéaire aux dérivées partielles
g ’ q . . . p . '
qui admet avec (1) quatre solutions communes linéairement indé-
pendantes : ceux des 3 qui n’ont pas l'indice . Soit (7) cette équation
(7) Gis3)=lhir—kit+...=o
avec
hi=| % po 90 3 |y ki=llro po g0 5o llis
¢ est successivement I'un des 5 premiers nombres sauf 7.
Formons le systéme S
F(z)=o0, Gi(s)=o,
(S) s _ dF g, dg,
dz=% &y~ W =® =%

ou dix et d—‘; constituent le symbole de dérivation totale par rapport
a x ou 4 y respectivement.

Ce systéme S est complétement intégrable : les deux équations (1)
et (7) n’admettent pas de directions communes caractéristiques,
(en supposant h; et £; différents de o0); les 4 équations du 3¢ ordre de S
sont donc linéairement indépendantes par rapport aux dérivées de cet
ordre; le nombre maximum de constantes dont peut dépendre la solu-
tion d’un tel systéme est 4; c’est effectivement ce qui se produit.

Observons maintenant que 1’expression

__dg d*a a:F
(%, Gl = dxr dy —hi%’: + IQEF

est seulement du 3¢ ordre; la relation
(8) [F)G:]=0

doit étre, par conséquent, compatible algébriquement avec les équa-
tions de S; cela revient i dire que [ %, G;], & moins d’étre identique-
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ment nul, s’exprime linéairement au moyen des premiers membres
de ces équations. Les équations du 4° ordre déduites de S se réduisent
alors 4 5 linéairement indépendantes parrapport aux dérivées d’ordre
le plus élevé, celles du 5° ordre a 6, etc....

Réciproquement la condition que S est complétement intégrable
peut s’exprimer par le fait que (8) est compatible algébriquement avec
ses équations.

4. Considérons maintenant le systéme S
s F —o, Gi—
(S) ds agF dg, ok g, o
dz=% dy=%  dz T dzx  dy oy’
A; étant pour l'instant une fonction inconnue de x et de y que nous
allons chercher 4 déterminer pour que S soit complétement intégrable.
[l faut et il suffit pour cela que les 6 équations du 4° ordre déduites
de S se réduisent a 5, linéairement indépendantes par rapport aux
dérivées d'ordre le plus élevé. En faisant un raisonnement analogue
a celui que nécessite la réciproque que nous venons d’énoncer, on
constate que cela entraine que

(9) (%, Gi—N]=o

soit conséquence algébrique de S; en raison de (8), (9) conduit a une

relation linéaire et homogéne en A;, ses dérivées du 1° ordre et W,

cette derniére y figurant certainement; soit
(10) ®,(M)y=o

I’équation de Laplace qui fournit la condition nécessaire et suffisante
a laquelle doit satisfaire %; afin que S soit complétement intégrable.

En considérant les différents indices Z, on sera conduit 4 5 équations;
nous allons les résoudre par 'intermédiaire d’une seule autre de méme
espéce, et de quadratures.

5. Posons _
14 z
T(z):l * T L —Ho+...
%% Tty Po gp Fp lle=r.204s
r l P q V4
A z2)—= a
© lap re to Po 9 Fp llemtaans=HI 4.0
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a, B, v, ¢ désignent les dérivées du 3° ardre de z. Rappelons que nous
supposons H £ o0; nous verrons plus loin ce qui se passe dans le
cas contraire.

Déduisons en premier lieu des équations (1) et (11)

(11) T'(z)=o,

un systéme complétement intégrable. Les deux équations
@ F dr
T o et @ =o

4
~

. ., J
ne contiennent chacune qu'une dérivée du 4° ordre : dzigy = Parion

en déduit une nouvelle équation d’ordre inférieur a 4, soit I', (3) =o,
que nous supposerons d’abord du 3° ordre méme en tenant compte
de (1) et de ses dérivées premiéres
., . _dl _ d%F
Ti(s)= & 1=
Le systéme

(T) dF dF N o
dr =9 “1;—0; I'(z)=o, Ii(s)=o

est complétement intégrable : il admet en effet les 5 solutions z;

linéairement indépendantes. Parmi les équations du 4° ordre qu’on en

déduit, il ne s’en trouve que 5 quisoient indépendantes : les 3 déduites

de 7, %F — o et T —o. Cela est d’accord avec le fait que I’équation
Y dz dx
d*T a*F
[FN=gma Y=

vérifiée par les solutions de T, est seulement du 4° ordre et doit étre
conséquence algébrique des équations de ce systéme, et cela explique

ce qui se passe pour —— = o.
6. Considérons maintenant les deux équations
F(z)=o, T(z)=9,
§ étant une fonction de & et de y que nous allons déterminer pour
qu’elles admettent des solutions dépendant de 5 constantes arbi-
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traires. L’équation analogue aT', () = o0 est ici

d(T —8) —n g
dy dzz = °

TI(Z) el

Formons le systéme T

(T) dF dF =
5o, =0 5o =0,
dx dy
La condition pour qu’il soit complétement intégrable s’exprime,
d’aprés ce qui précéde, par une relation
(12) L(6)=o,
25 08 o
] ' 0z’ 9y’ dzdy’
A toute solution de (12) correspondent des solutions de (1) dépen-
dant de 5 constantes arbitraires.

L étant linéaire en 0

7. Ces solutions, la premiére étant connue, peuvent s'obtenir par
de simples quadratures; nous allons les déterminer sous la forme (2)
par l'intermédiaire des A;.

Rappelons que

u;

(5) )\I:(_l)i—H i

b
et introduisons les fonctions auxiliaires /; et m; déterminées par chacun
des systémes

Eil,:izo, Zim,-:,-:o,

2"1:1’1‘:0; Zimipizo;

Ziliqi: o, Ei”liq;: 0,

Eil, Li=o, Eimir,:o,

ce qui est possible puisque nous avons supposé k; et k; différents de o.
En développant le déterminant I'(z), on trouve

1,6 =(—1Y [zfli“i'ui—zjl/rf

p étant chacun des 5 premiers nombres sauf 7.

a t p q =
% t Py 9o Fo
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Or h
oH a7 ;
o lae % Po 9o 6 llo=1,234: —bH :le,a/Ti — o
iir, <
H= 2 ]h; gﬁ" = * ¢ P 7 - bui'
7 ox a lp P Go Fo i

Par conséquent ) e o
. 1 0&[ H _ 2 i
6:(—l)+1}l—i[H d—x.—uiaz]—h—‘ 5;'

En introduisant de méme une fonction o et la relation

A(z)=uo,
on arrive & une relation analogue, donc

o h
(13) 9% = i

(»\,' . Ii','
(14) T}/ = ma.

Mais, pour justifier I'affirmation du début de ce paragraphe, il faut
trouver une nouvelle relation ou ne figurent que A;, 6 et leurs dérivées.
Nous développons I'(z) d'une autre facon, et alors

To lo Po 9o 5

(—a) . .
GIT)[ZJM/O(/ i—i—z/m,t,
« r 6 p q =

9
d—+3a9:

A TIp 6p Po Pp g llo=1,2,4,4,5
O

oy
(GRIBAN du; Zim,@; r < -
= m; Zijm"a/('d_}—/ +au,~>+ -~ I(— 1)'m;6 — Jm,'oz,-uiJ .

jnl/'t,' -

r t p q = @« r p gq =

% To Po 9o =5

Et aprés de faciles transformations

ay de>_ e L M T T\ TGy ) )
en posant
H=|lag r; po qo % llo=1,23,1s,

M . h [0 1 OH
(l5) -d—}/- —al\l—-(—l) 1@[;}] +6(G—H a—;)]-

Les relations (13) et (15) permettront de calculer ; comme il a été
annoncé.

Journ. de Math., tome XVIII. — Wasc. III, 1g3g. 39
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8. Ces résultats, établis en se servant de la connaissance de 5 solu-
tions de (1), peuvent étre étendus, de maniére différente, au cas ot
'on se sert de moins ou de plus de 5 solutions.

Cas d’une solution. — Nous posons par exemple

T(s)=

p:‘

P15
et nous cherchons & former un Systéme analogue & T; au lieu de
I'(z) = o nous écrivons

(16) p-—&z:o,

qui donne

et par (1)
(17) (b-i—%‘)q—[c—i—a%’—t-%(’:—’:)]::o.

Si b+ L% 320, les deux équations (16) et (17) sont en involution, et
54

leurs solutions communes, dépendant d’une constante arbitraire, sont
aussi des solutions de (1).

Pour que I'équation I'(5) = 0 forme avec (1) un systéme compléte-
ment intégrable, il faut et il suffit que 6 soit solution d’une équation
telle que (12). ,

Le coefficient de ¢ dans (17) est nul si p,+ b,3,=o0; il convient
donc de rechercher si I'équation

(18) p+bs=o

a des solutions communes avec (1).
Des calculs simples conduisent & la relation

%+ab—c =0
z(dy )_ ’

Si l'invariant g—b —+ ab — c est différent de 0, 5 = o est la seule solu-

tion commune & (1) et a (18); s'il est nul, (1) admet (18) comme
intégrale intermédiaire. .
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Nous posons ici
(19) 6 =p-+ bz,

et constatons que (19) admet des solutions communes avec (1) 4 la
condition nécessaire et suffisante que 0 vérifie une équation linéaire

du premier ordre; ces solutions communes sont naturellement toutes
celles de (19).

9. Cas de m + n solutions. — Soient z,...3,.,; NOUS SUPposons
qu’elles ne satisfont pas toutes &4 une méme équation du 2° ordre. Nous
posons ici (et supposons m2n)

oms Jdz 0"z ds
m .- d_x W LR ] ’5‘; ~
I'(z)= . oz " Py
Z~e .. =£ R
ox™ ox d)”' d)’ e 0=1,2,..,m+n
oz ,0%z
=H d_x’; —~+ H d_‘}’-'; + ...

H et H' étant calculés sur les z;.
L’équation

(20) I'(z)=o

admet avec (1) des solutions communes dépendant de m + n constantes
arbitraires. Nous supposons d’abord H £ o.

Si m = n, nous pouvons déduire de (1) et (20) un systéme tel que S,
constitué par (1) et ses dérivées jusqu'a 'ordre m — 1, par (20) et ses
dérivées du 1 ordre. Les équations d’ordre m —+ 1 en 3 de ce systéme
sont au nombre de m +- 2, égal a celui des dérivées de 5 de cet ordre;
elles sont distinctes, car les deux équations (1) et (20) n’ont pas de

directions communes caractéristiques. Le nombre total des équa-

m(m—+1)
2

tions considérées est ~+ 3;le nombre maximum de constantes

dont puisse dépendre la solution d'un tel systéme est

(m+2)Y(m+3) m(m+1)
2 - 2 -

3—=2m.

Le systéme S est donc complétement intégrable.
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Il en résulte que la relation

,drF
—— =0, m=n,

aT anryg
[%U—mw_ mWJHw
dont le premier membre est seulement de I’ordre m+1 en s et qui
doit étre vérifiée par toutes les solutions de S, est une conséquence
algébrique des équations de ce systéme.
Sil'on remplace maintenant (20) par

(21) I(z)=06,

par un raisonnement analogue a celui qui a été fait plus haut, on
constate encore que les deux équations (1) et (21) donneront naissance
a un systéme complétement intégrable sous la condition nécessaire
et suffisante que 6 satisfasse & une équation telle que (12).

Si maintenant m > n, les équations d’ordre m + 1 de S ne sont pas
indépendantes par rapport aux dérivées de cet ordre.

Ici encore posons

dI‘ dm— g
(22) L=z —Hmm =

Cette équation est en général d’ordre m en 3, mais elle ne contient pas
la dérivée p,,., on en déduit donc, grice 4 I' = o et aux dérivées de F
d’ordre m en 3 une équation d’ordre m —1, dont on considérera la
dérivée par rapport a4 y, qui donnera une équation d’ordre m — 2,
I';= o, et ainsi de suite, jusqu’au moment ou apparaitra la dérivée de
I'ordre de I’équation introduite prise complétement par rapport a y;
a partir de la les dérivées successives de I'équation par rapport a y
sont & considérer et permettent, avec celles qui sont dérivées de &,
d’écrire autant d’équations que de dérivées de chaque ordre; on intro-
duit ainsi m — n équations jusqu’a 'ordre m—+-1 en 3. On a donc au

m(m—+1)

total —+ 3 + m — n équations distinctes qui toutes doivent

étre vérifiées par les m + n solutions 5;; ellesforment donc un systéme
complétement intégrable, puisquel’excés du nombre des dérivées de 3
jusqu’a 'ordre m—+ 1 (en y comprenant z) sur ce nombre d’équations

estm+ n. Soit T le systéme obtenu. Nous n’avons pas tenu compte
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dr’,
e-_
dzx
de méme de

= o qui doit donc étre conséquence algébrique de T et il en est

d-T dng

(23) [9,F]=M— dT_m'—-O,

dont on apercoit la relation étroite avec la précédente relation. Le
systéme T peut étre formé sans qu'on sache qu’il admet les inté-
grales 3, : 1a relation (23) est sa condition de compléte intégrabilité.

En portant son attention sur les dérivations par rapport a y, on
constate que (23) ne peut étre conséquence algébrique d’équation
I'i=o pour lesquelles : >1.

Dés lors, en écrivant de nouveau (21), on arrivera pour 6 a la
méme conclusion que précédemment; et a toute solution de I’équa-
tion telle que (12), 4 laquelle on aboutit, correspondent, par quadra-
tures, des solutions de (1) dépendant de m -+ n constantes arbitraires :
la méthode pour le montrer est celle qui a été suivie plus haut.

10. Nous avons 4 examiner le cas ou, au paragraphe 8,I',(z) =0
est de 'ordre inférieur & 3; ou encore le cas qui se présenterait dansle
paragraphe précédent 9 sil'on arrive a un I' d’indice supérieur & celui
qui y est prévu. Alors ’équation (1) admet une involution d’ordre au
plus égal am : les nouvelles équations qui s’introduisent diminueraient
le nombre des constantes dont dépendent lessolutions communes 4 (1)
et (20); or ce nombre ne peut étre inférieur & 5 au paragraphe 5 et
a m - n au paragraphe 9; il ne reste donc qu’une possibilité : que les
dérivées par rapport & y de I';= o0 au plus haut indice ¢ soient consé-
quences des équations déja écrites, au moins & partir d’un certain
ordre; il se peut du reste que ¢soit égal & 1. [F, '] = o est encore la
condition d’intégrabilité du systéme en involution obtenu. Mais nous
simplifierons le calcul en prenant comme nouvelle inconnue < le pre-
mier membre de l'involution : en application de résultats précédents
on voit sans peine que < satisfait & une équation linéaire du 1 ordre
pour toutes les solutions de (1), et réciproquement 4 toute solution de
I’équation du 1" ordre en correspondent de (1) qui dépendent d’une
fonction arbitraire. C’est une généralisation de ce qui se produit pour
la transformation de Laplace (19), mais nous ne produisons pas un
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résultat nouveau; la transformation obtenue par (21) pouvant se
composer avec des transformations effectuées chacune successivement
avec unc seule solution ; nous sommes dansle cas ot la suite de Laplace
s’arréte dans un sens ou dans I'autre.

11. Nous avons a examiner aussi ce qui se passe sil’'un des déter-
minants H, A;, k;, etc. est nul. Considérons, par exemple, le H du
premier paragraphe. S'il est nul, I’équation

t p q =
e & Pp 9o 3o

=o0

f=2,34,

admet 5 solutions communes avec (1); si les coefficients de r et ¢ sont
différents de o, cela n’est pas possible, et s’ils sont nuls, nous sommes
ramenés au cas ou la transformation de Laplace procure une équation
du 1°* ordre.



