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Sur

la représentation conforme d’un domaine a connexion infinie
sur un domaine à fentes parallèles;

PAI RENÉ DE Possnn.

{ . Il s’agit du problème classique P que voici : soit D un domaine à
un seul feuillet du plan z, a connexion finie ou infinie, et contenant le
point à l’infini. On veut représenter conformément D sur un domaine
à fentes parallèles Ü du plan w, c’est-à—direun domaine dont tous les
éléments de frontière(‘) sont ou des points, ou des segmentsparallèles
à l’axe réel. On exige en outre que la fonction w=f(z>, qui fait la
représentation, admette autour du point à l’infini un développement
de la forme
(1) w=:+a—_l+…

Ce travail reproduit la solution du problème P que j’ai donnée
en 1931 ("‘), basée sur un procédé de maximum, mais rendue ici indé—
pendante du problème C de la représentation conforme d’un domaine
simplement connexe, grâce à l’utilisation d’une fonction particulière.
Le problème C est donc résolu comme cas particulier de P. 

(') Un élément de frontière est un continu de points frontières, qui n’est
contenu dans aucun autre continu frontière plus grand. On peut dire encore que
deux points frontières appartiennentau même élément lorsqu’il n’est pas possible
de les séparer par une courbe simple fermée contenue dans le domaine.

(2) Voir Gôttinger Nachrt‘chten, 1931, p. 199, ou P. MONTBL, Fonctionsuni—
valentes (Collection Borel). La propriété de maximum de (Ra; a été donnée
aussi par H. GRÔTZSCH, Leipziger Berichte, 1932.
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2. Soit (D,, la famille des fonctions w =f{z)méromorpheset univa-
lentes dans D et qui admettent autour du point à l’infini un dévelop-
pement de la forme (1). Soit V le problème qui consiste à trouver une
fonction f de la famille CD,, pour laquelle la partie réelle de af est
maximum. Nous allons montrer que V a une solution, qui est en même
temps solution de P.

5. Démontronsd’abord deux lemmes :

LEMME I. — De toute suite de fonctions de (DD, on peut extraire une
suite partielle f,l qui converge vers une fonction f—de CDD, cela unifor—
mément dans tout ensemble fermé et borné de D. [Autrement dit, la
famille CD,, est normale et compacte C).] De plus af= lim af_.

Choisissons R assez grand pour que la frontière de D soit contenue
dans le disque [: |gR. Soit f une fonction de (I).). Posons

b.et W1:£_Z1+2_{.z;
1

._5"‘—R R—

La fonction w.(z.) est univalente pour 15. | > 1, et le théorème de la
surface (“) donne

°°

blbilâly
1m|ë|al—l2——Zlal———»—°1

1

i

”1
 

et par suite |w. |21 si |z. |22.
La fonction g=

W—’
de la variable {= _l est holomorphe dans le 

(3) Pour les propriétés des familles normales utilisées ici, voir P. MONTEL,

Leçons sur les familles normales ou C. Cmnuûouonv, Stetige Konvergenz
und normale Familien (Mat/z. Annal., Bd. 101, 1929, p. 515 et suiv.), ou
Conformal Representation, Cambridge Tract, n° 28.

(‘) Voir L. annnncn, Funktionentheorz‘e, Bd. 11, 2° édit. p. 72, ou bien
P. MONTEL, loc. cit. (=). Le théorème s’obtient en écrivant que l’aire intérieure
à l’image d’un cercle

|
z ]

= r > r a une limite non négative lorsque r tend vers [.
au

Il s’énonce 2 n [fan [’ g 1 .

1
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cercle iZ[< â, y vérifie la condition |gl< [, et admet une dérivée à

l’origine égale à 1. De toute suite de fonctions g, on peut donc
extraire (“) une suite g,, qui converge uniformément dans tout

| I . _
ensemble ferme contenu dans le cercle |C|< 5 vers une fonct10n g
non constante, donc, d’après un théorème connu (“) univalente, et ne

. Rs’annulant que pour C: 0. La suite correspondantef,,= ,? converge
Il

uniformément dans tout ensemble fermé et borné extérieur au disque
|z| 22 R. D’après le théorème de Stieltjes (6), elle convergeuniformé—
ment vers une fonctionf dans tout domaine fermé et borné contenu
dans D.

Les coefficients (ou les dérivées) de f,, convergent vers ceux de f.
Par suite la fonctionÎadmet un développement de la forme (1) et
vérifie la condition af= lim af”. N’étant pas constante, elle est univa-
lente et appartient à (DD.

LEMME Il. — Soit d un domaine simplement connexe, contenant le
point à l’infini, et dont la frontière F n’est ni un point ni un segment
parallèle à l’axe réel. Il existe alors une fonction cp de la famille (D,,

telle que di a, > O.

[
5

les cercles
|

C,
i
= 9, IL |

=
—P—I,

sur une ellipse E, de foyers —— 2, + 2, et

Quel que soit ? tel que 0 < p < 1 , la fonction z. = C, + représente

de demi-grand axe a = p + ê-
Soit d. un domaine simplementconnexe

du plan :. , contenant le point à l’infini, dont la frontière contient les
points — 2 et + 2, et est formée de points intérieursà l’ellipseE ou sur
cette ellipse. Les deux déterminations de la fonction inverse sont
uniformes dans d, et l’une d’elles {. =g(z,) représente d. sur un
domaine du plan {. , n’empiétant pas sur le disque [C. |; 9.

Posons z : Az, +B et C=AC. + B, A et B étant tels que deux 
(‘) Voir P. MONTEL, loc. cit. (’) ou C. Cmnnfiononv, loc. cit. ("), Conformal

Représentation.
»

(“) Voir par exemple P. MONTBL, loc. cit. (“).



288 RENÉ DE POSSEL.

points frontières ou et B de d viennent aux points — 2 et + 2 du plan z, .

La fonction C. : g(z.) définit alors dans d une fonction {: 4} (z) qui
appartient à la famille (bd, car

A: A!
:=Ç+C—B’ KP(Z):Z—?+..… 

Supposons Œa<Œ{3 et posons B—oc=2le‘°(o<l6|âî)On a

_ l !
A=Ç54a, |A]=-æ Œa+=—Z—coszô.

S’il existe deux points frontières et et 3 de d tels que |0!> %, le

 
lemme est démontré en prenant <p : 4».

Dans le cas contraire, désignons pas 00 la borne supérieure des
angles |0 |, et par y un point frontière ded tel que ŒuîŒyÉŒB. On
a

lY—aWŒ%EŒtr—M, ly—@MŒQSŒMŸ—W,
d’où

01 ({3 —— az) 0059
00590

= 2
lcosôo

. l7—aMH7—5Œ

Tout point y est donc à l’intérieur de l’ellipse de foyers cx et B et de
6 .grand axe 2 !

cc—ÊSSQ
, ou sur l’elhpse.

0

Soit d’ le domaine du plan 2 qui contient d et dont la frontière est

l’ensemble des points y. Il est simplement connexe puisque 00 < g- Il
lui correspond, dans le plan z,, un domaine dont tout point frontière

. , . . . 9est 1nter1eur a l’elhpse de foyers — 2, + 2 et de grand axe 4
035—556—

ou
0

sur cette ellipse; puis dans le plan C., en vertu de la remarque faite
plus haut, un domaine laissant à son extérieur le disque de centre
origine et de rayon 9 égal à la plus petite racine de l’équation  2

0059 _ l
cosô0

_ ? p ’

enfin, dans le plan {, un domaine laissant à son extérieur le disque I‘
. lde centre B = a
_:

B et de rayon %.
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La fonction

la :
u=h(ç)=ç+_4P _ç—l-B

représente l’extérieur de I‘ sur le plan u diminué d’un segment
parallèle à l’axe réel, et la fonction <p (z) = h@ (z)) représente d’ sur
un domaine du plan u. Elle appartient à (D,, et son développement est

lg
. 1u:* — "‘—c’“0 —4+4(p )Z+ ,

d’où

(Raç=%(pî—cos29).

Si 0 tend vers 00, p tend vers 1 et cos26 tend vers cos20, < 1. Si
donc 6 est assez voisin de B.,, on a (RaÇP > o. Il suffit de choisir au et B
en conséquence. Le lemme est démontré.

' 4. 1° LeproblèmeV a une solution. — Tout d’abord la famille (D,, n’est
pas vide, car elle contient w = 5. Soit tu la borne supérieure des Œa,«
pour toutes les fonctions de (I)”; on peut extraire de (D,, une suite telle

lim & af”: p.Il:»

D’après le lemme I, on peut de cette suite, extraire une suite partielle
qui converge vers une fonction7(z); on a alors & a}: p.. La fonction
_7 est donc solution de V.

2° ToutesolutionÎ(z)duproblème V est aussisolutionde P. — Suppo—
sons au contraire queÎapplique D sur un domaine Ü dont un élément
de frontière J ne se réduit ni à un point ni à un segment parallèle à
l’axe réel. Soit d le domaine qui contient le point à l’infini et dont la
frontière est l’ensemble J. Formons la fonction cp du lemme II pour le
domaine d. La fonction x(z) = ? (flz)) appartient à la famille (DD, et
l’on a, au voisinage du point à l’infini,

..., Œa,_=(R(aÿ+a,)>p,

ce qui est en contradiction avec la définition de p..

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. III, 1939. 38
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5. Si D est simplement connexe, trois cas sont possibles :

1° 5 n’a aucun élément de frontière.
2° Ü a pour frontière un point. Dans ces deux premiers cas, on a

D = 5 et7: 2.
3° Ûa pour frontière un segment parallèle à l’axe réel. ÏÎ peut

être représenté conformément sur l’intérieur d’un cercle; il en est donc
de même de D.

Revenons au cas général. On peut démontrer que le problème V
n’a qu’une solution (7). Si D est à connexion finie, le problème P n’a
lui aussi qu’une solution qui coincïde avec celle de V. Mais si D est à
connexion infinie, P peut avoir plusieurs solutions (°). Celle qui est la
solution de V jouit de plusieurs propriétés de minimum, et fournit
pour5 un minimal—schlitzbereichau sens de P. Koebe (°).

Enfin, faisons remarquer que la méthode exposée ici ne s’applique
pas aux domaines à plusieurs feuillets, pour lesquels la seule méthode
directe semble être celle du minimum de l’intégrale de Dirichlet (“’). 

(7) Voir RENÉ DE Passat, Math. Ann., Bd. 107, 1932, p. 496—504.
(8) Voir P. Komm,Gôtt. Nacht, 1918, p. 60-71.
(°) On trouvera quelques détails sur ces domaines dans M. L. CARTWRIGHT,

Quarterly Journal, Vol. 8, n° 32, Déc. 1937, p. 303-307.
(1°) Voir APPELL et GOURSAT, Fonctions algébriques, t. II, par FATOU, p. 413—

419.


