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DISCUSSION D’UN PROBLÈME DE nm1cnmr. 249 
Discussion d’un problème de Dirichlet (');

PAR JEAN LEBAY.

I. —— Introduction.

'1. Nous nous proposonsd’étudier les solutions d’une équation aux
dérivées partielles du type elliptique (“’)

f(f‘. 8. t,1!, (1. w. 34 5)=0 (4/1—f2 >f3—‘üffi->O.fl>Oquandf=°)
(,.=;L,(æ, }»), s=zÎ',_,., t=zg.,,p=zfm q=zû ).(I)

Notre étude sera le développement de la théorie dont M. S. Bernstein
a exposé en 1910—1912 divers cas très importants, d’une assez grande
généralité : elle consistera à chercher quand les solutions de (1)
vérifient certains théorèmesde compacitéet d’existence. Nos conclusions
sont énoncées aux paragraphes 17 (p. 266) et 25 (p. 278).

Nous utiliserons les méthodes de majoration a priori que 
(‘) L’essentiel de nos conclusions a été résumé aux Comptes rendus, t. 205,

1937, p. 268 et 784.(’) Les travaux fondamentaux sur ce sujet sont ceux de MM. É. Picard
et S. Bernstein :

E. P1cmn, Journal de Mathématiques, 1890; Journal de l’École Polytech-
nique, 1890; Journal de Mathématiques, 1900; Actu mathematica, 1902;
Annales de l‘École Normale, 1906; Leçons sur quelques problèmes aux
limites de la théorie des équations diflérentidlæ, rédigées par M. BRBLOT,
Cahiers scientifiquesde M. Julia. Gauthier-Villars, 1930.

S. BERNSTEIN, Math. Annalen, t. 69, 1910; Annales de l’École Normale,
t. 27 et 29, 1910 et 1912; C. R. Acad. Sc., t. 151, 10 octobre 1910; Math. Annalen,
t. 95 et 96, 1927.
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M. S. Bernstein a créées, mais dont il ne s’est pas donné la peine de
tirer des conclusions complètes, ayant un sens géométrique. Nos
théorèmes d’existence résulteront de la théorie topologique des
équations fonctionnelles (3 ).

2. CONVENTIONS DIVERSES. — Nous supposonsftrois fois dérivable.
Nous supposons que, quelles que soient les valeurs arbitraires
données à p, q, x, y, z, la surface f= 0 décompose l’espace (r, s, t)
en deux domaines.

Nous désignons par « valeur de f sur une surface z—,\(æ,y) » la
valeur f,_, que prendf quand on y remplace z, p, q, r, s, t par z—,_(œ,y),
ses dérivées premières et secondes.

Nous nommons y tout contour, d’un ou plusieurs tenants, de
l’espace (x,y,z) qui est frontière de surfaces régulières z(x,y);
nous supposons que Y est défini par des fonctionsy(æ), z(œ) qui sont
cinq fois dérivables quandyëest fini.

Nous supposons que toutes les hypothèses faites restent vérifiées
quand on permute les rôles de y et w.

Nous nommons & un signe, variable le long de 7, qui est + ou —,
suivant que les surfaces :(æ, y) qui ont 7 pour frontière sont, par
rapport à 7, du côtéy=+ oo ouy=— œ.

Nous disons que y est compris entre deux surfaces z,(æ,y) et
32(æ,y)[z. (a:,y) < z2(x,y)] quand y est frontière de surfaces
z(æ,y) qui vérifient l’inégalité z. (œ,y)êz(æ,y)êzflx,y).

Y étant compris entre z,(æ,y) et z2(œ,y), nous nommons « pro—
blème de Dirichlet de données [(1), y, z., z._.] » le problème qui
consiste à trouver les surfaces s(æ,y) qui satisfont à (I), qui ont 7
pour frontière et qui sont comprises entre z, et z2.

5. RAPPEL DE RÉSULTATS. — Théorème 1. — Considérons un ensemble
de problèmes de Dirichlet dont les données [( 1 ), y, z. , z,] constituent
un ensemble compact en soi. Supposons que les dérivées secondes des
solutions de ces problèmes aient des valeurs absolues bornées dans 

(“) Lean-Semoun, Annales de l‘École Normale, t. 51, 1934.
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leur'ensemble. Alors l’ensemble de ces solutions, s’il n’est pas vide,
est compact en soi dans l’espace des fonctions trois fois dérivables.

Théorème2. — Supposons en outre ceci :

l’un de ces problèmes de Dirichlet possède une seule solution qui
est simple (“);

l’ensemble des données [( 1 ), y, z,, za] constitue un continu;
(z. —z,,)féo, l’égalité ne devant être atteinte que si y est

étranger à z,;
(z. —z. )f.go, l’égalité ne devant être atteinte que si y est

étranger à 22.
Alors chacun de ces problèmes de Dirichlet possède au moins une

solution.

Le théorème 1 est dû à M. S. Bernstein; ce raisonnement de
M. S. Bernstein a été amélioré par M. J. Schauder (").

M. S. Bernstein a établi le théorème 2, par la méthode des approxi—
mations successives de M. E. Picard, dans le cas où l’unicité de la
solution est assurée (fée quand[: o); l’énoncé ci—dessusse déduit
du Chapitre V du loc. cit. (“) au moyen du lemme 1, que nous énon-
cerons au paragraphe 5.

Pour appliquer les théorèmes l et 2, il est nécessaire de savoir
majorer les dérivées secondes des solutions de (1); or nous avons
établi le théorème suivant (°).

Théorème 3. — Supposons que dans l’espace (r, s, t) la conique à
l’infini rt= s2 etla surfacef: o n’aientpas de tangente commune. Il
est alors possible de majorer r2 +s2 + t’ sur une solution arbitraire
de ( 1 ) en fonction des données suivantes : (1 ), y, une borne supérieure
de p" + q2 dans F. 

(‘) Une solution est simple quand son équation aux variations possède une
solution unique.

(‘) J. Scmum—zn, Math. Zeitschnft, p. 37, 1933.(") Mcç/oration des dérivées secondes des solutions d’un problème de
Dirichlet (Journal de Mathématiques. t. 17, p. 89, 1938); voir p. 91 les
inégalités (2) et (3) qui expriment les conditions de régularité imposées à fquand r2 + s’ + t’ est grand.
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4. SOMMAIRE. — Nous nous contenterons d’envisager deux types
générauxd’équationsf: o. Les équations du premier type(Chap.Ill
et V), satisferont aux hypothèses du théorème 3; leur étude consistera
essentiellement à chercherquand il est possible de majorer les dérivées
premièresde leurs solutions.Au contraire,les équations du second type
seront caractériséespar la propriété suivante : dans l’espace (r, s, t), la
surface f=o a pour courbe à l’infini la conique rt=s’; l’étude des
équations de ce second type consistera à chercher quand il est possible
de _majorer les dérivées premières et secondes de leurs solutions.

II. — Lemmes fondamentaux.

Au cours de ceChapitreIl, nous envisageons une équation du type
elliptico-parabolique

(2.1)
;

f<"”’ "1’f'/»«v,y,s)=o
(4flf}ä i27fI-Ê0,fiîoyfl?+fl2#oquand f=o).

5. LEMME l. — Supposons que, quels que soient p, q, x, y, z, la
surface [:o de l’espace (r, s, :) décompose cet espace en deux
domaines. Supposons que deux fonctions z(æ,y) et z—,_(æ,y) soient '

définies sur un domaine AA et possèdent les propriétés que voici:
fêo sur 2; A; et z—,_ dépendent continûment de ’A; pour au moins une
valeur de X, on a 2 < z—A sur tout le domaine A—,_ et sur sa frontière A1;
pour les autres valeurs de “A, f—A < 0; en chaque point de AQ, ou bien
l’inégalité z<z—,_ a lieu, ou bien il existe une direction, extérieure
à A}, suivant laquelle les dérivées z’ et z'1 de z et z—,_ vérifient l’iné-
galité z’_ < zi.

Je dis que z(æ,y)< z—,_(æ,y).

Démonstration. — Supposons que l’inégalité :(x,y) < s—,_(x,y) soit
vérifiée pour )\ = o et ne le soit pas quel que soit X; envisageons la
valeurde )\ la plus proche de zéro telle qu’il existe un point de A«,\ + A;\
où 2 = zx; soit m ce point. Nous avons : g z—,\ sur A—,_ + A;_.

Si m appartenait à A}, nous aurions en m, 2 = z—,_, z’ <:3_; il exis—

terait donc un point de A—A, voisin de m, en lequel ; > z—,_; or l’inégalité



DISCUSSION D’UN PROBLÈME DE DIRICHLET. 253

contraire a lieu dans A;_. Si m était intérieur à A—,\, nous aurions en m,

p=p-… q=q>., la.—120, (n.—t‘)(t>.—t)ê(Si—$)’;

or, ces relations sont incompatibles avec les inégalités fêo, [; < 0.
Ces contradictions établissent le lemme l.

6. DÉFINITIONS.— Introduisons quatre variables nouvellesk, l, m, n
et les opérateurs différentiels

 êË=/f—()—_++- l—ô-+m—â+r—d—+si+pË—+—q0108 ()t 01) 01 à” da:

‘V—[î+nzê+nd+çl)_+ti+ È. .° _ ’()r ()s dt ' dl) dt] qd" dy

Définissons comme suit le produit de deux opérateurs différentiels de
ce type

2() () Ô. —Ÿ' ._ °7—2 .__. m—fl)
—2: . ___.LL_, "‘()æf \_ V’d.,-' ‘us_\‘u_ u,v,d id ii i m‘

w étant une fonction de (r, s, t, p, q, a:, y, 5), posons

(û(w)=
fî-— +f£-—‘£‘3JW +fl‘H‘-’w+ ("fl- + sf£—+ th +pfæ + qfî,)wë+fÿ,wè+be_‘r

— w}Œ‘-’f — wÇ.fië‘}jf — w}‘})‘-‘f— (rw}+ sw}+ IW; +pWÇ,+—qw2,)f’s -— w',,j}— wÇ,f',…

Désignons par ie ie —d—ey
de de

dx d_)' dx” d…“ld_—y d_y°
premiers ordres d’une fonction (r, s, t, p, q, a:, y, z) dans laquelle on a
substitué à z, p, q, r, s, t une fonction z(æ,y) et ses dérivées des
deux premiers ordres. Nommons k, l, m, n les dérivées d’ordre trois
de s(æ,y). Nous avons les identités

les dérivées des deux

dw ‘ dw df;—,æ=ëw ——,=ŒW @=æf, —fj=°yf,
,. d‘-’u (I‘ (V d" w
”dæ- +‘f" dædy +f'd_)'° +f"dæ+ f"dy
'(——[°f " de] ,d"f_ w' if — w’ ÿ—Œ(W).”“"“…-l=

_
""'(_I.rd)' _""îl_Î= "dæ 4dy_
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Sur toute solution de (2.1), nous avons donc
dw , dW … -(2.3) Ëî‘=&w’ äÿ=°yw, &f:‘}}f=j=o;
d’w , d- cv , (IW(2°4) fldx‘-’ +f"dey +f,Î%_ÎÎ+f/'(ÏJ‘ +fll(_fl) =Œ(W)°

iv dw d‘-’u'
(l.I" Îz'ÿ’ F

——sont liées par les seules relations (2.3) et (2. 4) lorsque,

On constate aisément que, sur les solutions de (2. 1 ),
d’ dw d"w
dx dy dy‘-’
comme nous le supposerons, w satisfait aux conditions suivantes :

- r ': laou [nen w depend seulement dep, g, a:, y, z et w,,+ tv,/# 0;. r, !, rg ' r I l Iou [nen W,.—l— W. + W, # o, les dr01tes de coordonnees (f,, f., f, )
et (W,, wi… W',) sont distinctes, et leur point d’intersection (p, a, :)

')
est étranger à la conique ( ) p':_— ' .

7. LEMME PRÉLIMINAIBE. — Soit (r,, s,, t…p,, %, x,,y,, zo) un
système de valeurs de (r, :, t,p, q, æ,y, z) en lequel les relations

Œw=‘ÿcv=Œf:‘ÿf=f:w=o, 03(cv)<o

soient compatibles. Je dis qu’on peut construire, au voisinage du
point (x,,yo), une solution analytique de (2. 1 ), :(æ, y), sur laquelle
on ait w < 0, sauf au point (x,, y,) où w: 0.

Démonstration. — D’après le théorème de Cauchy-Kowalewski,
l’équation (2. 1) possède une solution qui est analytique au voisinage
du point (ae,, y,) et qui présente en ce point les caractères suivants :

dw dw__CV=O, % =O, dy= U}(çp) <O;
d°w d%v d°w C)

d_°æ- d—ædy' 6173
—ontdes valeurs arbitraires vérifiant(.4). Choisissons

. d " d’ 19ces valeurs telles que la forme de coffic1ents —æ —Ï— - 6—3 soit
d—v da a'1 dy“-

définie; elle est négative d’après (2.4), ce qui prouve le lemme.

LEMME 2. — Soit une fonction positive u(r, :, t, p, q, x, y, 5), qui 
(") Par hypothèse, la première de ces droites est extérieure ou tangente à

cette conique.
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est indépendante de (r, s, t) lorsque w l’est; soit un paramètre X,
positifou nul, voisin de zéro. Soœnt lc—,_, l—,_, m—,_, n—,(, r,_, s;_, t)_,p… q—,_, æ,_,y—,\, z)_

des fonctions analytiquesde )\ vérifiant les relations
Œ(W+1u)=‘}i(W—l—Âu) =æf=gj_f=çv+ ).u =f=n, Œ(W)<o;

f, w et u sont supposés analytiques au voisinage de

("0» 8… to; po; qe, J;… )’07 50)‘

Je dis qu’on peut construire, au voisinage de (ac… yo), une solution
de (2. I), z—,_(æ, y), qui dépende analytiquement de (æ,y, l) et
sur laquelle on ait w < 0, saufpour les valeurs (x… yo, o) de (a:, y, X);
pour ces valeurs, w = o.

Démonstration. — Pour chaque valeur de 7\, le lemme précédent
permet de construire, au voisinage de (x… yo) une solutionanalytique
de (2. 1), z—À(æ, y), sur laquelle w+ Xu< 0, sauf au point (æ\,\,fi)
où w+ ku = 0. On peut faire en sorte que z—,\(æ, y) dépende analyti-
quement de X.

8. LEMME 3. — w n’a de point stationnaire sur aucune solution
de (2. 1)si les relations Œw= ‘3w:Œf= ‘3f=f=o sont incom-
patibles.

Démonstration.
—-_—

D’après (‘2. 3), l’incompatibilité de ces rela-
tions entraîne, sur toute solution de (2.1), l’incompatibilité des

relations c—l’—v — îi’—v —0dx _
d_y

_
LEMME DE M. S. BERNSTEIN(“). — Une fonction w n’a de maximum

relatif nul sur aucune solution de ('2. 1) si les relations

$w=‘ÿw=æf:ÿf:f=w=o
entraînentŒa(w)> o.

Démonstration. —— En vertu de cette hypothèse, de (2. 3) et 
(") Nous avons déjà énoncé ce lemme [loc. cit. (°), p. 96], dont M.S. Bernstein

avait énoncé et utilisé d’importants cas particuliers.
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de (2.4), nous aurions en un tel maximum
,d2w , d‘-'w ,d"w

fzÊ+fçW—l—fzîl}î>U

ce qui est absurde.
LEMME4. — Soit une fonction v(r, s, t, p, q, x, y, :) définie au voisi—

nage d’un morceau de surface d’équationw(r, s, t, p, q, x, y, z): o;
v est supposé indépendantde (r, s, t) quand w l’est. Supposons qu’au
voisinage de w = o, les conditions

æf=Üf=f= 0; W < 0; W, ŒW et ‘èjw voisins de o

entraînent les inégalités
03(W) >— Ao[lwl+ ]&3W| +]”èjwl ], A0|$v | + A…] y«—y+ |Œ(p) |gA,,

f;.(ÆM’+fÿŒæ"ÿv+f}(‘yt’)eêAg,

A.,, A‘ , A2 étant des constantes positives.
Soit une fonction positive u(v) vérifiant l’inégalité

(2.5) A2u{î.>A1|u(,l+Aou.
"

Je dis qu’au voisinage du morceau de surface 91): o, la fonction %
ne possède de maximum relatif négatif sur aucune solution de (2. 1 ).

Démonstration. — Il suffit d’établir que la fonction w+lu(w) ne
possède aucun maximum relatif nul, )\ étant une constante arbitraire,
positive et voisine de zéro. D’après le lemme précédent, il suffit donc
d’établir que Œ(W + la) > 0 quand

Œ(W+Àu)=‘ä(W—l—Âu)=$f:ÿf:f:cv+Àll=0.
Or, quand ces égalités ont lieu,
Œ(W+lu)=(fi(W)—l--lÛ3(u)ê—AJ]WI+IŒW|+]‘èjw|]+lŒ(u)

'=)‘l—Aou— AolŒu|—Ao|‘yul+Üä(u)l
ëM—Aou—[Aol—‘ÏV l+Aolcÿvl+ lf3(V)lllu'vl

+[f'r(æV)2+fÂ——ÎVŒV+f?(‘yv)’lu3*}
gx; —A0u-—A,lufl,|+Agufa}>o.

9. Au cours de ce paragraphe, les opérateurs différentiels &:
et "3 ne seront appliqués qu’à des fonctions de (p, q, x, y, 5); nous
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aurons donc

æ_'() :) ()
Ô_ —s—()—+ti+ î+_*’ a,: “@ +1'0Ê +

a…u’ ‘ëf— dp âq %: dy

LEMME 5. — Soit une fonction w(p, q, x,y, z). Supposons

w',,‘-‘ + W},*’# 0.

Supposons que le système d’équations
ŒW : ‘}jw =f= 0

possède une solution unique r(p, q, x, y, z), s(p, q, a:, y, z),
t(p, q, x, y, z). Les inégalités

‘}lr—æs>m &Zt—‘ys
,, 4 !” > 0

u ,, c ,,

sont équivalentes. Si elles sont vérifiées, w ne possède de maximum
relatif sur aucune solution de ( 1 ).

Démonstration. — Explicitons les équations qui définissent r, s, t en
fonction dep, g, a:, y, z

f= o, rw},+ swî,+ pch + W}: 0, sw},+ 1ch+ qw'z+ w}: 0.

Appliquons les opérateurs &: et ‘}J à ces équations; il vient

fî— Œi'+fî—Œs +f£Œt+ rfl,+ sfÇ,+pf’;+fl=o,
w},ær + wi,æs + rw2+ 5229 w = o,

w},&î s + w{,æt + sw’Z + Œ‘2jw: o,

[? ‘}lf'+ffi-‘}JS +fÿ‘}Jt+ sf;,+ tfl,+ q_f2+f5.=o,
W},‘}Jl' + «vÇf}js + sw}+ Œ‘3jw= o,

. w},‘ÿs + wÇ,‘ÿt + av;+ yew=o.
En ajoutant membres à membres ces équations multipliées respecti-
vement parles coefficients (0,0, —— 1 ,o, 1 ,o) et

('— W;1Wip flrwirp fil/“);” _ “):/2; fiv‘vil—fiwin flwiï)a

nous obtenons les relations

‘}4r—Œs_Œt—ÿs_ Œ(W)“‘
w;

“‘
f:-w:f —f'sW}»W'q+flw}J—’

Jour-n. de Math., tome xv1u. _ Fasc. III, 1939. 34
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Ces relations montrent que le lemme 5 ne diffère pas du lemme de
de M. S. Bernstein (@ 8).

III. — Un premier type d’équations.

Au cours de ce chapitre, nous nommons notion géométrique toute
notion invariante par rapport au groupe des transformations
ponctuelles
(31) æ1(æîy)y y1(æ7 y)? 51(æ) y; 5);

qui transforment entre elles les droites parallèles à l’axe des :
a:, t ‘t 't'f ' t'f7)? peu e re p051 1 ou nega 1 .

Soit un contour 7; nous nommons I” le cylindre parallèle à Oz qui
contient 7; F désigne l’intérieur de I" (F ne s’étend à l’infini que dans
la direction de l’axe des 2); rappelons que & désigne le signe + ou
le signe — suivant que I‘ est, par rapport à I", du côté y=+ ce

ou y = — 00 .

10. ALLURE DE L’ÉQUATION (1) SUR LES CYLINDRES VERTICAUX. — Faisons
subir à l’espace (a:, y, z) le changement de coordonnées

X = x, Y = :, Z :_y;
les nouvelles coordonnées

(R=Z5b, S:Zäy, T:Z'{æ, 'P='&, Q=ZQ X, Y,Z)
_

de l’élément de contact (r, s, t, p, q, x, y, z) existent pour q;£ o et
sont définies par les formules

(3-2) r=—(R+2Sp+Tp*)q, s=—(S+Tp)qÎ, t=—Tq“,
_

p=——PQ—’, q=Q“‘, æ=X, y=Z, :=Y.
L’équation étudiée
(1)f(r,s, t,p,q, æ,y, ;)=o (4f}fÇ>fÇ—’,f}>o,fl>oquandf=o)

équivaut à une équation
(3.3) F(R, S, T, P, Q, œ, y,s)=o

(4FkF&> F’g—’, Fh> o, F&>o quand F: o et que Q;£o).
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Je dis que la condition suivante a un sens géométrique

les relations Q = F :o. 4 ’iiFi=3.( 4)
entraînent F},= FS: 0. F'T> 0.

Cette condition exprime, en effet, que, sur les cylindres verticaux, les
caractéristiques de l’équation F: 0 sont verticales quand elles sont
réelles. Cette condition entraîne en particulier l’inégalité
(3.5) F'T> 0 quand F=0.

L’inégalité '

(31—52)f(r17$13[1yp13q11æ7y751)507

qui a un sens géométrique, équivaut à l’inégalité
q1(51—52)F(R…S1,T1,P1,Quæ,y,za)êo;

la condition suivante a donc un sens géométrique
' i (:,— :,)F(yf,fl:, 0, o, yé… i- 0, a}, y, :,)20,(3.6) , . . .quand [x, _y(æ), :,] decrit I" et que [x, y(æ), :2] decrit y.

Toute surface :, (a:, y), intérieure à F , voisine de I" et ayant y pour
frontière, vérifie l’inégalité q.(z, —z,)e>o. Restreindre la condi—
tion (3, 6) par-le choix suivant du signei : i(:, —z,)e> 0 a donc
un sens géométrique. Par suite, les conditions suivantes ont des sens
géométriques

(37)( sF(y’,',., o, o.),., +0, x,y,:,)>o, quand [,y(æ), :,] décrit I",
( que [x, _y1:(,:,(æ)] décrit Y et que + (:,—— :_)e>o;

(3.8) sF(yZ…, o, o, y… i 0, w, ), :)20 quand [x, y(æ), :(æ)] décrit 7.

Le sens géométrique de (3.6) a, d’autre part, pour corollaire
immédiat, le sens géométrique de la condition suivante :

(_Fi(yZ.a,o. 0,yf… +o,æ.y,:)>o,
l au voisinage des points de [" où F(y… o, 0, _y_',,, i- 0, a:, y, :): 0.

(3.9)

Remarque. — (3. 7) a nécessairement lieu quand y vérifie (3. 8) et
que [" vérifie (3. 9).

Il. CAS D’IMPOSSIBILITÉ nu PROBLÈME DE D1n1cnuzr. — LEMME 6. —
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Supposons qu’on puisse choisir (yL,, y,}, i 0, x, y, z), en sorte que
F(yl,, o, o, y_',,, :i: 0, x, y, :) 75 0. Alors le problème de Dirichlet est
impossible pour certaines données présentant les caractères suivants :
1" contient l’élément de contact (yl.,,yf,., x,y); Y contient le point
(x, y, ::); en ce point, l’inégalité (3.8) n’est pas vérifiée.

S’il est possible de choisir (y,, i 0, x, y, z) tels que
F(R’ 0) 0) y.,îC’ io) æ’ ),) :)

garde un signe constant quandearie de —oo à +00, alors le
problème de Dirichlet est impossible pour certaines données de la
nature suivante : l" est d’un seul tenant, est convexe et a une cour-
bure arbitrairement grande.

Démonstration. — L’hypothèse F(yl.,, o, o, y_',, i o, (17, y, z) = 0
a un sens géométrique. Une transformation du groupe (3. 1) permet
donc de la réduire, à l’hypothèse F(o, o, o, o, — o, o, o, 0) < 0, qui a
la signification suivante : une surface z(x, y) vérifie l’inégalitéf< 0
au voisinage du point (æ= o, y = 0, z = 0) lorsque ses éléments de
contact du second ordre sont suffisamment voisins de ceux du
plan y = o, g étant négatif. Les cylindres z—,\(y) = 7\ — \/ÿ vérifient
donc l’inégalitéf< 0 quand 1, a: ety sont suffisamment voisinsde zéro.

Soit un contour régulier y, qui contienne le point
(æ=o, y=o, s=o),

et sur lequel on ait z 520, y > 0. Soit une valeur positive de X. Je dis
qu’il n’existe pas de solution z(æ, y) de (I) qui ait 7 pour frontière et
qui satisfasse à l’inégalité z(x,y) < z—,\(y). En effet, nous aurions,
d’après le lemme l, z(æ,y)êzo(y); or, cette inégalité est incom-
patible avec les relations

Z(0,0)=50(0), qn(0)=—œr .Y>°:
puisque q(o, 0) est fini.

On peut tracer un tel contour Y sur tout cylindre [" satisfaisant aux
conditions suivantes : les points de F sont voisins de l’axe Oz; le long
de cet axe, I" a un contact d’ordre 3 avec le plan y = 0; dans F,
y > 0. Cette latitude du choix de ]" prouve le lemme 6.
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12. MAJORATION FRONTIÈRE nas nÉmvr—ïms PREMIÈRES. — LEMME 7. — Soit
un contour y, frontière d’une solution 2 (a:, y) de (1). Soit une
surface z2(x,y) telle que z,(x, y) — z(æ,y) ait un signe constant,$.
Il est possible de majorer i eq sur 7, en fonction de ( 1 ), de y et de z,,
lorsqu’on a

aF(y_Ç., o, o, y}… i 80, x, _y, :)go

sur la partie de I" qui est comprise entre \; et z,.
N. B. — Nous supposons que chacun des éléments de contact d’ordre 2 de la

partie de I" comprise entre y et z! possède un voisinage sur lequel, ou bien F a
un signe constant, ou bien F a des dérivées premières continues vérifiant (3.4).

Démonstration. — Il nous suffira d’étudier le voisinage de l’une des
composantes de I". Une transformation du groupe (3.1) réduit les
hypothèsesénoncées aux suivantes :

Y est l’axe des œ; z(x, o) = 0; z est une fonction périodique de x
définie pour o5y51; :(æ,y)<1; F(o, o, o, 0, +0, x, 0, z)êo
pour 0535 1 , ll s’agit de majorer q(æ, o).

Il existe des constantespositives A,, A, , A, telles que la surfaceZ(Y)
vérifie l’inégalité F(o, o, ZÇ,, 0, Z}, X, Z, Y)>o si les conditions
suivantes sont remplies : Z, Z}, ZÇ, sont voisins de 0, Z > 0, Z', > o,
05Y51, A,ZÇ,>A,ZQ+A,Z.

Soit Z(Y — "A) une famille de surfaces qui vérifient ces conditions,
qui soient définies pour 051 5 Y 5 1 et qui vérifient, en outre, la
conditionZ(o) = 0. Soit z—,\(y) = 50 (y) + X l’équationde ces surfaces
dans le système de coordonnées (x, y, 3). Sur la frontière de ces sur-
faces z(æ,y) < z—,_(y); d’autre part, f, < 0, z(æ,y) < :. (y). Donc,
d’après le lemme l, z(æ, y)5s,(y}. Or, s(æ, o) =z,(o). Par suite,

q(æ, O)âqo(0)-

La majoration énoncée est effectuée.

15. CONVENTIONSNOUVELLES. — La fonction F(R, S, T, P, Q, x, y, z)
est, en général, discontinue pour Q = 0. Nous introduirons deux fonc-
tions F+(R, S, T, P, Q, x,y, z) et F_(R, S, T, P, Q, x.y, 2) qui soient
régulières quandF, S, T, Q sont voisinsde zéro et quicoïncidentavec F,
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l’une quand Q> o, l’autre quand Q < 0. Nous aurons donc
Fi(R, o, 0, P, u, a:, 3', ;) : F(H, o, 0, P, i 0, w, _y)', :).

Nous supposerons désormais que F+ et F_ vérifient la condi—
tion (3.4).

CALCUL paÉmmmma. —— Supposons que l’équation (’2. 1) soit
l’équation FÎ= o et que w soit égale à $ Q, ou plus généralement,
au produit de i Q par une fonction négative de (P, Q, æ, y, z). La
condition  U3(W) 2 0 pour ÛCW: ‘}}W: .ÏFi_ ‘}JFi= W: l"i= (»

équivaut à la condition
iFQ_(B, o, 0, P, io, æ, _)', ;)20 pour F(H, o, 0, P, :*:o, æ,y, ;):o.

14. CAS où LA MAJORATION INTÉRIEURE DES mämvéas PREMIÈRES EST IMPOS—

SIBLE. — LEMME 8. — Supposonsqu’on puisse choisir B, P, i, a:, y, ::
tels qu’on ait

F(R, o, 0, P, io, a:,3’, :)=o, iFQ_(R, o, 0, P, io, ;L',)', :)<o
et que F soit analytique au voisinage de ce système d’arguments (°).

La majoration intérieure des dérivées premières est alors impossible.

Démomtmtion. — L’hypothèse énoncée permet d’appliquer le
lemme ? à l’équation Fi= o et à la fonction w=ç Q. L’équati0n
i=o possède donc une solution Z—,_(X, Y) ayant les caractères

suivants : Z est une fonction analytique de (X, Y, X), définie au
voisinage d’un point (XO, Yo) pour Xêo; iQ—,_(X, Y)>o quand
(X—Xo)“+(Y—Yo)fi+w#o;Q0(Xo, Yo)=o.

Soit z,(æ, y) l’équation des surfaces Z,(X, Y) dans le système de
coordonnées (1), y, z); z—,_(œ,y) est une solution de (I), définie
pour Xêo au voisinage d’un point (a:… yo); z dépend analytiquement
de (a:,y, X), sauf au point x=æ… y=yo, X=o; z—,,(x,y) est 

(°) Autrement dit, que Fi soit analytique au voisinage du système d’argu-
ments (R, o, 0, P, 0, x, y, z).
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continue même en ce point;
ql-(ziÿ')—>+œ quand (x—æ0)2+(J'—)'O)Q+À2—>o_

Ces propriétés de z—,_(æ,y) justifient le lemme 8.

15. PREMIERPROCÉDÉ-DE MAJORATION lNTÉRIEUREDES DÉRlVÉES PREMIÈRES. —
LEMME 9. — Supposons vérifiées les trois hypothèses suivantes :

1° iF}_(H,o,o, P, to, æ, y, :)20 quand F(R,o,o, P, io,x,y,z)
est voisin de zéro;

2" F(R, o, 0, P, to, a:, y, :) a le signe de R, quand [R] est
supérieur à une borne qui dépend continûment de P, x, y, 2;

3° Les dérivées secondes de F(R, S, T, P, Q, æ,y, :) sont bornées,
quand P, x, y, :; étant bornés, F, S, T et Q sont simultanément
voisins de zéro.

Je dis qu’il est alors possible de majorerp2 +9}2 sur une solution
arbitraire de ( 1) en fonction des données suivantes: (1 ), y, une borne
supérieurede |z] dans I‘, une borne supérieurede p“ + q2 le long de y.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures à x, y, 2; au cours de la démonstration, ces variables
seront supposéescomprises entre ces bornes.

Appliquons le lemme 4 à l’équation F+(R, S, T, P, Q, X, Y, Z) = o
. Iet aux f0nct10ns W =—= =— —Q—'

\/p‘1 + q” \/1 + P?
pos1t1f et

|
P

{
inférieur à 2. Les hypothèses de ce lemme sont vér1fiées.

 , v = 2, Q étant supposé

Sur aucune solution de (I ), Jp‘-’ + q°’u(z) ne possède donc de maxi-
mum relatif en lequel q est grand, et

l%l < 2, si la fonction positive u
vérifie une certaine inégalité

A2uZ.> A,
|
(t';

| + Aou (A,—= constantes positives).

Cette conclusion subsiste si l‘on changeq en — q, si l’on permute les
rôles de p et q. Il est donc possible de choisir la fonction positive u telle
que le maximum de Jp“ + q’u(z) sur une solution de (1) soit réalisée
sur T, s’il est supérieur à une borne connue; ceci établit le lemme 9.
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16. SECOND«PROCÉDÉ DE MAJORATION lNTÉRIEUREDES DÉR1VÉE5rnmuÈnes. —
LEMME 10. — Supposons qu’à tout élément de contact du premier
ordre d’un cylindre vertical, on puisse attacher deux éléments de
contactdu second ordre de cylindres verticaux satisfaisant aux condi—
tions suivantes : soient [y_”,, : R(P, i 0, a:, y, z), yf,= P, æ,y, 2] les
éléments du second ordre attachés à l’élément du premier ordre

[Ïb=P’x7yazii
I° F(R, o, 0, P, io, x, y, z.) =Fh(R, 0,0, P, io, .r,y, s)=o,

quand R= R(P, i o, æ,y, z); i RQ(P, io, x,y, z)>o;
2° R(P, i 0, av, y, z) est une fonction trois fois dérivable de

(P, æ’ y) z );
3° Les dérivées troisièmes de F sont bornées quand P, a:, y, :- étant

bornés, S, T, Q étant voisins de zéro, R est voisin de R(P,i o, œ,y, 5).

Je dis qu’il est possible de majorer p2 + q2 sur une solutionarbitraire
de( 1 ) en fonction des données suivantes : (1), y, une borne supérieure
de ]z | dans F, une borne supérieure de p‘-‘ + q2 le long de 'y.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures à x, y, 2; au cours de la démonstration,nous supposerons
que ces variables restent comprises entre ces bornes.

Définissons, pour Q positif et voisin de zéro, une fonction
R(Pa Q: *”) J’, 5)

qui se réduise à R(P, + 0, en, y, :) quand Q = 0,
Soit -une fonction w(P, Q, a:,y, 3). La condition que le système

£ëw: Hcv}+ Swb+ I’w_}+ (va.: 0,

fin:: Swi»+ TWb+ Qw}+ w2= o, F+(R, S, T, P, Q. a:, y, ;) = ()

admette pour solution la fonction R(P, Q, a:, y, :) est que w satis—
fasse à l’équation aux dérivées partielles du premier ordre

RW’ + Pw’ + w’ RW’2—l— Pw' W’ + w' W’.—— w'w' — w' w'(3.10) F R — P , Y x, P F “V
p

,.1 Q " Q z Q, P, Q, æ>_}", ; :o.+ )

WQ WQ)
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Nous avons
F=Fk=F'S= Fi»=FQ{.=FS.=F£=0, F}>O,

quand les arguments sont [R(P, + o,æ,y, 5), o, 0, P, + o, a:, y, 5].
L’équation aux dérivées partielles (3. 10) possède donc les caracté—
ristiques que définissent les relations

dP=dæ=dy=o, Q=o, cv}:cvè=w}=wê=o,
dwé _ ‘, Fb_“. ,, W=O.d: QFT

Des caractéristiques voisines de celles—ci engendrent des solutions w
de (3.10) qui ont les propriétés suivantes; W est défini quand Q est
voisin de zéro et que Q20; w= 0 quand Q = o; u"Q< o;donc w < 0
quand Q >o; les dérivées premières et secondes de w'par rapport
à P, x, y. s sont voisines de zéro. Par suite,

‘}JR: SR{» + TRô + QB_Ç.+ R'; est voisin de R; < 0;
&: S : <RL+ TSÔ + PS}. + Sfr est voisin de zéro.

D’où
‘}jR — 338

r > 0;(VQ

le lemme 5 s’applique donc à ces fonctions w.
Plus généralement, posons

l

'<Ïî=(pÏ+qË)—‘Ï, 9=arctangä—;

soit une fonction w(w, 0, æ,y, 3); la condition pour que les solu—
tions r, s, t du système f= ŒW = ‘}}w = o vérifient l’équation

r'q*——2S) +tfl=— ’)—=R(P, ),æ, ,;I'] 1 )’ )

est que W satisfasse à une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, dont (3. 10) est l’un des aspects. Cette équation possède des
caractéristiques sur lesquelles 0, a:, y sont des constantes arbitraires,
a; = o, wi, = wa = w} = w's = o,

WL,Q % est borné, w = 0. Des carac-
téristiquesvoisines de celles—cipermettentde construireune fonctionw
ayant les propriétés suivantes : w est une fonction uniforme de
(p, q, .r, y, 53 définie quand m est voisin de o (1320); w=o quand

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. III, 1939. 35
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m: 0; w < 0 quand au > o; le lemme 5 s’applique à cette fonction w,
qui ne possède donc de maximum sur aucune solution de (1). Ceci
établit le lemme 1.0.

17. CONCLUSIONS._. Nous nommerons(1) toute famille de contoursy
contenant une sous—famille de la nature suivante : «; appartient à cette
sous-famille quand il est d’un seul tenant et que la valeur absolue de
la courbure de l" est supérieure à une borne, fonction du maximum
qu’atteint |; |

sur 7.
Nous dirons que le problème de Dirichlet est bien posé ("’) pour une

équation f: o et une famille (I) de contours \! quand les deux propo-
sitions suivantes sont vraies :

1° Soit un ensemble compact en soi de données (y, $., 32), dont les
contours y appartiennent à (D; les solutions des problèmes de Dirichlet
correspondants constituentun ensemble compact en soi(ou vide), dans
l’espace des fonctions trois fois dérivables.

2° Le problème de Dirichlet de données [( 1 ), y, s,, s,] possède
au moins une solution quand les conditions suivantes sont réalisées :

y appartient à (Il; y est étranger à :, et à z._,;

(3.11) (sl—52)j1go, (52—51)flgo.

Nous dirons que le problème de Dirichlet est mal posé pour une
équation (1), quand il n’existera aucune famille (D telle que ce
problème soit bien posé pour ( 1) et (I).

THÉORÈME 1. —— Le problème de Dirichlet est bien posé, pour la
famille (II des contours y le long desquels

(3-8) EF(ÏZ"’-Oy 0) )'.Iry Î 0: x! .)'v 5)207

lorsque l’équation étudiée (1) satisfait à l’ensemble des conditions
géométriques que voici :

a. Elle est du type elliptique (/|f',f i >f; quandf= o); en autre,
(3, 4) estvénfie'e. 

("’) Nous nous permettons d’utiliser cette expression dans un sens différent de
celui que lui a donné M. Hadamard.
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b. Dans l’espace (r, s, t) la conique à l’infini rt :s“ et la surfacef: 0 n’ont pas de tangente commune(“).
c. L’une des conditionsc4 ou c, est réalisée :
(c.) F(R, o, 0, P, :t: o, æ,y, :) a le signe de R quand

! R] est supé-
rieur à une borne, quidépend continûment de P, a:, y, z;

(e,) il existe une fonction continue B(P, i 0, x, y, :) telle que
F(R, o, 0, P, i 0, a:,y, z) = 0 quand R est voisindeR(P,i o, æ,y, 5).

d. i F's (R, o, 0, P, io, a:,y, s)êo quand
F(R, o, 0, P, to, 1‘,_}', :)

est voisin de zéro;
e. Les dérivées secondes (cas c,) ou troisièmes (cas c,) de

F(Ry S: T, P, Q» (L‘, .Ï; ;)
sont bornées quand R, P, a:, y, 2 sont bornées et que F, S, T, Q sont
simultanémentvoisins de zéro.

Le problème de l)irichlet est mal posé quand l’une ou l’autre des
ciréonstances suivantes se présente :

&. Il est possible de choisir P, É, w, y, : tels que

F(R, 0,0, P, io,x, y, :)
garde un signe constant quand R varie de — cc à + oo .

’
d- Il estpossible de choisir R, P, —_l—, æ, y tels que

F(R, o, 0, P, io, gr, }, ;):0, iFQ(R, o, 0, P, io, .T, _)', s)<o,
que (3. 4) soit vérifiée et que F soit analytique au voisinage de ce
système d’arguments.

18. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. — Les lemmes 6 et 8 prouvent
que le problème de Dirichlet est mal posé quand l’une des circons-
tances E et 71 se présente.

Supposons réalisées les conditions a, b, c, d, e. Les théorèmes 1

et 3, le lemme 7 (complété par la remarque qui termine le para— 
(“) Et, plus précisément, les inégalités (z), (3), loc. cit. (°) sont vérifiées.
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graphe 10), le lemme 9 (si c, est vérifié), le lemme 10 (si 02 est
vérifié), démontrent alors la proposition suivante :

« Soit un ensemble compact en soi de données (y, z. , za), dont les
contours y vérifient (3. 8); les solutions des problèmes de Dirichlet
correspondants constituent un ensemble compact en soi, (ou vide),
dans l’espace des fonctions trois fois dérivables. »

Pour déduire de cette proposition le théorème 1, il suffit, d’après le
théorème II, d’établir le lemme suivant :

« Soit un système de données (1 ), y, :.., 52 vérifiant les conditions
suivantes : (1) satisfait à a, b, c, d, e; v satisfait à (3. 8); v est
étranger à :. et à si,, :, <:2; f,îo; f2go. Soit zo une surface com—
prise entre 5, et sa et ayant 7 pour frontière. Je dis qu’on peut
modifier continûment(I), en respectant les conditions précédentes,
de manière à réaliser en outre les suivantes : f0 = o, f's = o, en sorte
que le nouveau problème de Dirichlet ainsi obtenu possède une
solution unique et simple, :… »

Il est aisé d’opérer cette modification continue de f; on le constate
en faisant les remarques suivantes :

On peut supposerzo = o, :, = — 1, 32 =+ 1;
Les conditions f() = o, f,êo, f2go concernent donc l’allure de f

pourp = q = o; _

Au contraire, les conditions (3. 4), (3. 8), c, d, e concernent l’allur
defquandp” + q2 est infiniment grand;

Les conditions (3. 8) a, b, c, d, 6 ne sont pas altérées quand on
remplace, dans f, :: par )…”, )\ étant un paramètrevariant de 1 à 0.

IV. —- Un second type d’équations.

’l9. L’équation aux dérivées partielles qu’étudie ce chapitre est
représentée dans l’espace (r, s, t) par une surface qui décompose
cet espace en deux domaines et qui a pour courbe à l’infini la
conique n: 5.2.
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Cette équation est définie par le système de relations

([l- ) ‘ I'l——Si+g(f',— 37 l:P; q: .1’, )'y5)_l“ 1403 37 l) Pr 6]; æ7 )')5)=0'
'1 r / I I

? t+ g,.+ h,.> o, r + g, + le, > o,

g étant homogène et de degré 1 en (r, s, t) et [h] étant borné par
une fonction continue de (p, q, x, y, :).

Nous introduirons une fonction continuef(r, s, t, p, q, x, y, :) qui
diffère de zéro hors de la surface (4. r) et qui satisfasse sur cette
surface aux relationsf: 0, fr > 0, ft > 0.

Au cours de ce chapitre, nous nommons notion géométrique
toute notion invariante par rapport au groupe des transformations
ponctuelles

("‘-2) xl(ærÏ)r y1(æhÏ)> 51(æ,)’75)
<%Ê'>°>>

qui transforment entre eux les axes parallèles à l’axe des 2.
L’hypothèse que (4. 1) est du type elliptique s’exprime par

l’inégalité
(g}+ h?) <g£ + M) — à<g@+ hs)! —— h + rh;+ shi.+ m: > 0;

nous ferons l’hypothèse plus stricte

(gL+ h',) (54 + h;) — ä(gL + h;>2'— h + rh;+ sh; + m; > A,(t.3)
A étant une fonction positive et continue de (p, q, x, y, z).

Remarque 1. — Puisque (4. 1) est du type elliptique, la surface
qu’elle définit dans l’espace (r, s, :) n’est traversée par aucun de ses
plans tangents; exprimons cette propriété du plan qui la touche au
point à l’infini dans la direction (52, —a{3, a“); nous obtenons
l’inégalité
(lll'4) ra2+28afi+tfig+g(fie7 —afil a2’P’ q) x? y! Z)>O,

Remarque 2. —— Une courbe tracée sur une solution de (4. 1) vérifie
l’identité

z&.= " + 23y3,+ ty_’{.—’ + (}}/Q.;
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d’après (4. 4), nous avons donc sur une telle courbe
(ll—.5) 5;-= _ qy'fl.—=+ g()’iä: ""Ïfr7 '; I'; (l: J’) .)'7 :) > 0'

20. ALLURE DE L’ÉQUATION(4. 1) sun UNE comms (”). — Faisons subir
à l’espace (x, y, z) la transformation de contact d’Ampère; les nou-
velles coordonnées

(P=Cgu0=:ën,T=Çé,y 7:=Cè X=çlf,)

de l’élément de contact (r, s, t, p, q, x, y, :) existent pour 1% 0 et
sont définies par les formules (t.… 5 ?

p:—1r, q=n, æ=;, .Ï=X? :=y_n—Ç.

(4.1) prend la forme
(!"'7) <?(P! ”! 7:17! (l' .I',}',Z)=p—-g(ag—Pr,—a,1,]),(1,:1‘,)/,5)

2—
——7h

c‘ pr —î-I ; æ "' ——0
T

’ _!T)]:€I7 a)?” — ' 
Nous supposerons que les dérivées troisièmes de cp restent bornées

quand *: s’annule.
L’hypothèse(4.3) fait que nous avons, même pour : = 0,

(4.8) 4cp£,cpê>cp'£ (quandcp=o).

La transformation d’Ampère (4.6) transforme la courbe y(x),—
:-(æ) en la surface

.C(ê, n)=n)’(î) —=(î);

cette surface satisfait à (4.7) si

(l'“9) 5Z.“'“' ?)’fi»*+é'()’Î; *)”… I) P) fl; (L‘, J’; :) = 0 (quand 5fl‘=P + Wir)-

Imposer à une courbe y(æ), :(æ), et à l’un de ses plans tan-
gents (p, q) la relation (4.9) ou (4.5), a donc un sens géométrique.

Soit un contour y; exprimons que la condition géométrique (4. 5) 
(”) Cf. E. Govnsu, Leçons sur l’intégration des équations aux dérivées

partielles du second ordre, t. I, 5 27 et 28.
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est satisfaite par ceux de ses plans tangents qui sont voisins de plans
verticaux et qui vérifient l’inégalité sq < 0 ; nous obtenons la condition
géométrique

€ lyli’_ limq—1g( .'1:')— _‘yrm 171); €]; ‘T7 .Ï7 :) l > 0(h.!o) , ,
pour 9 -> — eoo etp: sr— qy_l..

Soit æ(k), y(l), :(1) une représentation paramétrique de la
courbey(æ), :(x); (4. 9) équivaut à

5‘Â-— pæ'}.«— qy%+ g(y$ä —— a“; 3“… a“k’, [% q, x. y, :) = 0 (53.=pŒÇ.+«}}/i)-

Posons
>) M P=— PQ“, q = Q—‘;

il vient
PŒ2:—yz:+(y.,r_ P)—3q_3g()’lg, _)"r, I)P) q! x) y! Z)=O.

Appliquons cette condition aux courbes qui sont voisines des
parallèles à l’axe des : et à ceux de leurs plans tangents qui ne sont
pas verticaux; exprimons que cette condition puisse être vérifiée et
soit continue, nous obtenons la condition

limq—3g(ag, ——a‘, 1,1), q, æ,y, z)=o pour |q|——>oo et afiP=—pq*.
Du caractère géométriquede cette dernière condition résulte le carac—
tère géométrique de la suivante :

(p’+ q"+1)—1 |g(a*, — a, 1, p, q, x, y, ;)
|

reste inférieur
(lu-. 1 l) à une borne indépendantede p*+ q" tant que 0,1), q, æ,_y, :

restent bornés et que pq—‘# a. '

D’autre part, en dérivant (4. 9), nous constatons qu’imposer à
une courbe Y l’une ou l’autre des conditions suivantes à un sens
géométrique

borneinf.s%y”.+<y’ £—î>a(_y”r‘ —y'. 1 p q x y z) >0(!..-12) I .L‘dp àq D J’ .17 ,
7

)
7 .'

 pour q arbitraire et p: zfr— q)’Ïc;\

V

'

… «? a= —

…—'-—-—— —— _ 0 — _ ’ ; <(t…3) l<y1 dp= 2yæôpdq + aq=)°(h’ y… I»P»q,æ,y, )=0

l_
pour q arbitraire etp: z'æ— qyî»-
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Remarque. + Lorsque y vérifie (4. 13), les conditions (4.10) et
(4. 12) sont équivalentes.

21 . MAJORATION FRONTIÈRE DE eq. — LEMME il. — Soit un contour y,
frontière d’une solution :(æ, y) de (4. 1 ). Lorsque Y satisfait à (4. 1 2),
il est possible de majorer le long de y la dérivée intérieure, eq, en
fonction de y et de (4. 1 ).

Démonstration. — q vérifie l’inégalité (4. 5), où si., y_Ï,Î.,, sf,_., y_',.,
a:, y, :; sont donnés et oùp: z,,— qy'æ. L’hypothèse (4. 12) fait que
cette inégalité équivaut à une inégalité eq < eq… où 90 est une fonction
connue des données.

22. MAJORATION INTERIEURE DE p2 + q‘-’. — LEMME 12. — Supposons
("'14) (P2+ q£+I)—Îér(aî‘, _ 0? 17P7{17æ1y7:)g(02+1)A'

A étant une fonction de w, y, :, a, pq“ qui reste bornée tant
que x, y, : restent bornés et que a;£—pq*"; cette condition est
géométrique, puisque (4. 1 1) l’est. Je dis qu’il est possible de
majorer p2 + q3 sur une solution arbitraire de (4. 1) en fonction des
données suivantes : A, y, une borne supérieure de [s] sur la solution
envisagée et une borne supérieure de p‘-‘ + q“’ sur 7.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures à a:, y, :. Au cours de la démonstration x, y, : seront
supposés compris entre ces bornes, 0 sera supposé égal à p”'q et A
sera supposé constant.

L’inégalité(4. 4) a la conséquence suivante : l’équation (4. 1) et les
équations ra+sfi+ï=o, sa+tfi+ô=o
sont incompatibles si

g(fi*, — ocÇ, oc‘-’, p, q, x, y, s)êaï + 58.

En particulier, (4.1) est incompatible avec les équations
ŒW: rw'p+ swÇ,+pw2 + Wf,,= O, ‘3W: SW} + [W,], + qW'; —l—- “‘;-= 0

si
(h.15) £(WÇEZ — w},wîn W:}, p, q, x, .% S)âWL(}DW2+ W'æ) + WÊI(€IWË+ Wi)-
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Donc, d’après le lemme 3, une fonction‘ w(p, q, x, y, :) qui satisfait

à (/|. 15) n’a de point stationnaire sur aucune solution de (4. 1 ).
Or, la relation (4. 14), quand on y choisit a =p“' q, exprime quels

fonction
w= Az + logVp’+ q‘3+ 1

satisfait à (4. 15). Cette fonction w atteint donc son maximum, sur
une solution de (4. I), en un point de la frontière de cette solution;
ceci établit le lemme 12.

25. MAJORATIONFRONTIÈRE DES nÉmvÉ1—zs SECONDES. — Soit un contoury,
frontière d’une solution z(æ, y) de (4. I). Nous nous proposons de
majorer r, s, t sur y, les données étant les suivantes : (4. 1), y, des
majorantes de |p|‘ et de [q].

Il nous suffit d’étudier l’une des composantes de y. Une transfor-
mation ponctuelle du groupe (4. 2) réduit ce problème au suivant :

Y est l’axe des a:; :(x, 0) = o; 5 est une fonction périodique de w
définie pour 05y51; |p|< 1 et |q| < 1 pour ogg/gl.

Nous avons r(æ, o) = o; (4. 4) nous donne l’inégalité
t+g(l, 07 0,p, q, x, % =)>o,

qui minore t. Il s’agit donc de majorer |s(æ, o)] et t(æ, o).

Lemme. — La majoration de |s(æ, o)] est possible lorsque l’on a

(4.16) g.}(o, 0, 1,1), q, :x, o,o)<o pour ]p[<1,]ql<1.
Démonstration. —— Posons

f(r, s, t, p, q, x, y, :):rt—s"+g+lz.
La dérivation de l’équationf: 0 nous donne

(!*-17) fêpfés+fêpäy+fîpÿe+ ffl+ Sf&+pf's+fä-= 0-

Faisons abstraction des relations différentielles qui lient z et q àp;
ne tenons compte que des inégalités [:] <y, |q|< 1; consi-
dérons (4. 17) comme une équation d’inconnue }) et appliquons—lui

Journ. de Math., tome XVIII. — Faso. III, 1939. 36
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le lemme 7, nous avons

? \_3p…_ s, T, }) @ æ_,__.,=R+ “f_+iLs+it'/Lrjiq
_ rf'.+s :,+pfz+fs-,

sf}
où

r=p’æ=—PQ”H s=173»=Q—‘, |P|<'= |ql<t l:l<y-
Faisons tendre y, P et Q vers zéro;

'r s
[s]—>+œ. ——>o, ——+o,

s 1

les coefficients de S et T restent bornés, et

_ M&87+P__W _._g,(o, 0, 1,17, q, a:, o, o>>o—
!‘

Les hypothèses du lemme 7 sont donc vérifiées; la majoration
de ]p}(æ, o)| : |s(æ, o)] est donc possible.

Lemme. — La majoration de t(æ, 0) est possible lorsqu’on connaît
une minorante positive de g[o, o, 1, o, q(x, 0), a:, o, o] et une majo-
rante de |s(æ, o)].

Démonstration. — Quand (4.1) est vérifiée, que s, p, q, a:, y, :
restent fixes et que t tend en croissant vers + oo, alors r-tend en
décroissant vers une limite; d’après (4. 1), cette limite est

-—g(0, 0919 p» q» æ:y: 5)‘

Il est donc possible de majorer t en fonction de
r+g(o,o,1,p, €], 5335 5);

supposé positif, et de 3,1), q, 32, y, :. Le lemme ci-dessus n’est qu’un
cas particulierde cette proposition.

Lemme. — Supposons que nous ayons
(h.18) borne sup. gâ(o, o, 1, 0, q, x, 0, 0) < 0 (q etæ variant arbitrairement).

L’équation g(o, 0, I, o, g,, a:, o, o) = o possède donc une solution
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unique q0(æ); l’inégalité ("t. 5), appliquée à l’axe de œ; nous donne

c/(æ, o) < q,,(æ) (cf. lemme 11).

Je dis qu’il est alors possible de construire une majorante négative
de q(æ, o) — q,,(æ), et par suite, une minorante positive de

g[°i 0: la 0; q(æy 0); $, 09 0]-

Démonstration. — Une transformation du groupe (4. 2) nous
ramène au cas où q,(æ)= 0. Nous avons donc

cp(o,o,o,o,o,æ,o,o)=o et (pl/(0, o, o, 0, q, a:, o, 0)>0
quels que soient q et x. D’autre part, d’après (4. 8), nous avons

ch> 0 quand <p : o.

Il existe, par suite des constantes positives A… A, , A,, A3 telles que
la fonction Z(n) vérifie l’inégalité

<?(0y 0: C'Illz'7 O} n: x: Çm .ÛÇI]_ :) > 0!

lorsque les conditions suivantes sont remplies, {, C,, C", sont voisins
deo;

A2Ç%’>Ailçiql+AolCl+Azilfll Si ’fl<0;
A-zCŒ->Ailë%l+AolCl si nzo-

Soit une constante négative a, voisine de zéro et un paramètre )\

variant de a à 1. Il existe une famille de surfaces C;(n) qui vérifie les
conditions que nous venons d’énoncer et, en outre, les suivantes :

Cx(n) dépend continûment de )\ et est défini pour )\. Ë"l g 1 ;
Ci(7\) est nul si X =_ a, négatif si a < Xg1z‘

XJ("Û = dCâï2n) est nul si 71
= X, positif si X <—n g 1. 

Soit s—,(y) l’équation de ces surfaces dans le système de coor-
données (se, y, z);

:;_(y) est défini pour oây É}’x où y—,_ = x, (1)(y, est voisin de o);
s—,\(o):_ Z,(X) est nul si )\ = a, positif si a < )\ g [;
9x(yx) = 1391(0)= M
y4 =0, =«<y)>o;
enfin, puisque <p—,\ > 0, nous avons f, < 0.
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L’application du lemme l à la solution :-(a:, y) de (4. 1) que nous
étudions et à la fonction s—,_(y), nous donne

z(w, y)<sa(y);
d’où, puisque z(æ, o) =za(o) =o,

‘I(æ, O)êQa(0)=a<0;
la majoration annoncée est effectuée.

Cessons de supposer que y soit l’axe des a:.

LEMME 13. — Soit un contour y, frontière d’une solution z(œ,y)
de (4. 1 ). Supposons qu’on ait le long de ce contour

$
borne inf.s

 
II I a à I‘) '

y.r=+(yæ _a_q' g(yæ',—yæy 1,1): % æyy:5) >°
513

(p et q étant arbitraires).
(—’»-19)

Je dis qu’il est possible de majorer r, s, t le long de y en fonction
des données suivantes : (4. 1 ), y une borne supérieure de p“’ + q2 sur
la solution étudiée.

Démonstration. — La condition (4.19) a un sens géométrique
puisque (4. m) en a un; elle implique (4. 18) et (4. 16)lorsque y est
l’axe des x; le lemme 13 est donc une conséquence immédiate des
trois lemmes qui le précèdent.

24. MAJORATION INTERIEUR!) DES DÉBIVÉES SECONDES. CALCUL mém-
MlNAIRE. — Supposons que l’équation (2. 1) soit l’équation cp = 0 et
que w soit égal à — ft, ou plus généralement au produit de T par une
fonction négative. La condition

Û3(W)ËO pour Œcv=°ÿw=$o=ÿcp=w=o=o
équivaut à l’inégalité

i+xî+vi)'g(ag —0 1 ;) q,æ,y,s)50,
an a; ch ? 7 7

) /
0

c’est—à-dire à l’inégalité

a‘1—ô—2—20‘—à—2—+—’Ï-)g(a2 —a‘ 1 p q,æ,y,s)<o.
ôp2 dpôq ôq’ ’ ’ ’ ’ >
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LEMME M. — Supposons qu’on puisse choisir 5, p, q, x, y, 3 tels

qu’on ait

aî—s-—2a—qs—+Èî ”(a" —a‘ 1 x ")>0
ap: 01) 0q àq3 & : ! )P7 q; ;): —' )

et que <p soit analytique au voisinage du système d’arguments

[? =g(a’, — a, 1, p, q. % 33 Z). 6. f=o, p, q, x, y, 5]-

La majoration intérieure des dérivées secondes de (4. 1) est alors
impossible.

Démonstration. — L’hypothèse énoncée et l’inégalité (4. 8)
permettent d’appliquer le lemme 2 à l’équation cp: o et à la fonc-
tion w=—r. L’équation cp=o possède donc une solution Ç_(E, 71)

ayant les caractères que voici : C est une fonction analytique de
(E, 11, X) définie au voisinage d’un point (EO, T…) pour 120;
't—,\(E, ”l) > 0 quand (E _ E0)2 + <’fi _ %>” + )\2 # 03 10 (En, 710): 0°

Soit s—,\(æ, y) l’équation des surfaces C—,\(E, n) dans le système de
coordonnées (x, y, 3); :,(æ, y) est une solution de (l), définie
pour )\ 20 au voisinage d’un point (av… yo); z dépend analytiquement
de (x, y, X), sauf au point au: æ.,, y =y… 7\ = 0; :—,\(x, y), w(æ,y),
qx(æ,y) sont continus même en ce point; t—A(æ, y)—>+ao quand
<æ—aæ>fl +<y——…° …… » 0-

Ces propriétés de z—,£(æ, y) justifient le lemme 14.

LEMME 15. — Supposons que l’on ait, quels que soient a,p, q, œ,y, :,

<a‘3Ë—2a
à! + 02

(a“2 a 1 1“ …)<0dl)! d])d'] d']! é' ) ) :PM]: 7.Ï7*‘= '

Il est alors possible de majorer r2 + s“ + t2 sur une solution arbitraire
de (’t, 1) en fonctiondes données suivantes : (4, 1 ), y, une borne supé—
rieure de p'-‘ + q2 sur la solution étudiée, une borne supérieure
de r'2 + s2 + t2 le long de y.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures àp, q, x, y, :; au cours de la démonstration,ces variables
seront supposées comprises entre ces bornes.
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Appliquonsle lemme 4 à l’équation cp: o et aux fonctions-

_. l _ T .,W__
\/r2+s’+t2

_— V(G’—Pr)*+ae+i’ V=p+Aw=üfi+Ag,

A étant une constante. En tenant compte de l’inégalité (4. 8), nous
constatons que les hypothèses de ce lemme 4 sont réalisées
pour |a| < 2 et A>g(o, 0, 1,1), (1, a:,»y, :). Sur aucune solution
de (4. 1 ), la fonction ;/r‘-‘ + 52 + t’u(v) ne possède donc de maximum
relatif en lequel r°+s°+t2 est grand et |st'“ |< 2, si la fonction
positive a satisfait à une certaine inégalité du type (2. 5).

(2.5) A2 uZ=> A,
| u.'.| + A,u (A,, constantes positives).

En permutant les rôles de a: ety, on établit de même la proposition
suivante : sur aucune solution de (4, 1 ), la fonction Jr“ +s2 +z”u(v)
ne possède de maximum relatif en lequel r2 + s“ + t“ est grand
et |sr°‘ | < 2, si a satisfait à une certaine inégalité du type (2. 5).

Or, quand r2 + s" + t2 est grand, l’une au moins des quantités ist—' |

et |sr“| est inférieure à 2.
Il est donc possible de choisir la fonction positive u(v) telle que le

maximum de \/r“ + s“ + t'-’u(p + Ax) sur une solution de (4. 1) soit
réalisé le long de y, s’il est supérieur à une borne connue; ceci établit
le lemme 15.

25. CONCLUSIONS.— Nous dironsque le problème de Dirichletest bien
posé pour une équation (4. 1) et une famille de contours «{ quand les
deux propositions suivantes seront vraies.

1° Soit un ensemble compact en soi de données (y, :… ;;) dont
les contours y appartiennent à la famille de contours envisagée;
supposons que les dérivées intérieures le long de 7, aq, des solutions
des problèmes de Dirichlet correspondants sont bornées inférieu-
rement dans leur ensemble; ces solutions constituent alors un
ensemble compact en soi (ou vide), dans l’espace des fonctions
trois fois dérivables.

'2" Le problème de Dirichlet de données [(4. 1), y, :., 32] possède
au moins une solution quand les conditions suivantes sont réalisées :
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Y appartientà la famille de contours envisagée; :, (a:, y) < 32 (a:,y);
y est sur 2, ;f. >O;f,âo.

Nous dirons que le problème de Dirichlet est mal posé pour une
équation (4. 1), quand il n’existera aucune famille (I) de contours y
telle que ce problème soit bien posé pour (4. l) et (I).

THÉORÈME Il. —— Le problème est bien posé pour l’équation (4. I) et
pour la famille des contoursy le long desquels

(I.. 20)
s{yÆ—limq—1g(yâä—yä, 1)P: q: æy.Ïs 5) } >0

' (pourq—>—Eœ, |p+qyèl restant borné),

lorsque (4. !) satisfait à l’ensemble des conditions géométriques que
voici :

a. (4.3) a lieu; les dérivées troisièmes de cp(p, a, 't, p, q, œ,y, z)
restent bornées quand 1 s’annule;

[, a-EË_2 _à_2._|__Ë-)rr(a2 —O'l ) .1‘ ')<0°
ap= "dpdq d'l’° ’ ”"'” ’y’"=’

quels que soient a, p, q, 33, y, z;
@. (Ps+qs+l)—1g(ae, —a, 1,1), l], x, y; z)<(c‘-‘+1)A,

A étant une fonction de x, y, z, o, pq“‘ qui reste bornée tant que x, y, z
restent bornés et que a ;£pq“' .

Le probléme de Dirichletest mal posé lorsque la circonstance suivante
. se présente :

F. Onpeut choisir 5, p, q, x, y, 3 tels qu’on ait
, ° de de _

(C‘ $ _20Œ)d_q+äæ)g(a, —0', 1,1), (1, Œ,y, A)>O

et que <p soit analytique au voisinage du système d ’arguments
[p=g(a*, _ °: I,p,1),æ, )'7 s)) C‘, T=0r [’; ']; æ7 y: z]-

26. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME Il. — Le lemme 14 prouve que le
problème de Dirichlet est mal posé quand la circonstance 3 se

!nrnenntn
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Supposons“ réalisées les conditions a, b, c. Le théorème 1, les
lemmes M, 12, 13, 15 et la remarque qui termine le paragraphe 20
démontrent alors la proposition suivante :

« Soit un ensemble compact en soi de données («(, :-,, 2-2), dont les
contours Y vérifient (4. 20); supposons que le long de y, les dérivées
intérieures eq des solutions des problèmesde Dirichletcorrespondants
soient bornées inférieurementdans leur ensemble;ces solutionsconsti-
tuent un ensemble compact en soi (ou vide), dans l’espace des fonc—
tions trois fois dérivables. »

Pour déduire de cette proposition le théorème II, il suffit, d’après
le théorème Il, d’établir le lemme suivant :

« Soit un système de données (4. 1), v, s., 52 vérifiant les condi-
tions suivantes : (4. 1) satisfait à a, b, c; \; satisfait à (4. 20);
:. <z._.; y est sur :, ; f, > o;f2go. Soit :-0 une surface voisine de :,
comprise entre :, et sa et ayant 7 pour frontière. Je dis qu’on peut
modifier continûment (4. | ), en respectant les conditions précédentes,
de manière à réaliser, en outre, les suivantes :f() = o, fggo, en sorte
que le nouveau problème de Dirichlet ainsi obtenu possède une
solution unique et simple, 30. »

Démontrons ce lemme. Choisissons h tel que, dans la région fîo,
l’inégalité (4. 3) se trouve vérifiée et que nous puissions y poser
f(r, s, t,p, q, x, y, z) : rt —— s‘2 + g(r, s, t,p, q, x, y, :) + h(r, s, t, p, q, x,y,ys).

Supposons :, = o, :2 = 1. Envisageons l’équation
f(r, s, t,p, q, ac,y, :, À) =f(r, $, 5,1), g, x,_)', I:) + (1 — 7r)l(p, q, w,y, :) = 0,

où X est un paramètre, qui varie de o à 1. Cette équation vérifie les
conditions a, b, c, l’inégalité (4. 20), l’inégalité f4 > o et, quand ). = o,
l’inégalitéfl; 0, si nous imposons les relationssuivantes à la fonction [:

[(P) q,æyy,5)ê0, l(0:01æ7)'20)=0)
lg‘(p,q,æ,y,s)go (pourzêo).

Il est aisé de trouver une fonction l(p, q, x, y, 5), qui satisfait à ces
trois relations et qui satisfait, en outre, aux deux conditions suivantes :

f_.50 quelque soit 1; f,: o
_

quand 1 = o. 0. Q. F. D.



DISCUSSION D’UN PROBLÈME DE nmtcnmr. 28!

V. — Exemples.

Ce chapitre consiste en corollaires du théorème I; M. S. Bernstein,
dans la seconde partie de son Mémoire paru au tome 29 des Annales
de l’École Normale, avait donné des énoncés voisins de nos corollaires I
et III et établi des cas particuliers de nos corollaires II et IV.

Nous attribuons à l’expression « problème de Dirichlet bien posé »
le sens que définit le paragraphe 17 (p. 266).

à , . , .27. lLQUATION QUAS[ LINEAIRE. —— Envmageons l’equatmn
(5.1) ar+2bs+ct+d=o,
a, b, c, (1 étant quatre fonctions données de (p, q, æ,y,z), qui
vérifient les inégalités

ac>b’, a>o, c>o.
Posons

E: ap*+ 2 bpq + cq‘-’.

Le théorème 1 appliqué à (5. I) prend la forme suivante :

Ca ;COROLLAIRE [. — Supposonsque Ë et tendent vers zero quand})2 + q”'E
augmente indéfiniment (av, y et z restant bornés); dans ces mêmes

. . a + b b + c , .CORdltl0flS, ÀÎ—q et% tendent necessazrement vers zéro. Suppo-

sons que les dérivées troisièmes des fonctions %, %. ï%b—q : bp%—q_,
!.—' P—+__—_ ar ra ort aux va "ab [$ 2 ’ "‘ * arc tan "]EVP2+q2P PP ” les ,J’, )(P +?) : gq

restent bornées quand p2 + q2 augmente indéfiniment(x, y et z restant
bornés).

Le problème de Dirichlet est bien posé pour la famille de tous les
d , . .contours 7, lorsque

I—E—l
reste borne quand1)“ + q2 augmentezndéfimment

(a:, y et :: restant bornés).
. . d , ' ' r 'Lorsque cette condztzon, % borne, n’est pas ven/ice et que les condi-

tionsprécédentessontvénfiées, alors le problèmede Dirichlet est mal posé. \
Journ. de Math., tome XVIII. — Faso. III, 1939. 37
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COROLLAIREIl. — Supposons que nous ayons, quandp”+ q2 est infi—

niment grand, les développementslimités, deux fois dérivables,

q’n_z+a_1+a_g+…,

=—pqn—a+fi_1+fi_a+…,

Il p’n_2+ Y—1'+‘ Y—2 +- - .,

t21l9.

ŒIG

Ml°“

[filà

Il ? +

oû ‘f],,, a,,, Ç,,, y,, sont des fonctions de (p, q, a:,y, 2) qui sontpar rapport
à (p, q), positivement homogènes(”) et de degrés n. Nous avons néces—
sairement

oc_1p9+ 2B—1P9 + Y‘1qg= 0’ a—2PE+ 25—2Pq + Y—2‘]2= 1.

Nous supposons que ne peut tendre vers zéro quand
(ae — l)") (p2 + q’)

EZ

p’+ q2 augmente indéfiniment (a:, y et z restant bornés); cette hypothèse
équivautà l’inégalité (“)
(5.2) n_2> Œ.—a_17_1,

dont le secondmembre ne peut être négatif.
Si nous avons, quels que soient p, q, a:, y, z,

à
ô1(pyq7æyysz)}5.3 _ __( )

dz{Û—2(Ps q; æs.Ït Z) 5. 0:

alors leproblémede Diriehletest bienposépour la famille (D des contoursY
qui vérifient l’inégalité

ôi(îyÎ.-, i1,æ,y,z)
>0_5. ;-1_ ,( 4) €{y +n—z(ïyæ,ÎI;—T;ysz) _ 

(”) «(p, q) est positivementhomogène de degré n lorsque l’on &

a,,(tp, tq) : t"a,, (p, q) quand t > o.

(“) L’hypothèse de > b’ entraîne l’inégalité n_,g @î, — oc_1'y_1.
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a b c d
E’ E’ E’ …2+qa

_!
tiques de [x,y, :, (p2 +q“) “, arc tang%]’ au voisinage d’un système

Si (5. 2), a lieu et si sont des fonctions analy- 
1

€de valeurs [a:, y, z, (p’+q”) =0, arctang£] qui ne vérifient
pas (5. 3), alors le problème de Dirichlet est mal posé.

28. EXTRÉMALES D’UNE INTÉGRALE DOUBLE. — Appliquons les deux
corollaires précédents aux extrémales de l’intégrale double

flg(ljtq!xrÏ,z‘)dxdy (ÊZ*ËZS>ÊZË,ÊË*>ŒËZ!>O),

c’est-à—dire à l’équation
rg}î=+ 2sg}$q+ %}+ g;î.r+ gl}y +pg}îs+ 933: — gê= 0.

Supposons que nous ayons, quandp2 + q‘-‘ eSt infiniment grand, un
développementlimité, cinq fois dérivable
g(P’ q7 x7yt ;)=gn(Pt q? x;)’; 5)+gn—1(P;€]; -T;)’; 5)+ ân—2(P; q; æ:)’; 5) +"”?
g,… gn_., g….2 étant, par rapport à (p, q), positivement homogènes et
de degrés respectifs n, n — 1 , n — 2.

Nous obtenons les conclusions suivantes :

COROLLAIRE III. — Supposons

n>l et g,,(p, q, x, y, z)#o (quandp’+q’#o);
le problème de Dirichlet est bien posé pour tous les contours y.

COROLLAIRE IV. — Supposons n = I, c’est-à-dire

â'<P: q7æ!3'15)=g1(P»q,æ,y,Z)+go(P,q,æ,y,Z)+g—1(P,q»%%£)+----  Nous avons

(”à
_ , 025% (”£a _

dp’ —q k—:n W ——Pqk—3, ôq* —P’k—3,

ago 053
—dP

— qk—2y àq “__—Pk—2’

[:_3 et k_, étant des fonctions de (p, q, a:, y, 2), qui sont, par rapport
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à (p, q) positivement homogènes et de degrés respectifs — 3 et — 2; il en
résulte que  deg d2g dig 2__ 2 .

o‘p‘2 5? —<ôp dq> _ 2g_1k‘3_ (If—2) +° ' "
nous avons donc nécessairement

2g_1 k_3g (k_2 )‘3.

Supposons que

(5'5) 2g_1k_3>(k_2)2.

Supposonsenfin que nous ayons, quels que soient x, y, z, y}, i, +__ _ _g —aæoyg—y“aydyg+ay a:
à; d‘—‘gi

ôyé£‘ /

 ô2.—?1 + , ô’g1
_àg1+à,—'Ïog(5.6) go, 

les argumentsde g. et g0 étant (;y;, i 1, x, y, 5).
Alors le problème de Dirichlet est bien posé pour la famille (1) des

contours 7 dont les équations y(æ), z(æ) vérifient l’inégalité diflé-
rentielle  02571 , d’g, d;-‘{1 Ôg0——,+yæ—,——i—_
(5.7) : y;.+ ””“" "{,î””‘ ‘” "” zo,

'É'1
ÔyQÏ-’

où g. et g2 ontpour arguments($y'x, i 1, x, y, z).
LÎhypot/tèse (5. 6) qui ne difl”ère pas de (5. 3) a le même caractèrede

nécessité que cette dernière.


