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DISCUSSION D'UN PROBLEME DE DIRICHLET. 249

Discussion d’un probleme de Dirichlet (');

Par Jean LERAY.

I. — Introduction.

1. Nous nous proposons d’étudier les solutions d’une équation aux
dérivées partielles du type elliptique (*)

s g g x, y 5y =0  (4fife >[ fo >0, fi>o0 quand f=0)

(r=>s%u(x, ), s =25\, t=2%, p=2, q=23,).

(1)

Notre étude sera le développement de la théorie dont M. S. Bernstein
a exposé en 1910-1912 divers cas trés importants, d’une assez grande
généralité : elle consistera a chercher quand les solutions de (1)
vérifient certains théorémes de compacité et d’existence. Nos conclusions
sont énoncées aux paragraphes 17 (p. 266) et 25 (p. 278).

Nous utiliserons les méthodes de majoration a priori que

(1) L’essentiel de nos conclusions a été résumé aux Comptes rendus, t. 205,
1937, p. 268 et 784.

(*) Les travaux fondamentaux sur ce sujet sont ceux de MM. E. Picard
et S. Bernstein :

E. Picarp, Journal de Mathématiques, 189o; Journal de {'Ecole Polytech-
nique, 18go; Journal de Mathématiques, 19o0; Acta mathematica, 19o2;
Annales de U'Ecole Normale, 1906 ; Lecons sur quelques problémes auz
limites de la théorie des équations différentielles, rédigées par M. BreLot,
Cahiers scientifiques de M. Julia. Gauthier-Villars, 193o.

S. BernsTEIN, Math. Annalen, t. 69, 1910; Arnales de I'Ecole Normale,
1.27et 29, 1910 et 1912; C. R. Acad. Sc.,1.151, 10 octobre 1910; Math. Annalen,
t. 95 et 96, 1927.
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M. S. Bernstein a créées, mais dont il ne s’est pas donné la peine de
tirer des conclusions complétes, ayant un sens géométrique. Nos
théorémes d’existence résulteront de la théorie topologique des
équations fonctionnelles (*).

2. Conventions piverses. — Nous supposons f trois fois dérivable.
Nous supposons que, quelles que soient les valeurs arbitraires
données a p, ¢, x, y, 3, la surface f=o décompose I'espace (r, s, ?)
en deux domaines.

Nous désignons par « valeur de f sur une surface z,(z,y)» la
valeur f;, que prend f quand on y remplace z, p, ¢, 1, 5, ¢ par 5,(z, y),
ses dérivées premiéres et secondes.

Nous nommons y tout contour, d’un ou plusieurs tenants, de
l'espace (z,y,3) qui est frontiére de surfaces réguliéres z(x, y);
nous supposons que y est défini par des fonctions y (x), z(z) qui sont
cinq fois dérivables quand y’, est fini.

Nous supposons que toutes les hypothéses failes restent vérifices
quand on permute les roles de y et x.

Nous nommons ¢ un signe, variable le long de y, qui est 4+ ou —,
suivant que les surfaces 3(x, y) qui ont y pour frontiére sont, par
rapport 4y, du coté y =—+ 0 ouy =— 0.

Nous disons que y est compris entre deux surfaces z,(x,y) et
sa(x,y)[3:(x,y) <3:(x,¥)] quand y est frontiére de surfaces
z(a,y) qui vérifient I'inégalité z,(z,y)<z(x,y) <5.(x, ¥).

y étant compris entre 5,(x,y ) et 3,(x,y), NOUS NOMIMONS « Pro-
bléme de Dirichlet de données [(1), v, 3., 3,] » le probléme qui
consiste a trouver les surfaces 5(,y) qui satisfont & (1), qui ont y
pour frontiére et qui sont comprises entre 3, et z,.

3. RappEL DE REsuLTATS. — Théoréme 1. — Considérons un ensemble
de problémes de Dirichlet dont les données [(1), Y, 5,, 3,] constituent
un ensemble compact en soi. Supposons que les dérivées secondes des
solutions de ces problémes aient des valeurs absolues bornées dans

(*) Leray-ScHauDER, Annales de I’ Ecole Normale, t. 51, 1934.
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leur ‘ensemble. Alors I’ensemble de ces solutions, s'il n’est pas vide,
est compact en soi dans 'espace des fonctions trois fois dérivables.

Théoréme 2. — Supposons en outre ceci :

l'un de ces problémes de Dirichlet posséde une seule solution qui
est simple (*);

I’ensemble des données [(1), ¥, 5., 5| constitue un continu;

(3)—3,)f1<0, D'égalité ne devant étre atteinte que si y est
étranger a z,;

(3. —35,) /250, 'égalité ne devant étre atteinte que si y est
étranger a 3,.

Alors chacun de ces problémes de Dirichlet posséde au moins une
solution.

Le théoréme 1 est da & M. S. Bernstein; ce raisonnement de
M. S. Bernstein a été amélioré par M. J. Schauder (*).

M. S. Bernstein a établile théoréme 2, par la méthode des approxi-
mations successives de M. E. Picard, dans le cas ou l'unicité de la
solution est assurée (f.<o quand f=0); |’énoncé ci-dessus se déduit
du Chapitre V du loc. cit. (°) au moyen du lemme 1, que nous énon-
cerons au paragraphe 5.

Pour appliquer les théorémes 1 et 2, il est nécessaire de savoir
majorer les dérivées secondes des solutions de (1); or nous avons
établi le théoréme suivant (°).

Théoréme 3. — Supposons que dans I'espace (r,s,t) la conique a
I'infini 7£ = s* et la surface /= o n’aient pas de tangente commune. 11
est alors possible de majorer r* + s? 4 #* sur une solution arbitraire
de(1)enfonction des données suivantes : (1), v, une borne supérieure
de p* + ¢* dans T'.

(*) Une solution est simple quand son équation aux variations posséde une
solution unique.

(*) J. Scnauvner, Math. Zeitschrift, p. 31, 1933.

(") Majoration des dérivées secondes des solutions d’un probléme de
Dirichlet (Journal de Mathématiques, 1. 17, p. 89, 1938); voir p. g1 les
inégalités (2) et (3) qui expriment les conditions de régularité imposées a f
quand r* + s* + ¢* est grand.
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4. Sommame. — Nous nous contenterons d’envisager deux types
généraux d’équations /= o. Les équations du premier type ( Chap. 111
et V), satisferont aux hypothéses du théoréme 3; leur étude consistera
essentiellement & chercher quaund il est possible de majorerles dérivées
premiéresde leurs solutions. Au contraire, les équations du second type
seront caractérisées par la propriété suivante : dans l'espace (r, s, ¢), la
surface f=o0 a pour courbe a l'infini la conique rz=1s?; I’étude des
équations de ce second type consistera a chercher quand il est possible
de majorer les dérivées premiéres et secondes de leurs solutions.

II. — Lemmes fondamentaux.

Au cours de ce-Chapitre II, nous envisageons une équation du type
elliptico-parabolique

(2.1) { Jrys, Lp,o g, 2, ¥, 5)=0
WIS 2f3 [r2o, fr20, [2+ [ Z o quand f=o).

3. LemMe 1. — Supposons que, quels que soient p, ¢, x, y, 3, la
surface f=o0 de l'espace (r,s,t) décompose cet espace en deux
domaines. Supposons que deux fonctions z(x,y) et 3,(x,y) soient
définies sur un domaine A, et possédent les propriétés que voici :
f2osur 3; A, et 3, dépendent continiment de 2 ; pour au moins une
valeur de A, on a z < 3, sur tout le domaine A, et sur sa frontiére A; ;
pour les autres valeurs de &, f, < 0; en chaque point de 4A;, ou bien
I'inégalité 5 < 5, a lieu, ou bien il existe une direction, extérieure
a A,, suivant laquelle les dérivées 5’ et 3; de z et s, vérifient I'iné-
galité 5’ < 3z).

Je dis que z(z, y) < z.(x,y).

Démonstration. — Supposons que l'inégalité s(z, y) < s.(z,y) soit
vérifiée pour A = o et ne le soit pas quel que soit A; envisageons la
valeur de A la plus proche de zéro telle qu'il existe un point de A, + 4;
ol 3 = 3,; soit m ce point. Nous avons 3 <z, sur A, + A;.

Si m appartenait & A;, nous aurions en m, 5 =3, 3’ < 5;; il exis-
terait donc un point de A,, voisin de m, en lequel 5> 3, ; or I'inégalité
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contraire a lieu dans A,. Si m était intérieur i A;, nous aurions en m,
=z, p=p,  9g=q, n—r2o, (n—r)6—1t)2(5— )%

or, ces relations sont incompatibles avec les inégalités f20, f, <o.
Ces contradictions établissent le lemme 1.

6. Dernitions. — Introduisons quatre variables nouvelles £, I, m, n
et les opérateurs différentiels

‘l’—/.'i—k-l J m() () )+ 9 e
R P H S TR P IR R Pl
Jd Jd dJd J J

‘V—li—i—md— D i R e
ST or os T o ap dyg 79z dy

Définissons comme suit le produit de deux opérateurs différentiels de
ce type

@u=V A V= _i V="
u_ﬂu,(m, N —Zvlda-,-' UV = s‘u,_Zu i S om d.z',
i i

i

w étant une fonction de (r, s, ¢, p, ¢, x, y, 5), posons

@B(w)=
Sr&Zw+ L ZYw + [1Pw + (0 fr = sfo+ tf o+ pf,+ qf)we+ [, W+ fo o,
—w,f — W Y[ — wi Y[ — (rwi+ swi+ tw) + pw), + qw)) fL — W, fo— W [

d a a2 d:
dz’ LT)" dz*’ dx dx dy d 2
premiers ordres d’une fonction (r, 5,1, p, ¢, x, y, 3) danslaquelle on a
substitué a z, p, ¢, r, 5, t une fonction z(x, y) et ses dérivées des
deux premiers ordres. Nommons &, /, m, n les dérivées d’ordre trois
de 3(x,y). Nous avons les identités

Désignons par les dérivées des deux

dw dw d,
dx—tw ——_‘yw {[—‘iz&ff, f—‘e\jj;
ECAIAY d*w dw
‘f'Ad.T +f d.rdy f’d"+f"dx f"dy
_ d*f ., dy ’ & f y af df__
W Ii—“’.\-(’l‘r—(l);— ’;l)_"—“"dx_“‘/d B(w).
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Sur toute solution de (2.1), nous avons donc

dy dv o

(2.3) 3‘;:&“‘, W:yﬂ', Rf=Yf=f=o;
d*w , dtw , d*w , dw dw

@) Sogm Sigay T igE g gy = A

On constate aisément que, sur les solutions de (2.1) dy dw dv
Ydr' dy’ da?
@ A, 24 sont lides par les seules relations (2. 3) et (2. 4) |
Zzdy’ @ sont liées par les seules relations (2. ) et (2. 4) lorsque,

comme nous le supposerons, w satisfait aux conditions suivantes :

ou bz:en W’dépe’l,ld se\}lement dep, 9, &, ¥, 5 et W+ w, £ 0;

ou bien w, 4w+ w, 7 o, les droites de coordonnées (/. 1., f. )
et (w),w,,w,) sont distinctes, et leur point d’intersection (¢, s, <)
est étranger 4 la conique (7) gt=2q".

7. LeMME PRELIMINAIRE. — Soit (7, o, oy Poy G0, Zoy Yo, 3,) un
systéme de valeurs de (r, s, ¢, p, ¢, x, ¥, 2) en lequel les relations

Ew=Yw=&f=Yf=f=w=o, ®B(w)<o

solent compatibles. Je dis qu'on peut construire, au voisinage du
point (z,, ¥, ), une solution analytique de (2. 1), z(x, y), sur laquelle
on ait w < o, sauf au point (z,, y,) ol w =o.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de Cauchy-Kowalewski,
I’équation (2. 1) posséde une solution qui est analytique au voisinage
du point (&, y,) et qui présente en ce point les caractéres suivants :

dw dw

“TZ’—O, 7’)"—0, (B(“")<O;

w=o,

*w 2 .. , . .
ZT:V’ ﬁ,s %ont des valeurs arbitraires vérifiant (2. 4). Choisissons
dx*  d*w  d*w>

ces valeurs telles que la forme de cofficients ( ——. ——: —— ) soit
' daxdy  dy?

définie ; elle est négative d’aprés (2.4), ce qui prouve le lemme.

LemMe 2. — Soit une fonction positive u(r, s, ¢, p, ¢, x, ¥, 5), qui

(") Par hypothése, la premiére de ces droites est extérieure ou tangente a
cette conique.
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est indépendante de (r, s, t) lorsque s 'est; soit un paramétre A,
positif ounul, voisin de zéro. Soient &, L, m,, m;, 1, 55, b, Pry Gy Tis Vs 3
des fonctions analytiques de A vérifiant les relations

(w+r) =Y w+du)=Zf=Yf=w+du=f=o, a(w) <<oj;

f, w et u sont supposés analytiques au voisinage de

("09 Soy Loy Pos 9oy Foy Yor 50)'

Je dis qu’on peut counstruire, au voisinage de (,, y,), une solution
de (2. 1), 3 (x, y), qui dépende analytiquement de (x,y, A) et
sur laquelle on ait w < o, sauf pour les valeurs (x,, y,,0) de (z, y, 1);
pour ces valeurs, w =o.

Démonstration. — Pour chaque valeur de A, le lemme précédent
permet de construire, au voisinage de (x,, ¥,) une solution analytique
de (2.1), 3,(x, y), sur laquelle w + Au<o, sauf au point (x,, ;)
ol w— Au=o0. On peut faire en sorte que z,(x, y) dépende analyti-
quement de A.

8. Lemme 3. — w n’a de point stationnaire sur aucune solution
de (2. 1) si les relations LTw=Yw =& f =Y f= f=o0 sont incom-
patibles.

Démonstration. — D’aprés (2. 3), 'incompatibilité de ces rela-
tions entraine, sur toute solution de (2.1), I'incompatibilité des

relations 2% — %% _,
de =~ dy —
Lemme pE M. S. Bernsten (*). — Une fonction w n’a de maximum

relatif nul sur aucune solution de (2. 1) si les relations
Ew=Yw=&f=Yf=f=w=0
entrainent B(w) > o.

Démonstration. — En vertu de cette hypothése, de (2.3) et

(*) Nousavons déja énoncé ce lemme [loc. cit. (%), p. 6], dont M. S. Bernstein
avait énoncé et utilisé d'importants cas particuliers.
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de (2.4), nous aurions en un tel maximum

, d2p , d2w , dp
fr%‘i‘fxm—*—fr(—/? >0

ce qui est absurde.

LEemME 4. — Soit une fonction ¢(r, s, ¢, p, q, x, y, 3) définie au voisi-
nage d’un morceau de surface d’équationw (7, s, ¢, p, ¢, x, y, 5)= 0;
¢ est supposé indépendant de (r, s, ) quand o' I'est. Supposons qu’au
voisinage de w = 0, les conditions

Tf=Yf=f=0; w<{o; w, Lw et Yew voisins de o
entrainent les inégalités

B(w)>—Af|w|+ | Zw|+[Yw]|], A& |+ A Y|+ |63(0)|SA,
[r(Zoy+ fi&ov Yo+ [1(Yr)2 A,

Ao, A, A, étant des constantes positives.
Soit une fonction positive u(¢) vérifiant I'inégalité

(2.5) Asuls> A, | ul |+ Agu.

. . . . w
Je dis qu’au voisinage du morceau de surface w= o, la fonction o)

ne posséde de maximum relatif négatif sur aucune solution de (2.1).
Démonstration. — 11 suffit d’établir que la fonction w —+ Au(¢) ne
posséde aucun maximum relatif nul, A étant une constante arbitraire,
positive et voisine de zéro. D’aprés le lemme précédent, il suffit donc
d’établir que B(w + Au) > o quand
T(w+re)=Y(w+Au)=Zf=Yf=f=w+ru=o.
Or, quand ces égalités ont lieu,
B(w4+Au)=B(w) + AB(u)2— A J|w |+ | ZTw |+ |Yw|]+ A6 (u)
=AM Agu— A Zu|— A Yu |+ B(u)}
M — Agu —[Ao| Zo |+ Ao Yo |+ | B(v) | ]l ]
+ S (Zo) + [ Lo Yo+ f1(Y)*]uin ]
DM —Aju— Ay|ui |+ Asula} >o.

9. Au cours de ce paragraphe, les opérateurs différentiels &
et %Y ne seront appliqués qu’a des fonctions de (p, ¢, z, ¥, 5); nous
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aurons donc
q a2

aJ J /) J J d
-'1:——15);)-&'-9(2-1"[)0*:‘*—;’;’ y—S%—!—l%—‘l“qa;"‘a;'

Lemme 5. — Soit une fonction w(p, ¢, , y, 3). Supposons
w4+ Wt o,
Supposons que le systéme d’équations
Tw=Yw=f=o
posséde une solution unique r(p, ¢, x, ¥, 3), s(p, ¢, x, ¥, 3),
t(p, 4, x,y, 3). Les inégalités

r—Is Lt—Ys
Yo, T
Wy ¥,
sont équivalentes. Si elles sont vérifiées, & ne posséde de maximum
relatif sur aucune solution de (1).

Démonstration. — Explicitons les équations qui définissent r, s, Z en
fonction de p, ¢, x, y, 3

f—o, rwy,—+ swj, + pw.—+ wp=o, SWp -+ vy + gw. 4+ wi.=o.
Appliquons les opérateurs & et Y a ces équations; il vient

Jo &r ot &+ fi b rfyt sfy+ pfit fe=o,

W, Tr + w, s + rw;+ I* w=o,

W, Ts + w, Tt + s+ TYw=o,

Jryr+ [iNs + f1Y e+ sf, + tfy+ qf s+ fr=0o,

W, Yr + g Ys + swi+ TYw = o,

. WpYs +w, Yt + w4+ Yw=o.

En ajoutant membres 4 membres ces équations multipliées respecti-
vement par les coefficients (0,0, — 1,0, 1,0) et

(= wpwi, frwy, [iw),, — Wi, fiwg— fiwp, fiwy),
nous obtenons les relations

‘yr—.@s__.It-‘ys_ aB(w)

0 - D 0 i
W, W), [} — fewpwy+ i)}

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. III, 193qg. 3
» 1939
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Ces relations montrent que le lemme 5 ne différe pas du lemme de
de M. S. Bernstein (§ 8).

III. — Un premier type d’équations.

Au cours de ce chapitre, nous nommons notion géométrique toute
notion invariante par rapport au groupe des transformations
ponctuelles

(3.1) z(z, y), yi(z, ¥), si(x, y, 5),
qui transforment entre elles les droites paralléles 4 1'axe des =
(% peut étre positif ou négalif).

Soit un conlour y; nous nommons I le cylindre paralléle 4 Oz qui
contient y; I' désigne I'intérieur de I (T ne s’étend a l'infini que dans
la direction de I'axe des z); rappelons que & désigne le signe -+ ou
le signe — suivant que I' est, par rapport a I, du coté y =+
ouy—=-—o.

10. ALLURE DE L’EQUATION (1) SUR LES CYLINDRES VERTICAUX. — Faisons
subir & I'espace (z, y, 3) le changement de coordonnées
X=x, Y=z, Z—=y;
les nouvelles coordonnées
(R:Z;IK’: S:Z;Y) T:Z,\"Zy P:Z’\y (\):Z’\ X’ Y’ Z)
de I’élément de contact (r, s, ¢, p, q, x, ¥, 5) existent pour g~ o et
sont définies par les formules

(3.2) r=— (R+2Sp+Tpg, s=—(S+Tp)y, t=—-Tg",
p=—PQ, ¢=0Q', x=X, y=1Z, =Y.
L'équation étudiée

() frys,t,py g, 2, y,5)=0  (4frfi>f2, fr>0, fi>o0quand f=o0)
équivaut 4 une équation

(3'3) F(R) S? Tl P’ Q’ ‘Z'?.)/’ :'):O
(4FxFr> F2, FR> o, Fi> 0 quand F = o et que Q £ 0).
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Je dis que la condition suivante a un sens géométrique

les relations Q =F —o, 4FyFr=F¢

3.
(3.4) entrainent Fr=Fs—o. Fy>o.

Cette condition exprime, en effet, que, sur les cylindres verticaux, les
caractéristiques de I’équation F = o sont verticales quand elles sont
réelles. Cette condition entraine en particulier I'inégalité

(3.3) Fr>o quand F =o.
L’inégalité :
(31— 535) f (11, 80, b4, pry g1y @, )y 34) S0,
qui a un sens géométrique, équivaut a l'inégalité
q1{s1— 5)F(Ry, Sy, Ty, Py, Qy, 2, y, 24) 2 0;
la condition suivante a donc un sens géométrique

(3.6) { £ (51— 52)F (¥, 0,0, 3%, £o0, 2, ¥, 5) 20,
quand [z, y(z), 51] décrit I" et que [z, y(x), 5.] décrit y.

Toute surface 3, (x, y), intérieure a I', voisine de I" et ayant y pour
frontiére, vérifie 'inégalité ¢,(3, — 3,)e > 0. Restreindre la condi-
tion (3, 6) par-le choix suivant du signe == : &=(5,— 3,)e >0 a donc
un sens géométrique. Par suite, les conditions suivantes ont des sens
géométriques
(3.7) | | eF (¥ 0,0, )’,, *o,x, ¥, 5)20, quand [z, y(x), 5,] décrit I,

[ que [, y (), 55(x)] décrit ¥ et que == (5, — 3:)e > 0}
(3.8) eF(yis, 0,0, o, 2, ¥, 3)20 quand [z, y(zx), 5(x)] décrit .

Le sens géométrique de (3.6) a, d’autre part, pour corollaire
immédiat, le sens géométrique de la condition suivante :

—F' x?y ti7 y“>’
(3.9)( (Y 0, 0, ¥ 0,2, ¥,5)20

| au voisinage des points de I ou F( y%, o, o, Yw o, 2, ¥, 5)=o0.

Remarque. — (3.7) a nécessairement lieu quand vy vérifie (3. 8) et
que I vérifie (3.9).

11. Cas D’IMPOSSIBILITE DU PROBLEME DE DinicHLET. — LEMME 6. —
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Supposons qu’on puisse choisir (y.., y., =0, z, y, 5), en sorte que
F(y%, 0,0,y%, &0, 2, y, 5) £ 0. Alors le probléme de Dirichlet est
impossible pour certaines données présentant les caractéres suivants :
I contient I’élément de contact (y.., ¥, , =, y); y contient le point
(@, y, 5); en ce point, 'inégalité (3.8) n'est pas vérifiée.

S’il est possible de choisir (y,, &= o, z, y, z) tels que

F(R) Ol O) }’:‘m io’ ‘1"7 )’7 :)

garde un signe constant quand R varie de — 2 4 + oo, alors le
probléme de Dirichlet est impossible pour certaines données de la
nature suivante : I est d’un seul tenant, est convexe et a une cour-
bure arbitrairement grande.

Démonstration. — L’hypothése F(y.., 0,0, y., =o,z, y,3)%0
a un sens géométrique. Une transformation du groupe (3.1) permet
donc de laréduire, a I'hypothése F(o, 0, 0, 0, — 0, 0, 0, 0) < 0,qui a
la signification suivante : une surface z(z, y) vérifie I'inégalité /< o
au voisinage du point (x =0, y =0, 2 =0) lorsque ses éléments de
contact du second ordre sont suffisamment voisins de ceux du
plan y =o, ¢ étant négatif. Les cylindres z,(y) =4 — vy vérifient
doncl'inégalité f < o quand A, x et y sont suffisamment voisins de zéro.

Soit un contour régulier y, qui contienne le point

(r=o0, y=o, 5=0),

et sur lequel on ait 3<3,, ¥ > 0. Soit une valeur positive de A. Je dis
qu’il n’existe pas de solution z(x, y) de (1) qui ait y pour frontiére et
qui satisfasse a I'inégalité z(x, y) <3, (y). En effet, nous aurions,
d’aprés le lemme 1, z(x, y)<35,(y); or, cette inégalité est incom-
patible avec les relations

3(0, 0) =5,(0), go(0) =— oo, Yy >o,

puisque ¢(o, o) est fini.

On peut tracer un tel contour y sur tout cylindre I satisfaisant aux
conditions suivantes : les points de I sont voisins de I'axe Oz} le long
de cet axe, I a un contact d’ordre 3 avec le plan y =o0; dans T,
y > o. Cette latitude du choix de I prouve le lemme 6.
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12. MAJORATION FRONTIERE DES DERIVEES PREMIERES. — LEMME 7. — Soit
un contour 7y, frontiére d’une solution 3 (&, y) de (1). Soit une
surface 3,(z, y) telleque 5,(x, y) — 3(a, y) ait un signe constant, =+.
Il est possible de majorer == eq sur v, en fonction de (1), de y et de z,,

lorsqu’on a
eF(yi, 0, 0, ¥y, =0, x, y,3)20

sur la partie de IV qui est comprise entre v et z,.
p q P Y

V. B. — Nous supposons que chacun des éléments de contact d’ordre 2 de la
partie de IV comprise entre y et z, posséde un voisinage sur lequel, ou bien F a
un signe constant, ou bien F a des dérivées premiéres continues vérifiant (3.4).

Démonstration. — 1l nous suffira d’étudier le voisinage de I'une des
composantes de I''. Une transformation du groupe (3.1) réduit les
liypothéses énoncées aux suivantes :

y est I'axe des x; 5(x, 0) = 0; 5 est une fonction périodique de =
définie pour o<y <13 s(x,y)<1; F(o,0,0,0, +0,x, 0,35)20
pour 0<5<1, Il s’agit de majorer ¢(z, o).

Ilexiste des constantes positives A,, A,, A, telles que lasurface Z(Y)
vérifie I'inégalité F(o, o, Zy,, 0, Zy, X, Z, Y) > o0 si les conditions
suivantes sont remplies : Z, Zy, Z\, sont voisins de o, Z >0, Z; > o,
oSY<S, AZL > AL+ AL

Soit Z(Y — 1) une famille de surfaces qui vérifient ces conditions,
qui soient définies pour 0SASY <1 et qui vérifient, en outre, la
condition Z(0) = o. Soit 3,(¥) =3,(y) + Al’équation de ces surfaces
dans le systéme de coordonnées (x, y, 3). Sur la frontiére de ces sur-

faces 3(z,y) < 5,(y); d’autre part, f, < o, 3(x,y) < 5,(y). Donc,
d’aprés le lemme 1, z3(x, y)<5,(y). Or, 3(x, 0) =3,(0). Par suite,

9(z, 0) £ q,(0).

I.a majoration énoncée est effectuée.

13. Conventions NouveLLes. — La fonction F(R, S, T, P, Q, z, y, 3)
est, en général, discontinue pour Q = o. Nous introduirons deux fonc-
tionsF. (R, S,T,P,Q,z,y,3)etF_(R,S, T, P, Q, 2. y, 3) qui soient
réguliéresquandF, S, T, Q sont voisins de zéro et quicoincident avec F,
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'une quand Q> o, I'autre quand Q < 0. Nous aurons donc

F.(R, 0,0, P, 0, 2, », 5)=F(R, 0,0, P, 0, x, y, 5).

Nous supposerons désormais que F, et F_ vérifient la condi-

tion (3.4).

CaLcur PRELIMINAIRE. — Supposons que I'équation (2.1) soit
I'équation F.= o0 et que w soit égale & 7= Q, ou plus généralement,
au produit de == QQ par une fonction négative de (P, Q, =, y, 3). La
condition

a(w)Zo our Lw=Yv=&F.=YF.=w=F.—=o0
< e

équivaut a la condition

*+F.(R,0,0,P, *0, 2,5 5)20 pour F(R,o0,0, P, *xo0, 2 5, 5)=0.

14. Cas 0U LA MAJORATION INTERIEURE DES DERIVEES PREMIERES EST IMPOS-
siBLE. — LEmMe 8. — Supposonsqu’on puisse choisirR, P, =, 2, y, 5
tels qu’on ait

F(R, 0,0, P, =0, 2, ¥, 5) =0, *+=F:(R,0,0,P, £0, 2y, 5)<o0

et que F soit analytique au voisinage de ce systéme d’arguments (°).
La majoratior intérieure des dérivées premiéres est alors impossible.

Démonstration. — L’hypothése énoncée permet d’appliquer le
lemme 2 & I'équation F.=o0 et a la fonction w == Q. L’équation
F.=o0 posséde donc une solution Z,(X, Y) ayant les caractéres
suivants : Z est une fonction analytique de (X, Y, A), définie au
voisinage d’un point (X,, Y,) pour A120; =Q,(X, Y) >0 quand
(X=X '+ (Y=Y )+ 2A5£0; Qo( X, Yo)=0.

Soit 3, (x, y) I'équation des surfaces Z,(X, Y) dans le systéme de
coordonnées (z, y, 3); 3. (x, y) est une solution de (1), définie
pour A 2o au voisinage d’un point (x,, ¥,); 5 dépend analytiquement
de (=x, y, A), sauf au point z==,, y=y,, A=0; 5(x,y) est

(*) Autrement dit, que F. soit analytique au voisinage du systéme d’argu-
ments (R, o, o, P, o, z, ¥, z).
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continue méme en ce point;

7:.(z, y) >+ quand (2 — z,)* + (¥ —)0)* + 2 —o.

Ces propriétés de 5,(x, y) justifient le lemme 8.

13. PREMIER PROCEDE DE MAJORATION INTERIEURE DES DERIVEES PREMIERES. —
Lemue 9. — Supposons vérifiées les trois hypothéses suivantes :

1° *=F, (R, 0,0,P, =0,x, 5,5)20 quand F(R,0,0,P, *o,x,y,53)

est voisin de zéro;

2 F(R, 0,0,P, %0, o, y, 5) a le signe de R, quand [R| est
supérieur a une borne qui dépend continiment de P, x, y, 3;

3° Les dérivées secondes de F(R, S, T,P,Q, 2, v, 5) sont bornées,
quand P, z, y, 5 étant bornés, F, S, T et Q sont simultanément
voisins de zéro.

Je dis qu'il est alors possible de majorer p* 4 ¢* sur une solution
arbitraire de (1) en fonction des données suivantes: (1), vy, une borne
supérieurede | 3| dans I', une borne supérieure de p* + ¢* lelong dey.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures 4 &, y, 3; aucours de la démonstration, ces variables
seront supposées comprises entre ces bornes.

Appliquonsle lemme 4 4 'équation F, (R, S, T,P,Q,X,Y,Z)=0

. 1
et aux fonetions w—=— —1__ —_ _9
VP + ¢ Vi+Pe
positif et | P | inférieur & 2. Les hypothéses de ce lemme sont vérifiées.

» v =13, Q étant supposé

Sur aucune solution de (1), yp? + ¢?u(3) ne posséde donc de maxi-
mum relatif en lequel ¢ est grand, et |§| < 2, si la fonction positive u
vérifie une certaine inégalité

Asua> Ay | ul |+ Agu (A;= constantes positives).

Cette conclusion subsiste si I'on change g en — ¢, sil'on permute les
roles de p et ¢. Il est donc possible de choisir la fonction positive u telle
que le maximum de yp* + ¢*u(z) sur une solution de (1) soit réalisée
sur v, s'il est supérieur 4 une borne connue; ceci établit le lemme 9.
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16. SkcoND PROCEDE DE MAJORATION INTERIEURE DES DERIVEES PREMIERES. —
Lewme 10. — Supposons qu'a tout élément de contact du premier
ordre d’un cylindre vertical, on puisse attacher deux éléments de
contact du second ordre de cylindres verticaux satisfaisant aux condi-
tions suivantes : soient [y, = R(P, o, =, y, 3), y.=P, z, y, 5] les
éléments du second ordre attachés a I’élément du premier ordre

(yz=P, =, y, z];

° F(R, 0,0, P, *o0, z, y,5) =Fx(R, 0,0, P, *+o0, z, y, 5)=o,

quand R=R(P, *o, z, y,3); =R (P, o0, z, ¥, 3) >o0;

2° R(P, &= o, #, y, 3) est une fonction trois fois dérivable de
P,z y,3);

3° Les dérivées troisiémes de F sont bornées quand P, z, y, = étant
bornés, S, T, Q étant voisins de zéro, R est voisin de R(P, =0, z, y, 5).

Je dis qu'il est possible de majorer p* +4- ¢ sur une solution arbitraire
de(1)en fonction des données suivantes: (1), v, une borne supérieure
de | 5| dans T, une borne supérieure de p* + ¢* le long de y.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures a z, y, 3; au cours de la démonstration, nous supposerons
que ces variables restent comprises entre ces bornes.

Définissons, pour Q positif et voisin de zéro, une fonction

R(P, Q, =, y, 5)
qui se réduise a R(P, 4+ o, #, y, 5) quand Q = o,
Soit -une fonction w(P, Q, x, y, ). La condition que le systéme
Ew=Rwp+ Swy+ Pw,. + w,—o,
‘yw: Sw}.—|— T€Vb+ Q(V;-—i— W:-,: o, F.,.(R, Sy Ta P) Q: Z, ¥, ;) =0
admette pour solution la fonction R(P, Q, z, y, z) est que s satis-
fasse 4 'équation aux dérivées partielles du premier ordre

Rowp+ Pl 4+ ol Rowp + Pwpowl+ wpw, — Q) owp— w;
1) D
A wg'

(3.10) F_,.(R, - s} P, Q, z y, s): o.
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Nous avons
F=Fpr=Fs=F,=F,=F,=F.=o, > o,

quand les arguments sont [R(P, +o,,y,5),0,0,P,+0, 2, ¥, 5]
L’équation aux dérivées partielles (3. 10) posséde donc les caracté-
ristiques que définissent les relations

dP = dx = dy —o, Q=o, Wp= Wy W= W= o,

dwy _ , Fa

=Yy = W — 0.
ds eF’

Des caractéristiques voisines de celles-ci engendrent des solutions &
de (3. 10) qui ont les propriétés suivantes; s est défini quand Q est
voisin de zéro et que Q20; w =0 quand Q = o0;w,< 0;donc w <o
quand Q > o; les dérivées premiéres et secondes de w par rapport
a P, x, y, 5 sont voisines de zéro. Par suite,

YR = SRj+ TRy + QR,+ R, est voisin de R, < o;
&S =8Rp—+ TSy -+ PS}. + S est voisin de zéro.
D’ou
YR — &S

; > 05
3120

le lemme 5 s’applique donc & ces fonctions w.
Plus généralement, posons

W= (p*+q*) 3, § —arctang &-;

QN

soit une fonction w(w, 0, 2, y, 5); la condition pour que les solu-
tions r, s, t du systéme /= Lw = Yw = o vérifient I'équation

rq*—aspqg + (p*=— Q2 R(P, Q, z, ¥, )
pq -+ 4 Y

est que w satisfasse & une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, dont (3. 10) est I'un des aspects. Cette équation posséde des
caractéristiques sur lesquelles 8, z, y sont des constantes arbitraires,
, ch’Q ‘%’9 est borné, w = o. Des carac-
téristiques voisines de celles-ci permettent de construire une fonction w
ayant les propriétés suivantes : & est une fonction uniforme de

(p, q, x, y, =) définie quand @ est voisin de o (@20); w=o0 quand

’
T=0,wp=w,=w, =w.=0

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. III, 193q. 35
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@w=03; w< o quand @ > o0;lelemme 5 s’applique 4 cette fonction s,
qui ne posséde donc de maximum sur aucune solution de (1). Ceci
établit le lemme 10.

17. Concrusions. — Nous nommerons @ toute famille de contoursy
contenant une sous-famille de la nature suivante : y appartient a cette
sous-famille quand il est d’un seul tenant et que la valeur absolue de
la courbure de I" est supérieure & une borne, fonction du maximum
qu’atteint | 5| sur y.

Nous dirons que le probléme de Dirichlet est bien posé ('°) pour une
équation f = o et une famille ® de contours y quand les deux propo-
sitions suivantes sont vraies :

1° Soit un ensemble compact en soi de données (v, =, 3,), dont les
contours y appartiennent a @; les solutions des problémes de Dirichlet
correspondants constituent un ensemble compact en soi (ou vide), dans
I'espace des fonctions trois fois dérivables.

2° Le probléme de Dirichlet de données [(1), v, 5,, 5] posséde
au moins une solution quand les conditions suivantes sont réalisées :
Y appartient & @; y est étranger a 5, et & 5,;

(3.11) (51— 52) 180, (5,— 51) fpf0.

Nous dirons que le probléme de Dirichlet est mal posé pour une
équation (1), quand il n’existera aucune famille ® telle que ce
probléme soit bien posé pour (1) et ®.

TreoreMe I. — Le probléme de Dirichlet est bien posé, pour la
Sfamille ® des contours y le long desquels

(3.8) eF(yhs.0, 0, Y%y =0, 2, , 5)20,

lorsque U'équation étudiée (1) satisfait a Uensemble des conditions
géométriques que voict :

a. Elle est du type elliptique (4f, [, > f.} quand f= 0); en outre,
(3, 4) est vérifiée.

(**) Nous nous permettons d'utiliser cette expression dans un sens différent de
celui que lui a donné M. Hadamard.
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b. Dans Uespace (r, s, t) la conique & Uinfini rt=s* et la surface
f = o n’ont pas de tangente commune ('').

¢. L'une des conditions c, ou ¢, est réalisée :

(¢,)F(R, 0,0, P, &0, x, y, 5) ale signe de R quand |R| est supé-
rieur a une borne, qui dépend continiiment de P, z, y, z;

(¢.) il existe une fonction continue R(P, =o, x, y, 5) telle que
F(R,0,0,P, =0, ,y, 3) = o quand R est voisinde R(P, = 0, z, y, 3).

d. =F.(R,0,0,P,*o0,2,y, 3)20 quand

F(R, o0, 0, P, =0, x, y, 5)

est voisin de 3¢éro;

e. Les dérivées secondes (cas c,) ou troisiémes (cas ¢, ) de
F(B’ S7 T? P’ Q’ ‘1") )'7 :)

sont bornées quand R, P, z, y, 3 sont bornées et que F, S, T, Q sont
stmultanément voisins de zéro.

Le probléme de Dirichlet est mal posé quand l'une ou lautre des
circonstances suivantes se présente :

c. N est possible de choisir P, &=, x, y, 5 tels que
F(R, o, 0, P, =0, z, ¥, 5)
garde un signe constant quand R variede — < a + .
" d- 1l est possible de choisir R, P, ==, x, y tels que
F(R, o, o, P, >0, @, ¥, 5)=0, =F.(R, 0,0, P, =0, 2, ¥, 5) <o,
que (3. 4) soit vérifiée et que F soit analytique au voisinage de ce

systeme d’arguments.

18. DimonsTraTiON DU THEOREME I. — Les lemmes 6 et 8 prouvent
que le probléme de Dirichlet est mal posé quand I'une des circons-
tances ¢ et d se présente.

Supposons réalisées les conditions a, b, ¢, d, e. Les théorémes 1
et 3, le lemme 7 (complété par la remarque qui termine le para-

(1) Et, plus précisément, les inégalités (2), (3), loc. cit. () sont vérifiées.
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graphe 10), le lemme 9 (si ¢, est vérifié), le lemme 10 (si ¢, est
vérifié), démontrent alors la proposition suivante :

« Soit un ensemble compact en soi de données (v, z,, 3,), dont les
contours y vérifient (3. 8); les solutions des problémes de Dirichlet
correspondants constituent un ensemble compact en soi, (ou vide),
dans I’espace des fonctions trois fois dérivables. »

Pour déduire de cette proposition le théoréme I, il suffit, d’aprés le
théoréme II, d’établir le lemme suivant :

« Soit un systéme de données (1), v, 5,, 5, vérifiant les conditions
suivantes : (1) satisfait & a, b, ¢, d, e; y satisfait a (3. 8); v est
étranger & 3, et 4 5,3 5,< 5,3 f,20; f3 0. Soit 5, une surface com-
prise entre 5, et 5, et ayant y pour frontiére. Je dis qu'on peut
modifier continiment (1), en respectant les conditions précédentes,
de maniére 4 réaliser en outre les suivantes : f, =0, f. = 0, en sorte
que le nouveau probléme de Dirichlet ainsi obtenu posséde une
solution unique et simple, z,. »

I1 est aisé d’opérer cette modification continue de f; on le constate
en faisant les remarques suivantes :

On peut supposer 5, =0, 5,=—1, 5, =1}
Les conditions f, = o0, f,20, f,<o concernent donc 'allure de f
pour p=q=0;

Au contraire, les conditions (3. 4), (3. 8), ¢, d, e concernent I'allure
de f quand p? + ¢* est infiniment grand;

Les conditions (3. 8) a, b, ¢, d, e ne sont pas altérées quand on
remplace, dans f, 5 par Az, A étant un paramétre variant de 1 a o.

IV. — Un second type d’équations.

19. L’équation aux dérivées partielles qu’étudie ce chapitre est
représentée dans l'espace (r, s, ?) par une surface qui décompose
cet espace en deux domaines et qui a pour courbe & I'infini la
conique rz=s?.
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Cette équation est définie par le systéme de relations

(b.1) (rt—s*+g(rys, &4,py g, 2, Y, 5) -+ h(rys, ¢, p, q, z, y, 5) =0,
.l J ’ ’ ’
| {+ g+ h.>o0, r+-gi+hy>o,

g étant homogéne et de degré 1 en (7, s, ) et | k| étant borné par
une fonction continue de (p, ¢, z, y, =).

Nous introduirons une fonction continue f(r, s, ¢, p, q, x, ¥, 5) qui
differe de zéro hors de la surface (4. 1) et qui satisfasse sur cette
surface aux relations f=o, f, >0, f, >o.

Au cours de ce chapitre, nous nommons nrotion géométrique
toute notion invariante par rapport au groupe des transformations
ponctuelles

dsz
("’2) .271(.13, })' }’1(3&)’)7 51(“’;}'75) (T)El->0>,
qui transforment entre eux les axes paralléles a I'axe des z.
L’hypothése que (4.1) est du type elliptique s'exprime par
'inégalité

(gt 1) (85 B) = J (8 B3t — b+ rhiot st th; > o5
nous ferons I’hypothése plus stricte

(5.3) (&r+ hr) (8¢ + hi) — %(g; + By — ke + rh—+ shi 4+ th,> A,

A étant une fonction positive et continue de (p, ¢, z, y, z).

Remarque 1. — Puisque (4.1) est du type elliptique, la surface
qu'elle définit dans I’espace (r, s, ¢) n’est traversée par aucun de ses
plans tangents; exprimons cette propriété du plan qui la touche au
point & linfini dans la direction (2, —af3, «*); nous obtenons
I'inégalité

(%.4) ro®—+ 2s“ﬁ+ l@’-‘*é’(@’; ’_aﬁy at p,q, 2, ¥, 5) >0,

Remarque 2. — Une courbe tracée sur une solution de (4. 1) vérifie
I'identité
S =+ 28Ys -+ LY+ Gy
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d’aprés (4. 4), nous avons donc sur une telle courbe

(%.5) Sar— Yt §(YE, =~ Yoy 4 Py oy £y )5 5) > 0.
20. ALLURE DE L’EQUATION (‘4. 1) SUR UNE COURBE ('?). — Faisons subir

a |'espace (z, y, 2) la transformation de contact d’Ampére; les nou-
velles coordonnées

(P::gﬂ a::gr‘,‘ T:C";"y T':cér X:C’I‘)

de I'élément de contact (r, s, ¢, p, ¢, x, ¥, 5) existent pour t5£0 et
sont définies par les formules

(4.6) 5 T
p=—r, q=mn, xr=7, =% s=yn—_.

(4.1) prend la forme
(b.7) 9(pyo, 7 p.q. 2, ¥, s)=p—g(@®—pt, —0, 1, p,q, 2, ¥, 5)

2 __
Y il R A
Th Pt *,T,p, g, x, ¥, 5)=o0.

Nous supposerons que les dérivées troisiémes de ¢ restent bornées
quand <t s’annule.
L’hypothése (4.3) fait que nous avons, méme pour = =o,

(4.8) L9p9:> @4 (quand ¢ = o).

La transformation d’Ampére (4.6) transforme la courbe y(x),

5(x) en la surface .
e m) =0y () — =)

cette surface satisfait & (4.7) si
(4.9) s—qyu+g( )3, — Yo L, pyq, 2, ), 5)=0 (quand s=p + ¢)x)-

Imposer & une courbe y(x), 5(x), et a I'un de ses plans tan-
gents (p, ¢) la relation (4.9) ou (4.5), a donc un sens géométrique.
Soit un contour y; exprimons que la condition géométrique (4.5)

(*) Cf. E. Goursat, Lecons sur l'intégration des équations auzx dérivées
partielles du second ordre, t. 1, § 27 et 28.
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est satisfaite par ceux de ses plans tangents qui sont voisins de plans
verticaux et qui vérifient I'inégalité : ¢ < 0 ; nous obtenons la condition
géométrique

elyu—limg=' g(y3 —yu L, Py, 2, ¥, 5) | >0

(k.10) , /
pour g > —¢eo et p =3,— GYa

Soit (), y(A), 5(1) une représentation paramétrique de la
courbe y(x), 3(x); (4. 9) équivaut a
Sa— PTis— 4yt &Y, — X Yo T, Py @ 2 ¥y 5) =0 (5= pxl+qyh).

Posons

)
il
:1

p=—PQ7,  ¢=Q
il vient

Pzi— yo+ (ye—P)2q7g (¥, — Yo 1, P, ¢, X, ¥, 3) = 0.

Appliquons cette condition aux courbes qui sont voisines des
paralléles & 1'axe des s et & ceux de leurs plans tangents qui ne sont
pas verticaux ; exprimons que cette condilion puisse étre vérifiée et
soit continue, nous obtenons la condition

limg—g(e?, —0o, 1, p, q, @, y,3)=o0 pour |g| > et ¢ ZP —=— pg—'.

Du caractére géométrique de cette derniére condition résulte le carac-
tére géométrique de la suivante :

(pP+q*+1)"' | g(e® —o, 1, p, g, 2, ¥, 5)| reste inférieur
(&.11) a une borne indépendante de p*+ ¢* tant que 7, p, ¢, x, ¥, 5
restenl bornés et que pg—'Zo. '

D’autre part, en dérivant (4. g), nous constatons qu’imposer i
une courbe y 'une ou l'autre des conditions suivantes a4 un sens
géométrique

borneinf.s{y",—k ¥y 9_20 (Vs — Vs L Py @y Ty, ¥y 5) ¢ >0
(!&.12) x xdp ()q 5 Xy a ULy Py 4, &y},

| pour g arbitraire et p = z,.— ¢y’

R A e
(k.13) - T ap* )’dpdq Jg* BAI% = T= L P 8 B 75 220

| pour g arbitraire et p = 2. — gy’
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Remarque. — Lorsque y vérifie (%4.13), les conditions (4.10) et
(4.12) sont équivalentes.

21. MasoraTION FRONTIERE DE ¢¢. — LEMME 41. — Soit un contour v,
frontiére d’une solution s (, y)de (4. 1). Lorsque ysatisfait a (4.12),
il est possible de majorer le long de y la dérivée intérieure, g, en
fonction de y et de (4. 1).

Démonstration. — q vérifie I'inégalité (4. 5), oll 5., ¥iuy 50 'y
x,y, s sont donnés et ol p=13,— qy_. L’hypothése (4. 12) fait que
cetteinégalité équivaut a une inégalité ¢ < eq,, ou ¢, est une fonction
connue des données.

22. MAJORATION INTERIEURE DE p* + ¢°. — Lemme 12. — Supposons
(b.14) (PP+g*+1)7'g(0% — o 1, p, ¢, 2, p, 5) (T + DA,

A étant une fonction de x, y, 5, 6, pg—' qui reste bornée tant
que x, y, 5 restent bornés et que o< — pg~*; cette condition est
géométrique, puisque (4. 11) l'est. Je dis qu’il est possible de
majorer p®+ ¢ sur une solution arbitraire de (4. 1) en fonction des
données suivantes : A, v, une borne supérieure de | 5| sur la solution
envisagée et une borne supérieure de p* + ¢° sur y.

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures a4 x, y, 5. Au cours de la démonstration x, y, 5 seront
supposés compris entre ces hornes, ¢ sera supposé égal a p~'get A
sera supposé constant.

L'inégalité (4. 4) ala conséquence suivante : I’équation (4. 1) et les
équations

ra+sB-+y=o0, sa+if+d=o0
sont incompatibles si
g —ap, o* p, ¢, 2y, 5)Soy + 0.
En particulier, (4. 1) est incompatible avec les équations

KW = rev, -+ sw, + pwr+ wr=—o0, W == SV, + W, -+ gWi —+ (0,.== 0
P ¢+ P ; y 3
s1

(h.15) g(w2, — W,Wh, W2, Py @, &, ¥, 5) SW,( P+ W) + W, (gws—+ wy.).
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Donc, d’aprés le lemme 3, une fonction w(p, ¢, z, y, 5) qui satisfait
4 (4. 15) n’a de point stationnaire sur aucune solution de (4. 1).
Or, la relation (4. 14), quand on y choisit 6 = p~'¢, exprime quels

fonction
w=Az~+ logyp*+ ¢q>+1

satisfait & (4. 15). Cette fonction (v atteint donc son maximum, sur
une solution de (4. 1), en un point de la frontiére de cette solution ;
ceci établit le lemme 12.

23. MAIJORATION FRONTIERE DES DERIVEES SECONDES. — Soit un contoury,
frontiére d’une solution z(x, y) de (4.1). Nous nous proposons de
majorer r, s, ¢t sur y, les données étant les suivantes : (4.1), v, des
majorantes de | p| et de | ¢].

Il nous suffit d’étudier I'une des composantes de y. Une transfor-
mation ponctuelle du groupe (4. 2) réduit ce probléme au suivant :

v est 'axe des z; 5(@, 0) = 0; 5 est une fonction périodique de x
définie pour o<y <1 [p|<ret|g|<tpouroy<rs.
Nous avons r(x, o) = 0; (4. 4) nous donne I'inégalité

t+ g(1,0,0,p, q,x,¥,5)>0,

qui minore z. Il s’agit donc de majorer |s(x, 0)| et ¢(z, o).

Lemme. — La majoration de |s(x, o)| est possible lorsque I'on a
(#.16)  g4(0, 0, 1, p, g, 7, 0,0) <o pour |p|<1,|g|<1.

Démonstration. — Posons

flrys, t,p,q, 2, y,3)=rt—s*+ g+ h.

La dérivation de I'équation f= o nous donne
(h.17) Jrpu [P+ [ipye— rfy -+ $fy+ pfo+ fr=o0.

Faisons abstraction des relations différentielles qui lient s et g a p;
ne tenons compte que des inégalités ||y, |g|<r1; consi-
dérons (4. 17) comme une équation d’inconnue p et appliquons-lui
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le lemme 7, nous avons

F(R.S.T, P, Q. a, y. 5) =R+ '),I:/,.—;}—.?f,s+ 1 fi+ /-_3/.\»+s-f, T

r

il st pfer S
st
ou
r=p,=—PQ—, s=p,=0Q, lpl<<y, lg|<<t. =] <y.

Faisons tendre y, P et Q vers zéro;
r s
[s]—> =+ oo, Pl ;70
les coefficients de S et T restent bornés, et

— rfp"'sf';;jpfzﬂ_f-'r —*—g;l((); 0, 1, P, ¢, T, 0, 0) > 0.
r

Les hypothéses du lemme 7 sont donc vérifiées; la majoration
de |p (z, 0)| =|s(x,0)| est donc possible.

Lemme. — La majoration de ¢(x, 0) est possible lorsqu’on connait
une minorante positive de gfo, o, 1, 0, ¢(, 0), x, o, 0] et une majo-
rante de |s(x, 0)|.

Démonstration. — Quand (%4.1) est vérifiée, que s, p, ¢, @, y, 5
restent fixes et que ¢ tend en croissant vers + o, alors r-tend en
décroissant vers une limite; d’aprés (4. 1), cette limite est

—g(01 o, 1, P q XY, 5)-
11 est donc possible de majorer ¢ en fonction de
r+g(0: o, 1,p, q, x, Y, Z),

supposé positif, et des, p, ¢, , y, 5. Le lemme ci-dessus n’est qu'un
cas particulier de cette proposition.

Lemme. — Supposons que nous ayons

(%.18) borne sup. g;(0,0,1,0,9,2,0,0) <o (g etz variantarbitrairement).

L’équation g(o, o, 1, 0, ¢,, &, 0, 0) =0 posséde donc une solution
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unique ¢,(x); I'inégalité (4. 5), appliquée a I'axe de x, nous donne
g, 0) << g,(x) (ef. lemme 11).

Je dis qu'il est alors possible de construire une majorante négative
de ¢(x, 0) — q,(x), et par suite, une minorante positive de

&lo, o, 1, 0, g(x, 0), #, o, 0].

Démonstration. — Une transformation du groupe (4.2) nous

raméne au cas ou ¢,(x)=o0. Nous avons donc
9(0, 0, 0, 0,0, Z, 0,0) =0 et ¢4(0, 0,0, 0, ¢, 2,0,0)>0
quels que soient ¢ et . D’autre part, d’aprés (4. 8), nous avons
>0 quand ¢ =o.

Il existe, par suite des constantes positives A,, A, A,, A telles que

la fonction {(v)) vérifie I'inégalité
o (0, 0, &y, 0, M, T, Ly, Ny —§) >0,

lorsque les conditions suivantes sont remplies, {, {;, {;. sont voisins

deo;
Aol > Ay 5|+ Aol |+ Ayl m| si n<<o;

Al > Ad| G |+ Aol ] si nzo.

Soit une constante négative a, voisine de zéro et un paramétre A
variant de @ & 1. Il existe une famille de surfaces {, () qui vérifie les
conditions que nous venons d’énoncer et, en outre, les suivantes :

%.(n) dépend continiment de A et est défini pour A<y <1
Gi(2) est nul si A = g, négatif si a <A <1

n(n)= dc;in) est nul si y =A, positif si A <7 <1

Soit 5,(y) I'équation de ces surfaces dans le systéme de coor-
données (z, y, 3);

5.(y) est défini pour 0 Sy Ly, ot ¥, =7y, (1) (3, est voisin de 0);

5.(0) =—10G(A) est nul si A = a, positif si a < A <15

0. () =1; g (0)=1;

yi=0,2(y)>0;

enfin, puisque @, > o, nous avons f, < 0.
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L’application du lemme 1 4 la solution z(x, y) de (4. 1) que nous
étudions et A la fonction z,(y), nous donne

sz, y) <za();
d’ou, puisque z(x, 0) =35,(0)=o,
7(2, 0)$ga(0) =a <o;

la majoration annoncée est effectuée.
Cessons de supposer que v soit I’axe des x.

Lemme 13. — Soit un contour v, frontiére d'une solution s(z, y)
de (4. 1). Supposons qu’on ait le long de ce contour

S borne inf.¢

n ’ d d 9 ’
,}’r*+(yx _% g(ym_7_yxy ly]): q:‘%)’,S) >o0

p
(p et g étant arbitraires).

(&.19)

Je dis qu'il est possible de majorer r, s, ¢ le long de v en fonction
des données suivantes : (4. 1), Y une borne supérieure de p* + ¢? sur
la solution étudiée.

Démonstration. — La condition (4.19) a un sens géométrique
puisque (4. 12) en a un; elle implique (4. 18) et (4. 16) lorsque y est
I'axe des x; le lemme 13 est donc une conséquence immédiate des
trois lemmes qui le précédent.

24. MAJORATION INTERIEURE DES DERIVEES SECONDES. CALCUL PRELI-
MINAIRE. — Supposons que l’équation (2. 1) soit I’équation ¢ =o et
que w soit égal & — 7, ou plus généralement au produit de 7 par une
fonction négative. La condition

B(w)Zo pour Zw—=Yw =9 =Yp=w=g¢=0
équivaut a I'inégalité
9 +X—d— +<:i>2g(c"3 —0, 1,p, ¢, %, ¥, 5)So0,
dn dc dﬂ,‘ ’ ’ ) ) H b >
c’est-a-dire a I'inégalité

c"—d—!—za—d—!——i—i g(e% —a, 1,p, 4, x, ¥, 5)So.
()])2 dpdq dqg ’ y L Y >
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Lemme 14. — Supposons qu’on puisse choisir o, p, ¢, z, y, 3 tels
qu’on ait

a-'—’.i.__za'_(zz_._i_._-_ rr(a-! —_0, 1 x . ,..)>0
dl)! 01)()9 0q3 S ’ y )py q7 7.}'}*’ ’

et que ¢ soit analytique au voisinage du systéme d’arguments
[p:g(o.g’ —a, 1, p,q9,z,), 5)) o, T=0,p,q, T, ), 5]‘

La majoration intérieure des dérivées secondes de (4. 1) est alors
impossible.

Démonstration. — L’hypothése énoncée et l'inégalité (4. 8)
permettent d’appliquer le lemme 2 4 ’équation ¢ =0 et & la fonc-
tion w=—~. L’équation ¢ = o posséde donc une solution {, (£, 1)
ayant les caractéres que voici : { est une fonction analytique de
(& m, A) définie au voisinage d’un point (&, n,) pour A2o0;
(8 m) >0 quand (§—&)* + (1 —"0)* + A £ 05 70 (&, o) =o0.

Soit z,(x, ¥) I'équation des surfaces {, (&, ) dans le systéme de
coordonnées (x, y, 3); 5(x, y) est une solution de (1), définie
pour A 2o au voisinage d’un point (x,, ¥,); 3 dépend analytiquement
de (x, v, 1), sauf au point x = x,, y =y,, A=0; 5.(x, y), p.(x,y),
g.(x, y) sont continus méme en ce point; f(x, y) >+ » quand
(2 —2)" + (¥ —y0)* + A >o.

Ces propriétés de 5,(z, y) justifient le lemme 14.

LemyMe 15. — Supposons quel’on ait, quels que soient s, p, ¢, x, ¥, 3,

( o? 03 ds

e L —_ B, : 3)<o.
g dP! Zadl)dq—*— d!]’)g(a’ a’ 17[77 77 -17’}’7 ):O

Il est alors possible de majorer r* -+ s* 4 ¢* sur une solution arbitraire
de (4, 1) en fonction des données suivantes : (4, 1), v, une borne supé-
rieure de p*—+¢* sur la solution étudiée, une borne supérieure
de r* 4 s* 4 ¢* le long de Y- '

Démonstration. — Ces données assignent des bornes inférieures et
supérieures a p, q, x, y, 5; au cours de la démonstration, ces variables
seront supposées comprises entre ces bornes.
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Appliquons le lemme 4 & ’équation ¢ = o et aux fonctions:

1 T
W — — — - ) V:p—}—A.’L‘:—-—T[—%—AE,
Vri+st+ 2 Vier—pt)t o1

A étant une constante. En tenant compte de I'inégalité (4. 8), nous
constatons que les hypothéses de ce lemme 4 sont réalisées
pour |g|<2 et A>g(o,0,1,p,q,x,y,5). Sur aucune solution
de (4. 1), la fonction yr* o s* + 2u(¢) ne posséde donc de maximum
relatif en lequel 7* 45?4 ¢* est grand et |st—'| <2, si la fonction
positive u satisfait a une certaine inégalité du type (2. 5).

(2.5) Ajulfn>A |+ Ayu (A, constantes positives).

En permutant les roles de z et y, on établit de méme la proposition
suivante : sur aucune solution de (4, 1), la fonction yr* - s? 42 u()
ne posséde de maximum relatif en lequel r* + 5?4 ¢* est grand
et |sr—'| < 2, si u satisfait a une certaine inégalité du type (2. 5).

Or, quand r* - s* + t* est grand, I'une au moins des quantités |s—'|
et |sr—'| est inférieure a 2.

I1 est donc possible de choisir la fonction positive u(+) telle que le
maximum de \/mu(p + Ax) sur une solution de (4. 1) soit
réalisé le long de v, s'il est supérieur 4 une borne connue; ceci établit
le lemme 15.

25. Concrusions. — Nous dirons que le probléme de Dirichlet est bien
posé pour une équation (4. 1) et une famille de contours y quand les
deux propositions suivantes seront vraies.

1° Soit un ensemble compact en soi de données (v, 3,, 5.,) dont
les contours y appartiennent & la famille de contours envisagée;
supposons que les dérivées intérieures le long de v, eg, des solutions
des problémes de Dirichlet correspondants sont bornées inférieu-
rement dans leur ensemble; ces solutions constituent alors un
ensemble compact en soi (ou vide), dans l'espace des fonctions
trois fois dérivables.

2° Le probléme de Dirichlet de données [(4. 1), v, =/, 5,] possede
au motns une solution quand les conditions suivantes sont réalisées :
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yappartient 4 la famille de contours envisagée; 5, (z, y) < 52(®,¥);
y estsur 5,3 f, >o0; faSo.

Nous dirons que le probléme de Dirichlet est mal posé pour une
équation (4. 1), quand il n’existera aucune famille ® de contours Y
telle que ce probléme soit bien posé pour (4. 1) et ®.

Trrorime 1I. — Le probléme est bien posé pour I'équation (4. 1) et
pour la famille des contours  le long desquels

(k.20) el yu—limg= g(¥E, — Yo L P, @ @, ), 5) | >0
) (pour ¢ —— gw. | p + gy | restant borné),

lorsque (4. 1) satisfait a l'ensemble des conditions géométriques que
voict :

a. (4.3) a lieu; les dérivées troisiémes de o(p, 0,7, p,q, T, ¥, 5)
restent bornées quand © s’annule;

b (a’i—z i+ﬁ)'r(a’ —a, 1, p x s)<o
. dp, ad[)d dq!o ’ y Ly q, X, Y, 5)30,

quels que sotent o, p, q, x, ¥, 3;
c. (pPP+q@2+1)"g(e®, —e, 1, p, q, Z, ¥, 3) < (o*+1)A,

A étant une fonctiondex, y, s, 6, pg—* qui reste bornée tant quex, y, 3
restent bornés et que o =~ pq~'.

Le probléme de Dirichlet est mal posé lorsque la circonstance suivante
. se présente :

b. On peut choisir o, p, q, x, y, 5 tels qu’on ait
(0'-0—[’2 — ZG’W + 5?)5'(0'-, — 0, L, P, T, ¥, 5)>0
et que @ soit analytique au voisinage du systéme d’arguments

I.P:c';'(der — o Lp,p, XY, 5); GT=0, D9, 2, Y, 5]

26. DemonsTrATION DU THEOREME II. — Le lemme 14 prouve que le
probléme de Dirichlet est mal posé quand la circonstance b se

nrécanta
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Supposons réalisées les conditions a, b, c. Le théoréme I, les
lemmes 11, 12, 13, 15 et la remarque qui termine le paragraphe 20
démontrent alors la proposition suivante :

« Soit un ensemble compact en soi de données (v, z,, 5,), dont les
contours y vérifient (4. 20); supposons que le long de v, les dérivées
intérieures eq des solutions des problémes de Dirichlet correspondants
soient bornées inférieurement dans leur ensemble ; ces solutionsconsti-
tuent un ensemble compact en soi (ou vide), dans I'espace des fonc-
tions trois fois dérivables. »

Pour déduire de cette proposition le théoréme II, il suffit, d’aprés
le théoréme 11, d’établir le lemme suivant :

« Soit un systéme de données (4. 1), v, 5,, 5, vérifiant les condi-
tions suivantes : (4. 1) satisfait a a, b, c; y satisfait a (4. 20);
5,< 3.5 yestsur 3,3 f, >0; f,Lo. Soit 3, une surface voisine de 3,
comprise entre 3, et 3, et ayant y pour frontiére. Je dis qu'on peut
modifier continiment (4. 1), en respectant les conditions précédentes,
de maniére a réaliser, en outre, les suivantes : f, = o, /<o, en sorte
que le nouveau probléme de Dirichlet ainsi obtenu posséde une
solution unique et simple, 5,. »

Démontrons ce lemme. Choisissons 4 tel que, dans la région /2o,
'inégalité (4. 3) se trouve vérifiée et que nous puissions y poser
frysst,pyq, 2, y,5) =rt—s*+g(r,s,,p,q, 2, y,3) + h(r;s, 6. p, ¢, 2, 5, 7).
Supposons 3, =0, 5, =1. Envisageons |’équation
Srys, 6 poqo 2,y 5, ) =f(r,8,6,p, g, 2,5, h3) + (0= W p, q, 2. 7, 5) =0,
ol A est un paramétre, qui varie de o a 1. Cette équation vérifie les

conditions a, b, ¢, 'inégalité (4. 20), I'inégalité f, > oet,quand A =o,
I'inégalité £, <o,sinous imposons les relations suivantes a lafonction /:
Up, g, x,y: 5)%0, {(0, 0, z, 3y 0) =0,
(p, ¢, x, ¥, 5)50 (pour 520).
Il est aisé de trouver une fonction I(p, q, z, ¥, 5), qui satisfait & ces
trois relations et qui satisfait, en outre, aux deux conditions suivantes :

fi<o quelquesoitd;  f,=o quand A=o. C.Q.F.D.
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V. — Exemples.

Ce chapitre consiste en corollaires du théoréme I; M. S. Bernstein,
dans la seconde partie de son Mémoire paru au tome 29 des Annales
de I’Ecole Normale, avait donné des énoncés voisins de nos corollaires 1
et III et établi des cas particuliers de nos corollaires Il et 1V.

Nous attribuons a ’expression « probléme de Dirichlet bien posé »
le sens que définit le paragraphe 17 (p. 266).

4 . : 5 :
27. Equation quasi LINEAIRE. — Envisageons I’équation

(5.1) ar+2bs+ct+d=o,

a, b, ¢, d étant quatre fonctions données de (p, g, z, y, 5), qui
vérifient les inégalités

ac > b2, a>o, c>o.
Posons
E =ap*+ 2bpqg + cq*.

Le théoréme I appliqué & (5. 1) prend la forme suivante :
Corortaire I. — Supposons que ]f;- et % tendent vers zéro quand p* + ¢*

augmente indéfiniment (x, v et 3 restant bornés); dans ces mémes
b

aP'lt 9 et

c ap+bg bp+cq

H b

JIIN . ey . a
sons que les dérivées troisiémes des fonctions PR o E

conditions,

b .
L ::— “? tendent nécessairement vers zéro. Suppo-

1
5 P
—————— par rapport aux vari [:L' 3, (p? ?) *, arctan “]
Vg P TappoTt auz v riables |z, y, 3, (p*+ ¢*) °, gg
restent bornées quand p* + q* augmente indéfiniment (z, y et z restant
bornés).

Le probléeme de Dirichlet est bien posé pour la famille de tous les
d , . .
contours v, lorsque lTE—I reste borné quand p* + q* augmente indéfiniment
(z, y et 5 restant bornés).
.. d , Yy ;
Lorsque cette condition, % borné, n'est pas vérifiée et que les condi-

tions précédentes sont vérifiées, alors le probléme de Dirichlet est mal posé.

-
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CoroLLaire IT. — Supposons que nous ayons, quand p* -+ ¢* est infi-
niment grand, les développements limités, deuz fois dérivables,

PNt o 4 +os+...,

=—pgn_e+ B+ B o+...,

PP+t Yot...,

B mio ES ER

|
S
+

0l My %y Bay Ya sONL des fonctions de (p, q,x,y, 3) qui sont par rapport
a (p, q), positivement homogénes ('*) et de degrés n. Nous avons néces-
sairement

aap*+2f1pg +Y-19*=0,  aop*+2B_apg+Yagi=1.

(ac—0%) (p*+¢*)
Ez2

Nous supposons que ne peut tendre vers zéro quand

p*—+- ¢ augmente indéfiniment (z, y et z restant bornés); cette hypothése
équivaut a l'inégalité (**)
(5.2) YI—2> 534—0(—:'}’—1,-

dont le second membre ne peut étre négatif.
St nous avons, quels que soient p, q, x, y, 3,

d 81(Py q)xy}’)z) }
5.3 —— <o,
( ) dz{n—2(]’: q)x;.}”z) i

alors le probléme de Dirichlet est bien posé pourla famille ® des contoursy
qui vérifient I'inégalité

, o (Eyem =1, 2, ¥, 3) ;
5. vt T - 20.
3-4) e{y T (F e =L 3, 0,850

(1*) a(p, q) est positivement homogéne de degré n lorsque I'on a
an(tp, tg) = t"at,(p,g) quand ¢>o.

(**) L'hypothése ac > b entraine I'inégalité n_,> B2, — a_sy_4.
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a b ¢ d
EEEEprg

-1
tiques de [w,y, 5, (p*+¢q*) * arc tangg]’ au voisinage d’un systéme

St (5. 2), a lieu et st sont des fonctions analy-

de valeurs [a:, Y, 3, (p*+ q’)—5= o, arctang 5] qui ne vérifient
pas (5. 3), alors le probleme de Dirichlet est mal posé.

28. EXTREMALES D’UNE INTEGRALE DOUBLE. — Appliquons les deux
corollaires précédents aux extrémales de I'intégrale double

[ew a.apndedy  (shgp>sh s3>0, g0>o),
c’est-a-dire & 'équation
T8 288 pg + U8+ Spet Soy+ PEps+ 48 qs— 820

Supposons que nous ayons, quand p® +- ¢* est infiniment grand, un
développement limité, cinq fois dérivable

g([’, q,x, Y, 5)25’"@, q,x,Y, 5)+gn—1([)y qg,x,Y, 5)+ gn—‘z(Py q,x,Y, 5) ey

&ns n—1» §n-a €tant, par rapport a (p, ¢), positivement homogénes et
de degrés respectifs n, n—1, n — 2.
Nous obtenons les conclusions suivantes :

Cororrare III. — Supposons
n>1 et gulp, g, x y,2)70  (quand p*+ gz o0);
le probléme de Dirichlet est bien posé pour tous les contours v.
CoroLramre IV. — Supposons n=1, c’est-a-dire

g(P: q:‘T,)':S)Zé’i(P, q:xy.y:z)‘i_go(]’y 911‘7.}’,2)4—8'—:(17, q;x:y75)+""

Nous avons
;e __ g g
()pil — q'/r_:” W :—-pq[(_s, dq; —_-Plk_n,
95, 9g, _
op — kv g T Ph

k_, et k_, étant des fonctions de (p, q, x, y, 3), qui sont, par rapport
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a(p, q) positivement homogénes et de degrés respectifs — 3 et — 23 il en
résulte que

d! g- d! g d! g 2—— . .
3 a7 ~(Gpag) =s ke har s
nous avons donc nécessairement

284 k_';z (k_t_y )3.
Supposons que

(5.5) Qg_ik_3>(k_2)2~

Supposons enfin que nous ayons, quels que sotent z, y, 3, y .., =,

=+ P -2
Y Ozay: ~T*dy oy T oy T os
d; 025’1 \
dy ]

0% 4o dzé’t _dgz+d.4’og
(5.6) >,

les arguments de g, et g, étant (= y,, =1, x, y, 3).

Alors le probléme de Dirichlet est bien posé pour la famille ® des
contours y dont les équations y(x), 3(x) vérifient l'inégalité diffé-
rentielle

0 g . 0 dgr | 0%,
- <+ Y - — o= ==
" ox dy, dy 0y dy 5
5. s S 20,
(5.7) e e, 2o
dy2

ol g, et g, ont pour arguments (y ,, X1, z,y, ).
L’ hypothése (5. 6) qui ne différe pas de (5. 3) a le méme caractére de
nécessité que cette derniére.



