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Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre,
F(æ,y, :,P, % "7 57 t)=°’

in tégrables par la méthode de Darbouw;

Pan E. VESSIOT.

INTRODUCTION ET RÉSUMÉ.

[. Les recherches dont je publie ici une première partie ont été
consacrées à l’étude des équations aux dérivées partielles du second
ordre, F(x, y, :, p, q, r, .s-, t,) = 0, qui ont deux systèmes de caracté—
ristiques. Je les appellerai, pour abréger, équations E.

Ma théorie des faisceaux de transformations infinitésimales ( ') m’a 
(‘) Sur une théorie nouvelle des problèmes générauw d’intégration (Bull.

de la Société Mat/«. de France, t. ll—2, 1924, p. 336-395); Sur l1intégration des
_/‘m‘scmu.r de transformations in/initésimales, dans le cas où le degré du fais-
m'a/l étan/ n, celui du faisrwau dérivé est n + 1 (Ann. de l’École Normale
sup., 3" série, l. 155, 1928, p. 189—253). Ces Mémoires sont cités, dans le texte,
avec les indications respectives abrégées M' et M,.
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permis d’aborder, dans toute sa généralité, le problème consistant à
trouver toutes les équations E intégrablespar la méthode de Darbouæ.
J’entends par là (bien que ce terme puisse être pris dans un sens plus
large) celles dont chacun des deux systèmes de caractéristiques
possède une infinité d’invariants indépendants. On sait (') que ce
sont celles qui ont, suivant une expression d’Ampère, dont Goursat &

précisé et élargi le sens, une intégrale générale de la première classe.
Mais, ayant à employer le mot de « classe » dans une autre acception,
je préfère ne pas user de cette dénomination.

Conformémentaux principes que j’ai exposés dans un travail préli—
minaire (’) publié dans ce journal à l’occasion du jubilé scientifique
de Goursat, je considère les équations E comme réparties en classes,
une classe étant un ensemble d’équations qui dérivent de l’une
quelconque d’entre elles par les diverses transformations de contact de
l’espace x, y, :. Si l’une des équations 63 d’une telle classe ($) est
intégrable par la méthode de Darboux, il en est de même de toutes
les autres équations de la classe : je dirai donc, de la classe elle—même,
qu’elle est intégrable par la méthode de Darboux. Il s’agira de
trouver toutes les classes (ô) ainsi intégrables; et, autant que cela
sera possible, de trouver, pour chacune de ces classes, une équation
type, explicite, qui en fasse partie et, par conséquent, puisse la
représenter.

Or, ainsi que je l’ai montré dans ce Mémoire M,, à chaque
classe ($) est associée, par une correspondance biunivoque, une
classe (.î ) de faisceaux de transformations infinitésimales à 7 variables,
le mot classe désignant ici un ensemble de faisceaux 5 qui dérivent
de l’un quelconque d’entre eux par les diverses transformationsponc-
tuelles de l’espace à 7 dimensions : ou, comme l’on dit, un ensemble
formé de tous les faisceaux semblables à un faisceau donné. Dans cette 

(') Voir E. Gounsn, Leçons sur l’intégration des équations au.r dérivées
partielles du second ordre, t. 2, Chap. VIII, p. 209—240.

(’) Sur les faisceaux de tranformations infinitésimales assoviées au.r équa-
tions aaw dérivées partielles du second ordre F(.r, _y, ;, p, q, r, s, t)=o
(Journal de Math. pures et appliquées, t. 25, 1936, p. Sol—320). Ce Mémoire
sera cité, dans la suite, avec l’indication abrégée M,.
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correspondance, aux systèmes de caractéristiques du second ordre,
et d’ordre supérieur, des équations €», et à leurs invariants, corres-
pondent les sous—faisceaux singuliers des faisceaux t’!" et de leurs pro—
longements, et les invariants de ces sous—faisceaux.

On peut donc substituer àla recherche des classes (65) intégrables
par la méthode de Darboux celle des classes (5), qui sont telles que
chacun des sous—faisceaux singuliers de l’un des faisceaux SF de la
classe (et par suite, de tout faisceau de la classe), ou de l’un de ses
prolongements, ait au moins deux invariants indépendants. C’est
ce qu’on pourra appeler les classes (5) intégrables par la méthode de
Darboux. .

Il est bien remarquable que le problème ainsiposé se trouve entièrr-
ment dominé par la théorie des groupes de D‘ansformations continus,
chaque solution étant, en eflet, fournie par un de ces groupes.

2. Il convient de faire ici une remarque essentielle. Le passage
d’une classe (65), donnée par l’une de ses équations, à la classe (5°)
associée est immédiat. Au contraire, le passage d’une classe (.‘ä7),
donnée par un quelconque de ses faisceaux, à la classe (&) associée
exige en général une opération d’intégration. Toute équation E peut,
en effet, être donnée par trois équations de la forme

i I' : plus, y, :,p, q, u, (;),
(|) < s :a(æ,_r,s,p,q,a,b),

( l :: Tl'.l',)', 3,P; % “: I’)?

dont cette équation E résulterait par l’éliminationdes variables a, [) (‘);
et alors le faisceau qui a pour base les quatre transformations

ô_f 0/‘ ôf. af Jf. .0f 0] ôf ôf 0/‘(2)
àæ+p'dE—l—Päj"ï—UÛ—qs Ô—y—ï—(Iäî:+aÔ_]li-Tää, äc_L’ à—l)

(faisceau dont l’intégration équivaut à celle de l’équation E donnée), 
(‘) Les équations (|) donnent une représentation paramétrique (paramètres

a, b ), de la surface (coordonnées r, s, t), représentée par l’équation E lorsque
celle-ci est donnée sous la forme F(æ, y, z, p, q, r. s, t) = 0. Si l’on résout cette
équation par rapport à l’une des trois dérivées r, s. t, on pourra prendreles
deux autres comme paramètres a, b.
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appartient à la classe (:?) associée à la classe (ë) dont l’équation
considérée fait partie.

Mais si l’on se donne inversement une classe (5) par un de ses
faisceaux %, celui-ci ne sera pas, en général, de la forme (2), et il
faudra, pour obtenir une équation & de la classe (65) associée
à ($) [en utilisant la correspondante entre les systèmes (I) et les
faisceaux (a)], ramener d’abord le faisceau 87 donné ('), par un
changement de variables approprié, à la forme canonique (2). Et
cela exige que l’on trouve une intégrale complète du faisceau dérivé
de 97 : ce qui est un problème d’intégration (3).

On voit donc que si l’on a trouvé toutes les classes (17) intégrables
par la méthode de Darboux, on aura, par-là même, trouvé toutes les
classes (&) intégrables par cette méthode; mais que la recherche
d’équations types pour ces diverses classes (63) nécessitera ensuite
certains calculs d’intégration, dont les résultats pourront ne pas pou—
voir s’exprimer sous forme explicite.

5. Le présent Mémoire traite des équationsE qui ont, pour chacun
de leurs systèmes de caratéristiques, deux invariants au moins du
premier ou du second ordre. Il contient la détermination de toutes
les classes (97) associées à de telles équations, c’est—à—dire de tous les
faisceaux :? dont chaque sous—faisceausinguliera au moins deux inva-
riants indépendants.

La recherche d’équations types pour les classes (&) associées aux
classes (:?) ainsi déterminées fera l’objet d’un autre Mémoire. Voici
les résultats essentiels de celui—ci.

PREMIER CAS (“). — !” Dans le cas où chaque sous—faisceau singulier 
(‘) L’ensemble des faisceaux &” associés aux diverses équations E constitue

une catégorie de faisceaux de degré 4, à 7 variables, caractérisée par certaines
propriétésde structure, qui ont été analyséesdans mon Mémoire M,, et qui seront
rappelées au paragraphe I du présent travail.

(’) J’ai donné, dans mon Mémoire M,, une méthode pOur résoudre de tels
problèmes. Elle comporte la déterminationd’intégrales particulières de certains
systèmes complets,c’est—à-dire d’intégralespremièresde certains systèmesd’équa-
tions différentielles ordinaires.

(’) .Ce cas fait l’objet des paragraphes 11 et III. Le paragraphe 1 contient des
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a eæactement deuæ invariants indépendants, la forme type générale du
Il

faisceau est,
[avec

la notation a,b, (cz :: 1,2, . . ., n), pour 2 aab“ ,
!=!

. à
‘

X,=ü+cpx(u,uo)La, Xg=(){+kpx(t’,Vo)Madu(3)
<\_ _ àf \" _ï (a—l,2,3),
( _« ::——'()l_lot — 9—0…)

les lettres (L., L,, L,), (M., M,, M,) désignant des transformations
infinitésimales

ôf
dwa
 @

'

. .(A) l‘i=li,a(Wtyw2iil"ä)ä%’ Mi=P—l,a(Whw2ywz) ('vd=12293,l)
'!

qui définissent les deux groupesparamétriquesde l’une quelconque des
cinq structures de groupes à trois paramètres.

2° Si les équations de cette structure (') sont
(5) (',—=9,(b,,b2,1)3; (14,02, a;,) (i=1,2,3),
l’intégrale générale du faisceau (3) est donnée par les équations
(6) ‘vz=fli(b1,bg,bg;a1,a2,a;g) (i=1,2,3), uo=cp(u), vo=np(v),

pourvu que les a,- et les b,— soient des fonctions,de u et v respectivement,
satisfaisant, séparément, aux deux systèmes de Lie

[(l," . (lb;
(7) £Îlî=(Pl(uv”0)l-1,i(alsa‘zvaït)y W="PŒ(V7 “'0)P1,I(blvbïtb2i)

(i, a=1, 2, 3),

dans lesquels on aura remplacé u par la fonction arbitraire cp(u) et c,,

par la fonction arbitraire $(v). 
généralités sur les équations E et les faisceaux associés et sur les propriétés de
structure caractérisant l’ensemble de ceux—ci. OnÂy trouvera ensuite la définition
des invariants du premier et du second ordre; et divers théorèmes sur le nombre
de ces invariants et sur les classes (6) dont les classes (5) associées ont des
invariants du premier ordre.

(‘) J’entends par—là les équations qui donnent, en fonction des paramètres
(a., a,, a,), (b,, b,, b,) de deux transformations quelconques T… T,, de tout
groupe de cette structure, les paramètres c,, c,, 03 de la transformation produit
T,: TJ,T…
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3° Pour que le faisceau (3), et, par suite, la classe (85) associée, ait

une intégrale générale explicite, il faut et il suffit que chacun des
sous-faisceaux singuliers EX., X,} et {X,., X,} soit un faisceau inté—
grable ('). Ce cas se confond avec celui où chacun de ces sous—faisceaux
a un invariant du premier ordre, et est caractérisé par la forme type
spéciale
(8) X,:

3—{;
+ lI0'.!J1(Il)Ll, Y.}: :;‘—(/I + vo ‘«l—*:(")Ma- X;,= %, Y,: %-

Remarquons que la forme (3) met en évidence les invariants u, u,,
et v, v., des deux sous-faisceaux singuliers : dans la forme (8), u et v
sont des invariants du premier ordre.

4° On conclut de ce qui précède que, parmi les classes (6) inté—
grables par la méthode de Darboux, celles qui ont une intégrale
générale explicite sont cellesqui contiennentdes équations de la forme
'Ÿ=f(æ7 y? zap: ÿ)-

Dcuxu‘me CAS (@ IV). — 1° Dans le cas où l’un des deux faisceauæ
singuliers a trois invariants indépendants et l’autre deux seulement, la
forme type générale du faisceau est

() à ()X,: (ÎC + (1132—{3 + (p,,(u, u… u,)L… X.}:
â—£

+ pu tpa(p)M1,

(9) _ ôf » _ ôfX“_ du,, '\l— 090
(a=1,2),

les lettres (L., L,), (M., M,) désignant des transformations infinité—
simules

d
()fl’a ’ (10) L:: h,;(W-… Wz) Mz= P—i,a(W1yW-z)ï‘ (f, a, :x, 2),

dwa

qui définissent les deux groupes paramétriques de l’une quelconque
des deux structures de groupes à deux paramètres. Le sous-faisceau 

(‘) Un faisceau intégrable, de degré n, est un faisceau tel que son degré et
ceux de ses dérivés successifs (jusqu’au premier de ces dérivés qui est complet),
forment une progression arithmétique de raison [. On a affaire ici à des
faisceaux de degré 2, dont le dérivé troisième est complet.
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singulier { X. , X3 } a un invariant du premier ordre, v, et un invariant
du second ordre, %. Le sous-faisceau singulier { X,, X. } est toujours
intégrable; et il a zéro ou deux invariants indépendants du premier
ordre. La forme (9) met en évidence trois invariants indépendants,
a, u.,, u. de ce sous—faisceau.

2° Si les équations de la structure qui intervient dans (9) sont :

(Il) r,—=Q,—(b,,ü;;a,,u,) (i.—::,2),

l’intégrale générale du faisceau (9) est donnée par les équations

u‘,-=Q,—(l),,bg;ltl,a2) (Î=I,2),
(…)

u.,=<p(u). u.=<p'(u), "o=‘l'(")y

où les a; et les b,— sont des fonctions de u et 9, respectivement, assu—
jetties à satisfaire aux deux systèmes de Lie respectifs,

la; ”i(13) :Ü=qpa(a,u,,u1)7\,,i(al,a2), ä%=vwb°",(1)p,…-(b,, b=.) (l,oc=1, 2),

où l’on aura remplacé a0 par la fonction arbitraire <p(u), a, par sa
dérivée :) '(u),et v par la fonction arbitraire ©(u).

3° Pour que le faisceau (9), et, par conséquent, la classe (&)
associée ait une intégrale générale eæplicite, il faut et il suffit que le
sous—faisceau singulier{ X. , X3 } soit intégrable. La forme type corres—
pondante est

 _Ôf ôf - Ôf ,

(la)
Xl_(îùl— ”là—L‘o—i—lloçxffllax, X2=ô—V

+(‘0L1(V)hla,

" du. 1:01"
Ce cas se confond avec celui où le sous—faisceau singulier {X… X,.)
a deux invariants du premier ordre indépendants.

4° Ici encore, parmi les classes ((*—3) intégrables par la méthode de
Darboux, cellesqui ont une intégrale générale explicite sont celles qui
contiennent des équations de la forme s=f(æ,y, z, p, q).

TROISIÈME CAS (@ V). — Si chacun des sous—faimeauœ singuliers
admet trois invariants indépendants, le faisceau est réductible, par
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une transformation ponctuelle, à la forme type unique

, __ à] ()f _4)_/'
_ _

()f 0] «)j'
"—îæ+l’äg+'ap’ "—'—®+‘laa+’;ü’
X::= €)]: ôf()l‘ ’ _ i)! ’

(15)

équivalente à l’équation s: 0. Chacun des sous-faisceaux singuliers
a deux invariants indépendants du premier ordre, et est intégrable. Il
n’y a donc, dans ce cas, qu’une classe (65), celle des équations réduc-
tibles à la forme s = o par une transformation de contact, et cette
classe a une intégrale générale explicite.

4. En définitive, les classes (£î ) cherchées sont donnéespar un nombre
limité de faisceauæ types, dont chacun est fourni par une structure de
groupe, à deuæ ou trois paramètres (le cas relatif à s: 0 étant mis
à part). Ces types dépendent de fonctions arbitraires qui, sauf dans
des cas particuliers, par exemple ceux où l’intégration peut se faire
sous forme explicite, paraissent essentielles.

Les résultats précédents (') mettent, par ailleurs, en évidence ce
fait remarquable que les classes(ë)intégrablesexplicitement peuvent
être représentées par des équations de la forme s=f(œ,y, :, p, (1).
On sait que les équationsde cette forme ont fait l’objet des recherches
de Goursat, qui a réussi, par une méthode purement formelle, à former
le tableau (”) des types auxquels peuvent se réduire, par des trans—
formations de la forme

‘1J=î(æ)t J'Il=n(.Ïlf ;I=:(‘Tt.y7 5)!

celles qui ont un invariant du second ordre pour chacun de leurs
systèmes de caractéristiques. Ces types devront donc se retrouver
dans les classes ($) en question ici; et ce qui précède explique que 

(') Ces résultats ont été, sous une forme plus sommaire,-publiés dans une Note
présentée à l’Académie des Sciences de Paris (Comptes rendus, l. 205, 1937,
p. 643).

(‘) E. Gounsn, Recherchessur quelques équations aux dérivées partielles
du second ordre ( Annales de la Fac. des Sc. de Toulouse, 2° série, t. 1, 1899,
p. 31—78 et 439—464).
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Goursat ait pu, par des artifices de calcul ingénieux, en donner des
intégrales générales explicites. Dans le Mémoire annoncé plus haut,
je montrerai comment ces équations de Goursat se présentent et
s’intègrent, tout naturellement, par l’application des théories
exposées dans le présent travail (‘).

Bourg-la—Iteine, le 21 octobre 1937.

I. —— Equations du second ordre et faisceaux associés.
Invariants du premier et du second ordre.

!. Etant donné une équation aux dérivées partielles du second
ordre, à deux variables indépendantes et une

fonction
inconnue de

ces deux variables
…) l”l"’>y1511):(I1"731t)=“1

supposons que l’on ait obtenu une représentation paramétrique (‘-‘)

‘r p(æ,y,:,p, q; u, v),
(2)

’lt=
SG‘=

:(æ1y151P,fl;lh
V))

(a:,y,,:,p q; u, v),

Il

de la surface de l’espace (r, s, t), (dépendant des indéterminéesæ,y,
:, p, q), représentée par cette équation (1).

Alors l’intégration de cette équation équivaut à celle du faisceau de
transformations infinitésimales, aux sept variables x, y, ;,p, q, u, v, 

(') lin fait, seuls les 9 types de Goursat qui ne dépendent pas de fonctions
arbitraires se présentent : ils peuvent être pris comme équations-types de
classes (5) distinctes, ce qui prouve que, quoique le point de vue de classifi—
cation de Goursat soit autre que le nôtre, ces équations sont irréductibles les
unes aux autres par des transformations de contact. Au contraire, les deux équa—
tions de Goursat qui dépendent de fonctions arbitraires se ramènent à des types
plus simples, exempts de tout arbitraire, par des transformations de contact
appropriées.

(*) Le cas où (1) serait résolue par rapport à l’une des dérivées r, s, t est un
cas particulier évident. Si, par exemple, la résolution donnait, faite par rapport
à r, l’équation I': R{ .v, _v, :, p, q, 3, t), on auraitp: R, a=s,r: t. Vai/“M,.
n° 6, p. 350.

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 1939. 2



10
' '

E. vmssror.
qui a pour base les quatre transformations

,. __ dj ()f ()f
‘ à]

S

\f— Î.7Î' +1,05 +
“od/i —.—a@,

, Yf: dj dj ()f _()f «)f ()f
. afi'“laa+°aî+ian a? 5./) 1 I

(3)   
Les caractéristiques de Monge de (1) sont les trajectoires (') des

transformationssingulières (’) de (3), et chaque système de caracté-
ristiques correspond ainsi à un sous—faisceau singulier (“>, de degré 2,
du faisceau (3). Les invariants du systèmede caractéristiques sont ceux
du sous-faisceau singulier correspondant (").

Je dirai que l’équation (I) et le faisceau (3) sont équivalents; la
manière de passer de l’équation au faisceau équivalent,ou du faisceau
à l’équation équivalente, résulte immédiatement de la comparaison
des formules (2) et (3).

Je dirai qu’uneéqnation (i) et un faisceau 57, de degré 4, à sept
variables, x., avg, . . ., æ7, sont associés, si .“? est semblable à l’un (**) 

(‘) Il s’agit des caractéristiques du second ordre (voir M,, n°8 23 et 2’s, p. 380
et suivantes). Il faut entendre qu’on passe d’une trajectoire

… \ æ=£<w>. y=n(W). ==:<w>.
lp=m(W), q=y_(cv), u=cp(w), v=z'g(cv),

à la caractéristique correspondante en associant aux cinq premières de ses équa—
tions (T) les équations (2), où l’on remplace les sept variables æ,y, :, p, q, u, v
par les valeurs (T). Pour le passage inverse, il faudrait utiliser les formules
(2 bis) u=U(æ,y, :,p,q. r,s,t), v=V(æ,y. :,p,q,r,s,t),
qui définissent les paramètres (u, 9) d’un point quelconque de la surface (1),
en r, s, t.

(') Voir M., n° 22, p. 380.
(°) Voir M,, n° 23, p. 380.
(‘) Un invariant d’un faisceau est une fonction qui admet toute transforma—

tion du faisceau. L’identité des invariants du système de caractéristique avec
ceux du sous-faisceau singulier correspondant a lieu [comme plus haut l’iden-
tité des caractéristiquesavec les trajectoires des transformationssingulières, voir
la Note (’) précédente], sous le bénéfice des équations (a) et (9. bis).

(5) Il y a une infinité de faisceaux (3) équivalents à ( l ), puisque la surface (1)
de l’espace (r, s, t) est susceptible d’une infinité de représentations paramé-
triques (a).
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des faisceaux (3) équivalents à l’équation, c’est-à—dires’il en provient
par un changement de coordonnées
(!!) J'i=îi(xryr 3,1),(Iæ ”;") (i=172'-'°'7l9
de l’espace à sept dimensions(x,y, :,p, q, u, v). Les faisceaux associés
à une même équation (1) constituent donc une classe de faisceaux,
en entendant par ce terme tout ensemble de faisceaux constitué par
tous les faisceaux semblables à l’un deux (').

J’ai montré (M,, n° 4, p. 309) qu’inversement,si un faisceau % est
associé à une équation (1), il est associé à une infinité d’équations (1),
et que toutes les équations (!) associées à un même faisceau fd" consti—
tuent une classe d’équations (r), en entendant par ce terme tout
ensemble d’équations (1) dérivant de l’une d’entre elles par les diverses
transformations de contact de l’espace (a:, y, 5). A toute classe (C)
d’équations(r) est ainsi associée une classe (P) de faisceaux de degré 4,
à sept variables, chaque équation de (C) étant associée à chaque
faisceau de (I‘).

Les faisceaux de degré 4, à sept variables, qui sont associés à des
équations(I) sont ceux dont le dérivé (’) est de degré 6, à l’exclusion
seulement de ceux qui auraient une transformation distinguéeou dont
le dérivé aurait un sous—faisceau caractéristique (3) de degré supérieur
à 2 (voir M,, n° 5,_p. 307). Pour déduire de la classe (F) qui contient
un tel faisceau % , supposé donné, la classe (C) associée, il faut, par un
changement de variables (4) approprié, ramener ce faisceau ? à la
forme canonique (3), ce qui exige la détermination d’une intégrale 

(1) Deux faisceaux à n variables sont dits semblables si l’on passe de l’un à
l’autre par une transformation ponctuelle de l’espace à n dimensions, convena—
blement choisie.

(’) Le dérivé d’un faisceau 97 est le faisceau &" constitué par tous les crochets
(de Jacobi) des transformations de 5, prises deux à deux; 9' est contenu dans .‘f’.
Un faisceau identique à son dérivé est dit complet (M,, n° 2, p. 344).

(3) Une transformation d’un faisceau .“?” est dite distinguée si elle est en invo—
lution avec toute transformation de 5" (deux transformations de 5 étant dites en
involution si leur crochet appartient ‘a 9' ). L’ensemble des transformationsdis-
tinguées d’un faisceau &“ (s’il en a) est un sous—faisceau de 5" , qui est appelé son
sous—faisceau caractéristique : c’est un faisceau complet, (M,, n°s 18 et 19,
p. 373 et suivantes). '
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complète (‘) du dérivé &" de :?!" (voirM,, n° 5, p. 308; M,, n° 7, p. 215).
Cela fait, la classe (I‘) est celle de l’équation (|) équivalente au fais-
ceau (3) ainsi déduit du faisceau a" donné.

2. Je n’aurai à considérer, dans ce travail, que les équations (1)
ayant deux systèmes de caractéristiques : c’est ce que j’appellerai, pour
abréger, des équationsE. Les faisceaux associés aurontdonc deux sous-
faisceaux singuliers, et d’après les résultats généraux relatifs à la
structure des faisceaux de degré (4), à dérivé de degré 6 [Ma, n° 1,
p. 303], leur structuresera du type canonique
(5) (X,,X3)=Zl, (XÊ,X,)=Z2, (X21_1,X2,-)Eo (i,j=l,2).

Considérons donc un faisceau 217, de degré 4, à sept variables,ayant
cette structure, et examinons s’il satisfait aux, conditions, rappelées
plus haut, moyennant lesquels il sera associé à une équation E. La
structure (5) exclut l’existence de toute transformation distinguée
dans 5 [Ma, p. 304]; il y a donc seulement à discuter le nombre des
transformations distinguées (indépendantes) de son dérivé $””, qui
devra être égal à 2.

Remarquons d’abord que l’identité de Jacobi donne

(XhL)=Ç&AXUÆD=4XMXHLÙ—(XAX…&Ù, (j=%4»
or (X,, X,) et (X,, X,) sont, d’après (5), des transformationsde FJ".

Donc (X,(X,, X,—)) et (X,(X,, X,—)) appartiennent à ST". L’identité
écrite montre donc que (X,—, Z,), (j: 2, 4), appartient à 5'. Et un
raisonnement analogue montrerait qu’il en est de même des deux
transformations (X,—, Z,), (i: |, 3).

Si donc on désigne par T une transformation quelconque qui forme
avec X., X,, X,, X,, Z., Z2 un système de sept transformations
divergentes, aux sept variables considérées, :'î’ aura des formules de
structures de la forme, (modulo ST")

‘
(X,…, Z.)E an,—T, (X.… Z,) 5 (),-T, (X,,, x,.) E 0,

\ (X21_1,ZÊ)EO, (X2;,Z1)EO(®
( Mj=hæmk=næäfi- 

(i) V0ir Mg, “0 7, P. 351…
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Les transformations distinguées, U : u,X,+ v;,Z;,, (« = 1 , 2, 3, 4;
($: |, 2) (‘) de ‘:î' seront, dès lors, définies par le système d’équa—
tions

%

u.v.=az v,:o, b‘V2=b—3VQ=O,
(7)

a. u, + a2u;; —— avg: o, ()1u2+ b1u,+ cr. : 0.

Si l’on n’a, ni a. : a._,= 0, ni b, = b.}: 0, ce système s’écrit
(8) v,=v._,=o, a,iu,+a2ug=o, b,u:+bgt,=o;
et, par conséquent, :‘T-’ a un sous-faisceau caractéristique, de base

(9) xç,=a,x,—u,x… xç=oî.\g_ b,X,.

(les deux transformations (9), qui sont, pour SF, des transformatsz
principales ("), appartiennent, respectivement, à ses deux sous-
faisceaux sin ulier5° les uels sont en effet9 q 7

,

(10) (571)! {xhx3l et (572); {X27X£i°

Le faisceau 217 a donc, dans ce cas, un sous-faisceau principal de
degré 2.

Si l’on a, en second lieu, a. = a,: o, et si b., b._., c ne sont pas tous
nuls, (7) se réduit à deux équations

C’2= o, b, (@+ b:u, + cv,: 0.

Donc $î’ a un sous—faisceau caractéristique de degré 4, et 97 a pour
sous—faisceau principal {X,, X,, X',}, ou se confond avec son sous-
faisceau principal, si b. et b._, sont nuls '

Conclusions analogues, si b. et b, sont nuls sans que a,, a, et c le 
(‘) Comme on le fait dans le calcul tensoriel, j‘emploierai couramment la

"
notation a;h;(x: i, 2, . . .. n) pour désigner la somme 2 agi)“.

a:!
(2) J'appelleprincipale toute transformationd’un faisceau qui est une trans—

formation distinguée de son dérivé, et sous—faisceauprincipal de ce faisceau
celui qui est formé de toutes ses transformationsprincipales (s’il en a). Je dois
faire observer que j’ai employé ce dernier terme (sous—faisceau principal) avec
une acception différente dans M;,, n" 9, p. 316; mais comme il s’appliquait à des
faisceaux n’ayant pas la structure (5), aucune confusion n’est à craindre ici.
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soient aussi. Enfin, si a,=a2=b,=bg=c=o, J*"’ est complet,
toutes ses transformationssont distinguées, et 97 est a lui—même son
sous—faisceauprincipal.

EN DÉFINITIVE,pour qu’un faisceau 5 à sept variables, ayant la struc-
ture (5), soit associé à une équation E, il faut et “il suflit que son sous—

faisceau principal soitde degré 2 seulement. J ’appellerai, pour abréger,
faisceau (1), tout faisceauremplissantces conditions.

Les cas exclus par cet énoncé sont les suivants :
’

1° 5' a un sous-faisceau caractéristique de degré 4. Comme son
dérivé est de degré 7, puisque 5” est à sept variables, et n’est pas
complet, il est réductible à la forme (M,, n° 7, p. 215)

ôf 0_f 0_f 0_f
ôw +1 a:.’ a? a…

(i=c, 1,2,3).

On en conclut sans peine, pour :$, la forme

\,. ()f Ûf ad_f_‘+ b(—)——f \Vi= df .
()]. (j=1, 2, 3),_ =—+IÔ:+ ad[)+ bl)fl"0 ‘àÎ’,-+C’—ôÎu.

avec la condition [relative à la structure (5)],
k, Il23+ k2h31+ A";;/l,-_;# O, Ill—,,“: \V,‘C/- W/C'i, A}: \Vflt

(in}.: 17 2) 3)‘

2° ÿ’ est complet : t'Ï° est alors réductible à la forme
__af, 0f 0f ,-._,

“"—37. ’" “faî{,+”iäî“n, ”_"2’3’4”
avec la condition [relative à la structure (5)],

hukzzi+ hu k31 +h:uk12+ [Nuku—F Il:u ku+ [ln/{35% 0;
'iz.,=wia,—Wiai, k.-,—=W.b,——W,—b.— (t‘,j=l,2,3,â)-

5. Un faisceau (1) n’a pas d’invariant. — En effet, s’il en avait un,
ce serait aussi un invariant de son dérivé ( '); et celui-ci, étant de 

(‘) Tout invariant d’un faisceau F quelconque admet le crochetde deux trans-
formations quelconques de F, puisqu’il admet ces transformations. C’est donc un
invariant du dérivé F' de F; et, par suite, de tous ses dérivés successifsF’, F", etc.
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degré 6 et à sept variables, serait complet : ce qui ne peut pas être, pour
un faisceau <I>, d’après la discussion du n° 2.

Voyons combien les sous—faisceaux singuliers (10) d’un faisceau (1)

peuvent avoir, au plus, d’invariants indépendants. Si fi, en avait 4,
son dérivé ÊF',, qui est, d’après (5), {X,,‘X,, Z,}, en aurait égale-
ment 4, et étant de degré 3 et à sept variables, il serait complet (').
Donc on aurait, dans (6), a. : a,: o.° ce qui est exclu, d’après ce
qui précède. Remarquons, du reste, que, d’après la forniule (5),Jî‘,

n’est pas complet et, par conséquent, ne saurait avoir cinq invariants
(distincts). Doncl’un oul’autre sous-faisceau :ingulzer d’un faisceau (IJ

ne peut avoir plus de trois invariants indépendants.
Supposons que l’éequation (11) soit l’une des équations E associées au

faisceau :? considéré (supposé être un faisceau (I)). les1nvariants éven-
tuels des deux systèmes de caractéristiques de E_ proviendront des
invariants éventuels de 57 et :În_par la transformation (4) qui donnera
à:? la forme (3). Or, un invariant de E sera du premier ordre (ou
d’ordre zéro) s’il satisfait aux conditions d’)—f: g{_— o, c ’est—à—dire si

c’est un invariant du sous--faisceau principal de (3), car gf ? sont
distinguées pour le dérivé de (3), qui est

df+ dj dj
Q_f dj, dj à]” à]

«).a.« Päî’ a;—
+‘1"a.- 07. .î,’ au’ a:

Les invariants éventuels du premier ordre (ou d’ordre zéro) de E
proviendront donc des invariants de $., ou de $,, qui seront, en
même temps, des invariants du sous-faisceau principal de ST'. C’est ce
que nousappellerons les invariants du premierordrede 57. et de ."î,. Les
autres seront dits du second ordre.

Supposons, ce qui loisible, que l’on ait pris, dans la base de :’T', les
transformations principales X',,, X', [équations (g)] pour X3 et X,.
Alors, les invariants éventuels du premier ordre de $,, par exemple, 

(') Pour qu’un faisceau quelconque, de degré …, à n variables {
X,, . . ., X…}

soit complet il faut et il suffit que le système d’équations aux dérivées partielles
\. :o, X": 0, soit (au sens de Clebsch) complet, c’est-à—dire qu’il ait
n —— m solutions indépendantes : ce qui équivaut à dire que X,, .. ., X,,. ont
n —— m invariants communs indépendants.

'
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seront des invariants du faisceau (') { X., X3, Z., T, X,, ;, qui est de
degré 5 : il y en aura donc deux au plus (indépendants). Ainsi l’un
ou l’autre sous—fairèeau singulierd’un faisceau (1) ne peut avoirplus de
deuæ invariantsdu premier ordre (indépendants).

&. Tous ces résultats connus sur les invariants des systèmes de
caractéristiques d’une équation du second ordre se présentent donc
ici bien facilement. Montrons encore comment de deux invariants du
premier ordre de l’un des systè'mes'on déduit un invariant du second
ordre de ce même système.

Soient v, «‘., deux invariants du premier ordre de ST', ; et explicitons
les conditionsde structure (X. X._.) _=_ o, (X3 X,) E 0. Elles expriment
que l’on a des identités de la forme

(XiaX2)=aaxa: (X…X,)=b;X; (“=ly293;4)-

Si l’on y remplace/par vet vo, en tenant compte que cela annule, par
hypothèse, X,, X‘, X,,, on obtient

X,(X,u)=u,(Xga), X,(X2cro)=uz(Xgvl,);
X3(qu)=bæ(ch)), X2(Xgvo)=bg(Xgvo).

D’où l’on conclut que w = X2 vo; X,v annule X, X,, c’est—à-dire est un
invariant de J"'. . Sa valeur est bien déterminée, et n’est pas constante;
car si l’on avait l’une des identités
X,v=o, X2V0=0, Xgvo—À‘X2t’=X,(tlo»-—kt*)=o (I.”=const.),

9, V.,, ou v.,— kv (invariants de X., _\'3', X,,), serait un invariant de :‘4”',

lequel n’en a pas. Reste àmonlrer que w n’est pas du premier ordre.
En effet, la formule de structure (X2; X,): Z._, donne

Xp(Xgp)=—(ng), XL(X2V0)=——ZQVO.

Donc X,.w=o s’écrit X,vZ._,v.,— X._,v0Z2v=o; ce qui exprime que
v et v., sont des invariantsd’une transformation de la forme Z._. + mX2.
Le faisceau de degré 6, à sept variables, {X,, X;,, Z,, T, Zg+mX2} 

(') Nous supposons T défini ici pal-(X,, Z,) : T, ce qui est loisible, parce que
«!= o et a,# 0 dans les formules (5). Le second dérivé :î',‘ est donc{ X,X3Z1T}.
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aurait donc deux invariants distincts, ce qui ne peut être. On a donc
X.w;£ o. (c. 0. F. 11.)

5. Je terminerai ces préliminaires sur. les invariants en examinant
ce_qui peut résulter, pour les équations E associées à un faisceau (I),
quant à leur forme, de l’existence d’invariants du premier ordre pour
les sous—faisceauxsinguliers de ce faisceau.

Soit de nouveau 5 un faisceau (I), dont la base, X,, X,, X,, - ,,
satisfait aux formules de structure (5). Supposons, de plus, que X,,
X. soient transformations principales. Le sous—faisceau {X,, X,},
étant le sous—faisceau caractéristiquede 9" (voir n° 2), est complet
(M. , n° 18, p. 374). On a donc (X,, X,) = c, X,,+ c2 X, ; et, par suite,
si l’on pose X'3 E aX,, X',= bX,,

X'3, Xg): b(ac,—— XÆd)X3“l“a(bCg— X3b)Xp

On pourra donc choisir a et b de manière à avoir (X,, X,)= o; et,
dès lors, il est loisible de supposer que X,, X,, satisfont, d’emblée, à
la condition de permutabilité (X,, X..) = 0. Cela permet, de plus, de
supposer les variables choisies de manière à avoir, pour (X,, X,), la
forme canonique

ôf _ Ôf(") X3=ô—u X"_ÔÜ

Les variables de % étant ainsi w., W,,. . ,w,, a, v, pour passer de
97al’une des équations (1 ) associées, il faudra trouver un changement
de variables, qui ramène ? à la forme (3). Comme—df

%_fy sont des

transformations de base du sous-faisceau taractéristique du dérivé
de (3), les autres variables a:, y, :, p, q étant des variables caracté—
ristiques de ce dérivé (‘), on pourra garder les variables u et 0
ci-dessus introduites, et a:, y, z, p, q seront des fonctions des w,- et
de u, v, tellement choisies que l’on ait des identités de la forme

(12) Xi=g1X+hiY_ +k5%+h% (i=l,2; glhg—ggh‘#0)- 
(') Voir M,, p. 308.

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 1939. 3
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, On sait, de(plus, d’après M,, n° 5, p. 308, que la condition pour
qu’il en soit- ainsi est que ce changement de variables ramène 5', qui
est de degré 6 et à dérivé de degré 7, à sa forme canonique, définie
dans M,, n° 7, p. 212 et suivantes; et, en particulier, .que a:, y, 3
doivent pour cela (et cela suffit), constituerune intégrale complète
de 5' . On sait encore que, une fois cette intégrale complète choisie,
les autres variables}) et q se calculent par des différentiations.

Ce dernier point résulte, du reste, des formules (m), qui donnent

(13) g,—=X,—.r, lt,=X,y, /).gi+q.hi=Xi: (_i=1,æ);

de sorte que p et q sont définis par le système linéaire
(14)

‘

p.X,—w+q.X,-yr=X,s (i=1,2).
Ajoutons que, p et q étant ainsi calculés,-p, a, *: seront donnés, à

leur tour, par les équat10ns linéaires

(15) p.X1æ+U.Xi}'=XiIJ, O'.XgŒ+T.X1)’:XflI (l.=1,.2),

qui seront, nécessairement, compatibles.
En ce qui concerne le calcul de ac,y, s, la méthode donnée dans M,,

n° 4, p. 205 et suivantes, indique : 1° que l’on peut prendre pour a:
toute fonction caractéristique, c’est-à—dire qui soit un invariant du
sous—faisceau caractéristique (distingué) de 5'; 2° que l’on peut
prendre ensuite pour y tout invariant distinct de a:, du sous—faisceau
distingué du faisceau ?, formé par toutes les transformations de 5'
qui laissent a: invariant; 3° que l’on peut prendre enfin pour z tout
invariant, indépendantde y et 2, du faisceau fi',, formé de toutes les
transformations de äî’ qu?admettent :» et y comme invariants, lequel
est nécessairement complet.

6. Il résulte immédiatement de ce qui précède que tout invariant
du premier ordre de $,, par exemple, pourra être pris pour a:, dans
le calcul indiqué. Car ce sera, par définition, (n° 5), une fonction
caractéristique de 5’ . On aura alors X,æ:g,: 0; et, par suite,

X2=th +kg% +12%3
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et comme lc, ne peut être nul, on pourra supposer

d(16) Xz=Y+kzg—£+lzîf'

La formule de structure (X,, X, )EO devient alors (X,, X,)=o,
puisque le crochet (X, -3'—£>

ne contient ni Î£’ ni —f- Il en résulte que
dul’on a-— — 01
du du

éliminant cette variable entre les équations

: o, c ’est—à—dire que a et 1 ne dépendent que de v. En

S=°'(Œ,}’,Z,P,q;v), t=T(Œ,y,3,P,q;V),

on obtiendra donc une équation E de la forme

(17) F(æyyrzypyq’syt)=o-

Si donc 5. ou 5, a un invariant de premier ordre, la classe des
équations E associées à 5 contient des équations où ne figurent comme
dérivées du second ordre, que l’une des dérivées r, t (').

7 . Poursuivons l’analyse du numéro précédent.On pourra supposer,
pour X. , une formule de la forme
(18)

" X,: X+hY+k,%—f+k,g_f.

0fAlors Z.=(X., X,) ne contiendra pas ES,—" de sorte que le sous-

faisceau .“îj,, formé des transformations de 5’,qui laissent a: invariant
aura pour base X,, X,, X., Z., Z,, la transformation Z,= (X,, X )
laissant a: invariant, puisque X, et X le font.

X, et X,, transformationsdistinguées de ."î’, sont aussi transforma-
tions distinguées de 5;, car les crochets de ces transformations avec 

(‘) Ceci correspond au théorème connu, d‘après lequel toute équati0n
F(æ, y, z, p, q, r, s, t) :o, pour laquelle un des systèmes de caractéristiquesa
un invariant du premier ordre se ramène à la forme F(æ,y, z,p, q, s, t) = o par
toute transformation de contact où cet invariant est pris pour la nouvelle
variable a:. Voir. par exemple, Gounsn, Équatz‘ons aux dérivées partielles du
second ordre, t. 2, p. 154.
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X,, Z., Z, appartiennent à 5’ et laissent invariant w (comme crochets
de deux transformations qui le laissent invariant) : de sorte qu’elles
appartiennent à $,. Je dis que Z. est une autre transformation dis—

tinguée de 5,3. En effet, d’après ce qui précède, les crochets (X,, Z.)
et (X., Z.) appartiennent à .‘î,; et il en est de même de (\,, Z,),
qui, comme X2 et Z., laisse a: invariant, et qui, d’après le n° 2, fait
partie de 5’. On a, par ailleurs, d’après l’identité de Jacobi,

(22, Z.): (Z… «X.. x») = (X.. «X.. Z,)) — (X., «X… ZM)-

Or, le premier terme du second membre appartient à ïî’, car (X4 , Z,)
lui appartient (n° 2), et X, est transformation distinguée de 5'.
D’autre part, on a, d’après (16),

_z._ x.>—
w , , a a, a «i—— ap ap % dq "'$ au ap ap’

et, par suite, a et *: ne dépendant pas de u,

ôf , \ __ d‘lr, ôj' d‘l, (LfŒ’L2)_ôuôvfi+ôuôvdv.
 _ (X1HZ2)=_ (

D’où il résulte que (X,, (X,, Z,)) appartient aussi à 5’. Il en est, dès
lors, de même, de(Z,, Z, ). Mais ce crochet laisse :: invariant, comme
Z. et Z, eux—mêmes; donc il appartient à fil,; et ce fait achève de
prouver que Z‘ est transformationdistinguée de 5',.

On peut donc associer à x, comme second élément d’une intégrale
complète de 5’, tout invariant du faisceau { X,, X,, Z. }; et, par con—

séquent, tout invariant du premier ordre de J"',, s’il en existe. Car un
tel invariant admettra X,, X,. et aussi Z, = (X., X,), puisqu’il admet
X4 et X,.

Supposons donc que, dans ce qui précède,y soit un invariantde St". :

. . . . . 0 '

ce sera nécessairement un invariant du premier ordre, puisque
0—12

et % le laissent invariant (x, y, z, p, q, u, 9 étant des variables indé-
pendantes). On aura dans (18), h. = o; et la condition (X,, X. ) E 0,

àp ‘

mod. ?, deviendra (X,, X,)=o. D’où il résulte que 53
: ä%=°'

Mais, dèslors, a ne dépendni deuni de v ; de sorte que s: a(æ,y,z,p, q)
est une des équations E associées à 5 .
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Donc (‘), si 5 . et 52 ont chacun un invariant du premier ordre, la
classe des équations E associées à 5 contient des équations où ne figure
comme dérivée du second ordre, que la dérivée s.

Remarquons enfin qu’il résulte de ce qui précède que tout invariant
du premier ordre de %. peut étre associé à tout invariantdu premierordre
de 53 pourfigurerdans une intégrale complète de 97 !

Or le passage d’une intégrale complète à une autre se fait par une
transformation de contact (M2, n° 12, p. 227). Si donc 5 est pris sous
la forme (3), et si æ’=f(w, % z-, p, (1), y’=g(æa % z, p, q) sont,
respectivement, pour 5, et 52 des invariants du premier ordre [ce
qui équivaut à dire que ce sont des invariants du premier ordre res—

pectifs des deux systèmes de caractéristiques de (l)], il existera des
transformations de contact [de (a:, y, z, p, q) en (a", y’, z’, p’, q’)],
comprenant les équations

'”I=f(æyyaz7paq)r y,=g(æ’y’z7p’q);

ce qui équivaut à dire que le crochet de Poisson [f, g] est nul identi—
quement. C’est le résultat classique rappelé dans la Note précédente.

On remarquera que les résultats précédentsmontrent que l’on peut
définir par des équations types de la forme

(a) "=f(æ,y,5,P,q,sh
(b) s=f(æ,y,sæp,q),

les classes d’équations E ayant, respectivement, un invariant du
premier ordre pour un des systèmes de caractéristiques, et un inva—
riant du premier ordre pour chacun des systèmes de caractéristiques. 

(‘) Ceci correspond au théorème connu que toute équation

F(æ,y,z,p,q,r,s,tico
qui a un invariant du premier ordre pour chacun de ses systèmes de caractéris—
tiques peut être ramenée à la forme s =f(x, y, z, p, q) par une transformation
de contact : les deux invariants supposés pouvant être les deux variables nou-
velles x et y d’une telle transformation.
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Il. —— Détermination des faisceaux (D

dont chaque sous—faisceau singulier a. deux invariants
et deux seulement.

8. Soit ?? un faisceau (I) dont un des sous—faisceaux singuliers,
%, par exemple, a deux invariants distincts, u et u,, et pas plus.
Prenons—les comme variables, avec cinq autres variables quelconques
x. , . .Les dérivées 3_j, % ne figureront pas dans les transforma—
tions deæbase, X,, X., de 52. Je dis que l’on pourra supposer que
celles de 5., X. et X, sont résolues par rapport à ces deux dérivées.
Dans le cas contraire, en eflet, on pourrait supposer … X1= % +'° (,,—% +E… dà—f

a=£à,a dï : , , 5
(a) X,=E.a-à—df X.=£.ya%

… l 2 )

Mais alors, les crochets

(X2,X,)=XË«.>£{—o+.... 1X.,X,)=X,œ%+.…

devant être des combinaisons de X,, X,, X,, X. [en vertu des for—
mules (X…—, X,,.. ) E 0 (mod. %)], on aurait X2œ: X,,w = 0. Donc
«) serait un invariant de 52; et, comme :’î2 n’a pas d’invariant distinct
de u et a,, on aurait œ=<p(u, u,). Or, cela n'est pas possible, car
cela entraînerait l’existence d’un invariant our %, à savoir une fonc—
tion f(u, u,) satisfaisant à % + <p(u. u.,)Û,—£{0= 0. Donc la forme (1)
n’est pas admissible pour $.. 0. 0. F. 0.

Cela posé, supposons que :‘F, a aussi deux invariants distincts,
soient «, 00, et pas davantage. Prenons u, u… V, V, comme variables, en
même temps que trois autres variables w., x,, x,; et nous aurons,
pour 5., des transformationsde base de la forme

(37) X1—_ g—fu_+E1ad
'd_f_! X3= Êäf "l' &)ad%f(5) (a=1,2,3).

af
dôf

of 01(52) X:=a—v +E2,a Xs=—d—'po +E;,aàæa  
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Les relations de structure (X… X,,—,-,)E 0 deviennent dès lors,
(3) (Xgl_,,Xgil=n 1i,j=1,2).

On a donc, en particulier (X,, X,) = o, et le faisceau {X… X. } est
complet. Soit u, v, w., W,, w, un système fondamental d’invariants
de ce faisceau : nous prendrons comme variables u, v, a,, v,, w,, W,,
W3. Alors la base de 97 deviendra

GÏÙ X,=:ËZ-+-Lj; X3::-ËL ,

  
(4) (g) du duo

_

' _ôf _ âf ’

“

(52) X2_(Î{Â +Mf,
X4—äV_Ü ‘

avec
- à

\ L= l.:(d, u,: v, 90; w,,w,,ws)à‘{
(4bi‘) à: (a=1,2,3).

, M :p,(u, uo; v, vo; cv,,w,,w3)à‘{!

Et l’on voit immédiatement que, des quatre identités(3), (X,, X,)=o
est vérifiée, (X., X,): 0 et (X,, X,): 0 montrent que v., ne figure
pas dans les 1, ni au dans p…; et il reste seulement à tirer les consé—
quences de l’identité
<5) (X,,X,)=o.

9. Si on la différentie par rapport à u,, qui ne figure pas dans X,,
on en déduit les identités nouvelles

(6) (Lit,, X!) = “; 0423, X2) : 0, (L'” , X,) = 0, (L" X2): u,
u3 "3?

où, par une notation évidente, on a posé

(7) Lffâ=‘ÿ3f % ('a=1.2,3;i=1,2,3,4).
0 :
 

Or, trois au plus des quatre transformations (7) peuvent être diver-
gentes. Par ailleurs, LÇ,_= (X,, X.) n’est pas nulle. Donc l‘une des
dérivées LL;, L'Zs, U,}, est une combinaison linéaire des dérivées
d’indice moindre, lesquelles sont divergentes; et je vais montrer que
les coefficients de cette combinaison sont des fonctions des seules
variables u et u,.
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Cela résulte d’un théorème classique de S. Lie. Etant données

(m+ 1) transformations infinitésimales Y, Y,, ..., Y,… si Y,, ..., Y…
laissent invariante l’équation Y=o et si l’on a, pour i=m, une
identité de la forme Y,-= [Y + !, Y. +. . . + l,—.. Y,-_., alors qu’il n’en
existe pas pour i< m. les fonctions l., . . ., !… sont des intégrales de
l’équation Y = o. Il suffit d’appliquer ce théorème, en prenant pour
Y., ..., Y… les m premières transformations (7) qui ne soient pas
divergentes, et, pour Y, successivement X2 et X., pourjustifier notre
affirmation.

Remarquons, d’autre part, qu’une identité
L,,,;=O(U, 1/0)L,,0 ou l,,',—, :O (H, IIO)L,,,+Oa(u,uO)L"-”il

entraîne, par différentiation , des identités de la forme
(8) L',‘,‘,=p,(u,u,)L‘,ä’ (x=1,2,3),

et nous conclurons que la condition (5) entraîne, dans tous les cas,
l’existence d’une identité, au moins de la forme (8). On conclut

delà, par intégration, que L est de la forme
Ô(9) L=Lo+q>a(u, uo)L… Li=)\ia(uÿ "1W11W2,W3)à,£a
 

(a=1,2,3; i=0,1,2,3).
Si, de plus, on prend comme variables nouvelles, à la place de W,,

W,, w, des invariants indépendants, w',, w'._,, W'_ de la transformation
0_f
ô_u + L (variables u, (V,, w_…, W;,; et v étant un paramètre), cette

transformation sera réduite à %, et les formes de L., L,, L,, X,, X,,
X, seront conservées. On peut donc, dans les formules (9), supposerL,: 0, c’est-à—dire que l’on a

à—f+<pa(u, uo)L1 (a=1,2,3),(10) X’: du

les L- étant toujours de la forme indiquée aux équations (g).
Les fonctions <p. , <p… ça,, 1 de la variable u,, sont, de par leur origine,

linéairement indépendantes. Or l’identité (5) s’écrit maintenant

<g_zff X,) + <P1(u,uo)(LmX2)= 0,—
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dW‘,‘et les coefficients des —ôL dans les crochets (53%, X,), (L,—, X,), ne

dépendent pas de u,. On conclut donc
' "

—

(Il) (ô_f,Xz)=o, (L,—,X,)=o ‘ (i=1,2,3),

et, d’après la première de ces nouvelles identités, u a disparu des
coefficients p.,- de M : de sorte que ceux-ci ne dépendent que) de v, v,;
W,, W,, w…

' "‘ '

10. Revenons maintenant à l’identité (5), et différentions par
rapport à a,; nous pourrons raisonner sur M. et ses dérivées MI,,
MZ,, . . ., comme nous l’avons fait tout à l’heure sur L et ses, dérivées
L:,ü, L',’,,, . . . , ce qui nous donnera pour M une expression de la forme

df(12) M=Mo++a(Vvvo)Mm M1= P—ia(V1 “’1vwzywa)ôw&
 

(a=1,2,3; i=o,1,2,3).
Si nous prenons ensuite comme variables, à la place de w., W,, W,,

des invariants W',', w;, w, de gl+M… cette transformation sera

réduite
à—d—
f, et, comme les w” ne dépendront ni des u, ni de va, lesM

garderont leur forme, X, et X,, ne changeront pas, et X. conservera
sa forme (10). Enfin, on aura

(13) Xz=%€+‘—Pa("yVo)Ma (“=11273)’

M,, M,, M étant de la forme indiquée par (12).
Portant alors cette expression de X2 dans (5), et raisonnantcomme

à la fin du n° 5 précédent, nous aurons

(l[ç)
($“—€, X,):o, (M;,X,)=o (i=1,2,3),'

et la première de ces identités indique que v aura disparu de l’expres—
sion des L.-. Ainsi X| et X2 sont de la forme (10) et (13), avec

0(I5) Li=ala(u) W“ “"2, Wa)a%î Ml: F—1œ(V, W“ W:, W3)3"—£ (a=1, 2,3).

Journ. de Math., tome XVIII. —— Fnac. 1, 1939. 4
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_ 11. Ce premier résultat obtenu, considérons l’une quelconque des

identités (L,-, Xa)=o, et dilférentions-la par rapp0rt à u. Comme
X, n’en dépend pas, nous pourrons raisonner sur ces dérivées succes—
sives comme nous l’avons fait au n° 5 pour les dérivées de L par
rapport à u... Nous aurons donc des identités de la forme

Lçl=el_o(u)Ll+ei1(u) ;+01_g(“)LÏ.

les accents désignant des dérivées par rapport à u. D’où

àf , . .(16) L:=qn,a(u)Lz.… Lii=lii.a(W1,wmws)ô—— tz,J,a=l,2,3)
wa

et,par suite, pour L, la forme

(17) L=q>a(u, “o)La=?a(u> uo) ça,p(u)La,e=ïêa.e(u, uo)La.,e-

De plus, <p…, ça…, cpi,3 étant des fonctions de u linéairement indé-
pendantes, l’identité (L,—, X,)=o, où l’on portera l’expression (16)
de L,—, donnera (X2 ne dépendant pas de u), les identités nouvelles
(18) . (L…—,X,)=o (i,j=1, 2,3).

On en conclura (') que les L,—_, sont des combinaisons linéaires, à
coefficients constants, de trois transformations au plus de la forme
Î.(w., W,, W,)ôdîfa (« = 1, 2, 3); de sorte qu’en définitive, X, est de

a
la forme
(19) X,=%+çdu,uflL… Li=Â,g(w,,wg,wa)d££ë (Ç=i,2,3),

les L,— étant au nombre de trois au plus.
Mais s’il n’y avait qu’un seul L,— (L,—= L.), ?, admettrait comme

invariants ceux de L., en plus de v et de v., ce qui est contraire à
l’hypothèse. Ainsi les L,—, supposés divergents, sont au nombre de
deux ou de trois. Et s’il y a deux L,— (divergents), soit L. et L,, le 

(1) Les L,,,- laissant, d’après ces identités, X, invariant, il suffira d’appliquer
le théorème de S._Lie rappelé au n° 9, en observant que tout invariant de X,
qui ne dépend que des w, est une constante, sans quoi ce serait un invariant
de $,, distinct de v et v… et l’on suppose que 5", n’a pas plus de deux invariants
indépendants.
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faisceau { L. , L, ; n’est pas complet; sans quoi son invariant serait un
troisième invariant de $”. , qui n’en a que deux.

D’autre part, on pourra supposerque les cp,- non nuls sont linéaire—
ment indépendants, c’est—à—dire ne sont liés par aucune relation
linéaire homogène à coefficients constants : car une telle relation
permettrait de réduire le nombre des L,;. Si donc on porte l’expres—
sion (19) dans l’identité (5) (X, , X,) = 0, on en déduira les identités
(ao) (L,,X,)=o.

Enfin, on montrera de même, que X, est de la forme

à à(2!) X2=Î{++1(9790)M1, Mi=Fi{$(W1vwhwa)ô_‘/;Çj
(5:11223)7

les M,- étant au nombre de deux ou trois, et divergentes, et les {p,—étant
des fonctions de v, v, linéairement indépendantes; et que l’on a les
identités
(sa) (M,,X,)=o.

‘.l2. Les identités (20) expriment que les L,— laissent X2 invariante;
il en sera donc de même de leurs crochets (L,—, L,). Si alors les L- sont
au nombre de trois, ces crochets en seront des combinaisons linéaires
homogènes
(23) 1L,.,L,)=c,,,—,L, (h,i,a=1,2,3),
et, en appliquant le théorème de Sophus Lie utilisé au n° 5, on
conclura que les coefficients ch,—,— sont des constantes. Donc les L,
forment alors un groupe simplement:ransiüffide l’espace (w. , W,, W,).

S’il n’y a que deux L,, soit L, et L,, le crochet (L., L,) ne pourra
pas être une combinaison linéaire homogène de L, et L,; car, s’il en
était ainsi {L., L,

} serait un faisceau complet, et son invariant serait
un troisième invariant de $.. Nous poserons donc, dans ce cas,

(94) L,=(L,,L,),
et L,, L,, L étant de nouveau trois transformations divergentes
laissant X, invariante, on conclura, comme dans le cas précédent,
que L. , L,, L, forment un groupe simplement transitif 13.
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On montrera de même que, s’il y a trois M,, elles forment un

groupe simplement transitif DTI. de l’espace (w., W,, W3); et qu’il en
est de même pour M,, M…_. et Mn=(M,, M,), dans le cas où il n’y a
que deux M,— dans la formule (21).

Enfin les identités (20) ou (22) donnent, compte tenu des for-
mules (21) ou (19), les identités
(25) (L,-, M,—)=o.

S’il y a trois L,— et trois M,— dans (19) et (21), ces identités montrent
immédiatement que E’ et :m sont deuæ groupes simplement transitafs
réciproques ( ' ).

S’il y a deux L,— seulement dans (19), L, et L2 laissant chaque M,-

invariante [d’après (25)], il en sera de même pour (L,, L,)=L_,.
Donc les identités (25) auront encore lieu pour i: 1, 2, 3. Et l’on
montrera de même, s’il n’y a que deux M,— dans (21), que les for—
mules (25) subsistent encore pourj= 3, dès que l’on a posé

M3: (M1; M2)‘

Les groupes E‘ et JR, tels qu’ils ont été définis dans chaque cas, sont
donc toujours deux groupes simplement transitifs réciproques.

15. En définitive, toute classe (F) de faisceaux 5 dont chaque
sous-faisceau singulier a deux invariants indépendants (et pas davan—
tage) a pour représentantun faisceau du type

()X,=£—f+%lu,uo)Lx, X2=Î£+£Pa(v,vo)Mm
6

du(2)
X _ af X_Û_f_3—-()_u0.’ “_ ôVo,

«) d .(26bls) L,=1,’a(Wnwz,w,,)äæ-Ê, M,-=p…(w,,w2,wa)a—‘£; (t,a=1,2,3),

où (L., L,, L,) et (M., M,, M,) sont deux groupes (E‘ et DTC) simple—
ment transitifs réciproques. Réciproquement, tout faisceau % de ‘ce 
.'(’) Voir, par exemple, S. Lu; et F. ENGEL, Theorie der Transf. Gruppen,
t. I, p. 380.
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type satisfait aux relations de structure

(Xgi_,,Xg,-)=o (i=1,2;j=1,2)
et ses sous—faisceaux {X., X3 }, {X,, X.} admettent respectivement
les invariants v, v, et u, u,. C’est donc un faisceau (I), dont chaque
sous-faisceau singulier a deux invariants au moins, Sous la seule
réserve que les cp,- et \!J,- ne satisfont à aucun des systèmes d’équations
aux dérivées partiellesqui expriment, soit que

fil,… Z2=(X,,Xg)=ôq}aMz
duo

Z,: (X… X,
> : du0

 
ne sont pas divergentes, soit [voir n° 2] que Z, est en involution,
dans Èï’, avec X, et X,, soit que Z, est en involution, dans 5’, avec X2
et X,. Et aucun des sous—faisceauxsinguliers, 5. et $,, de Ce faisceau 5
n’aura plus de deux invariants si, ni les cpi, ni les £lJ,— ne satisfont aux
systèmes d’équations aux dérivées partielles respectifs qui expriment
que â"',', ou 5;, est complet.

Nous avons donc trouvé toutes les classes de faisceaux (I), dont
chaque sous—faisceau singulier a deux invariants. Dans leur type
général (26), (26°“), interviennentdeux groupes simplement transitifs
réciproques ,B et Dll; de sorte que ce type, n’étant défini qu’à une
transformation ponctuelle près, ne dépend que de la structure commune
à ces deux groupes (‘). Il y a donc autant de types que de structures
distinctes pour les groupes d’ordre 3. Ces types de structures ont été
déterminés par S. Lie (’); ils sont au nombre de cinq, dont l’un
dépend d’une constante arbitraire e, avec des particularités spéciales
pourc=oetc=1.

Une même classe de faisceaux (I) a, du reste, une infinité de repré-
sentants (26), lorsque l’on a choisi un couple de groupes (B), (GTL) et
un seul pour chaque structure; car un faisceau ? , supposé choisi
comme représentant d’une classe, peut être réduit à la forme (26) 

(‘) Deux groupes simplement transitifs qui ont la même structure sont, en
effet, semblables.

( ’) Voir, par exemple, S. Lus et F. ENGBL, Them-ie der Trans]. Gruppen,
t.. III, p. 716.
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d’une infinité de manières, suivant le choix que l’on fait pour (u, u,),
(a, v,, ), parmi les couples respectifs d’invariants de $. et 52.

D’autre part, les types trouvés dépendent des fonctions arbitraires
;p…(u, u,) et %(v, v,); et il restera à discuter, pour chaque structure,
combien de classes différentes de faisceaux sont ainsi représentées.
Car deux faisceaux (26), pour lesquels les systèmes de fonctions (p,,

et 4}… sont différents, peuvent, néanmoins,apparteniràla même classe.

111. — Méthode d’intégration des faisceaux-types trouvés.
Faisceaux intégrables et faisceaux semi—intégrables.

14. Occupons-nous maintenant de l’intégration d’un faisceau @

du type ( 26), (26 bis) trouvé au paragraphe précédent. Soit

__ àf - . _ ôf . _ 0f __ "f(1) X1—Æ+Lj, Âg—Æ+M/, X::_m’ Xi_äp—o

ce faisceau. Les transformations
(2) Lf=cPa(uauoley Mf='\lïal"rvolMx (a=1,2,3),

dans lesquelles (L., L,, L,) et (M., M… M,) sont deux groupes sim—
plement transitifs réciproques, !? et an, de l’espace (w., W,, (V3), sont
indépendantes, la première, de v et vu, la deuxième, de u et u,. Nous
avons à chercher les multiplicités intégrales, à deux dimensions de ce
faisceau.

Soit S l’une d’elles. Je dis que l’on peut supposer que u et 9 sont,
sur S, des variables indépendantes. Dans le cas contraire, en effet,
on aurait, par exemple, V=F(u). Comme v est un invariant quel-
conque du sous—faisceau fî, (c’est-à—dire ‘,X,, X.:), on aurait, en
même temps, v.,= G(u). Si donc

(3) _ X:aX,+bX-z+uoXx+/ont

était une transformationde ? laissant S invariante, on aurait, sur S,

o=X(v—F)=b—aF’, o=X(vo—G)=bo—aG’,
d’où X=a[X,+F’(u)X;+G'(u}X,] + a0X3.
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S, devant admettre deux transformations divergentes de cette forme,
admettrait donc les transformations ' '

X1+ F’(u)X2+G'(u)X., X3;

et, par suite, leur crochet, Z, = (X, , X,). Mais cela ne' peut pas être,
car S ne peut pas admettre plus de deux transformations infinitési-'
males divergentes, puisqu’elle est à deux dimensions. Notre affirmation
est ainsi justifiée.

Dès lors, on aura, pour définir S, des équations de la forme
(4) u.,=F(u,v), vo=G(u,v), W;=Hi(u,v) (i=1,2,3).

Si nous exprimons que ce système admet la transformation (3),
nous obtenons, en particulier, les conditions

aFÇ,+bFÇ,—ao=o, aGÇ,+bGL—Ia=o,

de sorte que l’on a, sur S,

X: a(X1 + F’,,X;,+ GLX.) + I)(Xz+ FLX3+ GLX,).

Donc S devant admettre deux transformations divergentes de cette
forme, admettra les transformations
(5) x1+FÇLX3+GLXÆ‘ X2+FLX3+GLXV
Elle admettra donc leur crochet; et, comme, étant à deux dimensions,
elle ne peut admettre plus de deux transformations divergentes,
ce crochet, qui est

FLZ,—GÇ,Z… où Z,=(X,,X;,), Z:=(X,,X,),
sera identiquementnul. Les équations (4) de S serontdonc de la forme
(6) u,,=F(u), v.,=G(vl, W;=H;(u,9) (i=1,2,3)
et les transformations (5), de 5 , que S admet, seront

… U=X,+F’(u)X,, V=X,+G’(v)X,.
Comme, réciproquement, tout faisceau ayant pour base deux

transformations de la forme
(8) U=X,+ç(u)X… V=Xz+‘ll(")xu
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où :p et141.sont des fonctions arbitraires, est complet, ou obtiendra
toutes les intégrales S cherchées en déterminant les multiplicités
caractéristiques des divers faisceaux de cette forme.

15. Les équations de l’une d’elles étant prises sous la forme (6),
les fonctions F(a) et G(v) seront déterminées par les quadratures

(9) u,,=fcp(u}du=F(u}, 1'0=[LP(V)dV=G(V),

où F et G contiendront chacune une constante arbitraire additive,
et W,, W2, w3 s ’obtiendront ensuite en cherchant les caractéristiques
du faisceau complet

._ df(10) U=æ+tba(u)La, —V=(—)‘] +‘P‘a(v)Ma (a=1,2,3),dv

où les (1),— et ‘F,— s’obtiennent en remplaçant u0 par F(u) et V,, par G(v{)
dans les expressions <p,(u, u,) et «lu,-(«», vo)

Ce faisceau est un faisceau de Lie, relatif au couple de groupes
simplement transitifs réciproques B et 011 (‘ ). Il s’intègre, comme je
l’ai montré, de la manière suivante. Soient
(11) c,—=SZ,(b,,b,,b_,; a,,a,,a3) (i=1,2,3)

les équationsqui donnent les paramètres (c,, c,, 03) de la transfor—
mation T,='T,,Ta en fonction des paramètres (a., u,, a,) et
(b,, b,, b,) des transformations T,, et Tb, pour un groupe G quel-
conque ayant même structure que 13 et :m. Pour un repérage (2 )
approprié des transformations de G, les équations finies de E’ et

(fil
seront

(£) W}=Qi(w1,w2,w3; a,, a,, a,)
(12) _ (i=1,2,3).(on) W;=91(b1,b2,b3;9Vnt,W‘3) 
( ) Voir mon Mémoire récent M, du Bulletin de la Société Mathématique

de France, t. 11-5, 1937,pp. 149—167; et, en particulier, le n° 8, p. 163 de ce
travail.

(’ ) T… T5, Tc sont figurées par les t1ois points (a,, a,,aa,),_(b,, b,, b.),
(c,, c,, c,), d’un espace à trois dimensions, dans lequel le choix du système

decoordonnéesest arbitraire ‘
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Les caractéristiques de (1 2) seront alors
(13) 11'1=£2;(b1,b2,b3;a.,a2,a;;) (1'=1,2,3),
les 0,- étant des fonctions de u, et les [7,— des fonctions de v, définies res-
pectivement par les systèmes de Lie, à une variable indépendante,

! i . .(il.) %=®a(u)lx_i(a…ug,ax) (1,1=1,2,3),
. lb; .(la) î{î=wl(v)P—l’i(bhbh bg) (l,d=l,2, 3),

dont les coefficientssont ceux des transformations L,, et M…

(16) M= Àh.a(“'1y““z:“":i)‘£%” …: ….,a(«v., «va, w (h, a =1, 2, 3).
1

) _‘)L
“

ÔWŒ

L’intégration de {T' est ainsi ramenée à celle des deux faisceaux de
degré (2) (sous-faisceaux singuliers de 5), pris individuellement,

' _ôf _0fl ( _0f _0f(‘7) (51)
{Xl—51:

+L,-
X3_iÔTLOS,

(52) lX2_ â::—+Nl,Xi_äa '

16. Si chacun de ces sous-faisceaux, 5. et 372, est intégrable (‘),
le faisceau 37 aura une intégralegénéraleeæplz‘cite. En effet, l’ensemble
des solutions de (14), pour les divers choix de la fonction arbitraire
F(u) sera donné par des formules
(18) u =f(.c,w…æ., ...,.L‘,,), a;=fl(w,.n,,w.. ...,.1?,,) (t'=1,2,3),

où les fonctions f et], seront des fonctions déterminées, et où l’on
aura
(19) .1°0='£_(J‘), .1'.=È_’(.I'), .1',,=Ë3'"’(.17),

E étant une fonction arbitraire de a:, et E’, E", . . . ses dérivées succes—
sives. Et, de même, l’ensemble des solutions de (15), pour les divers
choix de la fonction G(v) sera fourni par des formules déterminées,
(20) V=g()'yy0:)'l- ----)':;); bi=gi(yyy0)yhu-1yq) (i=lr2,3)y 

(‘) Voir M,, n" 15, p. 233. Un faisceau de degré n dont le dérivé est de
degré le + |. est dit intégrable, si les dérivés successifs sont des degrés n + 1,
n + 2, . . ..

Jour”. de Math., tome XVIII. —— Fasc. 1, 1939. 5
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avec
(21) }'0='Û(.}")7 3'1=71'()'): nrz=n"”(g'),

?} étant une fonction arbitraire, et n’, n” , . . . , ses dérivées successives.
Les formules (13) donneront, dès lors, l’intégrale explicite annoncée.

17. Supposons que, réciproquement, :? admette une intégrale
générale explicite, c’est—à-direqu’il existe des formules

u :o( (æ,x.,,w,,…..æ,,;1',1'…1'.,....3'.,),(22) u.,=a.,(.r,æ…æ.. . ..,æ,,; 3',1.,,_). . . .,3’,,),

(23)
)

v :$ (æ,æ…æ.. . . ..æ,,; 3'.y1'.,,3'., . . ..y,,),
V.,: @.,(.zr, a-.,, .1'.. . . ...1f,,; _)',)'.,,g'… . . .,y,,),

(24) (V1=Yi(.‘L‘,JJ0,J'I. HM*”/HiÏFÏO:Ï1!“”J'I) (i=17273)r

donnant une représentation paramétrique, en ac, y, des diverses
multiplicités intégrales, quand on y remplacera w.,, w., . . ., cv,, et
y.,, y., ...,y,,, respectivement par des fonctions (19) et (21), où,
comme ci—dessus, E est une fonction arbitraire de x et 71 une fonction
arbitraire dey. ,

En fait, les fonctions ou et on., ne pourront dépendre que de
l’une des séries d’argumentsmises en évidence (at:, an,, x., x,,) et
(y, y… y., ..., y,), quej’appellerai les x et les y; et B et Q., ne pour—
ront dépendre que de l’autre série.

Nous avons vu, en effet, au n° 14, que sur toute multiplicité inté—
grale de J, u0 est une fonction de u. Écrivons donc que le déterminant
fonctionnel des fonctions u et u(, de a: et y définies par les formules
(22), (19), (21), est nul. En posant

Af='d—“à—f+ -Ï1'àÎ{)“«ïl—n ôf+-°-+ŒP df’  2d.‘1'1 ()x,;..1

f= +ay9"ä5‘, ”dy. ' )"ay.,_,’

cela-nousdonnera la condition

.. _ do: doc., dot

><
.,

doc,)
, : 1)__ u+n_ _ B "!*—"— \ ., -'/’+“—— = ,(““” aæ,,)<B“°+"' .…) (“+" .… “”““ «m

°

qui sera une identité en a: et y, sous le bénéfice de (19) et (21); et les
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fonctions E et?) étant arbitraires, cette condition équivaudra aux
quatre identités, relatives aux a: et aux y,

AaBz,,—— BocAa,,=o‘, Aa gaz—,,
—

()_ÙJ_7
Aa,,=u,

6 '/ 'l… du}, .,Qfi_o' iæfi_ffifi_
“ax—,,

“" at:-,,“ ’ «u,, dy,, dy,, ax,—

a - . .

’ä.Î-,, : 0,01 sera1t un 1nvar1ant du

faisceau {Aj, d——dfpê, et par conséquent, de ses dérivés successifs, dont
( Ûf Ôf Üf Ûf
l()_.lr ().I",, ().1,’

°”,
577,

invariant que des constantes (relativement aux av). Donc, a ne
dépendrait que des y. '

Les identités (26) se réduiraient alors à

1° Si l’on avait, àla fois, Aa=o,

 le p"”“° est %, et par conséquent, n’admet d’autre

(27) BocAa,,=o, È-Aoc,,-_—U,
‘

01020 =(), gî— @ :().
dyr, adÎp d‘)", dæp

, . . ():: . .Or lon ne saura1t av01r Bar = — = 0, q… expr1me que 01 est un
0.77

. . . a . .
1nvar1ant du faisceau

%

Bf, {%}, car l’on en conclura1t, en ra150nnant
'

. '7

comme on vient de le faire, que a ne dépendrait pas des y, et par
conséquent, se réduirait à une constante. Ce qui est impossible,
puisque u doit pouvoir être pris comme variable indépendantesur S,
d’après le n° 14.

On conclurait donc de (27) que on,, serait, comme a, un invariant
du faisceau {Af,dd—_f}; c’est-à-dire que a,, comme a, ne dépendrait
que desy.

2° Supposons maintenant que l’on n’ait pas à la fois, Aa'=o
etel

);)?”
= 0 et raisonnons dans l’hypothèse Aa # o. Le cas Act: o,

(;“# 0 se traiterait de même. Il existera deux fonctions p et a des a:
III

et desy, telles que l’on ait
du "

(28 Ba+ Aa=u, —+aAzx=o.) ? ày,,
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£î
d)"!

\ ‘

s’il en était ainsi, on montrerait, en raisonnant comme dans le cas 1",
traité ci-dessus, que a et ou,, ne dépendraient que des x. Donc nous
pouvons supposer que p et a ne sont pas nuls tous deux.

Alors, si l’on tient compte de (28) et de Aa;£o, on tire des
équations (26) les identités nouvelles

On peut supposer que Bac et ne sont pas nuls tous deux; car,

doc.,doc
et _

(it,,(29) Bao+oAao=o, -()—aï+aAzo=o,
' dx,,Ôyq A a., — 0,

dont la dernière indique qu’il existe une fonction : desæ et des y telle
que l’on ait encore

()O! dan.(30) — +1'A2_o,
().‘L‘,,().1',,

+ T£\ on,: 0. 
Or, ceci conduit à une impossibilité. Car il résultera de (28), (29),
(30) que ou et or., sont deux invariants du faisceau

«» $ Æ L‘ZL … l(ai) {Bf+PAfi(bn,+aAf' d.r,,+‘Afl
et l’on montrerait facilement (en tenant compte du fait que p et a ne
sont pas tous deux nuls) que le premier des dérivés successifs de ce
faisceau qui puisse être complet sera de la forme

“’f "f È£ ."_f if. &'l(32) . läÿ+m(ÎL-’dyi+œ‘dæ’dæj+o’dwi
(i=o,i,2,....q;j=o,1,2,….,p).

De sorte que (31) ne peut avoir que des invariantsde la forme f(a).
Ainsi a., serait une fonction déterminée cc,, =K(a), et l’on aurait,
sur toute intégrale S de 5, u,,: K(u), tandis que l’équation u" = F(u)
qui figure dans les équations (6) d’une intégrale S quelconque peut
être arbitraire, si S est convenablementchoisie.

-- 18. Il résulte de la discussion précédente que ou et or., dépendront,
simultanément,soit des a: seuls, soit des y seuls. Et l’on verrait, de la
même manière, qu’il en sera de même pour B et B.,. De plus, si nous
supposons que les a: figurent seuls, par exemple, dans et et «0, ce seront
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les y qui figureront'seuls dans B et Q,. Car si on et {ine dépendaient,
l’une et l’autre, que des a:, elles seraient, lorsque les a:,— y auraient la
forme (19), deux fonctions de la seule variable a:; et u et v, donnés par
les formules (22) et (23), ne pourraient pas être indépendantes sur
les multiplicités intégrales, contrairementà ce que nous avons supposé
dès le début (n° 14).

'

Nous concluons donc que si f? a une intégrale générale explicite,
celle-ci doit être de la forme '
(33) u=a(æ,.r…æ,, ...,æ,,), m,=ao(æ,æo,m., ...,xp),
(34) V=Ô(_Ïy)'tn)'h - "vyl/)7 "0=50(J,7J'09_5'19 ' --s_)'q)v
(35) cv,-=7,-(æ,ay,,æ., .....r,,;y,y…y,, ...,y,,) ([=1,2,3),
avec

.

(36) .T.,=î(l‘), 'ri=î…(æ)y _)'.;=Y)(Œ), J';=n'”(}')
(i=l,2, ....p; j=1,2, ...,q).

19. Ce premier point acquis, considérons l’une quelconque, S, des
imxltiplicités intégrales ainsi représentées, et faisons varier a: d’une
quantité infiniment petite dx, en laissanty constant. Si l'on pose

(37)
“

A,f= ,Àf+ îlp+i)(æ)_ä%,

on aura, pour les variations correspondantesde u, u,, v, v,, w, , W,, wa,

(38) du : A.oz d.L‘, du,: :\,a., d.L‘,n dv: o, dw,-= A,y,—dæ (i=l, 2", 3).

Les équations (33) et (36) permettant de substituer a à a: comme
variable indépendante, ces variations sont celles que détermine la
transformation infinitésimale

(39) Ü%+Îu,%+fi% ,(v=1,2,3.),

sur la multiplicité S considérée : les traits qui surlignent les coeffi-
cients de cette transformation indiquent que a: y a été remplacé par
sa valeur en fonction de u.

_
Cette transformationen a, u,, v, v,, w., W,, w, laissant S invariante

doit être équivalente, sur S, à une transformation de 57 ; et comme «
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et v0 n’y varient pas, cette transformationde 57 est une transformation
de :’î, . Il en résulte que, dans les conditions où nous venons d’opérer
(c’est—à—dirc en laisSant lesy constants), les formules (33), (35), avec

x,:E(æ), æ,=g(ü(æ) (i=l, 2, ...,p),
définissent des multiplicités intégrales de .‘ÿ'q, et, puisqu’il y figure la
fonctionarbitraire E(æ), elles en donnent ainsi l’intégrale générale(‘).
Celle-ci étant explicite, t'T*, est donc un faisceau intégrable.

Un raisonnement analogue,
_

fondé sur la variation de y seul,
montrerait que t‘)", est aussi intégrable. Nous concluons donc que,
pour que g ait une intégrale générale explicite, il faut et il su_zfit que les
sous-faisceauæsinguliers, 53", et ."37.,, soient l’un et l’autre des faisceauæ
intégrables. Nous dirons alors, pour abréger, de J" lui—même qu’il est
intégrable. Et nous dirons qu’il est semi—intégrablesi un des sous—fais-
ceaux singuliers, et un seul, est intégrable.

20. Nous avons vu au n° 7 que si un faisceau fl) & un invariant du
premier ordre pour chacun de ses sous—faisceaux singuliers, il est
associé à une équation E de la forme s= a(æ, y, z,p, g). Les sons-
faisceaux sin uliers 8°" et 5, d’un tel faisceau % sont alors1 - ,

' , () () _ ,() à

avec
—_ôf df _ôf à] __()f àf a_f al(4!) Xf—ô—æ+Päî+'äfi+ad—q’ Yf_5ÿ+qäï+at)p+tdq'

. , 'On a, en effet, 51 l on pose, pour abreger,

_

X,f=Xf+ Ya3{, X,f=Yf+ xag{,
(42)

ôf ôfX::f= à—I_‘, th=ät”) 
(’) Le résultat du n" 18 et celui-ci pourraient être déduits immédiatementdu

fait, démontré par Ed. Goursat (Equations aux dérivées partielles du second
ordre, t. 2, p. 223), que si une équation E a une intégrale générale explicite de
la forme (22), (23), (26), (19), (21), les courbes x=const., y=const. sont,
sur chaque surface intégrale, les courbes caractéristiques des deux systèmes.
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les relations de structure, de forme canonique,

) à(43) (X11X:;)Î'“äl’ (X21X ;
=—d'—f9

(X21—11x2i)50

(l',_j= 1, 2; modÿq).

Le dérivé £‘T°' de 271”, est d’a rès les formules récédentes| " 7

(57,1) X“ 3£’ %;,"

d’où il résulte que 5',’ est de degré 4. Si %. a deux invariants, le
premier de ses dérivés qui sera complet aura le degré 5, et ce
sera 5,'; si ?? a trois invariants, le premier de ses dérivés qui sera
complet aura le degré 4, et ce seraw“",, Dans les deux cas, 5, sera
intégrable.

Mêmes constatations et même conclusion pour 52.
Donc les faisceaux associés aux équations E, de la forme

s: o(æ, y, zp,, q), qui ont deux invariants pour chaque système de
caractéristiques sont zntégarrables; et, par conséquent, ces équations
ont une intégrale générale explicite. Ceci explique les résultats
obtenus, à leur égard, par E. Goursat, qui, comme l’on sait, a déter—
miné des types pour ces équations, et les a intégrés (').

2l. Supposons, inversement, que le faisceau % , défini par les for-
mules (I) et (2), soit intégrable. Si nous considérons, par exemple,
5, , nous avons, pour fî',, la base

Ô_f 0% Ôf/ _(44) X,—_
ô_u

+ CPŒL°" du,, L°” duo
 (0t=1,2,3),

et, 5F',’ devant être de degré 4, il y aura, parmi les trois transfor—
mations  () ,, à(451 (X…,GPL.),‘Î,"fj‘L… Î‘Ï°‘L <a=u,a,3), 

(‘) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, (. 1, 1899,
p. 31-78 et 439—464.
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deux transformationsdivergentes seulement. Si l’on a

 (46)
—du—äLl—nld—uoLx

(d—l,2,3),

c’est—à-dire
’

(PC?" ()(P1 ./ _ _ _(47)
_

duä _mdu0 (1—1,2,3),

(;)—{0
est distinguée dans ST“, , et est, par suite, transformation principale

de 5. (Voir 1, n° 2); de sorte que u est un invariant du premier
ordre de 5, .

Si l’on n’a pas d’identité de la forme (46), on en aura une de la forme . àcpa dcpa d’cpa/ __ — _ ., :: .(48) (X“ duo L1>—(\lni du“ + In-
duä )L1 (“ [! 27 3)

Cherchons alors la transformation principale de 5 qui appartient
à $.. Puisque ce n’est pas ;?T{’ elle sera de la forme

. àf/ _ —-u(49)
_

Wf— X‘+‘°auo
et l’on aura, d’après (48), modulo ST”,

«ficp;

ôuä
  (Wf, dc?“ L,) E [m, di)? + (”lg+ (.))

duo du :IL“
(a=1,2,3).

Il suffira de prendre (» = — m2 pour que ce crochet appartienne à ST" :

moyennant quoi Wf sera distinguée dans ST", car elle est, quel que
soit ou, en involution (dans 5') avec les autres transformations (40)
de 51, et avec les transformations de base de :‘T"__,,

() d' à(50) X2=Î£’+’P“M“’ Î)%ÎMM ä;7/
(“=17273)-

0

Or m, est une fonction de u et 11… car le calcul du premier membre
de (48) donne une expression de la forme (51)

(X,,dÇP"’LŒ).—_--;Ca‘(u,uo)LOL (a=1,2,3),
duo
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de sorte que m, et m2 sont définis par les équations
, , _ Ô<Pi @ %— -_ .(02) A,-_m,äl—I+mzm (1—1,2,3),

qui, par hypothèse, sont compatibles et déterminées. Donc «) =— m,
est aussi une fonction co(u, u,); et, par suite, Wf ann invariant

. dj dj . . .
_

[celu1
de Æ + w(u,u,)

«ÎzÂ]'
qui est un 1nvarmnt de 52 , et, de plus, un

invariant du premier ordre, puisqueWfest transformation principale.
Ainsi, si 5 , est intégrable, 5, a un invariant du premier ordre; et

inversement, si 52 est intégrable, 5 , a un invariant du premier ordre.
Par suite, si 5 est intégrable, 5 , et 5, ont, chacun, un invariant du

premier ordre, et l’une des équations E associées à 5 est de la forme
s : c(æ, y, z, p, q), étudiéeparGoursat.

22. Il résulte encore de ce qui précède que si5 est demi—intégrable,
l’un de ses sous-faisceauœ singuliers a un invariant du premier ordre
(c’est celui qui n’est pas intégrable). Par suite (voir 1, n° 6), l’une
des équations E associées à 5 est indépendante de t. Examinons la
réciproque. Soit l’équation s=a(æ, y, z, p, q, r). D’aaprès mon
Mémoire M (& 111, n° 5, p. 310), les sous--faisceaux singuliers sont,

avec7—=1,
(53) (51) ’.=X+1(Y+xaÿf_), x…=%{,

Ôf "f .àf(54) (5 __.) X,: X+À(Xa—lYa)ô—r, X,=—ai+À- 07
les opérateurs X et Y étant donnés, comme au n° 20, par les
formules (41). 5, & l’invariant y (du premier ordre); et 5', a
pour base

!" / à à(05) .\,, ä'ä) _Ô{,

de sorte que 5 , sera de degré 4; et que, par suite, 5: sera intégrable.
EN RÉSUMÉ, Les classes intégrables, parmi celles pour lesquelles

chaque système de caractéristiques a deux invariants, sont celles pour
lesquelles chacun des systèmes a un invariant du premier ordre, et les

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 1939. 6
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classes semi—zhtégrab1æsont celles pour lesquelles un des systèmes, et un
seul, a un invariant du premier ordre.

25. A chacun de ces deux cas correspond une forme type parti-
culière pour %. En effet, 97, étant supposé intégrable, on peut, dans le
type (I), (2), supposer que a est un invariant du premier ordre,

à A . . ,
pour $î…_.. Alors aÎÎ devra etre distinguée dans ÊF’, et aucune transfor-

()

mation Wf de la forme (49) ne le sera. Donc, d’après ce qu’on a vu
au n° 21, aucune identité (48) ne pourra avoir lieu; et il y aura, par
suite, une identité de la forme (46).

Les <p,— seront donc, d’après (47), trois solutions d’une équation

à”: d-
_ =m II,. (( €
‘ ( ’ °)àuo’duo

 (56)

c’est-à-dire seront de la forme

(57) <pi=ai(u)cp(u,u,,)+ci(u) (i=1,2,3).
La fonction u2,= <p(u,uo) dépend, effectivement, de u,; car, si elle

n’en dépendait pas, 5, serait un faisceau complet;ce qui ne peut être.
On pourra la prendre comme variable à la place de u,, de sorte que
l’on aura
(58) cpi=u'oai(u)+ni(u) (i=1,2,3),

. - , afet, en faisant abstraction d un terme en Î)Î”
0

(if ,(59) X,=à—u+ca(u)Lï—t—uoaa(u)La (a=1,2,3).

Or, d’après ma théorie des équations de Lie, la transformation

(60) Lof=%+ca(u)La (a:—17273)

admet des invariants
(61)

_

“vl=fl(Wuw2i‘vaiu) (i=l7273)7

tels que les équations (61‘) définissent une famille (au paramètreu) de
transformation du groupe 13. Si donc on prend ces invariants pour
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variables nouvelles, à la place des w,-, les transformationsMf demeu-
reront invariantes (du fait que B et JR sont deux groupes réci—
proques), et les L,-f deviendront d’autres transformations infinité—
simales del. ,c ’est-à——dire prendront la forme !…(u)L. Donc Mf ne
sera pas changée et Lf deviendra de la forme (' )
(62) Lf=u,,cp;(u)La (a=1,2,3).

Si donc :‘T', est seul intégrable, cette expression (62) remplacera la
première des formules (2). Si ta", et £”F._. sont tous deux intégrables,
les formules (2) seront remplacéespar (62) et par la formule analogue
(63) Mf=mnh(v)Ma (a=1,2,3).

IV. — Faisceaux «D

dont un sous—faisceau singulier a trois invariants et l’autre deux.

24». Nous supposerdns dans ce paragraphe que 275 a deux invariants
indépendants, v, v,, et que 972 en a trois, u, u0, u,. D’après le n° 7,

, à d .nous pourrons prendre la base de 52 resolue en Î51 Î£- 81 celle de 3472

521, _f, 0_f ,,
du du0 d—u,

aurait, pour la base de51,es variables étant u, u00, u,, v, vo, x,, cv,,

X,=ôf df . Ôf -— Ôf X,——", ôf—+œ ——r-co ——+q —:du "du“ '()u1 ” ’“
Ô—Tz

dj dj _ àf .: àf
X2=ô—v +Ç2adæa Xt—æg+—,t,aäa

11était pas résoluble par rapport à deux des dérivées

 
(“=112):

mais les conditions d’involution de X., X3 avec X2, X,, donneraient
alors

X2œo=X‘œo=o, X.fln,=X,œ,=0,

de sorte que (no et w, seraient des invariants de Si,, c’est-à-dire
des fonctions u, u,, u. seuls. Mais alors % aurait pour invariants les

. à d dfonct1ons de u, u,, u, (seuls) admettant d—({ + tu,,
d—£

+w. d_f’ ce qui 
‘ On laisse ici tomber les accents de u' et des W’.0
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est impossible, ? n’ayant pas d’invariant. On doit donc supposer que
la base de 5, est résoluble en df et 211 par exemple. Soit alorsdu

m=% «v? w X # # tw-+.(Ù_+ __ .::—_ ' 0)-——l_——« (1=[2
du0 Ç1“"dæa’

' du,—r 1du0 C’…‘dægL ’ ) 
la base de SE. Les conditions d’involution de X,, X: avec X.}, X.}
montreront que (» et ce sont des fonctions de u, u… u] seuls. Prenons

w ()
alors pour variable un invariant de———+ c». ()—f,‘a la place de il… ce

qui donnera la forme

X1_Ôf 0f — ôf X3___ôf_— œ— - —
du +

duo +5"°‘ dx“, +;;£
aà—æ—ôf

(«:.-1, 2).

La fonction ou ne dépendra que de u, un, u,, et, de plus, elle
dépendraeffectivement de u.. Car si elle n’en dépendait pas, les deux
transformations

ôf Ôf
55

+œ(u,
un)-äu—“i

dj.
ÆÎ

auraient un invariant commun, fonctionde u, u… c’est-à-dire invariant
aussi de 52. Ce serait donc un invariant de % (lequel n’en a pas). On
peut donc prendre (» pour variable à la place de u. ; ce qui revient à

supposer (» = u. . Les conditions d’involution de X… X3 avec X2, X,,
s’écrivent, du reste,
(I) (X21_,,X2/)=0 (l',j=1,2),
et, par suite, on pourra prendre pour variables, à la place de w., æ._.,

deux invariants cv,, w._, du faisceau complet {X… X,. }. La base de ."4'*

deviendra ainsi

}(51) Xn=if—l—u,%+L/‘, X=d_.dfdu
… w)

alœnn=%+W &=%,
avec [compte tenu de (X| , X,“) = 0, (X2, X…) = o]

d(3) L=Âa(u, “o; …; (,; (V1,W2 M =p.x(u, un; (1,110;6v17W2)5”{‘.E‘L)
àwa

’

(“=172)7
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et il reste à tenir compte de la condition de structure

(&) (X.,Xg)=o.

25. Cela se fera, comme on l’a fait au n° 8, dansdes conditions
analogues, en prenant les dérivées successives de cette identité par
rapport à u, et par rapport à v,. On obtiendra d’abord, en dérivant
par rapport à u,,

0 : (X2, Lizï): (X.“ L',',';:): (XE, L'h),

et l’on en conclura que L est de la forme

(5) L: Lo+ ‘?a(“y ”o; “I)Ll + “len Li=7\i,a(u’ ”oi "; W17 W—z) df
ôwa(a=1,2).

On pourra, de plus, faire L,=o en introduisant comme variables,
. . . d .

au heu de w., w2 deux invariants de
ä—â

+ L,. Ce qui, en vertu de (4),

entraînera (5%; X,) = 0, c’est—à-dire fera disparaître u., de M.
0

On aura, en même temps, les identités (ô) <X…L»=w (x df+l…)=o <e‘=x,z>,du

que l’on différentierapar rapport à un. En raisonnant comme au n° 11,
on montrera que L.,, L., L._, sont de la forme

I…=Î…+ ç0,1(u,uo)î1. lii=$i,z(u,uo)fa (a=1,2),

où lÎ,,, E, E; ne dépendront pas de un. En portant ces expressions
dans (5), et laissant tomber les traits de surlignemcnt, on aura
(La étant nul), une formule du type
(7) L=Lo+cpa(u,uo,ul)L… L;=L-(u; V;WUW2)££“

 
(a=172; i=07 ly2)7

où l‘on pourra même supposer L0 nul (quitte à introduire pour
variables nouvelles, à la place de w., W,, des invariants de % + L,)-
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On aura alors les identités

()
(8) (L,-,X2)=o,

(()—£, X.;>=o (i=1,2),

d’où résultera, en particulier, que u aura disparu, à son tour, de M.
En différentiant les deux premières par rapportà u, on montrera enfin
que L est de la forme

Ôf
ôwJ£
 (9) L=cpa(u,u…ul)L… L,-=).,-(v; cv,,cu) (a,i=t,2),

où cp. et % seront linéairement indépendants.

26. En difl'érentiant alors l’identité (4) par rapport à v… on mon—
trera que M est de la forme
(10) l“=Mo—l—q}1(V,VU)M1, M,: tL,-_1(t‘;t"l,flf‘g) ‘”

0w1(1=1,2;[=0,1,2),
et l’on pourra réduire M0 à zéro, en prenant pour variables, au lieu

. . d . . ,
de w., w2, deux invariants de —£ + M.,. On aura alors les identitésdv
[issues de (£)]

<g—{2 X1)=0: (l‘IZ7XI)=O (i=172)'

La première montre que v aura disparu des L,. Il restera à différentier
les deux autres par rapport à c; ce qui montrera que l’on peut sup-
poser que dans (10) (où M0 est nul) la variable v ne figure pas dans
les M,. On aura donc, en définitive, à la place de (3),
(Il) Lf=ç;(u,u…u,)L… Mf=ilg,,(t‘,fl,)MJL (a=1,2),

avec
. d à .

'

(m) I«-=»…-,a<wi,…_,)ä,{—, Mæ=pi.a<wu “'—:)Î5; (:.. a = ., a)
'a

et l’identité (4) donnera
(13) (Li7Mi)=0 (?,/:|,2).

On verra enfin, comme au n° 12, que (L., L2), (M,, M,)sont deux
groupes simplement transitifs réciproques,E et 311.
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Ici encore, les types obtenus ne dépendent que de la structure

commune à B et GTL; et il n’y a que deux structures distinctes pour
les groupes à deuXparamètres.

27. On peut simplifier l’expression de M]. Cherchons, en effet, la
transformation principale de % qui fait partie de 5172. Soit

(14) W/=w(g_{+olMa)+wo-Ë-fo («=—1,2)

cette transformation. La base du dérivét‘ÿ ’étant  x,, x._., x,, x,, z,=ï+ Ê_‘°°‘L, , _ (hPa , __
duo du, L2_

dvo
M“ (a: _ I’ 2)’

la condition qui détermine Wf est (m étant un coefficient inconnu)

(15) (Wf, Z,):mZ,—Z,cvX,—Zwmâ”;V0

car le crochet (W/,A,) ne contient que les dérivés %” (J,—d£
- Or, si

l 2l’on pose
() ()1l

(16) (Xl—Ze)dV=<f++d{1Mxyô:aM1>=xa(t’,tr‘o)Ma (1=1,2), 
la condition (15) se décompose en les deux équations

(17) nya—110€) mZ—‘Î
:o (i=1,2).

' V0
 

On pourra donc prendre pour w et W, les fonctions de v et v.,

aap. au: a= v._. au. a__4c au8 ’= __ _ ___ _ _. __l(‘ ) “ dvï, a… dvä a…’ “°=X‘a—v X dv ’
\

 
et W[ admettra un invariant (invariant de w % + W., g{-) qui sera

0

une fonction de v et vu, c’est-à-dire un invariant de 5.. Celui—ci,
admettant la transformation principale Wf, sera un invariant du
premier ordre.

Ainsi J' a un mvanant du premzer ordre, et l’on peut supposer que
celui-ci est la variable v. Cela revient à supposer que Wf se réduit
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«) .

'

. . . .a
d_vf_

(a un facteur pres), c’est—a-d1re que w est nul; ce qu1 peut
s’exprimer en disant que tl). et =]», sont deux solutions d’une équation
de la forme  ():

dv'- =f(v,1u)()Îo-

Donc «la. et “la sont de la forme

‘la—(",vo)=bi(VW(wvo)—l—0i(V) (i=l,2)-
On pourra prendre $(v, v,) pour variable nouvelle à la place de v,,

ce qui revient à écrire pour X, l’expression

(19) X,: %£+01(V)Mz+voba(v)M (a=1,2).

Prenant enfin pour variables nouvelles, à la place des w,-, des inva-
. à r \ 'r1ants de (J,—{ + c,,(v)M… (« = 1, 2), on sera ramene a av01r pour Mf

une transformation de la forme

(20) Mf="o‘«l’u(")Ma (“=172)'

Le raisonnementjustificatif serait tout pareil à celui du n0 25.
On remarquera que 5,, qui est de degré 2, a un dérivé ST",

de degré 3; et comme il ne dépend effectivement que des quatre
, ôf (_Ï_f Ûf df), e V "”variables, v.,v(,, w., w. ,son 5 cond déri (: J est

3371(…dÎr HÜW=l
qui est de degré 4 et complet. Donc"d'2 est 1ntégrable.

 
28. 57. ayant un invariantdu premierordre, il résulte du n° 19 que,

si 372 a aussi un invariant du premier ordre [cas où l’une des équations
associées à 57 est de la forme s : a(æ, y, z,p, q)], .‘=Ïq sera, comme
$,, intégrable.

Supposons, inversement, que 5, soit intégrable. D’après les
formules (2) et (1 1), on a, pour la base de 5,,

x,="f ,,
à_u+u’d_lo +cp;(u,u…u,)L,, …, Æ (a=1,2)
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et celle du dérivé 2‘F', s’en déduit par adjonction de 0 àz,=(xg,xî>=f++,îjLa <a=x,z>.

Si donc nous considérons    a= ,
_(fil) (X:HZ1)=

ôÎÏŒL…
(X,,Z1)=01L1 (a=l:2)7

!

où
_ (”<Pz 0‘% ô<Pz+

dcp—=

_0_<P«)
. _‘… °’—aze,au “‘au,auo'“auo+ q"au “‘”‘aî "‘ ("—"2”

les c,— étant les coefficients de la formule de structure de 13 ,

(L1;L2)=CaLa (a=112)1

la condition pour que 572 soit intégrable, c’est-à—dire pour que 217 , soit
de de ré 4 sera ne les transformations 21 ne soient as diver-g ’

.
q

. . .
p

gentes, c’est—à—d1reque l’on ait l‘identité
à’cç2

()“
(23) 610”, —02_

”(“)—,a;
=(). 

Cette condition étant supposée réalisée, on pourra choisir deux
fonctions, m( u, u,, u,), w,(u, u,, u..), qui satisfassent aux indentités

(24)
w0,—+œoggîcçi=o (i=1,2),

et alors la transformation
(25) Q]:œX,+oi0Xa

satisfera à la condition
(26) (Qf,Z1)EO (mod52).

Ce sera donc la transformation principale de 837 contenue dans :’Ï,.
Or, elle admet pour invariants indépendants deux fonctions de

u ,un, u. [invariants
de (”<%—fà +u. 0%) + w,,â£] - Ceux-ci sont donc

deuxinvariants du premier ordre de ÿ2. —

Donc, st ? est mte‘grable, 5211 deux mvarzants (mdépendants
du prcmzerordre, et un mvartant du secondordre (voirn' 5).

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. 1, 1939. 7
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29. Dans le cas où 5, est intégrable, on peut simplifier la forme

de L]. Si l’on a pris, en effet, pour u l’un des invariants du premier
ordre, la transformation 0f considérée ci-dessus laissera u invariant,
ce qui exige que (» soit nul; les conditions (24) donnent alors
a= ,- . -

{,a—(ç
: o, (: = 1,2), et l’on a, pour X., la forme

à à(27) Xi=à—{:+aa<u,uo>La+ui(Û—Lfl+b«<u,uo)La)_ <a=l,z).

On remarqueraque Gf admet alors aussi u0 pour invariant, de sorte
que les invariants du premier ordre de %, sont toutes les fonctions
j(u, u,).

Si l’on prend ensuite comme variables, au lieu de W,, w._,, deux
. . () . .invariants de

(),—£ +b,(u, u,)L,, on vont, en ra150nnant comme au

n° 25, que X, et X. ne changeront pas, ni X,, et que X. sera ramené
au type

_ 0/ Ôf _(28) Xi—äÎt+uiä-O+Ÿ“(u’u°)La (oc—1,2).

Si l’on désigne, en effet, par w', , w',, les nouvelles variables, on peut
supposer que les formules qui les définissent

(29) W;=g:(W1,W2; u’u0) (i=172)y

sont les équations d’une famille de transformations de E', dépendant
des paramètres u, et u. Si donc les équations de B sont, avec les
paramètres y. et y,,
(30) Wi=fi(Wiyw2;ÏuÏ2) (il—172):

les fonctions (29) seront

(31) Wi=fl[W17‘v2—iY1(U,üo),Yg(ll,üo)],

y. et y, étant des fonctions, convenablement choisies, de'u et u,. On
aura donc

?31- _ %. au
du _

071 du
(Il)d=l72)'(32)  

Or, d’après les équations fondamentales de la théorie des groupes
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continus finis ('), on a des identités de la forme

ai ' |

ô—'Yf7=mi—Œ(Ï17Y2)Ïx.i(fl,fi)
(l,!,a=1,2),

de sorte que les formules (32) deviendront

avg;_
du—(33) Mz(u,u0))‘a,i(“'lirwl‘gl (i,0£=l,2),

les M,— étant certaines fonctions de u et u… Dans (27), le changement
ôfde vanable ( 29) remplacera donc le terme
ô_u

par

% + Ma(u, uo)Ll.

Le coefficient de u. se réduira à %: et les L,, dans le groupe de
0

termes aaLa, seront, comme au n° 25, remplacés par des transfor—
mations infinitésimales de L”, lcag(u, uo)L3. D’où la forme (28)
annoncée. ,

50. Celle-ci est, à son tour, susceptible de simplification. En effet,
le dérivé 9”, de 5 . se présente-maintenantsous la forme

‘ ôf 0/ 6f(34) Æ+Ÿa(“;"o)Lzy
äu—07 ÎJî’

et l’on peut raisonner sur son sous—faisceau Ç;,
' __ Ôf __ Ôf(35) æ1— ô—u+fPzLaa æe— Île,
d’une manière analogue à celle qui a conduit, au n° 26, à la simplifi-
cation de F2.

Ce faisceau g} a pour dérivé Ç;’
. , à .

&11 &2: Zî=àî:La (d=152) 
et l’une de ses transformations ‘},jf: 57.33, + 51,31, est distinguée 

(’) S. Lu; et Fa. ENGBL, Théorie des Transf. Gruppen, t. I, p. 33 et 3[..
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dans ce dérivé g’. Elle est déterminée par la condition

(…?1)=0) (modç’),
qui se traduit par deux équations linéaires homogènes en m, m. 132,

(36) un: ä—làtî——%—u
+ ULg—îÿä’ -+—_Œ(go,%î—î—wä—îl)c;=m% (i=1,2).

On peut donc (car elle n’est définie qu’à un facteur près), prendre
pour m. et 532 des fonctions des seules variables u et u… Mais alors, il
existe un invariant f(u, uo) du premier ordre de 3", qui admet cette
transformation principale de g : c’est ce que j’appellerai un invariant
du premier ordre spécial (' ).

Nous pouvons donc supposer que a est un tel invariant. Alors m.
est nul, et les équations (36) exigent, pour cela, que l’on ait deux
identités de la forme

d’cp_ÿ_ m——dcp,

d_u;_ duu., U'=1,2).

On achèvera, dès lors, comme au n° 27, ce qui conduira à
une formule

X,: àf à
(T +u1ôj +uocpa(u)La («:_—1,2).

EN RÉSUMÉ, le cas où 37 . et 372 sont tous deux intégrables,correspond
au type (2), avec
(37) Lf=llocpa(lllllzz, h‘1f=Vo+z(")Ma (a=l,2).

5l. Revenons au type général (2), (il), pour en chercher les
multiplicités intégrales S à deux dimensions. On voit, comme au
n° 14, que l’on peut supposer les variables u et v indépendantes
sur S, c’est-à—dire S définie par des équations
(38) u.,=F(u,v), ll1=F1(lt,V), VO=G(u,v), wi=lli(u,v)(i: 1, 2).
Soit alors
(39) X=aX1+bX2—l—u1xg+boX, 

(‘) A parler strictement,“y a une infinité d’invariants spéciaux, donnés par
la formule F(u), où u est l’un d’eux, et où F est une fonction arbitraire.
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une des transformations de 247 que S admet. On aura, sur S,

"F bâF— dG bôG—I)—o aÊF_‘ bŸË—a—o<a*"*)+ äË—°’ “Æ+ aî °—’ au + ap *—°

Ces équations en (l,/), a., b., doivent se réduire à deux, puisque S
doit admettre deux transformations (39) divergentes. Cela exige que
l'on ait, sur S,

_ àF dF _ 0u‘— «E’ W — '

de sorte que F ne dépend que de u, et F . est identique à la
dérivée F’(u) de cette fonction F(u). On a ainsi

àG ôGX=a(xi+ F”<u>Xn+ äï x,) + b(Xfi- 7,3xt)
/

et, par suite, S, qui admet deux transformations divergentes de ce
type, admet
(40) xl+F"<u)xg+‘Ëx., xa+ %?du

X,.

Elle admet donc leur crochet, qui est

0G 0G
Æ (XU Xe) — a; Z:-

Celui-ci doit être identiquement nul, car S. ne peut pas admettre
plus de deux transformations infinitésimales divergentes. On a

donc % = 0, c’est—à—dire que G ne dépend que de v.

Les équations (38) de S s’écrivent donc
(4!) "o=F(u)y uæ=F'(u), Vo=G(V), Wz=Ht(u,V) (i=ï,2),
et les transformations(40) de S qu’elle admet sont :

(42) U=X,+W…X,, V=X,+G'(u)X,._
Elles appartiennent respectivement aux deux sous-faisceauxsingu-

liers 5. et $,.
Les fonctions F et G étant arbitrairement choisies, les fonctions

w.—: Pl.—(u, v) (l': 1,2), restées inconnues, s’obtiendront par l’inté—
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gration du faisceau complet de Lie

()
.(43) ,,—{,+wa(u)La_/, 3—{+%<v>Maf <a=n,z),

où
(44) » ®l(u)=?i(u,F7Fl) ‘FJV)=4&;(9,G) (i=1:2)'
L’intégration se fera, comme il a été rappelé au n° 14, en intro-
duisant les formules de structure de B
(45) ci=SZ,-(b,,bgzu…ag) (i=1,2),
qui donnent les équations finies des groupes E’ et OR, à savoir :

(46) (l?) W;=Q;(W1,WQ; a1,a2), (Dll) W;=Qz(b,,b2;W“W2)(i: 1, 2 ).

Les caractéristiques w,- = H,— (u, v), (_ i = 1, 2) de (43) seront alors
(47) Wi=9i(bhb‘ziaha‘l) (i=192),

les a, et les b,- résultant de l’intégration respective des deux systèmes
de Lie (en a et 0 respectivement)

dal—(48) Æ'=(Dz(a)—Aa_i(aisaî) (i=179‘)7
)b

.(49) {gl—:=‘Fa(V)Pa,t(bhbel (12172),—

associés aux groupes L? et :m respectivement.
Or, les intégrales générales de ces deux systèmes, associées aux

formules u.,F(u), u‘ : F'(u) pour le premier, et V, = G(v‘) pour le
second, constituent les intégrales générales des sous—faisceaux

d à d' d(50) à—£+uaäâ+<pa(u,uo,u1)la.7(a1.aa)îâ, —àl—{1

(a,y=x,g),
_ à à d

'

(51) Î£+‘Pœç9avo)fia,y(bubg)ô—äri 0—4—
(Œ,Y=1,2),

c’est-à-dire, aux notations près, des sous-faisceaux singuliers %,
et 57, de 5 .

‘»N0us avons vu, au n° 27, que 52 est intégrable. Il suffira donc
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que :$. le soit pour que l’intégrale de 5 soit explicite, et, ici, comme
au n° 21, on aura affaire à des classes d’équations E contenant une
équation de la forme s=c(æ,y,z,p, q), c’est-à-dire au cas étudié
par M. Ed. Goursat.

Il nous reste à montrer qu‘ici encore, si % a une intégrale générale
explicite, les sous—faisceaux singuliers %, et 372 sont intégrables, et il
suffira de le montrer en ce qui concerne $,, puisque cela a toujours
lieu pour 5,. Il n’y a, pour cela, qu’à reprendre le raisonnement
des n°5 17 et 18.

Les variables u, u,, u., v, v,, w., w, étant supposées données sous
la forme de fonctions a, ou,, ou, , @, flo, 7. , 72 de deux séries de variables
auxiliaires x, cm,, x,, . . ., xp; y, y… y., . . ., y,, parmi lesquelles &:

et y restent indépendantessur toute intégrale S, tandis que les autres
s’expriment, en fonction de celles-là par des formules

éco: £(x), x,: i’(w), .. ., æ,,= i'/"'(æ),(52) yo=n(y), y1=n’m, J'q=n“"(y),

où E(æ) et n(y) sont des fonctions arbitraires, on montrera d’abord
qu’il résulte du fait que, sur toute intégrale S, on a u.,=F(u),
u,: F.(u), vo : G(v), cette conséquence que a, «… oc, ne dépendent
que de l’une des séries de variables auxiliaires, les x, par exemple,
tandis que @ et {30 ne dépendent que de l’autre série (les y). On a
donc, pour représenter les intégrales $, des formules de la forme

a :o: (x,w…æ,, ...,w,,),
(53)

)
u0=oco(æ,æo,æ,, ...,.cp),
u,:a,(.r,æ…æ,, .. .,æ,,),

(54) v=fi(y,yo,yn ...,y.,), Vo=ôo(y,yo,yn —--,yq),
(55)

.
W;=ï,—(æ,æ…æ,, ...,æ,,;y,_y…y,, ...,y,,) (i=1,2),

où les x,, et les y,- devront être remplacées par les expres—
sions (52). \

Une variation infinitésimale de a: (seul) produira alors sur les
points de l’intégrale S, définie par un choix quelconque des fonc-
tions E(æ) et n(y), les mêmes déplacements qu’une certaine transfor-
mation infinitésimaleeffectuéesur les variables u, uo, u, , V, V,, w., wa,
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et qui sera équivalente sur 8 à une des transformations de @ (puisque S
est une intégrale de 5). Et comme cette transformation laissera v et v,
invariants, ce sera une transformation de :$, qui sera arbitraire,
E(æ) l’étant.

Il en résulte que les formules (53), (55), avec

æo=£(æ), æ,=£’(œ), . x,,=E)‘”‘(æ),(56) y) )'0:}’13 ' ' -,)':,=COHSL,

donnent l’intégrale générale de SF,, et, par conséquent, que :’î. est
intégrable. c. Q. F. D.

Concluonsque, ici encore, nous serons en droit d’appeler intégrables
les faisceaux % de la forme (2),(11), dont les deux sous-faisceaux
singuliers sont intégrables.

V. — Faisceaux (I)

dont chaque sous-faisceau singulier 8. trois invariants.

52. Nous supposons, dans ce paragraphe, que ?. a trois inva-
riants, u, u,, u,, et que ?, a également trois invariants (indépen-
dants), v,v,,v,. Prenons-les comme variables, avec une septième
variable quelconque a:. La base de :?. sera résoluble par rapport à

deux des dérivées ËL 211,ï - Car, sans cela, elle serait de la forme
du du, du,

_ ôf 0/' 0f _ 0/'X1-
«Tu

+ ‘°°a…, + ““ &? X=‘—
«T…—

 
et, les transformations de base de %,, X,, et X,. ne contenant pas les

dérivées %, %, d%’ les conditions (X,, X.)EO, (X,, X.)EO,
mod. 5, se traduiraientpar X,w,= X,œ, = o, X,,œ,= X…). = o; de

de sorte que ce,, et w, seraient des invariants de 8172, c’est-à-dire des
fonctions de u, u,, u, seuls. Mais alors X, admettrait des invariants,
fonctions de u, u,, u, seuls, qui seraient des invariants de X,, X,,
X,, X,; et cela ne peut pas être, 97 n’ayant pas d’invariants.

Un raisonnement analogue s’appliquant à 572, on pourra prendre
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la base de 5 sous la forme

 __Ôf _f_°‘ df Ôf+ ôf "]
1——a+ a+:u +E‘Îæ’ X-“-= ä.î+ äî+ “55

(V Ôf Ôf 0] ô+f — Û,fX”=a++“’“Tv.,+5"aî’ ": aT+w'aT.+ €*.z-’a

et les conditions d’involution de X,, X3 avec X… X,, montreront
que (» et (no sont fonctions de u, u… u. seuls. tandis que a: et m. sont
fonctions des seules variables v, v.,, v. . En opérant alors comme on l'a
fait au n° 24, on pourra réduire cette base à la forme … x.: g_{î+.,à%{+.g_;, X; ;1;
(2) X.=g{+v,äêâ+p%, X.: %
Les relations de structure s’écrivent alors
(3) (Xzi—nxzli)=0 (ij=l2),
… <XæX«>=Zi=.ÏQ

'

Ë—Â,Ë—£ <Xvxz>=Zz=îf+Ê—ï375
Les transformations principales de 97 , qui appartiennentà :fî, ,

(5) Wf=W1X1‘l‘W0X:H

sont définies par la condition (W, Z,) E 0, mod .‘î; et si l’on pose

à à d) on(6) (x.,z.)=aäâ» (X…Z.>=aoä‘{, a=X.Î—z.i, a.=ä—ï,

cette condition s’écrit
(7) aw1 +aocv0=o.
Or, X. et X,, laissant invariantes X. et X;, laissent aussi invariantes
Z., (X., Z.), (X., Z.), qui en dérivent par crochets successifs. Un
théorème de S. Lie, déjà plusieurs fois appliqué (voir, par exemple,
Il, n° 9), permet d’en conclure que le rapport des fonctions a et a() est
un invariant de 9”,, c’est—à—dire une fonction de u, au, a. seuls. Nous
pouvons donc supposer que dans la transformation principale (5),
w. et wo ne dépendent que de u, u… u,. Mais alors les invariants

Journ. de Math., tome XVIII. — Faso. 1, 1939. 8
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ô

.

() .de w,<(,—u
f +u.——j—à

M>+w00—Z—,fonctlonsde u, u,, u. seuls, seront des
!

invariants communs à Œ_, et à Wf, c’est-à—dire des invariants du
premier ordre de 5,.

%, ayant, d’après cela, des invariants du premier ordre, nous

pouvons supposer que u est l’un deux. Mais alors % est transforma-
!

tion principale, puisqu’elle laisse u invariant; et u() qui admet aussi
à . . .

(Î£—, est un second 1nvar1ant du prem1er ordre de 52.
De plus, (,È—fétant transformation principale, l’éequation (7) doit

av01r our solution W=O W = I ce 111 CX] e a = 0 cest-à-d1re, 0 7 0 > 9

!
d’après (6),

3—Â,
=o. On verra de même que l’on peut supposer

% = 0. On aura ainsi
vl

‘X,= ô—uf+ÀOÔf—+—u,<äi+ 113%),

?X,=—f+po—d£+v,<Ë—£ +p.%£>,
(8)

l,, )…, p.,, p. étant des fonctions de u, u,, v, v,, w..
()f

0 à_w

taf +)… àij sont permutables avec chacune des transformations
55. La condition (X,, X,)=o indique alors que

0—5
+7\

infinitésimales (% + u., (;—)JÎ
—j—0 + u…, Ë—f- En particulier les deux

w 690 ‘ ôw
ôfà_f ôf

transformations}
3f +71,

(,,—W 570
+ ”'à—Want desinvariantscommuns

et nous pourrons”prendre l’un d’eux comme variable nouvelle à la
place de w. On aura donc des formules de la forme

" 0 a a a
(9) X1=à+f+l(u, uo; v, vo;w)af+u,àl{, X"=d——uj,’

__ô «) ) @

<‘°> "’—“d£ +…,l… ww>£+wâ—fg X«= _a{.’

d’où résulteront
(Il) z1=(X31X1)=5L7Z2=(X41X2)=“()—{'
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La condition (X,, X,.) = o prouvera alors que les transformations

_ df — . . . ôf , _â_f(12) Æ,_Æ+l.(u,uo, V’V°‘w)àæ’ &,—
ô_u_o

d' à à(13) él}: (% + [J-(u,
”lo:

": %: “');ËÇ—Zv -Ï.î“æ—— dî{

satisfont—aux relations de permutabilité
(I‘/l) (æ21—1? æ2i)=0 (i7j=172)'

On obtiendra une réduction nouvelle en remarquant que, comme
33, , et tt,, les transformations

ax
_a_f_

au àf_(323,951):“' = &) &: —‘°' ( '” '): du,, ()(Î) ‘ ‘ du}; du

laissent invariantes 33, et $.: de sorte que l’on aura, d'après le
théorème de S. Lie déjà invoqué, une identité

à"). —m(u u )
dl

()uä _ ” '° du,,
 (15)

Une remarque analogue valant pour p…, et les conditions(14) indiquant
que 0, ne figure pas dans X, ni u,, dans y., on aura

?. : 7…(u, v, W) a(u, u,,) + À,(u, v, W),
p.:p…(u, v, w)b(v, V.,) + p.,(u, v, w),

' et, plus simplement, en prenant pour variables nouvelles, a(a, a,) à
la place de u,, et I‘(v, v,) à la place de v,,

(16) ), : 7…(u, v, w)u,,+ À,(u, v, n‘). p : zJ.,,(u, v, w)v,,+ p,(u, V, W).

Pour que les formules (g) et (10) ne soient pas altérées, il faudra, en

même temps, remplacer a, par la variable—
àau+u, -g—Z et v, par la

variable3—Î+ c, (‘;-£
La formule (.Il, , :E,) = 0 montre alors que les transformations

ôf+‘ d—f Ào—d—Z(? '" ô—w àw
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sont permutables avec chacune des transformations

Ôf+ _"_f ôf
dv +P1__()w ”0 Î(5 .

On réduira donc )\ et 114 à zéro en prenant pour variable nouvelle, à

la place de w, un invariant commun à-—
-à—f + )… —fôet—f + 712 jf On'()Îfet(_)v

aura ainsi, pour la base de {T ,

_ ôf 0! —
. ôf »— __"f(17) X,—äü+ltlÎ—+ÜoA(”J"7”'>TÏ’ X"—()u,l,

@ à _"(18) Xa= ïf+‘“a_fo+""“"""”“)àf’ X‘=a«{'

54. La condition (X,, X2) = 0 donne alors

ap 01
_ a_H a1(19) ‘° 37( _ "°Î)Î + ""‘À°(À—ÔW

_ PL(_)w>=’

d’où l'on conclut
(20) À=cp(u)w(w), p=gÿ(0)œ(ov).

En prenant alors comme variable nouvelle f——
dw

à la place de w, les(M
formules (1 7), (18) prendront la forme

() () ()
(21) X4=g—f+m-Æ[—+uocp(u)a‘—xfp X3:ÔL£

à ()
(22) X‘):

81}.
+

V1"Îf0
+ V0\P(V) af) XI,:

“()—“£,

et le changementde variables
::u, y=v, z=w, p=uocp(u), q=vodJ(v),

(23) r=u,qa(u)+u.,o’(u), =VnP(")+%‘-P'("b
&

donnera enfin le type

‘X1__ô_f af ,.à_f X‘___ô_f
(4) +Paî+ (Tp’ ' dr’

2
Ôf ôf ôf _Ô_f(X2=ä+qâ—_+t—r Xæ—al’
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qui est le faisceau associé à l'équation
(21) s : o.

Les faisceaux (l) considérés dans ce paragraphe sont donc cena: de la
classe associée à la classe des équations E dans laquelle figure l’équa—
tion s = o.

En d’autres termes, toute équation E qui a trois invariants pour
chacun de ses systèmes de caractéristiquesest réductible à la formes: o
par une transformationde contact convenablementchoisie (‘ ). 

(‘) Ce résultat me paraît nouveau, car je ne l’ai pas trouvé énoncé dans les
leçons de Go…-sat sur les équations aux dérivées partielles du second ordre.


