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Transformations asymptotiques des courbes de l'espace

elliptique. Courbes de Bertrand;

PAR Burn ROSCA.

INTRODUCTION.

Il me sera permis, dès le début de mon travail, d’adresser
l’hommage de ma reconnaissance à la mémoire de notre géomètre
roumain, Georges Tsitseica, qui a bien voulu s’intéresser à mes pre-
mières recherches et les a guidées en me faisant lire l'ouvrage de
M. Gambier (Gauthier-Villars,Paris) sur les courbes de Bertrand et
m’engageant à essayer d’obtenir des résultats analogues dans l’espace
elliptique.

Au premier chapitre j‘étudie les transformations asymptotiques
des courbes de l’espace elliptique. La définition est celle que Bianchi
a déjà donnée dans l’espace euclidien; mais, ici, se place une circons—
tance spéciale à l’espace elliptique : il y a lieu d’étudier, en même
temps que la courbe (x), la courbe (À) décrite par le point )\ situé
sur la binormale en a: à la distance

%
du point a:; ces deux courbes

sont réciproques vis—à—vis de l’absolu et le tétraèdre de Serret—Frenet
(œaEX) de la première est remplacé par le tétraèdre (Marc) de la
seconde; (a:), (5) étant transformées asymptotiques l’une de l'autre,
(M, (X) sont aussi courbes transformées asymptotiques. On obtient
les transformées asymptotiques de (x) en déterminant les coor—

données non plus absolues de (x), mais les coordonnées relatives
Jour/:. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 1939. 22



168 mon ROSCA.

du point a: par rapport au tétraèdre mobile (œuEM. On pose donc

w:.xcosd + sind(acosu + Esinu),Î: ).cos9 +sin9( Ecosu— asinu).

La variable indépendante est s arc de (a:); 9, T sont les rayons de
courbure et torsion de (a:); .Ë, %, Î‘ sont les éléments analogues
pour (55). Il suffit d’écrire SÎaÎ’= o, SÎaÎ2”= 0 pour obtenir les deux
conditions nécessaires et suffisantes permettant de déterminer les
trois fonctions inconnues u, d, 0 de s; d est la distance («.—E), 6 la dis—

tance ()ÔÏ) ou, si l’onpréfère, l’angle des plans osculateurs de x et E;
la fonction a sert à caractériser la surface réglée R issue de (a:) et la
courbe (E) est l’une quelconque des asymptotiques de R. Le calcul se
fait très simplement en ayant l’idée d’introduire la fonction nou—

velle Ü, telle que l’on ait

æ::æcosd+ sind<a cosu + Epinal»
.: Îcosô + sin6( ÊcosÜ—Ësinu),

et le fait remarquableest que les distances orientées d, 6, qui auraient
pu être remplacées a priori par id ou i0, se conservent toutes
deux avec leur signe quand on considère (a:) comme dérivant de (5).
Cette méthode permet d’obtenir explicitement o_c, È, ;, T, ; en fonc—
tion des éléments de la courbe primitive.

Cette recherche conduit naturellement à chercher si d, 6 peuvent
être constantes toutes deux. On obtient effectivement trois cas : celui
des courbes de Bertrand, celui des courbes à torsion constante, diffé-
rente (au signe près) de la courbure de l’espace envisagé (pour sim—
plifier, une homothétie préalable réduit cette courbure à l’unité et
cette simplification& été adoptée dans tout le cours du travail), celui
des courbes dont la torsion est égale, au signe près, à la courbure de
l’espace elliptique.

- Les courbes dont la torsion est constante, et égale à :*:1, con—

duiSent à l’étude d’un déplacement remarquable d’un corps solide, où
toutes les trajectoires sont des courbes de cette espèce et où les
courbes décrites par les points de deux droites réciproques vis-à—vis



connus DE L’ESPACE ELLIPTIQUE. 169
de l’absolu offrent la configuration du théorème de permutabilité de
Bianchi (tout en étant congruentes les unes aux autres). Chaque
droite de l’espace engendre une surface de Clifford; de plus nous
avons ainsi mis en évidence ce fait qui ne semble pas avoir été
remarqué jusqu’ici : sur toute surface de Clifford il existe oo‘ familles
de courbes, où les courbes d’une même famille ont leur torsion cons—
tante (égale ‘a +1 ou —1 suivant qu’il s’agit d’une surface dex-
trorsum ou sinistrorsum), sont congruentes entre elles et sont telles
que leurs plans osculateurs rencontrent la génératrice correspondante
sous angle constant; jusqu’ici on n’avait signalé que les deux cas où

, . TL' . . .l’angle est nul ou egal a
—2

(asymptot1ques; tra_1ectmres orthogonales
des génératrices). Nous avons ainsi réalisé un lien continu entre ces
deux familles restées isolées jusqu’ici. Ces courbes jouent un rôle
spécial parmi celles qui ont une torsion constante et elles échappent
complètement à l’étude des deux chapitres suivants.

La détermination de la courbe de Bertrand générale est un pro—
blème intéressant qui a déjà attiré l’attention de Darboux et les
recherches de M. Cartan. Leurs transformations spéciales ont été
l’objet des recherches de SOpbus Lie_d’abord, puis de Demartres,
Bianchi, Razzaboni. Mais il restait un moyen simple à découvrir pour
obtenir, avec le minimum de calculs, le moyen d’en faire l’exposé.
On sait que M. Gambier y est arrivé, en appliquant la transformation
asymptotique de Bianchi, aux courbes minima de l’espace euclidien,
avec cette condition expresse que la transformée asymptotique doit
elle aussi être minima. Ce procédé réussit, même dans l’espace ellip-
tique. Une courbe minima peut être transformée en une autre courbe
minima, avec deux constantes arbitraires qui sont : d’abord la dis—
tance constante (orientée) 21 séparant le point y du point 2, puis la
constante d’intégration intervenant dans une équation de Riccati
(dont la formation exige la connaissance de la constante l); on répète
cette opération avec une valeur Î différente de l et l’on obtient une
nouvelletransformée5; les trois plansisotropes : osculateur à z, oscu-
lateur à 5, mené par 32 et différent du plan yzzÎ, se coupent en un
point 37; la courbe (ÿ) est minima, et transformée asymptotique
simultanément de (z) et (5); les milieux de yÿ et :; décrivent deux
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courbes de Bertrand associées B, B., les milieux des côtés du parallé-
logramme gauche yzÿZ décrivent des courbes de torsion conStante
(différente de il); les réciproques sont vraies. Au moyen d’une
nouvelle transformée asymptotique de y (avec un module [’ différent
de l et Î) on arrive à trouver deux courbes B, B. transformées de B,
B. exactement dans les mêmes conditions que dans l’espace euclidien,
et ainsi de suite.

Dans l’espace elliptique un segment tel que (yz), dont les extré—
mités ne sont pas orientées, & deuæ milieux; ici deux milieux conve—

nablement associés de yÿ et 52 ont donné deux courbes de Bertrand
B, B. associées; or le second milieu de yÿ décrit la courbe B. réci—

proque de B, et de même le second milieu de z% décrit la courbe B '

réciproque de B. Ces propriétés importantes sont développées au
Chapitre II (courbes minima, transformations asymptotiques), au
Chapitre III (courbes de Bertrand).

Je termine en exprimant ma gratitude à M. Cartan qui a accueilli
ma première Note aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences
(séance du 27 février 1939) et M. Gambier qui m’a prodigué ses
conseils et m’a fait successivement perfectionner toutes mes démons—
trations dans le but d’arriver au maximum d’élégance.

CHAPITRE [.

TRANSFORMATIONS ASYMPTOTIQUES.

i. DÉFINITIONS. RAPPEL DE RÉSULTATS ANTÉRIEURS. — Nous étudions un
espace elliptique dont la courbure a été ramenée par une homothétie
préalable à l’unité. Bianchi appelle transformées asymptotiques deux
courbes M(æ…, x,, x._., xs), M(.Â, a, .Ëg, $,) se correspondantponc—

tuellement, de sorte que la droite MÎ'I joignant les points homologues
soit l’intersection des plans osculateurs correspondants; ces dence
courbes sont donc deux lignes asymptotiquesd’une même surface réglée
et réciproquement.
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Les lignes du tableau orthogonal direct

$0 “& æ2 $;:
on, or, or.; a.»,

50 E1 €2

?… 7.1 ).2

désignent respectivement pour la courbe lieu de M : les coordonnées
normalisées de M, les cosinus directeurs de la tangente, ceux de la
normale principale, ceux de la binormale. Sauf avis contraire, nous
considérons les points (a:) et (— a:) commecoïncidant. Quand cela ne
produit aucuneconfusion, nous parlons du pointa:, de la tangente«, . . .

sans employer d’indices. On a

     

Sœ‘=Sa£= £'—’=SP=1, Saw-:o, ..., S'@À=o,

951 012 a; du “2 “a
350: E_1 ê2 E:; , æ1; _ E,o £2 ê3 ; - - - ,

L 12 À 7… 12 ?…

- « 1' 'f / :— 'r30 121 _ @! ça £a 332 ç1 Ça
—-— , ’“

r :
“o “1 )\2 >\3 do 12 )\1 )\3

|
x ac 5 7\

|
= r.

Le point X ou N a pour plan polaire relativement à l’absolu
(quadrique SX2: o) le plan (a: «E) qui reste osculateur à la courbe x,
de sorte que les courbes x, X peuventêtre considéréescomme réciproques
vis-à-vis de l’absolu, chacune se transformant en la développable dont
l’autre est l’arête de rebroussement.

Les formules de Serret—Frenet montrent que la droite (15) est la
tangente à la courbe "A, que la droite (la) est la normale principale à
cette courbe au point X, la droite (1.12) la binormale commune aux deux
courbes x, 7\.

Nous avons besoin, pour ce qui suit, d’indiquer comment calculer
en fonction de s, 9, T (arc de a:, rayon de courbure, rayon de torsion)
les éléments analogues s., p,, T. pour la courbe )… Les deux détermi—
nants |æaEk [

et |XEax| sont orthogonauxdirects (on passe du premier
au second en échangeant les colonnes extrêmes, puis les colonnes
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médianes). Les échanges

  
   x 01 E 1 s 9 T

7. E a: au s, p, T1

rem lacentd—= R= ), d’ l’ d'd (f 'p (, «pari— =Ë_( 1 où on e uit A:€?:‘Eds.;
on en conclutT : ds,, puis par rec1proc1te

%“?—

= ds, d’ou

ds1 1 _,
ds— 'Î _ l‘,,

de plus,Î,,…- =3 — a: devient Î5— : -oî — Â, d’où_p ds, p.

dg =acfij—1 —/ds,=—adf—Àr—lf-
Pi ? T

On obtient donc les formules définitives

ds. __ 1 _ , __ p1

7/Î_ T _'l'-_ Îp°

Rappelons, quand on écrit

d_w_z æ_;_-_L— d;_—a “A d>\_:.
cis—R’ cis—p R’ Ïz's_ p _'Î" d__Î‘

que l’on peut, sans modifier s, a:, et, T remplacer;à, 7\, p par—-—-Ë,
———A, —p, de sorte quen remplaçant |æocEki par il, E, —oc,——æ|‘,

comme le fait Bianchi, on trouverait
ds, 1:* ___-Ti:% T n:

”el?

en passant d’une courbe a: à sa réciproque À; nous préférons rem-
placer |xocEM par ilEaxl; en tous cas, nous nous rappellerons que
deux courbes s, p(s), T(s) et s, -— p(s), T(s) sont congruentes et ne
diffèrent que par la normalisation du tétraèdre de Serret-Frenet. On
remarquera aussi que l’on peut changer de signe simultanément les
quatre quantitéss, p, en, E; par suite, chacune des deux variables :, ç
peut être changée de signe indépendamment de l’autre. On remar—
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quera le résultat TT4 : 1, (TT. = R’ si l’on n’avait pas l’hdmothétie
annoncée) qui prouve que les torsionsdes deux courbes réciproquessont
de même signe; en particulier si T = + 1 ou — 1, T. et T sont égaux,
p.=—eç, s,: as, et cela prouve que ces courbes spéciales, dont la
torsion égale l’une des racines carrées de la courbure de l’espace
elliptique, sont congruentes à leur réciproque. Nous verrons l’intérêt
spécial de ces courbes.

2. TRANSFORMATION ASYMPTOTIQUE. — Si les courbes a:, a: se corres—

pondent asymptotiquement, les deux courbes ’A, A sont aussz en corres-
pondanceasymptotique.

En effet, les conditions nécessaires et suffisantes pour que æ, .Îc se
correspondentasymptotiquementsont

(1) SÆA=0, SxA=u,

qui expriment que si a:, 5 sont des coordonnées—points et A, A des

coordonnées—plans, le plan osculateur de a: (ou 5) contient l’autre
point 5 (ou au). Il suffit maintenant de regarder ’A, A comme des coor—

données—points et x, E: comme des coordonnées-plans, pour obtenir
une nouvelle interprétation de (I ) et la proposition annoncée. La
droite xx qui joint les deux points a:, a: a pour réciproque, vis-à—vis

del’absolu, la droite ’AA qui réunit les deux points A, A (bien entendu
si x, ;: sont regardées comme coordonnées—plans, la droite æ5 est la
réciproque de celle que l’on obtient en réunissant lepointu:au point a:)
Nous pouvons écrire les équations où d, u, 0, v sont certains angles
auxiliaires
(2) Æ:xcosd+sind(œcosu+ êsinu),

A :: A 0059 + sin9 (Ecosv + ce sinv ),

qui remplacent (1), mais il y aura à exprimer que l’on a

(3) SAî=o, SÏÊ’=0, SÎE"=O,

où les accents désignent des dérivations par rapport à l’arc s de la
courbe x.
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Remarquons,avant d’écrire le détail des équations (3), que l’on a

(4) Sæî‘=cosd, SlÎ=cosô,

de sorte que, si les courbes a:, .Ê,sont données, cosd s'exprime sans
radical, et que d(que nous pouvons supposer compris entre — 11

et + a) est connu au signe près; d est la distance elliptique æÊ; on
remarque que (d, u) et (— d, u + 11) peuvent s’échanger; par consé-
quent nous pourrons orienter la distance (1, en choisissant arbi-
trairement pour sind l’une ou l’autre détermination du radical
sind=V : —(Sæ.ËÏ:)“, et ce choixfiæera les valeurs précises de cosa,
sinu; de même pour0 et v; l’angle 0 est l’angle des plans osculateurs
en a:, :Ïc ou la distance elliptique )ÔÎ.

La première équation (3) entraîne

cosusinv+ sinucosv=sin(u+ v)=o.

Nous pouvons donc choisir v=— u ou a: 7: — u; mais usons de la
faculté qui vient d’être signalée, pour prendre v=—— u, ce qui fixe
l’orientation de 6. On a donc désormais

=æcosd+ sind acosu+ sinu(z') ’: Àcosô +sin9(£cosu—-asinu),

et il n’y a plus qu’à écrire les deux équations SÎÊ'= o, SÎ.Ê”= 0
pour obtenir les deux équations différentiellesnécessaires et suffisantes
pour définir d, 0 en fonction de s et u.

Pour pouvoir faire les calculs élégamment, il est nécessaire de les
remplacerautant quepossiblepar des raisonnements géométriques. Nous
avons d’abord

(Sæ5=cosd, Sa5= sindcosu, SEÊ=sindsiuu, SlÆ=o;(5)
l SxÎ =o, SaÎ=——sin9 sinu, S£Î=sinôcosu, S)Â=cosÛ.

On remarquera les relations

(6) ' Si); : _
S£_æ : Stud, tangu: _S£.Î : _-

SÎÛ\ —

Sata; Sarl sm9 Sax S").
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On peut écrire, par analogie avec ( 2"),

.1-: ; cosd+ sin d(Ë cosii + & sin 5),
).:Îcosô+ssin9(ÊcosÎa-—ÈisinÜ) (e=+1 ou ——|),

car d est la distance x.% et l’angle Ît est une quantité analogue à u;
l’orientation déjà fixée de d a fixé d’une façon précise non seule—

ment tangü, mais aussi sin Îz, cosÜ; l’orientation de 0 a déjà été faite,
de sorte que, 6, & étant déjà connus, la seconde formule (7) exige,
a priori, que l’on introduise la quantité &; nous allons prouver l’égalité
s = + !. Nous allons, dans ce but, former le produit

w a ‘Af, |.» & & M
qui est lui-même un déterminant orthogonal direct. Par analogie
avec (5), on a

(,,) Sww=cosd, Seize: sindcostt, SEw: sindsinit, SÀæ=o;;)

\ Sî—l : o, 851 :-- s sin0 sinÜ, SË1 =ssin9 cosÎa, SÎ). ::.-056.

Le produit annoncé est

cosd sindcosfi sindsinü o

(8 sindcosu Sa& SaÊ —— sinô sin u
)

sin (! sin a S E & S £Ë sin9 cos u

u — & sin9 sinÎt a sin6 cost—t cosô

Les mineurs

‘
sindcosu sind sin ” sindcosu — sin9 sin u

sin d sin u sin 6 cos u  | —ssin0 sinü ssin9 cosË

sont égaux, donc a = + 1 . On remarquera les égalités

(6’) sind_ SE_À __ SÈÀ _—SaÎ_—Sâl_
sin9 Sa5

_
Sâæ

_
S£_.Îs

—
SËæ

Dans le déterminant (8), écrivons que le produit de la seconde ligne
par la première, ou par la dernière, est nul : nous avons deux équa—

tions linéaires qui donnent Saâ, SaÊ; le calcul analogue fait sur la
Jour-n. de Math., tome xvm. _ Fasc. n, 1939. 23
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troisième lignedonne SÈoÎ, SEÊ. On a ainsi

‘
Sozâ=— cosdcosucosü — cos9 sinu sinu,

( ) SaË=—cosdcosusinü+cosô sinucosiÏ,
9,

:

(
SEË =— cosdcosü sinu + 0059 sinÎlcosu,
SEÊ :_ cosd sinu sinZ— cosôcosucosîz.

Les formules 5, (5’), (9) sont parfaitement symétriques par rapport
aux courbes (x), (:$) et les équations qui donnent Sxä, Safi, SEE,
S7Œc permettent de calculer &; de même pour Ê. On a ainsi

oc =æsindcosu —— a(cosdcosu cosa + 0050 sinu sinu)

)
+E(— cosdcosu sinu + 0050 sinucosu)— 1 sin 6 sin u,

(10
£=æsindsinu+ a(— cosdcosu sin u + cos0 sinu cosa)

— Ë,<cosd sin u sinu + 0050 cosa cos u) + Â sin6 cos u.

Ces préliminaires nous permettent d’obtenir les deux équations
différentielles annoncées, car on peut écrire

dm _
(Il) (If: d.:_— 0 ÎÎ.Ê _ eisÎiÎdE_d "

à _ds
En exprimant qùe, dans d_æ et a, qui sont tous deux des expressions' ds

linéaires en x, ou, E, )\, les rapports des coefficients de x, ou oc, ou E,
ou X sont les mêmes, on a trois équations équivalentes à

.—da—: ;dî:_ _d;_
SæÎS _U,

SÇÎS‘
_0, S)\ä; ——-0.

Or la première est une identité, puisque Sa: : 1, donc les 3 équa—
tions en question se réduisent à deux; et en effet on trouve

cosd—- (u’+ —l)sindsinu + d’cosn cosd—(d’+cosu)_ p 
cosÎt — cosdcos u cos u — cosô sin u sin u

. l .smdcosu u’+—> +d’cosdsmu . .p, smusmd
—— cosdcosäsinu + cosOsinucosu Tsin0 sinu
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On forme un rapport égal au précédent en multipliant les dent

termes du second par cosa, ceux du troisième par sin-u et ajoutant les
produits correspondants; on reproduit ainsi le premier rapport; on
emploie ensuite pour les deux mêmes rapports les multiplicateurs
(— sin u, cosu) de façon à avoir un rapport plus simple et l'on a ainsi,

‘ r d , . . .
en écrivant le rapport egala—s, les equations distinctes au nombre de
trois '

.

..

sind(u’+ ê) — cosa'sin u  ds —(d'+cosu‘) sinusind(12) —— = _ =
_ _ _ =

_ __ds cos u T sm 0 sm u 0050 sm u
‘

Si l’on pose ,

(13) " " cot0=@, coul.—=D,

ces équations (12) peuvent s’écrire

! .

u’+ - - . .

O=T< . P—D>, df=————s"_luSlîld_,(m’) 51“ u ds T sm0 sm u
——sindsinutancü=_—_.° Tsm0(cosu+d’)

 
Ecrivons de même  _ _ dîQä=i ou CTS—liùd3 î ä'”îds
Cela nous fait quatre équations dont trois sont équivalentes à

" »

—dÎ. —dÏ. —J7.Sæîs_o, Soca—o, SÀZË=O.

Or la dernière en vertu de SÎ=1 est une identité; en vertu
de 8x1: 0, on a

-dî _d.ësæä+S)\a—ç=o,
' . _ d_ r ' : '

. - v - ,— - .or, l’équationSX % ,; 0 a deja éte formée; doncsur‘les tr01s equations
annoncées, il“y en a deux quidispàraissent';l’ensemble des quatre
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équations nouvelles se réduit donc à deux:, le calcul se fait suivant les
mêmes procédés que précédemment et l’on trouve les deux équations
distinctes des précédentes

‘ O’
eos u

_q’s 1 __ sinusin6 ___
_ + T

de _ '
T sin d sin u cos u

 
(14)   

Nous avons donc un système (E) de cinq équations pour calculer d,
0, u, T, s en fonction de s et u'. nous récapitulons( ) 

          
 

, 1u + --

9=T . _ ,smu

(E)
4

— sindsinu _ — sin6 sinu
Tsin0 cosa d’ _

( + )

sind(0’+ cosa)
dÂ'__ sinusind __Tsinusin0
ds Tsin05inÏ1_ sindsinÏ1

Nous apercevons la relation très simple

- , — __ sin‘ïd(10) PT _ m;
qui prouve que T et T sontdemême signe. L’élimination de &, T, ; entre
les équations (E) laisse simplement les deux équations annoncées plus 

(‘) Quand d est obtenu, cot8 seul est counue; or on s‘aperçoit aisément que
les échanges suivants : 

8 .Z‘ a
J\\l

>:
”OI

@ =l &. 
——Î. —E 6+Tr ——Ëi dSll |

DH8 .Z‘

    
sont possibles et cela explique pourquoi, seul, @ est connu quand et est obtenu;
ces échanges ne modifient pas la cou1be transformée, mais en donnen_tune n_01ma-
lisation difi'érente. Mêmes remarques si l’on remplace s par — s et 17 par 17 + 1:.
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haut, devant définir 0, d en fonction de s et u

(
u’+ ’—

’

‘ a: '1‘ , P _ l) ,(hd mnu

?

0’ cos u __ T d’ + cosa
sin”) + T sin’0 _ sin’d sin’d .

On remarque que l’on a

 
0' d’ 1 _ 1 _singe=_fil, Œ=—DI, =8-+I, —-—_—=D‘+I,

sin’0 sin-d
  

de sorte que la seconde équation (E,) s’écrit

COS (L

(.)—T (1 + (:P) =T[D’—— cosu(1+D’)]. 
L’élimination de @ est facile et conduit à l’équation

(16) 2D’sin’u + D lsin’u TT
-— 2 sin u cosa

(u’—ë— %>]
1 1 . 1

+cosu{(u’+ ->(2u’+ —) +sm’u<-—. ——1\l0 \ 10
' /ll

—sinu
T, '+1 ” _ÊI_ —(
T“

lt :)+u —— _, — ).

Quand cette équation est intégrée, la première équation (E,) fournit0
en termes finis. Si l’on préfère calculer directement @, au lieu de D,
l’élimination de D par le calcul analogue donne

rn, \
(16’) 29’ sin’u ——

0[sin"u 'Ï + 2 sinu cosa <u’+ %)]

+ Tlcosu { <u’+ 1) <2u’+ 1) +sin’u<1—— L) — sin
u<u”— El>Îl=o. _ ? p T2 P:

et @ ainsi calculé, D s’obtient en termes finis. Il n’est pas sans intérêt
de constater que, pour T =i 1, c’est-à—diresi la courbeæ a son rayon
de torsion égal ou opposé au rayon de courbure de notre espaceelliptique,
les équations (16), (16') coïncident.
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Une fois d, 0 obtenus, on calcule & en prenant la-dernièreéquation (E) ds’ 2 sin” u sin’d 1 + tang‘-‘Îa ,
__

sin‘-’dsin’u(17) ZÏ :
T2

,
26 __ =(cosu+d)—+————T2.

26

. , . . ds . . . . . — —
et, une f01s la determ1natmnde à} cho1sœ (ad ltbztum), on a S… u, cosa

(18) sinÏa=—————smusmä , cosaÎ=—————_(cos’l+d’-
gif(...). . ds‘'] sm 6<Ës)

Enfin, pour calculer 9 d’une façon symétrique, écrivons

8503: sindcosü
et dérivons, d’où

Sab—z + Sx(â —
ÎIÏ'>

@ =cosdcosiîd'— sindsinäëtf—
p

_

ds ds

En remplaçant S «E, SxË, Sæ.Ë' par les valeurs déjà obtenues,on trouve

sindsinu<l——
ds +Ë =cosd[cosü(d’+cosu)+‘£]+cosôsinusinzî.

P
ds ds ds

ds .; —dÂOn multiplie pard—, on remplace sinu— , cosu— par les valeursds dsds
tirées de (18) et l’on trouve finalement

lÆ+_cfi_cosdsinu sinucosô
p‘a's ds— Tsin0 + sind
 (19)

duéquation où—ds est remplacée par la valeur déduite de

t
— —sindsinuau°°u= —-.—————— ‘"’ Ts1n0(cosu+d’)

'Nous aurons ainsi calculétous les éléments .Ë, oÎ, È, Î, s_, @, T de la
courbe (œ)._ \

Nousdevons donnerquelques mots d’explication: quand on a écrit
les deux équations (2’), nous avons dit quil n ’y avait plus qu ’à
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écrire SAæ’=o, SÎæ”=o. Or, en difi‘érentiant la première équa-
tion (2’) on a *

il": Bol‘+ B1Œ+ B=£_ + B;g)\,

et de même '

JC”: Cox + Ci“ + CgE_ + C3)»

où les coefficientsB,—, C,- ne dépendent pas de 0; les équations SÎË: o,
SÎË= o reviennent à

'

sin9(B= cosa — Bi Sina) + Bwosfl=o,
sin0(C«;cosa -— C, sinu) + C3 cost) =o.

L’élimination de 6 fournit bien les deux équations annoncées

Ba
B, sin u — B2 cosa

B2 COS u _ B1 Sin U B:;
_

=o, tang0=
Cg cos u —- C1 sm u C:;

Cette dernière équation n’est autre que la première équation (E.)
et elle est fournie, par ce procédé, sans plus de difficulté que par la
méthode suivie antérieurement; mais la première équation est pénible
à former, en raison de la complication des coefficients C,, C2, C3
toute vérificationfaite, elle coïncide avec (16) (nous avons effective—
ment opéré aussi par cette méthode de façon à avoir une vérification
des résultats et ne pas traîner dans ce qui suit une faute de calcul
éventuelle); au contraire, le procédé suivi antérieurement n’a donné
que des calculs fort simples, et, de plus, a fourni les expressions
de }, T, ?, que l’on obtiendrait avec des calculs assez lourds si l’on se
bornait à cette seconde méthode que nous venons d'analyser; aussi
nous n’avons qu’à nous féliciter d’avoir adopté la méthodequi consiste
à‘introduire délibérément l’inconnue nouvelle i: d’abord, puis 5,5, Î_.

Nous voyons maintenant clairement comment s’obtiennent toutes les

transformées asymptotiques d’une courbe x: le choix de la f0ncti0n u
fixe une surface réglée R dont (a:) est une asymptotique; sur B, les
asymptotiques s’obtiennent‘ par une équation du premier ordre,
réductible au type de Riccati et ayant une solution connue: l’équation
en jeu se ramène donc à une équation linéaire; précisémentlechoix
de l’inconnue D réalise cette équation linéaire (i6).

Les diverses questions que l’onpeut se poser maintenant reviennent
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à essayer, par exemple, de choisir u de façon que (16) s’intègre aisé—
ment, ou, d’une façon plus générale, à établir entre u, d une relation
nouvelle (relation en termes finis ou relation difi‘érentielle), de façon à
avoir deux équations reliant u, d à s; il revient au même d’ailleurs
d’établir a priori une relation entre d, 6, _c, 'l‘.

!

5. APPLICATIONS. Counnns DE BERTRAND. —— Choisissons par exempleî ' l 'u=;; la surface reglee R annoncée est donc engendree par les

normales principales de (x). L’équation (16) du paragraphe précé-
dent devient
(l) 2ll’+D-—+—

Elle s’intègre au moyen d’une seule quadrature; on a, pour intégrale
générale,
(2) D :: —l— +

-—l—_f
.£_.

‘).qu 4\/T |0\/'l’

Nous pouvons chercher les courbes pour lesquelles l’équation (l)
admet une intégrale particulière égale à une constante D.,; l’équa—
tion (i), en remplaçant D par D… devient

T’ . .°’. 1 _(3)
'T"l‘E.<Do—_ “g)—O.

|

Cette équation (3) s’intègre et donne T (D‘, — à) = — @… où 90 est

une certaine constante; si l’on se reporte à la première équation (E.)
du paragraphe précédent on voit que @ est, pour l’intégrale parti—
culière D = Do, égal à la constante @… Nous avons donc montré que

I
T sont liées par la relation linéaire[ .la courbure ;; la torsion

l

(.'|) D":

de sorte que la courbe enjeu est une courbe de Bertrand B; de plus, nous
avons donné l’interprétation géométrique des coefi‘icients qui figurent
dans la relation linéaire caractéristique; pour cette transformée parti—
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culière, on a u== ;, D=D.,, @=®.,; les résultats du paragraphe
précédent donnent le droit d’écrire

,, ds sind0 . — — n(.)) -=,—— SUN/:|, cosa—:… (t:;-ds 1‘ sin 00
’

Par conséquent la courbe transformée (B) est elle-même une
courbe de Bertrand, puisque, d’une courbe (a:) à une courbe trans—

formée (5), d et 0 se conservent
<

ou du moins d et 0 sont remplacés
par n d, 719 où 71 signifie + 1 ou — 1, l’introduction de n revient à ce

. — . _ , — 1r . . — . .fait que u pourra“ etre remplace par u + ;>- la puisque u est ch0151

égal
t‘il—’;

comme u (et non égal à — £)» d, 6 se conservent avec leur
signe et È satisfait à la même relation caractéristique B.

Le calcul du paragraphe précédent nous donne

(6) $

(

et, suivant les prévisions, on trouve

=xcosdfi—Esind… l=—acosôo—lsinôo,
=xsin d0—— icosd… : } cosôo— a sin6… IlD0+

—o||—

—N'

&I &

Î
Tsin 9.,cosO0 1 __ Tsin’ô0

sin3do Î— sin”do
'

(4’) Do:
ell?

L
?

D’autre part, en passant des courbes (x), (5) à leurs réc1—

proques (X), (Î), d et 0 s’échangent et u est remplacé par — u : les
courbes réciproques forment donc elles aussi un couple de deux courbes
de Bertrand associées: nous n’avons qu’à rappeler les résultats

ds. _ 1 En 1 T1 1

Œ"_T=Ti=—|Ê ou ë=_ËÎ’ T=Ti,
pour changer la relation (4) en

1 D) — 9 = _ _°.(7 o
91

+
T‘

La nouvelle relation s’obtient en remplaçant D0 par (—®0) et ®.,

Journ. de Math., tome XVI“. — Faso. 11, 1939. 24



184 mon noscx.

par (— D,) : ce changement de signe provient de ce que tt égal à E a2
TEété remplacé par u|= — ; ( si nous augmentions u, de"'—, les quan-

tités D, @ changeraient de signe)- La simplicitédes résultats légitime
la méthode explicitée au numéro précédent.

4. Tnxusroamnmus OÙ d, () RESTENT cousums L’UN ET L’AUTRE. — Si
l’on égale D à une constante D.,, l’équation (16) du paragraphe 2
devient une équation différentielle de second ordre en a; si, au
contraire, l’on égale @ à une constante ®,,, on trouve une autre
équation différentielle du second ordre en u; ces deux équations sont
de même nature, car elles expriment la même propriété, l’une pour
la courbe (a:), l’autre pour la courbe réciproque (1).

Nous allons envisager les deux équations simultanées que l’on a
en écrivant D_— D,, (9_— (90 où D0 et ®., sont deux constantes données.
Il y a une condition de compatibilitéà écrire, les courbes correspon—
dantes sont ou bien les courbes de Bertrand ou bien des courbes à torszon
constante. Le cas des courbesà tension constante va se scinder en trois
casparttculærs, dont le premier correspond à un rayon de torszon
constant, mais quelconque, tandis que les deux autres cas corres-
pondent à un rayon de torsion égal ou opposé à la courbure de l’espace
elliptique étudié.

Nous avons en effeta‘ résoudre le système E du paragraphe 2 où
l’on remplace d par ci., et 0 par 0 (ou du moins D par D,, @ par (%),
ce qui donne

\\, 1
0059, —T

u +
p __ cosd,)( 1 )

' sin 90
_ sin u sin do

1 T _°°”(ñîfieä; sin2d0
—°-

  
4

. . . TE .Une premiere solution cosa = o, u = ,—, smu = 1 donne

% =D0.
“ol—'

1.- «C’est la relation caraétéristique des courbes de»Bertrand;écartons
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cette solution déjà connue; il reste donc alors

'|== s'"_d° =T'î‘î.
sin-9"
 

Les deux courbes transformées l’une de l’autre ont donc la même torsion
constante T:Î: € smdo

sm90
 

et u est fournipar l’équation dtflérentùlle (& =+ 1)

sinu(cosdo+ =cosô )I
. r _(2) u +p= sind0

Il s’agit de bien comprendre que toute courbe à torsion constante
fournitpar ce procédé au? transforméesde même torsion.

Pour cela, supposons donnée une courbe de torsion constante, (ce),
dont nous appelons T“ le rayon de torsion; choisissons un nombre d()

arbitraire et déterminons un nombre 00 par la condition
8 sin d0
Sinâo
 0: (où a =i 1);

nous avons fait remarquer déjà que, sans modifier la courbe (a:) ni la
normalisation de son tétraèdre de Serret—Frenet, on peut obtenir la
même transformée en remplaçant 0 par 0+ ‘n ; de la—sorte le choix de e

est indifférent, puisque remplacer & par —e revient à remplacer 00
par 00+ n; mais pour des raisons d’élégance dans nos formules,
laissons provisoirement & indéterminé ( & =+ ! ou e = — I).

Le système E4 s’écrit, si u est intégrale de (z),
o _ 80=T0(D0— D),

(3) cosd0+ & cos90
sin du

D’—— (D — I)“) cosa

[Pour faire le calcul, il est avantageux de remplacer la seconde équa—
tion (E ) par(16) Si cos d0+ & cos00 est nul,

|
T., |—_. I, nous traiterons

ce cas à part: il entraînerait que D reste constant (et par suite
aussi ®). ]

Donc, |To|est supposé différent de 1 et la seconde équation (3‘) a une
seule intégrale constante, D—= DO, sur laquelle nous allons raisonner



-1 86 RADU noscx.

exclusivement; nous prenons d=d0 (d: d0+ ?. ne donne qu’une
normalisation différente de la transformée); alors @ est égal à 00 et
nous pouvons nous homer à prendre 6 égal à la constante 60 déjà
calculée; la courbe transformée (5) a elle aussi sa torsion égale à T.,,

sin”Û
pour calculer 3‘, p, ; les résultats du paragraphe 2; la formule (17)
en vertu de la relation fondamentale TT: ; nous appliquons

donne %: =n où 1] signifie +1 ou —1; ensuite les formules (18)
donnent

sinu=sn sin u, cosu=—-ncosu.

Si nous dérivons, nous avons

& du dE du 5 sin u ( cos 60 + & cos do)— _ cn cosa _ ou —— "_ __ € _ "“ _ _ ___—_— .
ds ds ds ds 0 sm a'0

COS u

Mais alors la formule (19) donne   -, 1 __ sinu(cosôo+ecosdo) dÎi _ 5 + 2 sinu(cos90+ ecosdo)‘" _
sind0? sind0 ds

Nous nous apercevons ainsi que les déterminations de s, ?] ne jouent
aucun rôle fondamental, puisque 9 et E sont des quantités à signe
essentiellementindéterminé : nous pouvons prendre  (n=1, E=——l, .E=s, ü=u+fi,
(4) ‘ _I__1__ asinu(cosôo—cosdo), T-—— sind0_

" 5 p— sind0 sin90

Ces formules sont symétriques par rapport aux deux courbes, car
en passant de (ac) à (:?) avec les normalisations telles que nous les avons
adoptées, puis en revenant de (E:) à (a:), u est remplacé par — u,

; par —Îl, p par ?, et d… 00 restent inaltérées. C’est le premier des
trois cas annoncés, distincts des courbes de Bertrand; nous avons ainsi
pour la courbe (a:) ce“ transformées de même torsion constante;
car T0 connu, on prend dû arbitraire et l’équationTosin60+ sin al0 = o
détermine deux nombres distincts 00, 11—00 et pour chacun d’eux
l’équation (2) fournit œ ' solutions u.
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Les deux équations obtenues pour u

u’+ r : sinu(cosdO—- cosâo), u,+ 1 : sinu(cosdo+00590),
p smd0 P 51nd0

donnent effectivement deux séries œ' distinctes de surfaces réglées;
à condition de changer en en 11 — 00 la seconde équation revient à la
première; nos calculs se rapportent à la première équation. Une
vérification de nos résultats revient à écrire

— 1 sind cosd —c059 1 sinu cosd ——cosô((,/+7: ( .0 O), u/+_= (

od 0),
?

sm do P S… 0

et à retrancher; puisque sinu :_ sinu, on retrouve la valeur obtenue
1 !our —- '— —-P
P P

Les second et troisième cas correspondent à T =i [; une symétrie
plane permet de n’envisager que le cas T = 1 . Comme plus haut nous écrivons T. = — î£:° et l’on a sin00 =—sin do; la valeur de 00500

0

peut être égale à cos d0 et cela suppose O‘, = — d… elle peut être égale
à —cos d(] et cela entraîne 00: n —d… Le cas 00: a ——d" donne
pour u l’équation différentielle

[_ 2 sinu cosa‘05 ' __(’ ”+p sind0
,

et les résultats que nous obtenons ne diffèrent pas de ceux relatifs au
cas précédent : ce n’est que plus tard, en étudiant les courbes minima,
que nous apercevrons une distinction entre le cas T =i 1 et T = _+_ 1 .

On a alors
- —— 1 1 ——- 4 sin u cosd..s ::s, u=u+7:, =——=——-.————,

P 9 sm d‘,(6)
. dI 2 SH] u COSldz:dny 90=n_d0, u’+—=——_——°-

\ p sm d0

C’est le second cas annoncé; le troisième correspond à 60 = — d0 ; en
raison de son importance nous allons l’étudierdirectement.

5. TRANSFORMATION ASYMPTOTIQUE D’UNE comm; DE ronswn _CONSTANTE
ÉGALE A L’UNITÉ (R = 1). — Nous allons étudier d’abord l’ensemble des
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transformées d’une courbe pour laquelle T =iR; une homothétie
préalable & réduit R à l’unité; une symétrie plane ramènerait le
cas T =— 1 au cas T = 1. Lés équations fournissant D et ® sont iden-
tiques : D est solution de l’équation

. 1 .(1)
2D’s1n*u—2D<u’+ —)smucosuP

+ cosu(u’+ 1) <2u’+ —’—>—<u”— p—_)
sinu=o,

P P P‘

et ® est une autre solution de cette même équati0n, liée à D par la
relation

u’+ l
(2) 0 + D = P .

sin u
 

Cette propriété que toute intégrale de (1) soit accompagnée de la
I

. u’+ ..

nouvelle 1ntégrale donnée par (2) entraîne que P
2 SII] a
 soit solution

de ( 1) : c’est ce qu’un calcul simple vérifie. L’équation (1) peut se
mettre sous la forme

, 1
’ , 1'” +_ U + 3 1(3) (D— . P) =(])— . ')<u’+ —)cotgu.\ 251nu 251nu p

Autrement dit, sur toute surface réglée issue d’une courbe de torsion
constante égale à l’unité (R=+ 1) on connait sans quadratures une
asymptotiqueparticulière.

  
Le fait que toute intégrale de l’équation (1) en fait connaître une

seconde est lié à la propriété rappelée dès le début de ce travail que la
courbe (a:) et la Courbe (X) sont congruentes : par conséquent, la
courbe (Î), par un déplacement convenable fournit une nouvelle
transformée asymptotique de (a:).

1
u’-+— — Si . est une constante non nulle, que nous égalerons à.D._251nu

ou cotg do, l’équation (3) admet l’unique solution constante, D = D…
ou d=vdo, et nous retombons sur le deuxième cas qui a été étudié au
numéro précédent. .
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.

St u'+ — est nul, nous avons le trozszeme cas annonce : la surface

réglée R est une surface de Clfiord; toutes les intégrales de (3) sont des.
constantes; si nous appelons d0 la valeur constante de d, pour pouvoir
écrire

00=——D0, (cot90=—cotdo) et T0=1=—— .—;
conformément aux notations du paragraphe précédent, nous posons
0.,= —— d… La formule (I 7) du paragraphe 2 permet de prendre}= s;
on a ensuite par les formules (18), sin1Î=—sinu, cosa :_ cosa,
d’où & = n + u; la formule (19) donne

1 __ dll _ du __ 1

? % ÏtE
‘“

E’

on voit donc que les deux courbesœ, .Ë:sont congruentes (et ont la même . . , . sindnormalisation : c’est dans ce but que nous avons ecrit To=— sin0°0
sind . . .et non T0= +—°, écriture qui aurait pu sembler plus naturelle).sm60

Nous avons retrouvé les résultats bien connus relatifs aux surfaces
réglées de Clifford et à leurs asymptotiques, qui dérivent toutes les
unes des autres par un glissement de la surface sur elle—même.

Nous pouvons maintenant développer quelques propriétés géomé-
triques; nous allons montrer que nous avons défini un mouvementd'un
corps solide où chaquepoint décrit une courbe de torsion constante unité,
toutes les trajectoires étant congruentes deux à deux; chaque droite
engendre une surface réglée de Clfiord; deplus, toute surface réglée de
Clifl“ord possède ce "’ courbes de torsion constante unité (R = 1); ces
courbes sont réparties en oo” familles, telles que, dans chaque famille,_ le
plan osculateur fasse un angle constant avec la génératrice issue du
point d’osculation: cet angle varie d’une famille à l’autre; sur une
même surface de Cliford , les courbes d’une même famille sont
congruentes. Jusqu’ici, on n’a signalé que les deux familles correspon—
! ‘ Z . . E . .( ant a la valeur era (asymptotzques)ou

2 (tra1ectmres orthogonales de
génératrices) : nous avons réuni ces deux familles isoléespar une série
continue de oo' familles-
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Considérons, en effet, le point courant M de la courbe (a:) supposée

de torsion constante (T = 1 ), et deux transformées (u., d. ), (u., d.):
ces symboles signifient que nous avons choisi une intégrale u.— de

, . I o . . .l’équation u’+ —=o et ensu1te ch01s1 la distance constante d.,
MM.—=d.(i=l ou 2). Le triangle MM.M2 est de grandeur inva—
riable quandM décrit la courbe (a:), car les côtés MM., MM. restent
égaux à d., a!2 respectivement, et l’angle (MM., MM.) est égal
à u, — u. ; on peut donc dire que, si M. est le point qui engendre une
première transformée de (x), on obtient la transformée générale en
faisant en M. un angle‘constantarbitraire avec M. M et portant sur le
rayon, issu de M., ainsi obtenu une longueur constante; il résulte de
là que tout point du plan MM. M., invariablement lié à ce triangle,
décrit une transformée de la courbe a:. Il s’agit d’obtenir ce même
résultat pour un point invariablement lié à MM.M., sans être situé
dans le plan MM. M.; en effet, si un point décrit le rayon MM., les
diverses positions de ce point fournissent oo' transformées de ac, les
plans osculateurs de ces courbes passant tous par le rayon MM. et
correspondant d’une façon biunivoque au point variable en jeu,
car 0=——d ; si donc, nous considérons un point M.. invariablement
lié à MM. M., le plan MM.M3 définit sur MM. un point M',, tel
que M', décrive une transformée (u., d',) de a: : comme MM3 est
constant et fait un angle fixe avec M’,M, il résulte, d’une remarque
faite plus haut, que M. décrit une transformée asymptotique de la
courbe M',, donc une courbe congruente encore à 39. Nous pouvons
envisager le point M',, analogue à M',, défini par M.. sur MM., et le
même raisonnementprouve que M3 décrit une transformée asympto-
tique de M',; nous avons ainsi obtenu, directement, le théorème de
permutabüùé de Bianchisansavoir eu besoin des résultats démontrés
par Bianchi; tout point de MM.. décrit une courbe qui peut être
regardée comme transformée asymptotique de la courbe décrite par
un point quelconque de M',M',; nous pouvons remarquer que les
deux droites MM., M', M'2 sont réciproques par rapport à l’absolu;
MM3 est finalement une droite quelconque issue de M; comme on peut
répéter le même raisonnement à partir d’un point quelconque M’ et
de la courbe décrite par M', on voit que deux droites fixes quelconques,
réciproques par rapport à l’absolu, donnent pour trajectoires de leurs
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points deux séries œ' de courbes de torsion constante unité, les
courbes relatives à l’une des droites admettant comme transformées
asymptotiques communes à elles toutes les trajectoires des points de
l’autre droite.

Démontronsmaintenantquela droite M. M., par exemple, engendre
une surface réglée de Clifford; pour cela, remarquons que les diverses
positions MM. , MM., . . . de la droite MM. quand M prend les posi—

tions M, M, . . . sur la courbe a; sont parallèles au sens de Clifford
(dextrorsum pour faire un choix); les positions de MM., au cours du
déplacement de M, sont parallèles aussi, dextrorsum, car, par conti-
nuité, on passe de la surface MM., MM., à la surface MM.,
MM., . . ., avec toujours parallélisme des génératrices, de sorte que
le sens du parallélisme, ne pouvant pas varier brusquement, reste le
même; or, M.M. rencontre MM. et MM., M.M. rencontre MM.,
MM., et l’angle (MM., M. M.) est égal à l’angle(MM., M.M.) : du
parallélisme de MM. et MM., de celui de MM. et MM., résulte celui
de M. M. et M. M., le sens du parallélisme étant le même pour
(MM., MM.) ou (M.M.,M.M.).

On voit que sur la surface de Clifford, lieu de M.M., les deux
courbes M., M. dérivent l’une de l’autre par un glissement de la
surface sur elle—même, de sorte que les plans osculateursde la courbe
lieu de M. ou de la courbe lieu de M. font le même angle avec la géné—
ratrice M.M.; autrement dit, sur une surface réglée de Cliflord, les
courbes dont le plan osculateurfait un angle constant avec les généra-
trices sont des courbes de torsion constanteunité; pour chaque valeur de
l’angle constant, on a ce“ courbes; en faisant varier ensuite l’angle
on a oo' familles de oo‘ courbes; pour l’angle zéro, on a les asympto-
tiques, pour l’angle droit, on a les trajectoires orthogonales des
génératrices; les courbes d’une même famille sont congruentes entre
elles; mais la congruence n’a pas lieu entre deux courbes de famille
différente. Jusqu’ici, les géomètres n’avaient songé qu’aux asympto-
tiques et aux trajectoires orthogonales.

Faisons une remarque à propos du procédé employé pour démon-
trer le parallélisme de M.M. et de ses diVerses positions. On peut
assimiler les droites de la géométrie elliptique aux cercles de l’espace

Journ. de Math., tome xvm. — Fasc. n, 1939. 25
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euclidien orthogonaux à la sphère # + y‘-’ + 52 + 1 = 0; deux droites
sécantes ont pour homologues deux cercles sécants et deux droites
parallèles dextrorsum ou sinistrorsum deux cercles paratactiques
dextrorsum ou sinitrorsum.

Rappelons que chacun des oc" cycles en jeu peut être représenté
par un point a du feuillet dextrorsum sphérique d’équation
æ2 +_y2 + z2 = 1 et un point on du feuillet sinistrorsum sphérique de
même équation; deux cycles (a, ou), (I), B) sont sécants si la distance
sphérique ab est égale à la distance sphérique «B, et la valeur com—
mune de cette distance est l’angle de deux cycles; deux cycles (a, a),
(a, &) sont paratactiques dextrorsum, l’image dextrorsum étant com—
mune aux deux cycles; pour deux cycles paratactiquei; sinistrorsum,
c’est l’image sinistrorsum qui est la même. Imaginons maintenant une
surface cerclée de Clifford, c’est-à—dire engendrée par des cercles
(a, et), (a, a), . . . en nombre oo‘, donnant la même image dextror-
sum a, tandis que les images a, a, . . . décrivent une certaine courbe
sphérique; imaginons maintenant oo‘ autres cercles (b, B,(b, B), ...,
encore paratactiqnes dextrorsum, correspondant un à un aux cercles
précédents par la condition (&5): ab) : il s’agit des distances sphé-‘
riques; on a ainsi deux surfaces de Clifford dextrorsum (analogues
aux surfaces réglées, lieu de lVÏÎ/Ï,, lVlÎ\Â) ; imaginons un cercle
mobile («?, ?) toujours sécant au cercle (aa) et au cercle (bË), l’angle
de (È, ?) avec (a. E) étant fixe, et l’angle de (E, Ÿ) avec (b, 3) étant
fixe aussi : les distances sphériques (…?), (bË) restent constantes,
donc Î: est fixe, et le cercle (c?) décrit une surface dextrorsum de

Clifford : c’est ce qui explique que Î\Î.Îh engendre une surface réglée
de Clifford, de même sens que les surfaces MM., MM2. Nous avons
emprunté ce mode de démonstration à M. Gambier (d’après son
Mémoire du Journal de Liouoille, 9" série, t. IX, 1930, p. 179—199,
Sur les Cycles orthogonauæ à une même sphère).

Nous reviendrons plus tard sur les configurations de Môbius
obtenues par composition des transformations asymptotiques effec-
tuées sur les courbes à torsion constante.
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CHAPITRE II.
COURBES MINIMA EN CORRESPONDANCE ASYMPTOTIQUE.

i. Causses MINIMA. — Les courbes minima sont caractérisées par ce
fait que leurs tangentes sont tangentes à l’absolu ; autrement dit ces
courbes sont les arêtes de rebroussementdes développables cimonscrites
à l’absolu.

_

L’élément linéaire de l’espace étant ds“=de“ (une homothétie
préalable a réduit R à l’unité), l’équation différentielle des courbes
minima est
(l) dxî+dæâ+dxä+d Ï=o.
La binormale coïncide avec la tangente, et il n’y a plus de tétraèdre
de Serret. ’

On peut obtenir l’équation des courbes minima de l’espaceelliptique
en efl'ectuant une projection stéréographique de l’espace euclidien à
3 dimensions sur une hypersphère [on considère alors comme coïnci—
dant les points (— a:) et (a:) de façon à réaliser l’identité de la géomé-
trie hypersphérique et de la géométrie de l’espaceelliptique]. A toute
génératrice rectiligne de l’hypersphère corre5pond une direction
isotrope de l’espace elliptique. Les formules de transformation sont

2$1 2æ2Xl: :.» 2 2 ’ X?=fi_2—_’(2) .L|+Œg+æ3+l æ1+æ2+x3+l
2 ,2 2

X..““ 2373 , __ x, +.L‘2+x3—I
':__.'_:—_'_.—’ —.—__—_7.trf+xâ+æâ+1 æf—+—J;ä+æä+l

où ae,, as,, a:, sont les coordonnées du point qui décrit la courbe
minima de l’espace euclidien et X… X3, X3, X. les coordonnées nor—
malisées du point qui décrit dans l’espace elliptique (R: 1) la
courbe minima annoncée. On vérifie aisément EX“ — 1, 2 dX2=o; On
peut prendre pour a:. , an,, a:, les expressions indiquéespar Weierstrass

… $æ'=(I—u’)f’+zuI’—Qfl
l.fz-Ï:z'[(l+u’)f”—2uj'+2f|, æ;,=2uj‘”——2f’.
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(4) æï+æä—}-æä+l={l(flfi_2jÏ/I)+I.

Mais nous pouvons obtenir, par un autre procédé, des formules au
moins aussi simples. En effet, la courbe que nous cherchons est l’arête
de rebroussement d’une développahlecirconscrite àla sphère 2562= Q:,

sur cette sphère, on peut exprimer les coordonnéesd’un point courant
par les formules
(5) on=1——uv, oz.z=i(i+uv), oa;=u+u, a,—:i(u—v).

Le plan tangent au point (a, v) est déterminé par les deux généra-
trices qui en sont issues; le point
(6) b,=u, l)._;=—- [u, l);-_:—l, /I,=t (b=—- %)
est un point de la génératrice u=const. Dans les formules (5)
supposons v remplacé par une fonction f(u), de façon à avoir une
courbe tracée sur la sphère en jeu, le point (a:) décrivant l’arête de
rebroussement de la développable correspondante, nous remplaçons
les coordonnéeshomogènes(a., ou,, or,, oz.) par a,-= Car, avec Za’“= 1;
il suffit de prendre C = -—I—, où f’ signifie %- Le plan tangent est

2\/7
donc déterminé par les trois points (a), (c’), (b) et nous pouvons
écrire
(7) æi=7.ai+pa}+vbi

(ou plus simplement a:: la + p.a’+ vb); X, pt, v sont des fonctions
qui ne dépendent pas de l’indice i. Nous devons écrire
(8) Ea;æ,=o, Zaêæ;=o, Zac'Éæ,-=o, Zæ?=1

pour exprimer que le point (a:) décrit l’arête de rebroussement de la
développahlecirconscrite à l’absolu le long de la courbe (et) et aussi
que les coordonnées (x) sont normalisées. La première équation est
automatiquementvérifiée; les autres sont

"iczm'+p(c'2m'+czaw) +yzz…/ :o,
(g) 1C20za”+p(C’Zaa”—+—CEa’oc”)+väba” :o,

’Ea’+ p.‘-’Ea”+ vÎEb*+ 2XpEaa’ + 27.vïub + ?. p.vïa’h: |.
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Rappelons les formules utiles pour ce calcul
Éa’=o, Eu"—'=4f’, Èaa’=o, Zotac”+Éa'-=o, Zaza”=—flf’;

Za’oc”=2f”, Eba’=— 2, Zba”:o;
Ea‘-‘=o, Ea'”=1, Zb’=o, Zaa’=o, Eab=o,

2a’yb : C’Eab + C2a’b :_ 2G.

Les équations (9) se réduisent donc aux formestrès simples

    

__ Il
(…) v=w/f’,

l=vÿ—» H’=—l-

En prenant p. =— i nous avons les formules définitives
- // _fiæ,=—i Îa,+a',+ u\/f’ =—i[2g’a,+a]+ ueé'],

Œ2=_iiÿ’az+ag—iu\/Î =—i[2g’w;+aî_,—iue£'],
(11) ff” _ä

”*:—"L7,a»+a';— w =— z'[2gax+aa— eg],

æ———if——”a+a'ï+ \/’———' ’ ',_
Lf’

, 1 j _ z[2g a,+a,_+ zen].

On a posé

(l2) fl=efigu" a1=l_llf, a2=lI——+uf, a:;=u+j, a;,=l—(u—îfi'
2Vf’ 2t/f' 2t/f' 2t/f'

Il sera commode d’écrire
' œ:—i[2g’a+a'+be£], b,: u, b2= ——zu, b3=—1, b,_=i.

Puisque la tangente en (a:) passe en (a), on peut écrire
æ’=La+Mæ, Exæ’=o=L2aæ+Mïæ’=M;

par conséquent on a

Le facteur de proportionnalité££a s’obtient aisément en prenant æ'. :a,.
Ona

..... ° !! 01 r " ”a; a; a
.17_…__ z[2g a;,+2 a..+u…,—enbj; or a;—__—e—e... . 2
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En remplaçant a,, ds, a; par leurs expressions au moyen de g et
a… «'a, a“, on trouve le résultat

(13) ' - ..glzîg”æ:1: ze—v a3=i(g”—g”)ag, L=i(é’/î—gfll-

Les formules (I |) ont l’avantage de contenir un dénominateur plus
simple que les formules (2), mais elles contiennent le radical JÎ;il est souvent commodede conserver l’expression g.

2. Couness MINIMA EN CORRESPONDANCEASYMPTOTIQUE. — Pour que deux
courbes minima (x), (y) soient en correspondance asymptotique, on
doit avoir, puisque les coefficientsdu plan osculateur sont les dérivées
des coordonnées x, y,
(1) Zæ’y=o, Zæy’=o.

Puisque Exy: cosd, les formules (!) prouvent que la distance a' des
deux points œ, y est constante.- On peut écrire, avec la constante d et
deux fonctions t, p inconnues,

(2) y=æcosd+(pa’—zta)sind,

puisque (39), (a), (a’) sont trois points du plan
osculateur

de la
courbe (œ). Rappelons les résultats

Za’=o, 2aa’=o, Ea"-’=1, Zaæ=o, Za’æ=o.

On a donc Ey’= cos”d+ p“ sin“d= 1 et par suite 92 = 1; en chan—
geant au besoin d de signe, on peut supposer p: 1, ce qui fixe den
grandeuret signe. Nous écrivons donc

(2’) y=xcosd+(a’—2ta)sind.
La relation, Zæ’y = 0 ou Zay =' 0, se trouve satisfaite automatique—
ment; puisque Zœy est constant et que l’on a Zæ’y : o, la relationny’= 0 est aussi satisfaite automatiquement si y est donné par (2’);
alors il ne reste plus à exprimer que la relation Zy"= 0. Or on a

(3') y’=æ’cosd+(a”— 2_ta'—-2t'a) sin d,
(4) 2y”= 2 sin docs d2æ’a”+ sin2 d(2a”’+ 4t’— 4t’Eaa”): o.
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Rappelons encore les résultats qui doivent servir au cours de ce
calcul

5 \ Eaw=o, Eu’at=o, Ea”w=o, Eau/:o, Za’æ'=o,
( ) lEa’=o, Eaa’=o, Ea”=1, Eau"+Za’*=o, Eaa”=—r, Za’a”=o.

On a donc
Eæ’a”= i(g’3— g”)2aa”= [(g”-— g”).

Il reste à calculer Za“; or
_g # f__ll

“2» w=%w—m afl=<—;[«v—agaf+<g=_…a: 
D’autre part

_
Eac’=0, Ed"=4f’=[;e*6, Ea”*=o,

(b) Eaa’= o, Za’a”=4e*gfl Eaoz”+2a”=o, Zaoc”=—4e’5'

On a donc
(7) 2a”"=2(é“'—â”)

et l’équation différentielle (4) s’écrit
sin d+ icosd

2 sind(8) t’+ t‘-‘=(g’î-g”)

La forme simple de ce résultat justifie l’emploi de la fonction g (au
lieu de f); on remarquera toutefois que l’on a

II III Il
f’=eÜ—', éfl=L a”—-f_ !

(g) “°‘f ” ”
On reconnaît l’invariantde Schwarz : si l’on remplacefpar %Ïä,

. _ - . . . ”’ 3 ”
ou A, p., v, 9 sont des constantes arbitraires, l’express10n

=;—,
—

;.ff—œ
reste inaltérée; ce phénomène est assez facile à prévoir puisque nous
avons pris le point 1+uv, i(1+uv), u+v, i(u—v) et que, rem-

1 9 + p
v v + 9

sur elle-même.

 placer 0 par revient à opérer un glissementde la sphère2x‘: o
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Ona
:x;;— [ou (Ix'3— idæ,,

u = —— - 
ou — ia«_;

_
d…1-1 — i(læ2’

donc, pour la courbe (y), le paramètre ü jouant le même rôle que u
pour (a:) est

Ïi= dy;,—— idy,,
_

dy1 — i dy2

On a, d’après les résultats obtenus [formule (3 l)],
yl=i(gje_g”)acœd+“[”! Sin ‘l+(g”—ÊIÎ) (Sînd+icos cl)]+ (a”— 21a’) sind: Si“ dia(é’”_é’”+ 2t2) —- 2ta’+ a"]

(“** "a*>(é“’—fl”+ 2t‘-‘>— æz(a;— z‘aæ) +a21— t‘ai.
(a.—— ia“(g”—g”+ 21“-‘)— 21('a'.— t'aî_,)+a'{—iaî,

Or,

 ((=
d3— {at: il ”; a:; _ l‘ai—__” 2Clt : ue-H’
a,—z'a2=fz, a.—ia2=sz : e—é'.

Le calcul s‘achève donc sans difficulté et l’on trouve
— 1(10) u:u—;-

Or, on peut écrire
I , Îl’— 1 , _ u

u—u (tt—u)“ (tt—u)“
/[: 

On en déduit donc

dû —
_ ° ,, sind+icosd(Il). Æ=(u—u)-(g“—g )—îc—i—°

On peut écrire, en introduisant les quantités 'à, g qui jouent pour (y)
le même rôle que a, g pour a:,

d ' I o c / /I . ,,
(12) £=smd[a(g’—g“+zt-)—ata+a]=—__l=l(ËI-_g acl—u.

En passant de (a:) à (y), Zæy: cosd= cos?! entraîne soit d = ÎÏ, soit
d = — ÎÏ. Écrivons

Eay=o, Zâx=o.
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_ d£ _ dÎr — d=}d': '—_1 ”!= —_Ô_’

"‘,/= _
du ° du 0 du’,

( 3)
duZa'y—t—i(ë”—ê")2addzÎ=o,

1 __ _ _
duZaflæ + i(g"—’ — g”)Zaadu = 0.

Or
Za’y=sind, Ed’æ=sind

et la comparaison des égalités (13) entraîne

(14) (g"2 — g”) du’ sind: ($“—' -— ê”) d(Î2 sin Ïl.

D’autre part (1 1) entraîne

sind—+— [cosd… d—'_ =<u—«î>°@e—?) . _
du smc!

La comparaisonde (1 1) et (1 l’) entraîne

<dü)’ __ g” — g” sind—i— [cosd sind
du

ê"—’
— g” sind -+- [cosd sind

En comparant avec (14) on a

sind _ sind+ [cosd sind
. _— . _ . _.._’

s1nd smd+ ( cosd smd

où sind+ icosd: sind + icosd. On a cosd: cosd, donc sind: sind
et par suite (1= Îl. On peut donc écrire (14) sous la forme

(15) (ê:2_êl/)dîjæ=(gz_g_gfl)dug

L’équation (12) devient, en écrivant

— — dd du t’ sind!_ ,_” _ __ 012_ ”.Il __<g' ' du _° ° )dü _ sind+icosd’
… ”_ 2 I ”

(16) ia=(sind+icosd)[a<g_fi_g’ +2) __QTa+%],
26Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 1939.
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on a aussi

. — u . l .

a1+la2=—'T7ZQ a1—lag=—_IQ a:+la;,=/—_/, a,_—ia.,= u__o\/f \/f vf \/f’
a + ia — & iaf= %;, f= _L+__.__‘.a, ta, a,— …?

On a donc

Î“‘ (a3+ ia.) (g”— g”+ 2t’) —— 2t(a'3 + ia'_,) + a; + ia'Ç
(a.— ia,) (g”—— g”+ 2t’) — zt(a’l — ia'._,) + a”— iafî,

_f__
ezg _f 2f,2_ t+ é”

_ 2‘f'+f"
‘omme vérification si f= it, on retrouve le calcul qui a donné

]___.t
Nous récapitulons par les formules F

CIA =u

1 ,, ° sind+icosdg=—logf’y t.+l_=(g.__é,.)___. 2 25ina‘ ’

I ' dy ' II 9 9 I !y=xcosd+(a —2ta)smd, d—u=smd[a(g —g-+ 2t-)— 2ta +a’];
— I — e’ä' 2t ”
u=u—— — = — _ = _ .t’ f ] t+$ÏI f 2tf’+f”’(F) . .,;” _” t; Sln'd

Ô '_ g = . ,, . . ,,
. (g’-—g )(smd—l—tcosd)-

dE — sind+ icosd_. = u_ u 012_ n‘” _._____-du ( )(D O )
Sll'Id ?

2 a’ a”.—_
‘

€” — ""’ - -la...
[a<——t—2Ÿ—

+2 — 7 + ? (smd+ ! cosd).

5. Counnns A mnsmu cousnum. — Il s’agit d’abord de montrer que,
(a:) et (y) étant deux courbes minima en correspondance asymptotique,
le milieu de (xy), soit 2, décrit une courbe à torsion constante, non
égale à i 1 .

. . + ’ . . ,
Le m1heu z est donnéparz= x

)d; s01t C, $ + Cay son conjugue;
2005—-

2

on & S(C.x+C,y)’=1 et Sz(C.æ+C,y) =o, d’où

 
lQ:-Q= 

zsin—‘).
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2 sm —-
2

est le pôle du plan osculateur de la courbe 2; on a d’abord 512 :o;
. . d d ,

ensuite S).z’ est, au facteur 4 sm ;cos —2-
pres,

S(æ—y)(æ’+y’}=Sæy’— Sæ’y=o;

ensuite Skz” au même facteur rès est’ ?

S(æ—y) (æ”+_y”): Sææ”— Syy”+ Sxy”— Sym”.

Or, on a Sx’=1, Sææ’=o, Sææ”+Sx’“=o, or Sx’“=o, donc
Sæœ”=o; de même Syy”=o; d’autre part Sæ’y=o, Sxy’=o,
donc Sx”y+ Sæ’y’= o, Sæ_'y'+ Sxy”= 0 et par comparaison
Sæ”y — Sxy”= 0, ce qui prouve bien que l’on a 812": o.

Il s’agit maintenant‘de calculer la torsion de la courbe z : le carré
de cette torsion se calcule d’abord sans difficulté : en effet, si s est
l’arc de (z), s. celui de (X), on a  _ :d

S<dl)’_
1

s<dz>’_l
[ S(dl)’ S(æ’—y’)’ cos ;_ ——g’ — — » °—= . = , ,

ds T ds T2 S(dz) S(x+y )’
sin’Ë

Or
Sæ”=Sy”=o, Sæ'y’;£o,

[
T—,:_—cot’—io

Cette formule n’est pas assez précise, puisqu’elle laisse l’ambiguïté
. d . d . . ,.,

entre les deux valeurs : cot— ou — : cot— pour 1; mais il y a deja un2 2 T
résultat important : le procédé ne donne jamais une courbe de torsion
constante égale à. i 1 (c’est—à-dire i R); il faudrait en effet
, - d . . . . .ecrire cot2

—2
= — 1 et par suite cosd, smd serment 1nfims.

Liquidons le choix du signe : nous allons former le déterminant
. dz d). . . . . .zaEl |

ou et = Îs’ = K; Il faudra ch01s1r les déterminationsde a, E
1

(ou de ds et ds,), de sorte que le déterminant soit égal à + 1 et non -— 1 .
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On a, en utilisant les résultats de ce paragraphe et ceux du précédent
ds ’ 1 1 sind— =___S æ’ ,/ != SZ" J= Eal/æ/(du) / _d

”( +)) _,d ‘)
_d- cos-— 2cos-— 2005-—

2 2 2

d . d=ztang;(g”—g”)Saa”=ztang;(g”—g”),
ds, 2 1 ——1 . d(— =—S a:'—— ”2=_Sæ/'I=—ICOl-—(”Il— ‘-‘\(lu) _°d( )) ._d ) 20 81):

451n- — as…-—
2 2

dz dz du _ æ’+_y’ 1 æ'+y' ([
.,'”_é’/2) \/2151nd(g —— g’—)…\ .q %{\ à..a

& o0m | _. :o: (IQ ]
A J:

I—-y' 1 __ æ’——y
_ d — ,_ .. d __ 012

’

““E\/—icotg<g”—g'n ‘ “S'" “€” ° )
 

Nous devons maintenantspécifier, non pas le sens séparé de chaque
radical J2isin d(g” —g'”), \/— 2isind(g”— g"), mais la détermi—
nation du produit qui est 2e sin d(g”— g”), où a est soit + 1 soit — 1

(on sait qu’en effet on peut faire les échanges

 
s :;1 a ?

_?)-
J‘\'

J\\‘

—— S — 81 — d ——

Notre question revient à trouver la valeur exacte de a. On a

x+y “"—"}" æ'—)" æ—J’

2cos% \/2"5ind(ä”_—âlz) V21'sind(g”—gî)
2sin%

 ]:  
! , ! ,I / ,/ ,

Je)læ+)"x +) "” _J"æ_) |=
45 sin”d(g”— g —

On a évidemment
iæ+y7 æl+y,: «T'—)": æ_yl=i2æy 2x,y _)”, —yl=[llæy Œi;y':)'iy

lx, æ’,y’,y|=læ, i(g'2— g”)a, sind(a”— 2ta’), a’sind|: isin%l(g“2 — g”) |æ, a, a”, a’ ],

1=—si]æ, a, a”, d’].
Or
æ=—i(2gla+al+beË), .b,=u, b2=—iu, b;;=—l, I),_=i,
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donc on a
, 5 &

1=—-s|b a a” a’ le£'=— Se'—‘3H|
!)

01 a!" ot’ ]=— gc“-’r‘v'| a a’ 0!” [)
[.

D’après les définitionsde a et b l’on a

1— u] —f— uc’r‘-' — ae‘”—'—— 2uc*à‘g’ u
i(1 + uf) 1'(_/'+ ue‘-‘*‘) [(ze‘-’='»'+ 2ueïäg’) —— ('a

7 oz’ a” h
[
: u+f 1+eÎ$' 2e’z‘a'g’ ——1

i(u —f) i(1— eîé’) — 21‘e23g’ [
1 ——f — 1 u

… i {[ i —— iu: '). 0-6
u 1 0 — 1

iu [ o i
1 u —— 1 u 1 u —— 1 u

i u i 0 i u i 0= ?. e’r‘—' _
: 203€

cu 1 u — 1
u,

1 o 0

u i o i [a i u 21' 
Le déterminant |aoc’oz”bl est donc égal à 8e2êf et par conséquent l’on
a e=—1. (C’est d’ailleurs une vérification des calculs faits anté-
rieurement, puisque & ne peut valoir que + 1 ou — 1 .) On peut donc
écrire     - “" + …" 2

.l" + y’
—' = a : ___—__ ,

20054 vazsmd(g”—g”)
9.

— (—>v—u——— … J…{:= _‘)Slnd(n”_ /2) ’ A=" 0 g
2 sin —

3
On a ,

- - .
(IS (Is((f.=£(ls=f7‘, ']‘=___' 1 € ] ds.

On a calculé
[; zu'sin ! n”_ «"!rls=(— =‘ ”° )du,
a

2 cos—

d7‘— —— sind u”_ ul:
dsl—__ — : (8 Ô ) du'

. d ——sm
2—

V2 1 5111 d(g”——g")
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par suite,
T=— =—itangË.

Nous avons ainsi levé l’ambiguïté du signe, d’autre part nous cons—
tatons bien la symétrie qui doit exister entre (2) et (X); la dis—

tance (zl) vaut ’;; (zac): (sy): %; (ly):
%

—
6—21;

si l’on prend

aÎ‘=— (a:), la distance (759) est égale à%
— %, de sorte que 7\ est le

milieu de la distance (yan) : ici nous avons considéré comme distinctes
deux courbes x et x, ouy et y, z et 5.

Fig. :.

    ÿ;æ
' D’autre part, si nous prenons des courbes minima (y) transformées

d’une même courbe minima (a:) avec le même module d, toutes les
æ

+Z)ont
même longueur d’arc

2008—
2

 courbes à torsion
constante<

ds ”_. d ,, :_(%)—ltangîtg—g'), toutes les courbes à torsion constante
<

‘” _
“Z)

ont” la même longueur
2 sin —

2 I
d’arc <%)2=—— icotg%(g”—g”).
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CHAPITRE III.
COURBES DE BERTRAND ET COURBES MINÎMA.

L Conan—:s mumu ATTACHÉES aux connues DE BERTRAND. — Rappelons
la relation caractéristique d’une courbe de Bertrand B : d et 0 sont
des angles constants, @: cot0, D : cotd

(I) :D.
“ol—

€|®

On a pour la courbe de Bertrand B associée
_ : xcosd+ E,sind,Â: sind—' cosd(2)
a

& ;a:

=—acosû —]Àsin6, —ÂcosO—asiu0._
ä=
X..

(La figure 2 est schématique.)

RI

  
Sur la droite æÎ nous prenons un point caractérisé par la cons—-
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tanteô
(3) _y=wchô+ iîshô=xchô+ i(—— 7. sin() + 7.COsO) shô,

ÿ=æchô—iî shd=æchô—— i(— asin0 +7.cosû)shd.

Le point a: est le milieu de la distance, y, ;; la distance (xy) ou (œÿ)
est égale à i8 . On calculeaisémenty’ ou ÿ' (dérivéesprises par rapport
a l’arc :) en tenant compte de la relation (1) on a ainsi

 
,_ _ , . _.: . cosd

&
y_achô+ishô[æsme "Slno—sindJ’( )

s ”_ l2\_sheasinfo_s) _C'0 sm’d _
Prenons

\_silid(5) tho_sin6'

C'est la condition nécessaire et su_flïsante pour quey et; décrivent deux
courbes minima. La droitexÎ est la perpendiculaire,au sens elliptique,
abaissée de a: sur le plan osculateur de B. On a, pour la même raison,
les deux courbes minima

(6) :=æchd+ilshô, E:.Ëchô—i7.shd.

Nous posons
!__y__ ' ' _: — '?a_chô_a+z(ivsmd __cosd)_a+1__,

(7) _,_—y__ _ _: —— _?a_ch6_oz l(.LSllld ”cosd)_a (__.

Ona
(8) Saæ=0, SaÎ.=o, SZt.E=U, SZL)—.=O,

car cela revient à écrire

Saî=o, Sîâ=o, Sal=o, SÊ7.=o;

donc le plan osculateur de y ou} contient la droite X};— et par suite
les points 2 et E; on voit que dans le parallélogramme gauche yzy:
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(fig. 3) chaque sommet décrit une courbe minima transformée
asymptotique de celles qui sont décrites par les sommets contigus; ce

Fig. 3.

°Œ|

}?

parallélogramme gauche reste indéformable quand la valeur de S
varie. On a, en effet,

(9) ‘ Sy;=Sÿ5=cosdch’ô—cosûslfiô,
( Sy5= Sÿz =cosdch’ô+ 0050 sh*ô.

En tenant compte des relations
ch’ô sh’ô 1

sin’0 _ sinîd _
siu‘-’0 — sinîd

(I°)  
(qui supposent sin0i sind;£ 0), on peut écrire S

,_ _ SÎ/Ï cosdsin’0 — cosOsin’d 1 + cosdcosO cosa!a —- Ly : ,
_ = =) ” sm’0— sm*d cosd+cosQ ’

— __ cosdsin”0+ cosûsin’d _ 1 —— cosdcosô(“) Sy: : SJ'3 — sin’O—sin’d _
cosd—COSÜ
 : cos2l,

sin2 0 + sin’d—._—_.-— : SZ:-sm*0 — sm“d ”Syÿ: ch 2 8:
Ces formules suggèrent aussitôt de calculer 1 +coszl, 1 —coszl
et 1 + 00521, 1 — coszÎ, on trouve ainsi les résultats simples

dtang’l: -— tang" ; tang’ ,
(m)

NJŒ

hDIŒ

.
— dtang’ ! = — tang’ ; cot’

lourn. de Math., tome xv1u. _ Fasc. II, 1939. 27
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Le milieu de (yz) ou (yz) décrit une courbe à torsion constante, d‘après
ce qui a été expliqué au chapitre précédent, et les deux courbes ainsi
obtenues ont la même torsion; d’ailleurs, prenons sur la droite réunis—

. . y + z _ . . ; +2 _ ': .sant le m1heu
<2 cos» de (y, a) au m1heu (fi) de (y, .-) un pomt 

/
h(y+ z) + Ic(ÿ+5) et exprimons qu’il est à la distance

%:
de y : on

trouve h( 1 + Syz) + k(Syÿ+ SyË) : 0; si l’on avait exprimé qu’il
est à la distance

%
de Z, on aurait trouvé

h(Sys+ 1) + If(SÎ: + S:Ë)=o,

ce qui est l'équation déjà obtenue : par conséquent la droite joignant
les deux milieux est perpendiculaire à (yz) et aussi àÿzÎ, et les deux
courbes de torsion constante enjeu sont en transformation asymptotique
(car la droiteyz est binormale de la première, la droiteÿE binormale
de la seconde). Calculons maintenant la distance 2d. des deux points
3’ +z y_—+—__Î; ona20051 2cosl
 

(Syÿ+ 8333 + (S_1'Ë- + Sy?)   cos2dl= Acos"!
__ ch2ô + 00521 _ sin‘39+ sin‘3d + cosd sin‘-‘0 + 0050 sin“-’d_ 1+cos2l _ Sin20(I—i—COSd)—Sllï"’d(I—l—COSÔ)

sin“) sin‘3d
_ 1+c050 1+cosd _2—cosd—cos’)

sin”) sin‘-’a'
_ cosd—cosû

1+cosO 1+cosd

. ' '“ - -
’ + :. '+zÏOn calcule de meme la distance2a',. des m1]1eux

y
_ et "’—.; le calcul

2 cos! 2 cos
est le même que précédemment : on s’aperçoit qu’il suffit de remplacer
partout cos0 par (— cosô); ona ainsi

 
2 — cosd+ 005900523 : ————-

1 cosd+cosô

Les résultats trouvés suggèrent de former les expressions 1 i cos2d,
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et 1 i cos2d. :, on trouve ainsi

— sin’ — — sin‘—’;(13) tang*d,=_, lang ,
° 9sin- — cos- —

2 2

|.

Nous voyons que les quantités tangd,, tangÏz‘, , tangl, tangÏ l’obtien-
nent rationnellement et qu’une questions délicate est de préciser le
signe à prendre : nous devons d’ailleurs remarquer que, jusqu’ici, les
quantitésd,, Îl,, [, Ïn’ont été introduites que par leur cosinus et par
suite definies au signeprès : choisir le signe de leur tangente revient à
orienterces quantitéä; or les deux courbes minima (y), (2) sont telles
que la distance constante yz est égale à :t 21; si nous nous reportons
à la fin du Chapitre Il, on voit que le rayon de torsion de la courbe
décrite par le milieu du segmentyz doit être égal, avec l’orientation
adoptée au Chapitre II, à —i tangl, et cette remarque permettraitde
fixer la détermination précise de tangl puisque itangl ne peut avoir
que l’une des deux valeurs i tang%tangâ; comme on a supposé

sindi sin0# 0, on voit que ce nombre ne peut être égal ài 1 , en tout
cas que ce nombre est réel : cela tient à ce que les deux courbes, de
torsion constante, engendrées par le milieu de yz et le milieu de ;;
sont imaginaires conjuguées d’une part et de l’autre qu’elles sont à
même torsion et transformées asymptotiques l’une de l’autre; même

- remarque pour la quantité Ï; les deux courbes engendréespar le milieu
de yE ou de ÿz ont leur rayon de torsion égal à -—itangÎ, ou

d 9 . ’ 'itang
-2-

cot ;; on remarquera que, le Signe de [ayant été fixe,
comme 1 n’est déterminé qu’à 11 près; le signe de cos! reste indéter-

)' + z
2 cost

peuvent être changées de signe : ces coordonnéessont égales à

miné et, en effet, les coordonnées du milieu du segment (yz)

læchô(1+cosd)—
ia sin0shô+£sindchô+ishô(1+cosô)

shô]2

>< ‘/ 1—tang’ätangîg.
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On voit ainsi que le calcul du rayon de torsion précis implique un
calcul assez long, que nous ne ferons pas.

Nous ferons remarquer d’autre part que, au lieu d’associer les deux

î;:, y +z——=» nous aurions pu associer les deux pointsy_z y—z
zoos! 2Sinl asinl

qui décrivent les courbes réciproques par rapport à l’absolu des
courbes à torsion constante précédentes; ces deux courbes sont, elles
aussi, transforméesasymptotiquesl’une de l’autre.

Nous pouvonsmaintenant faire une remarque : le couple de Bertrand

   points

(a:), (E‘) nous a fait découvrir ce système remarquable de quatre
courbes minima (y), (z), (;), (E), qu’aurait donné le couple de Ber—

trand (l), (Î) formé des réciproques du premier couple par rapport
à l’absolu : la droite (œÎ) aurait été remplacée par la droite (lib), et
inversement, de sorte que nous retrouvons le même système de courbes
mznzma.

2. CONSTRUCTION DE LA COURBE GÉNÉRALE DE BERTRAND AU MOYEN D’UNE

COURRE MINIMA ET DE DEUX TBANSFORMÉESASYMPTOTIQUES. — La réciproque
est facile à démontrer : donnons—nous une courbe minima (M), puis
deux transforméesasymptotiques(M, ), (M,) de (M), minima elles aussi:
le milieu du segment (M,M,) décrit une courbe (B) de Bertrand; le
théorème de permutabilité de Bianchi permet d’obtenir, rationnelle-
ment en tenant compte du fait que M, doit être minima elle aussi, une
quatrièmecourbe M,, transformée asymptotiquesimultanémentde M,
et M,; le milieu de MM, décrit la courbe de Bertrand (B,) complétant
avec B le couple de deuæ courbes de Bertrand associées. Les milieux de
MM. , M, M, décrivent deux courbes de torsionconstante transformées
asymptotiques l’une de l’autre; il en est de même pour les milieux de
M, M, et MM,.

On peut démontrer directement ces propositions, en suivant la
marche qui a été suivie au chapitre précédent (@ 2 et 5); mais on
peut remarquer que ce calcul est inutile; car un couple de Bertrand
est parfaitement déterminé d’une façon intrinsèque, par la donnée
de p en fonction de s pour la première courbe et des constantes d, 6,
qui permettent de calculer le rayon de torsion T; la courbe de
Bertrand en jeu fournitalors le système des quatre courbes minima
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MM. M;M… et l’on a dû faire intervenir une fonction arbitraired’un
argument [la fonction p(s)] et deux constantes arbitraires (d, 6). Si
nous partons d’une courbe minima (M), nous devons donner la
fonction v=f(u), du paragraphe 1 du Chapitre précédent, pour
obtenir (M); nous choisissons ensuite une constante 21 (appelée d
au chapitre précédent) qui est la distance constante MM. et l’inté—
gration d’une équation de Riccati fournit, 21 étant donnée, la
courbe (M.); on choisit de même une constante 2Î(distin_cte de al)
et l’on obtient, par une autre équation de Riccati la courbe (M,);
cela posé le point M3 s’obtient, rationnellement, comme point commun
à trois plans isotropes qui sont (fig. 4) les plans osculateurs en M,

Fig. 4. 
ou M.; à (M,) ou (Ma) et le plan isotrope (autre que M,M;M) issu
de M. M,; cette construction a fait intervenir une fonction arbitraire
d’un argument [o=f(u)], et quatre constantes arbitraires, les
constantes !, Ï et les deux constantes introduites par le choix d’une
intégrale de chaque équation de Riccati.

Dans les deux méthodes on a donc eu, finalement, à introduire
une infinité dénombrable de constantes arbitraires; d’autre part,
si l’on 0père par l’une des méthodes, elle fournit, une fois la solution
trouvée, les constantes initiales nécessaires pour mettre l’autre
méthode en route, de sorte que nous arrivons finalement à des
résultats identiques en partant par l’une ou l’autre voie, à condition
de choisir à bon escient les valeurs initiales.

On peut remarquer que le tétraèdre MM.M,M3 reste égal à lui—
même au cours du déplacement de l’un des sommets M sur la courbe
minima (M) correspondante.
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On remarque aussi que le problème de la transformation asympto-
tique d’une courbe T, de torsion constante (différente de l’unité en
valeur absolue) est résolu aussi par le même procédé : sur la binor—
male de T, il y a deux points M, M, qui décrivent chacun une courbe
minima : la distance T, M ou T,M, est constante (en effet, si l’on
pose T, M=l, on a tangl=iiT où T est le rayon de torsion de la
courbe T,); il suffit alors de trouver une transformée asymptotique
de (M), soit (M,), qui soit minima et corresponde à l’équation de
Riccati relative à la constante arbitraire Ï (distincte de l) pour
reconstituer la figure 4; comme vérification on a bien deux constantes
arbitraires pour passer de T, à T'4 (@ 4 du Chapitre I): la constante Î,
puis la constante d’intégration.

Nous remarquons que ces résultats généralisent scrupuleusement
tous ceux que M. Gambier a obtenus dans son traité sur les courbes
de Bertrand de l’espace euclidien, il y a simplement cette différence
que sur l’arête MM, on peut, outre le point T,, considérer celui T,

. . 1r ' -qui est à la distance ; de T, et engendre la courbe réciproque de (T,);
d’ailleurs, suivant que l’on considère comme distincts ou non deux
points (cv,, a:,, su,, av.) et (— æ,, —æ,, —æ,, —æ,) dont la distance
est 11, on peut considérer sur l’arête MM, soit deux points seulement
T, et T,, soit quatre points T,, T,, — T, , — T'1 àla distance

;-’
l’un de

l’autre. La seule précaution à prendre est de bien associerles points T,
et T',, T, et T, sur les arêtes opposées MM,', M, M,; on y arrive en
remarquant que T, T', est perpendiculaire à MM,, tandis que T, T',
ne l’est pas.

5. TRANSFORMATION SPÉCIALE AUX COURBES DE BERTRAND. — Nous avons
maintenant le moyen de définir les transformations des courbes de
Bertrand de l’espace elliptique, tout comme Sophus Lie l’a fait, dans
l’espace euclidien, pour les courbes à torsion constante, puis comme
Demartres, Bianchi et Razzaboni l’ont étenduaux courbesde Bertrand
de l’espace euclidien.

Nous choisissons une nouvelle constante [’ distincte de l et Ï et
greffons, sur la figure 4 précédente, reproduite en figure 5, une
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nouvelle transformée asymptotique minima (M’) dela courbe (M),
avec la constante al’. La règle indiquée (au moyen de trois plans
isotropes) ferme les parallélogrammes gauches MM, M', M’ ; MM, M', M’;
puis M’M', M'2 conduisent au parallélogramme M’M'4 M'3 M',; on a

ainsi huit sommets donnant une configuration de Môbius et formant
une figure indéformable quand le point M décrit la courbeminima (M);  
les deux parallélogrammesgauches MM4 M,M, et M’M'l M'3 M'2 relatifs
à la combinaison (l, Î) peuvent être dits opposés; ils sont égaux
d’ailleurs, ainsi que les tétraèdres dont ils sont les sommets : cela
résulte des relations

sind
- ,

sm @

 tang’l= —— tang’
%

tang‘
-Î—, tang’Ï: — lang!

%
cot’ %, Th 5 :

que nous avons obtenues entre les distances MM. = 21, MM,= 2Î,
M, M,: MM3: 2i8.

Les points pairs dans la configuration de Môbius que nous étudions
sont, par exemple, M, M',, M,, M, et les points impairs M., M,, M’,
M2. Le tétraèdre M4 M,M’M'3 est lui aussi invariable et à arêtes oppo-
sées égales; les faces sont isotropes (tangentes à l’absolu) : ce sont en
effet les plans osculateurs en M, M',, MC,, M, sommets pairs; ces
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som mets pairs forment un tétraèdre égal au précédent, indéformable
aussi, qui lui est à la fois inscrit et circonscrit. La droite BB, où {3 est
le milieu de M’ M',, est donc de longueur constante et perpendiculaire
àla fois sur M.M, et M’M',; si @. est le milieu de M',MÏ_,, (B) et (S.)
décrivent deux courbes de Bertrand associées donnant lieu à la même
relation caractéristique que (B) et (B,) : la droite M, M2 est parallèle
à la binormale de (B.) et M’M'3 à celle de (B.); donc les plans oscula—
teurs à (B,) et (B,) en B. et (3. respectivement se coupent suivant BB
et forment entre eux un angle constant; pour la même raison les plans
osculateurs à (B) et (B) en B et B se coupent suivant B, B, et forment
un angle constant, le même que précédemment. On peut énoncer
ainsi la transformation que nous avons découverte pour les courbes
de Bertrand :

Dupoint B comme centre, dans le plan osculateur à (B,) au point B. ,

on trace un cercle de rayon constant, d’ailleurs arbitraire, et, sur la sur—

face cerclée ainsi obtenue, on trouve, par une équation de Riccati, œ‘
courbes de Bertrand (B), telles que, inversement, (B) se déduire de B par
le mêmeprocédé, c’est—à-dire que la droite B B soit l’intersectiondesplans
osculateursen B. et (3, aura courbes associées (B,) et (B,).

De la courbe (B) on déduit cao2 courbes de Bertrand contiguës :

l’une des constantes arbitraires est l', l’autre est la constante arbitraire
fournie par l’intégration de l’équation de Riccati qui donne (M’) une
fois l’ donnée. .

.

On peut remarquer que la figure 5 a explicité 8 courbes minima,
12 courbes de Bertrand, [2 courbes à torsion constante : les 12 arêtes
ont livré chacune une courbe à torsion constante explicitée par nous
(mais nous avons fait remarquer que chaque arête livre une nouvelle
courbe à torsion constante, qui est la réciproque de la courbe expli-
citée). De même chaque parallélogramme gauche tel que MM2M3M.
(il y en a 6) a livré deux courbes de Bertrand associées B et B.; mais
il est facile de voir que ce parallélogramme gauche livre aussi les
courbes réciproques de celles—là. Il suffit en effet de se reporter aux
formules (3) du paragraphe 1 de ce chapitre : on a  
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ce qui exprime que, les deux pointsy et; ayant pour distance 2i8 et
milieu a:, on peut considérer y et (—ÿ), c’est-à-dire les mêmespoints
si l’on ne distingue pas; et (—ÿ), comme situés à la distance 11 —2i8
et pour milieu Î; ici c’est l’ensemble M., M, qui remplace y, ; de
sorte que la droite M. M, porte le point B et, à la distance i n, de B,
le point B, qui décrit la courbe réciproque de (B,). La figure 5 per-
mettrait donc de mettre aussi en évidence les 12 courbes réciproques
des courbes de Bertrand déjà explicitées. C’est cette propriété qui est
nouvelle par rapport à celles qui ont déjà été données comme généra—
lisant pas à pas celles de l’espaceeuclidien ; cela tient à ce qu’une droite
de l’espace elliptique est une courbe fermée, analogue au cercle de
l’espace euclidien (sur cette courbe fermée nous n’avons pas distingué
l’un de l’autre deux points diamétralementopposés)et qu’un segment
a deux milieux (de même qu’en géométrie euclidienne deux droites
illimitées sécantes ont deux bissectrices).

La transformation que nous avons ainsi définie pour les courbes de
Bertrand permet d’offrir un théorème de permutabilité; cela tient à ce
que nous pourrons rattacher cette transformation aux transforma—
tions asymptotiques des courbes minima en courbes minima. C’est là
le mérite du procédé, découvert par M. Gambier, pour décomposer
une telle transformation en une composition de deux transformations
essentiellement imaginaires.

Les transformationsasymptotiques des courbes à torsion constante
se trouvent étudiées par le même procédé.

La seule difficulté qui se présente dans ce procédé est d’étudier les
transformées réelles des courbes de Bertrand réelles ou des courbes à
torsion constante réelles.
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