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Sur la formation de U'intégrale générale d’une équation
aurx dérivées partielles du second ordre, an moyen d’une
intégrale complete;

Par Constantin ORLOFF
(Belgrade).

1. Le Mémoire de Lagrange, « Sur les intégrales particuli¢res des
équations différentielles » ('), donne une méthode pour obtenir une
intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles du second
ordre, étant connue une intégrale compléte de cette derniére équation.
Cette méthode, quoique générale, est d'aprés Lagrange lui-méme
« plus curieuse qu'utile », étant trés compliquée méme dans les appli-
cations aux équations les plus simples.

Le but de ce travail est de simplifier la méthode de Lagrange pour
composer l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles
du second ordre. L’étude qui va étre exposée a été suggérée par les
‘conférences de M. N. Saltykow, en 1933, a I'Institut scientifique
Russe a Belgrade.

Dans son Mémoire cité Lagrange démontre que par la variation des
constantes dans une intégrale compléte premiére, & deux constantes
arbitraires, on obtient une intégrale générale premiére, & une fonction
arbitraire.

Il va sans dire que I'intégrale compléte premiére peut étre obtenue
d’une intégrale compléte, & cinq constantes arbitraires, chaque fois
qu’il soit possible d’éliminer trois constantes arbitraires de 1'intégrale

(') OFuvres complétes, t. b, p. 5-108.
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compléte en question et de ses deux dérivées partielles du premier
ordre prisesrespectivement par rapport 4 x et a y.

Or, il faut noter qu'une équation donnée aux dérivées partielles du
second ordre peut bien admettre outre les intégrales complétes jouis-
sant de la propriété mentionnée concernant les éliminations indiquées,
encore d’autres intégrales qui n’en jouissent point.

Introduisons, pour lesintégrales complétes de la premiére catégorie
indiquée, la désignation des intégrales completes spéciales, tout en
désignant les autres intégrales completes réguliéres.

Nous allons étudier la possibilité de résoudre le probléme en ques-
tion au moyen dela transformation desintégrales complétes réguliéres
en celles de la _forme spéciale.

Or, cette voie que nous venons d’indiquer n’est pas la seule possible
a suivre pour la solution du probléme posé.

Il est aisé d'imaginer, dans le méme but, encore un autre procédé
concernant la formation directe des intégrales générales premiéres en
partant des intégrales complétes quelconques. Ce procédé sera aussi
démontré dans le présent travail.

CONSTANTIN ORLOFF.

2. Considérons, d’abord, une intégrale compléte spéciale d’une
équation aux dérivées partielles du second ordre, a savoir

(l) s=v(u, s Cl? Cﬁ' C:;‘ CU Cs)v

les C,, C,, ..., C, désignant cinq constantes arbitraires distinctes.
L’intégrale compléte (1) étant spéciale, supposons qu’elle produit une
intégrale compléte premiére a4 deux constantes arbitraires, en élimi-
nant C,, C,, C, de I'équation (1) et de ses dérivées du premier ordre
prises par rapport a x et 4 y. Il s’ensuit que la fonction ¢ doit satis-
faire a la condition suivante

dyv ary d%¢
d I dC, JdxdC, dvdC,
0, g _
9oy ) | oe ot ot |
*) ‘ D<C.,Cz, C;;>= 9C, dxdC, dyoC, |~
| ov ad*y a2
JdC; dxdC; 9y dC,

L’intégrale compléte (1) pourrait admettre la forme spéciale non
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seulement par rapport & un groupe de trois constantes arbitraires C,,
C., C,, mais encore par rapport a un second groupe de trois constantes
arbitraires, par exemple par rapport a C,, C,, C;. Dans ce cas, outre
la condition (2), on aurait la seconde condition

( o dv oy
' 92’ d_);)
) P\tee /=

Cette seconde condition étant satisfaite, on éliminera, de I'intégrale
compléte (1) et de ses dérivées du premier ordre par rapport a x et
a y, une fois les constantes C,, C,, C, et 'autre fois les constantes C,,
C., C;. De cette maniére on va avoir deux intégrales complétes
premiéres différentes qui se trouvent en involution. Il s’ensuit alors,

par une quadrature, l'intégrale générale de I'équation étudiée aux
dérivées partielles du second ordre.

3. Supposons maintenant que l’on ait une intégrale réguliére de la
méme équation aux dérivées partielles du second ordre

(4) z=w(x, ¥, o, %y, Ay, Ay %),

les « étant des constantes arbitraires distinctes. Il s’agit de voir s'il
est possible de transformer cette intégrale réguliére (4) en une inté-
grale spéciale. Pour faire cette transformation, introduisons, au lieu
des constantes arbitraires «,, a,, ;, a,, &;, cinq nouvelles constantes
- arbitraires C,, C,, C,, C,, C;, liées avec les constantes « par des
relations
i a,=f,(C,, Gy, C;, G, C)),
azzfg(cu C2> Czu C,,, C,..,),
(3) ' o= f,(Gy, Gy, Gy, Gy, Cy),
aA:fA(Cn Cz,- Cs; Cu C;)}
o= f,(C,, G, Gy, G, C;).

Les fonctions f peuvent étre quelconques, a4 condition d’étre
distinctes, ou, ce qui est le méme, vérifiant la condition

G, C,C,C,C.
D 19 Mgy gy Layy Lis o
(6) (f., T Tor T f,.)<°’
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car autrement il y aurait une ou plusieurs relations entre les cons-
tantes «, qui sont cependant indépendantes.

Composons a présent les conditions que doivent vérifier les fonc-
tions f'pour que l'intégrale réguliére (4) transformée admette la forme
d’une intégrale spéciale par rapport aux constantes C,, C,, C,.
Supposons que l'intégrale (4) transformée devient

(7) 2= v(x, .1'7 Ch CQ) C:U Cls; C.‘, ))
ou I'on a posé
(8) v=w(x, v, fn f-z; f:u fu fs):

ot la fonction ¢ vérifie la condition (2). Il s’ensuit, en tenant compte
de I’égalité (8), les relations

b~ ow  If

0C, 4 9z, IC
s=1
otw df, .
(9) drdC: da."doz,-_()_C,- (l—'r 2, 3) 4~5)

d*w  df,
o} oc Z i 9y ., aC,

Si’on pose, pour abréger I'écriture,

ow iw Jtw

_—=w e —_— —w, s=—1,2,3,4,5
()as E1) ()-7:' das sy ()}’ da,c ¥s ( 2 bl > > ))

les relations () deviennent

03
oc, “2“" 7

3
: oty ¥
(10) C 9T dC

!

9f. .
W‘"B_(f, (i=r1, 2, 3,4, 5).

s=1

v dfs
oy oC; 2“”'

=1
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En substituant les expressions (10) dans la formule (2), on obtient
la condition requise

b} s

N, 9 . 9fs 9
PR ToN 2 AP ToN 2 NELPToN
s—=1

£=1 s=1

. H

e N U N O |
(11) ZW’E Z“,vxgc—z Zw_ysa(—:: =o.
s=1

s—1 s=1

. tl

of, o N, o
Z W_q?)é 2 ”‘.rx;(j:_x 2 W)"Sd-(.é_.s
s=1

s =1 s=1

Si cette derniére condition (11) est satisfaite, alors, en éliminant
les trois constantes C,, C,, C;, de I’équation (7) et de ses deux
dérivées du premier ordre, on en tire l'intégrale compléte premiére.

Sil'on considére la condition (11) comme une équation que doivent
vérifier les fonctions f, dont les expressions sont inconnues, il suffit
d’en trouver des valeurs particuliéres quelconques des fonctions f pour
résoudre le probléme de la formation de !'intégrale compléte spéciale.

Etudions maintenant la transformation d’une intégrale compléte
réguliére (4) en une intégrale spéciale par rapport a deux groupes de
constantes arbitraires C,, C,, C; et C,, C,, C;. Il faut alors qu’outre
la premiére condition (11), la seconde relation suivante ait lieu, &
savoir ‘

S0 N W N, e
EW.\'E Z“.r.\‘m Z“)’xdﬁ

§=1 s=1 s=1

] - )

, dj( N dft , dfs‘ —
(12) 2“«;(: Z"‘.mm 2“3‘3'06‘ =o,

s=1 s=1 s=1

4 o B

af afs afs

s=1 s=1 s=1

les désignations y conservant les valeurs antérieurement définies.

Si I'on réussit & obtenir les valeurs des fonctions f vérifiant les deux
conditions (11) et (12) simultanément, I'intégrale compléte (7) pro-
duira deux intégrales complétes premiéres distinctes.
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On va & présent démontrer que les considérations exposées offrent
des applications trés importantes.

4. En effet, appliquons la méthode étudiée a I'exemple classique
de Lagrange (').

Il est bien connu que I'expression

o
(13) 5=y X+ 0+ 2, X ATy - Zl—g_y?

est I'intégrale compléte de I'équation aux dérivées partielles de la
corde vibrante

(14) r—at—=o,

les désignations étant usuelles, les « étant des constantes arbitraires
distinctes. :

On voitimmédiatement que I'intégrale (13), donnée par Lagrange,
est réguliére. D’autre part il est évident que les équations (11) et (12)
admettent la solution suivante, vérifiant la condition (6),

fi=C,, Ji= a*(C,+ C,),
J:=a(C,— (), Si=2a(C,—C)).
S:=C,+C,.

Il en résulte que les formules de transformation deviennent

s a, =G, a,= a*(C;+ C;),
(15) a,=a(C,— C,), a,=2a(C,— C;).
( ot;;:C.l—F C,,,

L’intégrale (13) transformée, au moyen de ces derniéres formules (15),
devient une intégrale spéciale par rapport a deux groupes de constantes
arbitraires, asavoir C,, C,, C, et C,, C,, C; et prend la forme suivante

(16) s =C,+Cy(y +ax)+Cy(y +ax)*+ C(y —ax)+ C;(y —ax)?,

C,, G, Gy, C,, G, désignant les nouvelles constantes arbitraires.
En éliminant de cette intégrale et de ses dérivées du premier ordre

(*) LaGrANGE, ibid.
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prises par rapport 4 x et a y, une fois les constantes C,, C,, C; et
'autre fois les constantes C,, C,, C;, on obtient deux intégrales
complétes premiéres suivantes :

p—aqg=2aC,— jaC;(y — ax),
(17) %

p+aqg=2aC,+ 4aCy(y + ax).

On en tire, par la variation des constantes arbitraires, d’aprés la
méthode de Lagrange, deux intégrales premiéres générales :

(p—aqg=— 2a9'(y — ax),

(18) | p+ag= 2a¥(y+ ax),

¢’ et { désignant les dérivées de deux fonctions arbitraires ¢ et {.
Il s’ensuit, par une quadrature, l'intégrale générale classique de
I’équation de la corde vibrante (14)

(19) s=¢()y —ax)+¥(y + ax).

8. Lagrange, dans le Mémoire cité, avait de plus démontré I'exis-
tence des intégrales complétes premiéres a trois constantes arbitraires,
dont on peut obtenir par la variation de constantes arbitraires les
intégrales premiéres générales.

Etudions d’abord la forme générale des intégrales complétes pre-
miéres contenant trois ou plus de trois constantes arbitraires.

Considérons, donc, une intégrale compléte premiére d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre, définie par I'équation de la
~ forme suivante

(20) F(r,v,sp,q,G, C,, C)=o,

impliquant trois constantes arbitraires C,, C,, C,.

D’aprés la définition méme de l'intégrale compléte premiére,
I’équation (20) doit satisfaire aux conditions suivantes. Composons
tout d’abord les deux équations dérivées du premier ordre de (20)
par rapport a x et y, a savoir

5’.Edi+d—57p+ d—gr+d—9’
YT dx 03 dp dq

3"=0-—5+gz +d—g's+d—5t—o
YT 9y 05 7 op adg

s=o,

(21)

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 193g. 20
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rysett désigna\nt les dérivées secondes correspondantes s, Sz 0
da?’ dxdy dy?

Pour que I'équation (20) soit I'intégrale compléte premiére d'une

équation aux dérivées partielles du second ordre, cette derniére doit

s’obtenir par I'élimination de toutes les trois constantes C,, C,, C,

entre les trois équations (20) et (21). Analytiquement la condition

requise va s’exprimer par I’égalité

F, Fp, T\
(22) D(C:T:TZ>—°’

le symbole du premier membre de cette derniére égalité (22) dési-
gnant le déterminant fonctionnel des trois fonctions F, I, F', pris
par rapport a C,, C,; et C,. '

Considérons, en second lieu, I’équation a quatre constantes arbi-
traires C,, C,, C, et C,

(23) F(x,y, 5. p,q. G, Gy, Gy, C)=o.

Pour que cette derniére représente I'intégrale compléte premiére d’une
équation donnée aux dérivées partielles du second ordre, cette derniére
doit s’obtenir comme résultat de 1’élimination des quatre constantes
arbitraires C,, C,, C;, C, entre I'équation (23) et ces deux équations

(24) F.—o, F,—o,

leurs premiers membres étant définis d’'une maniére analogue aux

équations antérieures (21).
11 s’ensuit que les conditions de la forme suivante doivent avoir lieu

F, Fo, T\ F, Fo F)\
% b(Eee)=- o(ete)="
Enfin, considérons I'équation

(26) F(x, 5,3 p, q,C, G, G, G, C;)=0o,

a cinq constantes arbitraires. Pour que cette derniére représente
P'intégrale compléte premiére d'une équation aux dérivées partielles
du second ordre, I’élimination de deux constantes arbitraires quel-
conques parmi C,, C,, C;, C, et C; entre I'équation (26) et ses deux
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dérivées

produit I'équation indépendante de toutes les autres constantes.

Le résultat obtenu, étant I'équation aux dérivées partielles, la
relation (26) en est une intégrale compléte premiére a cinq constantes
arbitraires. Pour cela les trois conditions suivantes doivent étre satis-
faites :

F, ¥, F, F, 5. F, ¥, 5, F
e p(ege) = Plade)= lewe)=e

Les conditions qui viennent d'étre établies (22), (25) et (27) défi-
nissent respectivement les intégrales complétes premiéres. a trois,
a4 quatre et 4 cinq constantes arbitraires. Il est aisé de les distinguer
d’une part en intégrales réguliéres et d'un autre coté en spéciales. On le
fera en leur appliquant les considérations analogues a celles que I'on
avait introduit au n° 3 concernant les intégrales complétes. S’il est
possible d’introduire un nouveau systéme des constantes arbitraires
distinctes dans les intégrales (20), (23) et (26) d’une telle maniére
que le nombre de nouvelles constantes se réduit & deux constantes
distinctes, les intégrales correspondantes obtenues seront dites de la
forme spéciale.

6. Les considérations exposées permettent de donner une nouvelle
méthode pour la composition des intégrales premiéres générales, sans
transformerl'intégrale compléte, comme on1’avait fait antérieurement
aun° 3.

En effet, reprenons I'intégrale compléte (13), du n° 4,

3
I==0y 4+ AT + AV + o, 2+ Ay Ty + ;;.)"

de I'équation aux dérivées partielles de la corde vibrante (14).
Ecrivons les deux équations aux dérivées partielles du premier
ordre prises par rapport a x et 4 y de cette derniére équation.
En combinant les deux derniéres équations dérivées, on en tire
immédiatement deux intégrales complétes premiéres, chacune a quatre
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constantes arbitraires, & savoir

ao, -—— 20 .
— 24y - ax),

'\p—aq:ua;,—a._.+ p A

(28)

aoc, 20
_L() -+ (Z.T).

( P+ ag=ac,+ a,+

I1 est aisé de s’en persuader, par I'élimination des constantes arbi-
traires de chacune des formules (28) & part, que chacune des équa-
tions (28) est vraiment une intégrale compléte premiére 4 quatre
constantes arbitraires. Il va sans dire que ces derniéres intégrales sont
bien de la forme spéciale. On voit de suite que toutes les deux se
réduisent a celles 4 deux constantes arbitraires distinctes, si I’on prend
pour nouvelles constantes arbitraires dans la premiére (28) les expres-

sions
ao,— 20,
_—

Aoy — Aoy o

et, dans la seconde intégrale (28), les valeurs

aax;+ 2,

ao, -+ o,
a

On en tire, donc, les deux intégrales premiéres générales, obtenues
antérieurement au n° 4, a savoir

p—ag=—2a¢ ()y—ax),
prag—= 2a/(y—+ax)

C’est ainsi que l'on parvient, par une autre méthode, a former
I'intégrale générale de I'équation différentielle de la corde vibrante,
en partant de son intégrale compléte.

7. Les transformations du numéro précédent sautent aux yeux
d’elles-mémes. Or, ce n’est pas toujours le cas. Mais on pourrait alors
essayer une autre méthode.

En abandonnant I'idée de la formation des intégrales complétes
premiéres & deux constantes arbitraires, on tachera de composer
immédiatement 1'intégrale générale premiére, au moyen d'une inté-
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grale compléte premiére & un nombre quelconque de constantes arbi-
traires.
Considérons, par exemple, I'équation eulérienne

(29) r—t=-— —--

L’intégrale compléte de cette derniére équation a été donnée par
M. N. Saltykow ('), sous la forme suivante

2

(30) 5= C (w4 17) + Cg<% —!—)'2> -+ % + Gy + G,

Clest bien une intégrale réguliére. Or on forme aisément, en vertu
des deux équations dérivées du premier ordre de l'intégrale (30), deux
intégrales complétes premiéres suivantes, chacune a quatre constantes
arbitraires,

/

(31) {

xp+zxq~+s - C(z+y) - Cy(x + )= C(x+)y)—Ci=o,
ep—aqg+3:+C (e —1)—Czx—r)?+C(z—y)—C,=o.

3

On s’en persuade aisément par un calcul trés simple.

Démontrons, a présent, comment on peut appliquer la méthode
de la variation des constantes arbitraires, aux intégrales complétes
premiéres dont le nombre des constantes arbitraires dépassent trois,
pour obtenir les intégrales premiéres générales. Considérons a cet
effet, sauf une, toutes les autres constantes arbitraires comme fonc-
tions arbitraires de cette premiére constante.

Appliquons ce procédé 4 la premiére des intégrales (31), en posant

(32) C,=2(C)), Ci=n(C,), C;=1¢(C)),

%, 1, et { désignant des fonctions arbitraires de C,.
L’intégrale (31) considérée prend la forme suivante

(33) wp+urq+: - Cz+y)—LC)(x+2)-0(G) =+ ) —{(C)=o.

(*) N. Savrykow, Mémoire sur l'intégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre (Bull. de I'Acad. roy. de Belg. Classe des Sciences,
5¢ série, L. 18, 1932, n* 10, p. 817).
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La dérivée de cette équation, par rapport 4 C,, devient donc
B4  —(z+yP -G (z+y)—n(C)le+y)=(C)=o.
Or, cette derniére relation obtenue démontre que C, est une fonction
arbitraire quelconque de ’argument z + y, que I'on va écrire
(35) Ci=0(wx~+ ),
0 désignant la fonction arbitraire.
Substituons, maintenant, cette valeur (35) dans 1’équation (33),

en remplacant tous les termes a fonctions arbitraires de « + y par une
désignation unique.

L’équation (33) prend, alors, la forme d'une intégrale générale
premiére de I'équation étudiée ( 29)

(36) axp+xq+3=29 (x+y),

¢’ étant la dérivée d'une fonction arbitraire ¢ de  + y.

On obtient, par un procédé analogue, en partant de l’autre inté-
grale compléte premiére (31), la seconde intégrale générale premiére
de I’équation (29) sous la forme suivante

(37) ap—uyg+s=20(L—y),

¢’ désignant la dérivée d’une seconde fonction arbitraire ¢ de z — y.
Gréice 4 deux intégrales générales premiéres (36) et (37), il
s'ensuit, par une quadrature, I'intégrale générale de ’équation (29)

5= ‘%[Q(J' + )+ — )],

@ et { étant deux fonctions arbitraires.



