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NOUVELLE METHODE POUR TRAITER CERTAINS PROBLEMES. I11I

Nouvelle méthode pour traiter certains problemes
relatifs aux équations du type elliptique;

Par Georees GIRAUD.

Etant donnée une équation du type elliptique, on peut se proposer
d’en construire une solution soumise, dans un domaine donné, a
certaines conditions de régularité, et dont, en chaque point de la
frontiére, la dérivée suivant une direction donnée, augmentée du
produit de la fonction inconnue par une fonction donnée, ait une
valeur donnée. Lorsque la direction donnée en chaque point de la
frontiére est celle que certains auteurs nomment transversale, et
d’autres conormale, on a les problémes dits de Neumann; comme le
probléme classique de Neumann, ils peuvent étre ramenés a des équa-
tions de Fredholm, moyennant certaines conditions de régularité que
doivent remplir les données. Lorsque la direction donnée n’est pas
partout transversale, on a un nouveau type de problémes qui, pourvu
que cette direction donnée ne soit nulle part tangente & la frontiére,
et pourvu que les données remplissent certaines autres conditions de
régularité, peuvent étre traités au moyen d'équations qui différent
des équations de Fredholm en ce que les intégrales doivent étre
prises en valeurs principales (*).

(') Equations a intégrales principales, étude suivie d’une application
(Annales scient. Ec. Norm. sup., t. 51, 1934, p. 251 & 372; rectification dans le
méme recueil, t. 54, 1937, p. 293 et 294 ). Equations ¢ intégrales principales
d'ordre quelconque (méme recueil, t. 53, 1936, p. 1 a 40). Ces Mémoires
seront désignés respectivement par les lettres ¢ et .
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112 GEORGES GIRAUD.

Or P'intervention des intégrales principales peut étre évitée. Déja
Liénard |'a prouvé pour les fonctions harmoniques de deux variables,
quand on donne la valeur de la dérivée suivant une direction donnée
en chaque point de la frontiére (*); la solution de Liénard ne suppose
méme pas que la direction donnée soit partout non tangente, mais
alors la discussion se complique. Ensuite Oseen a formé une équation
de Fredholm dont toute solution fournit une solution de la question
analogue, relative aux fonctions harmoniques de trois variables (*);
toutefois il est nécessaire, comme avec les équations & intégrales prin-
cipales, de supposer que la direction donnée n'est nulle part tangente
a la frontiére. Le but du présent Mémoire, écrit en hommage a
M. Jacques Hadamard, est de prouver que tous les cas antérieure-
ment traités au moyen des équations a intégrales principales peuvent
aussi étre traités au moyen des équations de Fredholm.

Nous ne traiterons que des cas ou toutes les fonctions données sont
continues. Les autres cas antérieurement traités sc déduisent des
précédents au moyen d’équations de Fredholm, analogues d’ailleurs
a celles qui vont nous servir (*).

Dans des cas ol I'ou connait « priori certaines fonctions de Green
ou certaines fonctions analogues, relatives & des domaines qui con-
tiennent le domaine donné et sa frontiére, la mise en équations &
intégrales principales est plus prompte que la mise en équations de
Fredholm. II en est ainsi quand I'opération du type elliptique est le
laplacien; on emploie alors des potentiels ordinaires : logarithmiques,
newtoniens ou autres, selon le nombre des dimensions. La nouvelle

(') ALrrep LiiNarp, Probléme de la dérivée oblique dans la théorie du
potentiel (C. R. Acad. Sc., L. 201, 1935, p. 3204 322). M. Liénard a bien voulu
m’informer que le Mémoire détaillé parait dans le Journal de 'Ecole Poly-
technique, numéros de janvier a juillet 1938.

(?) C. W, Osgen, Contributions a la théorie analytique des marées (Ark.
Mat. Astron. Fys., t. 25 A, n° 24, 1937, p. 1-39).

(*) Voir d’une part le Mémoire j, spécialement Chapitre 1V, et, d’autre part,
Généralisation d'un type de problémes relatifs aux équutions aux dérivées
partielles du type elliptique (Annali della R. Scuola normule superiore di
Pisa, 2¢ série, L. T, 1938, p. 25 a 71). Ce dernier Mémoire sera désigné par la
lettre n.
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méthode a cependant permis de traiter des cas nouveaux ('), qui ne
seront pas abordés ici.

CHAPITRE 1.

LE PROBLEME PRELIMINAIRE.

{. ENONCE DU PROBLEME PRELIMINAIRE, DEFINITION DE SA FONCTION DE (FREEN,
— Dans un espace euclidien 4 m dimensions (m 2 2), nous choisissons
un systéme de coordonnées cartésiennes orthogonales (x,, ..., x,).
Tout point sera désigné par une majuscule, et ses coordonnées seront
désignées par la minuscule correspondante, affectée d’indices. Deux
fonctions sont données, savoir : une fonction f(x,, ..., z,)ou f(X),
définie et continue pour z,20, et nulle a D'infini, et une fonction
o(x, ..., Z,_,) qui est considérée comme fonction (X) d'un point
X de la variété x,,= o, et qui est partout continue et nulle a 'infini.
Une constante positive g et un angle 6 aigu ou nul (0 <26 < ) sont
donnés d’autre part. Le probléme préliminaire qui va nous occuper
est le suivant :

Construire dans la région x,,2 o une fonction u(X) partout continuc,
nulle a Uinfini, et qui satis fasse dans le domaine x,,>> o a l'équation

(1) Au —gru=f(X) (A =laplacien; g > o),

et dont en tout point de x,= o la dérivée Ou cosl suivant la direction
- (sinb, o, ..., 0, —cosB) existe et soit égale a p(X)cosH,

(2) Ou—=09¢(X).

Il sera démontré (que ces conditions sont remplies par une fonction u
et une seule.

Nous traiterons d’abord le cas ou la fonction donnée ¢ est identi-
quement nulle, et ot les dérivées secondes de f existent, sont partout
continues, et s’annulent & I'infini. Dans ce cas, nous avons, pour

(') Votir aussi deux Notes : C. R. Acad. Sc., t. 203, 1937, p. 1340 a 1343, et
L. 206, 1938, p. 1157 a 1160.
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Tm > 0,

9 .
A(—utaug’) Ju ) — g <()—: tang/ — ﬁlﬁ-) ——dl-tangé e

()$, B ()—J,',:, o 0371 m ’

. ad Jdu ..
si de plus d—.:, tangt — (Eu; tend vers une limite quand X tend vers un

point de x,,= o, cette limite est nulle; supposons qu'il en soit ainsi,
et que les dérivées de us’annulent & I'infini. Désignons par W[ L(X, Z)]
la fonction de Green relative a l'opération A— g?><(...) dans
Pespace entier, L désignant la distance des deux points; cette fonc-
tion, qui a aussi été nommée solution fondamentale principale, a pour
expression (')

m—1 m—3

—L o 2 += m—: ¢ Py
(3) W(L):—%(Z—:-E) f = (1+m> e dt.
ggr(T) 0

Cette fonction et ses dérivées d’ordre p quelconque, relativement a L,
admettent les limitations suivantes, oi 'on doit prendre p = o quand
la fonction n’est pas dérivée :

O (Lr—m—r) (m—+p>2),
(4) qﬂm(L)_—_

o (logi—g) (g12Q et m+p=2;0n aalors m—2=p=o);
8

Q et les constantes sous-entendues dans les symboles O de Landau
sont, ici et dans la suite, indépendants de g; si maintenant gL a une
borne inférieure, positive et indépendante de g, nous avons

—_—

(5) l])‘v')(L):O(gm' ‘ )I‘i;.’me—-gl"

En désignant par A’ le point (a,, ..., @n_, —a,), symétrique de A
par rapport a a,,= o, nous avons, d’aprés ce qui précéde, en désignant

(*) Sur quelques problémes de Dirichlet et de Neumann (Journal de Mathé-
natiques, g¢ série, t. 11, 1932, p. 389 a 416), spécialement Chapitre Il. Ce
Mémoire sera désigné par la lettre f.
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par dV I'élément euclidien,

da,,

=_f (WIL(X, A)]— W[L(X, A)]} ((;)—‘{ltangé - ﬂ) vy

Appliquons un déplacement a la figure; le transformé Y de X est
déterminé par les relations

Z, =y, 086 — y,sinf, Xy, == ¥,y 8in9 + y,, cosb,
(00— 1) (ot — m) (22— a) = 05

soient B le transformé de A, et B’ le transformé de A’. Calculons les
coordonnées b, de B’; nous avons

b, = @, cosf — apsind=— b, cos(29)— by sin(20),
bhip—=— a, sinf — a, cos§ = — b, sin(29) — b, cos(26),
(¢ —1)(at —m)(ba— by)=o.

En utilisant la lettre 3 au lieu de o pour les dérivations relatives
aux nouveaux points, nous avons donc

(m)
— f
- W(L(Y, B)] — W[L(Y, B -\

“m )’m_‘b
‘f LY, B gy
y18in(28) + yp cos(26) + by, |

“‘.'[L(Y, B,)] L(Y B’)

[ faVs.

Il reste & intégrer relativement a y,,, de fagon que le résultat soit nul
a I'infini. Posons
(6) L(X,ANcosQ=3m— bjn=(Zm—~+ tm) c0s¥ — (x;, — a,) sinh (0<Q<m),
(7) H, (X, A) = W[L(X, A)] + W[L(X, A’)] cos(26)
— sin(29) [{z, — a,) co88 + (Zm—+ ap)sinb] .
Ty L(X, A) Vi@ + 2|

— dt;
cos \’/Singgﬂ- t* ’

nous trouvons alors sans difficulté, si les hypothéses faites au cours
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du calcul précédent sont vérifiées,

(e
(8) u(X)=— H, (X, A) f(A)d\,.
Nous vérifierons que cette fonction u remplit les conditions exigées,
mais auparavant nous devons étudier la fonction H,(X, A) qui sera
nommée désormais la fonction de Green du probléme énoncé au début
du paragraphe. Nous justifierons cette dénomination. La méthode
employée pour former cette fonction est une extension de celle que
Bouligand employa dans une question voisine (*).

2. EtubE bE LA FoNCTION DE GREEN DU PROBLEME PRELIMINAIRE. — Regar-
dons H,(X, A) comme une fonction de X. Il est évident que cette
fonction est holomorphe en tout autre point réel que le point A et les
points de la demi-droite Q =1, dont l'origine est A’, et qui est
paralléle a la direction (sinf, o, ..., — cos0). Uin seul de ces points
est dans la région x,20, c'est le point A; si a, est positif,
H,(X,A) —W[L(X, A)] est holomorphe en A, et cela prouve que
H,(X, A) aen A lasingularité d’une fonction de Green. Il n’est pas
sans intérét de connaitre I'allure de H,(X, A) au voisinage de la
demi-droite Q = n; pour cela nous remarquons qu’on a

- sin? * L ' i 2
(9) f lIJ’(L\./sm 9+t)dt: ‘F(LS]DQ\/I—I—[)(”:
cos ) \"Slﬂeg + £ cot \/I —+ {*

mais d’apres (4) nous avons

(L sinSZ\/l—}—t—!){”
cot Q vi+ e

=O0[(L sin9)1-m]f (1+1) * dt — O[(L sinQ)'—|;

comme |(x, — a,)) cos O + (&, + a,.)sinB| est LL(X, A")sinQ, nous
en concluons que le dernier terme du second membre de (7) vaut

(') Georces BouLiGanp, Grorces Giraup et Paul DELENs, Le probléme de la
dérivée oblique en théorie du potentiel (volume de 78 pages, Paris, 1935),
spécialement premiére partie, paragraphe 11,
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O(sin* Q) L*(X, A"). Pour m=12, on a

1(zy— a,) cosh + (& + ap)sinf | = L(X, A')sinQ,

et I'on trouve que, si X tend vers un point autre que A’, sur la demi-
droite Q == =, le dernier terme a deux limites opposées, suivant que X
rend (z, — a,) cos + (x,,+ a,,) sin positif ou négatif.

Etudions maintenant I'allure de H,(X, A) et de ses dérivées de
tout ordre quand Q a une limite supérieure w <, et quand en outre
L(X, A)L~'(X, A’) est borné; ces conditions sont remplies en parti-
culier quand z,, est 20, car, puisque a, est 20, cos{) est >—sin0,
d’ou Q<6+ g, et L(X, A) est <L(X, A'); nous supposerons cosw<o.

Dans ce but, nous allons étudier 1'allure de I'intégrale (g) et de ses
dérivées de tout ordre par rapport aux variables L et Q, ou plutét par

rapport aux variables L et L. cosQ=x. Enremplacant zpar (¢ + )L,
le premier membre de (g) devient

F(L, )_f+’°llf’(\/L“+ 2z +F)

T atr + 12

Remarquons immédiatement que les inégalités x>Lcosw >— L
entrainent
v LE42tx + 22 Lsinow.

Or nous avons, quand p et ¢ sont 2o,

9r+1F
JL» 7
py
—2 f Yo (Lt e ta + l’)(\/L’—i— 2tx—+ tz)"_’—gp—qup,q‘,,(L, z, t)dt;

n=u

onaA,,,=1, et I'on vérifie par récurrence que A, , , est un poly-
nome homogéne et d’ordre p + ¢ par rapport 4 L, az et & ¢. L'inté-
grale ou figure A, , , vaut donc

+ =
f O[(VIF+ratz+ ) """ dt = O (Lr-m—r—),

cette derniére limitation se justifiant soit directement, soit par
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application d'un lemme qui sera énoncé plus loin (Chap. II, § 3).
Mais une autre limitation est possible si gL est 21. Dans ce cas, le
produit de A, , . par les autres facteurs qui sont sous le méme signe

f vaut
o(¢ T T

Si z est négatif, nous avons, dans le champ o <t <L — z,

m—+1
e

exp(— gV 2tw + ).

 EErE— . t 2, -
VI a2te + £>Lsino + L—_}:—w)(vz — 1);

si  est 20, nous avons, dans le champ o < <L,
TR s L4 208

I'intégrale qui correspond au champ ou ces limitations ont lieu est

donc
O(gm_:_""'n)LA— m:l"”—"e—glenmf—'_m exp (l — \{‘2)th dt

2_;_'. m —
:O(gl n)L"— 3 F ”e—gl‘sinw.

Dans le champ restant, nous avons

Lsinw +t 42 —L (z < o).

/1.2 txr -+ 12
Vidatea >%¢ (z 2 o)

'intégrale correspondante est donc

m—=2 m—+1

——n N —p—q
O(g 2 )I. 2 e—Lsin®

En résumé nous avons, pour Q <w < et coswZo,

07+9F

O (Lt—m—r—1) quel que soit L,
oL oz1 {

les constantes sous-entendues dans les symboles O dépendent de w,
mais non de g.

Arrivons maintenant a la fonction H, (X, A) définie par (7). Elle
dépend de X, de A et de 6. Dérivons-la p fois par rapport a des
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coordonnées de X et de A, et g fois par rapport a 0, p et ¢ étant 2o.
D’aprés ce qui précéde, si l'on a constamment Q< w < =, w étant indé-
pendant de g, et s L(X,A)L~'(X, A’) a une borne supérieure indépen-
dante de g, le résultat de ces dérivations vaut O(L*~"~*) si lon a
m+p>2,0 (logﬁ) silonagL<ietm—+ p=2a(d'oim—2=p=o),
enfin O(g"+?)e~* " si gl.est 21.
Démontrons maintenant qu’on a
(10) AH(X,A)— g H, (X, A)=o,
(11) OH, (X, A)=0,

les opérations étant relatives & X ; dans (11), «,, est donc nul. D’aprés
la formation de H,, nous avons

M, _ 3W[L(Y, B)]

a}’m - 67’/11

(12)

)

+ sin(26)ﬂ[—lé(7§(’——f-;ﬂ -+ cos(26) (-}—‘P.W

l'opération A —g*><(...), appliquée & cette derniére fonction,
donne un résultat nul; donc le premier membre de (10) ne dépend
pas de y,,; mais, d’aprés les limitations qui viennent d’étre obtenues,
ce premier membre tend vers zéro quand y,, augmente indéfiniment
par valeurs positives, les autres y, et tous les b, restant fixes; donc
ce premier membre est nul, et (10) est démontré pour tous les points X
qui n’appartiennent ni a la demi-droite singuliére, dont I'origine est
A’, ni a la demi-droite paralléle issue de A ; la continuité prouve que
I'identité (10) subsiste méme pour les points de cette derniére demi-
droite (*). En vue de vérifier (11), nous remarquons que, en changeant
les signes des deux membres, (12) s’écrit

JoH, . JH, _ , (zy— a,) sinb — (x; — an ) cosh

(13) ()—‘x—"slne—mcose— IP.[L(X, A)] L(X’ A)
, e (g — @) sinb + (X + an 6
— WL(X, A1) BB (Ta Sm) o7,

(*) Une confusion évidente s’est glissée dans un passage analogue de j (Chap.1I,
§ 3), ou, huit lignes avant la fin, il faut lire : « Ja_ estuve fonction harmonique »,
en supprimant plusieurs mots. "

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 193g. 16
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si maintenant x,, est nul, nous avons L(X, A)=L(X, A’), et par

suite

oH JH,
3;1— tang@ — dxm

—=o0 (rm—=—o0);

la formule (11) en résulte aussitot. Nous avons ainsi achevé de justi-
fier le nom de fonction de Green, appliqué a H,.

Etablissons d’autres propriétés de H,. Tout d’abord, si nous échan-
geons les roles des points X et A, la fonction H, remplit les conditions
analogues & (10) et @ (11), mais ot O est remplacé par —0. Clest
évident sur I’expression (7), puisque, en désignant par X' le point
(Z1y oo yy sy —Zm),0na L(X, A)=L(X/, A).

D’autre part, si z,, et a,, sont 20, H, est positiy. En effet, si a,, est
positif, la fonction H,, qui est positive quand X, regardé comme
variable, est assez voisin de A, et qui est nulle & I'infini, et qui ne
peut atteindre un minimum Lo en aucun point ni du domaine
z, >0 (') ni de sa frontiére (?), est donc positive ou que soit X. De
méme, elle est positive si z,, est positif. Six,, et a,, sont nuls, elle est
encore positive, car, regardée comme fonction de X, elle ne peut non
plus atteindre un minimum nul sur la frontiére.

Appliquons maintenant la formule de Green aux fonctions H, (X, A)
et exp(— ga,), dans la région définie par les conditions simultanées
a,>o, L(O, A)<R et L(X, A)> . puis passons a la limite en
faisant tendre R vers I'infini et v; vers zéro; nous trouvons ainsi, en
désignant par dS 1'élément euclidien,

(nm—1) .
(14) f H, (X, B)dS,= 2R(_&Tn) (),

o
bpm=0

(1) Généralisation des problémes sur les opérations du type elliptique
(Bull. Sciences math., t. 56, 1932, p. 248 a 272, 281 a 312, 316 a 352, et errala
p- 384), spécialement Chapitre 1, paragraphes 6 4 8. Ce Mémoire sera désigné
par la lettre g.

(2) Problémes de valeurs a la frontiére relatifs a certaines données discon-
tinues (Bull. Soc. math., t. 61, 1933, p. 1 a 54), spécialement Chapitre 1V,
paragraphe 3. Le passage cité ne traitait que le cas ol 'on a @, 3= ag . (dériva-
tion suivant la transversale), mais cette hypothése n'intervenait pas dans le rai-
sonnement. Ce Mémoire sera désigné par la lettre /.
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car pour z,, positif cette formule résulte de ce qui précéde, et la conti-
nuité prouve que (14) reste valable pour x,=o. La méme formule
de Green, appliquée aux fonctions H, (X, A) et 1, conduit par le
méme raisonnement a l'identité

m
(s 1
1

(15) f H,(X.A)rl\]\_—_:g_

Yy, W

(wmz(’\)~

3. Risorution pu prosLEME PRELIMINAIRE. — Nous allons maintenant

non seulement justifier la formule (8), mais prouver que la fonction
(m) (m—1)
(161 w(X)=— H, (X, A) f(A)dVy+ H,(X, B)o(B)dS,
Ay >0 bhp=0

remplit toutes les conditions du probléme posé au début du para-
graphe 1, et qu’aucune autre fonction ne les remplit. La formule (1)
résulte en effet de la formule (10) et du fait que H, a la singularité
des fonctions de Green quand les deux points tendent vers un méme
point-limite. D’autre part nous avons d’aprés (13)

(my -
u tangf — Ju :—[ [%(X, A)tangf — on, (X, A )]f( Ay d\
Ja 1 .

oo, ° o.r,, 0z,

m >0

" 2 W L(X, B))

=

m

I'intégrale d’ordre m est uniformément convergente d’aprés les limi-
tations des dérivées de H,, et par suite elle tend vers zéro quand X
~ tend vers un point de z,,= o (toutes les dérivées du premier terme de
'expression de u« ont aussi des limites dans ces conditions); quant &
I'intégrale d'ordre m —1, elle est bien connue par I'étude des pro-
blémes de Dirichlet et de Neumann : sa limite est ¢(X), ce qui
démontre la formule (2).

Prouvons que, lorsque L(O, X) est assez grand, |u(X)| est infé-
rieur & un nombre positif donné 3e. Soit R, une longueur assez
grande pour que la condition L(O, X) > R, entraine | f(X)| <eg?
et |e(X)|<zg. Alors les champs L(O, A) >R, et L(O, B) >R,
apportent a u(X), dans I'expression (16), une contribution dont la
valeur absolue est < 2¢, quel quesoit X. Les champs restants donnent
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une contribution qui tend vers zéro quand L(O, X) augmente indéfi-
niment; il existe donc une longueur R telle que la valeur absolue de
cette contribution soit < ¢ quand L(O, X)est > R. Alors on a bien
|u(X)| < 3¢ quand L(O, X) est > R.

Ainsi la fonction définie par (16) remplit toutes les conditions
énoncées au paragraphe 1. Aucune autre fonction ne peut les remplir,
car, si f et ¢ sont identiquement nuls, la fonction u, nulle a I'infini, et
qui ne peut atteindre un maximum positif ou un minimum négatif en
aucun point ni du domaine z,, > o ni de sa frontiére (voir les indica-
tions données & propos de H,), est identiquement nulle.

I’existence des dérivées de I'intégrale d’ordre m —1 dans (16)
pour z,,= o est douteuse quand on ne suppose que la continuité de ¢.
D’apreés des raisonnements développés ailleurs ('), si x,, est nul et si

: >(a<m) et

log¢
¢ X .
T, t—+o0,, (lo_gt_> (t>0), les 04(3) étant des fonctions dont le rap-

u(X) —l——u(x‘) tend vers p(X)

quand ¢ tend vers zéro. On peut prendre cela comme définition de @u.

X, est le point qui a pour cordonnées z,-+ oa<

port a 3 tend vers zéro avec 3, le rapport

4. ExXTENSION pu PROBLEME PRELIMINAIRE. — Considérons I'opération
du type elliptique '
(17) Fu=2,ga d!—u—g’u (g>03a,B=1,2, ..., m;m22)
o.f 2.8 oz, dxp y % y 2, y mz2),

ou tous les coefficients a, g sont constants, et qui peut aussi étre prise
au sens généralisé, ainsi que nous supposions plus haut pour le lapla-
cien (?). La forme quadratique X, ga, 35,33 est supposée définie et
positive, mais rien n’est supposé sur les valeurs des différences
a,3— ag .. On donne d'autre part une variété X,c,r,= £, ol les ¢,

(!) n, spécialement Chapitre 11, paragraphe 17. La propriété du texte (admise
comme définition au début du chapitre) résulte de la limitation trouvée pour les
dérivées de l'inconnue a I'endroit cité.

(%) Ce sens généralisé est indiqué dans g, Chapitre 1. Le travail original ot
cette généralisation fut introduite a propos du laplacien est dd a4 StaNisLas
ZAREMBA:
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et k sont des constantes, avec la condition X,c;=1. Soit X un point
de cette variété; soit X, le point qui a pour coordonnées les quantités

¢ . . .. .
Ty — tE4a, 3¢5+ 0, <l_oE?)’ ou les o, ont la méme signification que
plus haut; nous posons

(18) @u(X):Iimi{M;
>0 t

si les dérivées de u existent et sont continues en ce point, nous avons
aussi Qu = 24‘1304,30‘3007‘1 .

On donne enfin une fonction f(X)d'un pointdelarégion X,c,x,<#,
et une fonction 9(X) d’un point de la frontiére Z,c,x, = k; ces deux
fonctions sont partout continues, et elles s’annulent a I'infini.

Le probléme est : construire une fonction u(X), continue dans la
région X,c,x, Sk, nulle a Uinfini, et qui remplisse les conditions

(19) Fu=f pour 2 caxe <<k,
(20) Ou—g9g pour Z,cpx,—=Ak.

Cette question peut évidemment étre ramenée, par changement de
variables, a celle du paragraphe 1; donc la fonction « existe et est
unique. Mais nous avons besoin de mettre la solution sous une forme
plus explicite.

Soit D le déterminant

minées par les relations

Ay 4+ . ,
—237 %321, Soient A, 4les constantes déter-

(B— “)ZYAz.‘((aﬁ.‘{“‘ ay,8)=0, z*{Az.Y(aa,y"F Ayo)=2.

Dans tout changement linéaire dc variables, avec des coefficients
constants, nous transformerons les ¢, comme des composantes tenso-
rielles covariantes (ce qui ne conservera pas l'identité Z,c;=1), et les
a,,s comme des composantes tensorielles doublement contravariantes;
nous ne changerons ni g ni £. Alcrs les définitions (17) et (18) des
opérations F et @ sont invariantes. Les A, g sont des composantes
tensorielles doublement covariantes et symétriques.

En désignant par y,(a =1, ..., m) les nouvelles variables indé-
pendantes, par y un certain nombre positif, et par A, g les compo-
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santes du tenseur (A, 3) dans le systéme (¥, . .., ¥.), nous voulons

avolr
Spcoze— hk=—pymn (r>0),

(B—a)Axg=o, Az =1 (ay B=1,2, ..., m),

du du >

Glt:-f/.(tangﬁm— Trm (tangf > o).

Nous allons calculer ., y,., tang0 et dy,. Nous avons d’abord

Ez,ﬁaa,’i”acﬂ = ¥,
248,480 yAysaspeacg= (1 — tang*9),
Ez_lfj_.[(‘rj arj_YAy.z d.’I’;: —_ p.(tang@ (i}’i -+ d.)"m )’

car les premiers membres sont invariants. Nous en déduisons

~
(21) pr=vV2Es8asscycs,
k— 2 e
(22) Ym= _____a_a_a_’
V23 4@ 80003
(,,3) tangf — ZG.B(aI.B — z\’a aa.YAY.aaa.ﬁ )Ca L] R
’ °r ) Ea‘paayrjca ey

2y(cq— Zgg_,yc‘gag‘YAY&) day )
V"za.ﬁ(aa g — Zy,aaa,yAy,ba&,ﬁ)Ca"fi

(24) dy,=

[ faut maintenant définir la nouvelle fonction de Green H,(X, E).
Soient Y et Y ce que deviennent X et E par la transformation que
nous étudions. Nous posons, par définition,

VD H,(X, Z) = H,(Y, T).

Pour mettre H, sous forme plus explicite, nous posons

(25) A4 :\/szAa,B(éva_E,a)(-’L'{i-zﬁ).-

. . . ) , (k — Zycaxy) (h— Ygegis)
(26) A, —\/Ez,{iAa‘,{i(xa“Ga)(‘”ﬁ—g{i)+4 3, 84550208 ,

) 2a(ca—25 yopus vAy o )(a—Ea)C08*0+[2k—Zy co(2y—+Eq)]sin ,
\/za,ﬁ( 2Qq.3— 21.6 ay yAy3as5.3)Cacy

(27) As =

AscosQ= Qkfzaca(xa+2a)_za(ca—zﬂ.y cgag,yAv.a) (Za—Eqx) (0<Q<T).

(28)
\/Ea.ﬁ(gaz,ﬁ - zy,aau,YA7.6%,ﬁ)caCS
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Alors notre fonction de Green est

(29) i1, (X,._.)_—[ [‘F(A,)+W(A,)cos(29)
VD —_—
[P,
con Q2 V/sintQ + £

Je dis maintenant que la seule solution du probléme qui fait I'objet
de ce paragraphe est
() (m—1)

(30) u(X)=— Hy(X, A) f(A)dVr+ H,(X, B) ¢(B) dSg,

Yo gLk Yo o b=k

dV et dS désignant les éléments euclidiens, comme précédemment et

comme dans la suite. En effet & 7: estinvariant, et par suite nous avons
(my} (m}
[T mx s Mav= [ HK s avr,
Lo & Y >0
Y étant le point transformé de A. Soient maintenant dS, et dy des
éléments correspondants, pris sur les variétés X c,b,= £ et Y,,=o.
D’aprés (22), nous avons, en comparant deux expressions d'un certain
élément cylindrique,
p dSy=y'D dSy;
cela entraine

(m-—1) (ne—11

e R BB ds= [ R TeB) ds
g g by = U =0

il en résulte que « remplit la condition a la frontiére. D’autre part u

est nul 4 l'infini. C’est donc I'unique solution du probléme.

On remarquera que les expressions (23) et (25) a (28) sont positi-
vement homogénes et d’ordre zéro par rapport aux c, et a k. La
relation Z,c;=1 n'importe donc pas & I’expression (29) de H,, mais
elle est nécessaire pour la validité de la formule (30).

On vérifie au moyen de (29) que si ’on remplace chaque a, g par
ag,q, ce qui change ® mais non %, la nouvelle fonction de Green est

H, (&, X).
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CHAPITRE II.

PROBLEME GENERAL, RELATIF A UNE REGION BORNEE.

1. ENONCE GENERAL; CARACTERES DE LA FONCTION AUXILIAIRE. — Soit &
un domaine borné, situé dans I'espace euclidien a 7z dimensions (m 2 2).
On suppose que I’ensemble fermé S, qui constitue la froatiére de @,
est entiérement recouvert par un nombre fini de domaines, dans
chacun desquels une certaine coordonnée cartésienne d'un point
courant de S peut s’exprimer au moyen des m —1 autres par une
fonction dont les dérivées existent et remplissent une condition de
Lipschitz avec uun exposant h<i. Les coordonnées cartésiennes
employées sont orthogonales. Les cosinus directeurs de la normale a
S en un point Y, dans le sens sortant de @, seront désignés par
. (Y)(a=1, ..., m).

Soient maintenant a, g(X)(«, =1, ..., m) des fonctions données
qui remplissent dans @ -+ S une condition de Lipschitz avec I’expo-
sant A. On suppose que la forme quadratique Z, ga, g(X)z,35 est
définie et positive, ol que soit X dans @ + S. Rien n’est supposé sur
les valeurs des différences a, g — ag ,. Soient b,(X)(a=1, ..., m),
c(X) et f(X) d’autres fonctions données, continues dans @+ 8.
Enfin soient x(Y) et ¢(Y) deux fonctions continues données d'un
point Y de 8.

Pour toute fonction « deux fois continiment dérivable dans @, et
dont les dérivées premiéres sont uniformément continues, nous posons

0 a
(1) F u(X):Za_gaa_g(X)d—‘%;—;B + Zaba(X)(Tf; + e(X) u(X),
() Onu(Y) = Yaga (V) @s(Y) oL () 4 x(Y) (),

ou Y est un point de 8. Pour d’autres fonctions u, nous adoptons les
définitions généralisées connues ('); on rappelle que, pour @u, cette

(*) Pour I'opération %, voir g, Chapitre 1. Pour I'opération 8, voir n, défini-
tion du Chapitre II, paragraphe 3, et limitation des dérivées, paragraphe 17,
pour justifier cette définition.
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définition est

6u(¥) — hmM
I >0 4

+2(Y)u(Y),

ou Y, désigne le point qui a pour coordonnées les
Va— tEfd“a.(S(Y) mf‘f(Y) ~+ 04(tlog='¢)

(¢> o, et les 0, ont la méme signification qu’au Chapitre I, §3).
Le probléme a traiter est : construire une fonction u, continue dans
(@) +8 et qui remplisse les conditions

(3) Fu—=f dans @,
(4) Qu—g sur 8.

En vue de traiter ce probléme, nous construirons d’abord une
Sonction auziliaire H(X, E), continue par rapport a 'ensemble des
deux points quand ceux-ci appartiennent & (D +- S et sont distincts,
et qui doit jouir des propriétés suivantes : si X tend vers E, ce dernier
point étant fixe dans @, la fonction H doit étre infinie comme une
fonction de Green, relative a4 & (ceci ne concerne pas les points =
situés sur $); tant que \ n’est pas en E, la fonction H est deux fois
continiment dérivable par rapport a X, et I'on a (en diminuant au
besoin le nombre 4 positif, si I'on a h=1),

(3) FH(X, Z) = O Li-n(X, Z)),
(6) OH(Y, Z)= 0| Lt+i-m(Y, Z)].

[ci et dans la suite, toutes les fois que les opérations & et @ sont
appliquées a une fonction de deux points, nous entendons qu’elles
portent sur le premier point. Ces caractéres sont loin de déterminer
la fonction H, si du moins elle existe; les fonctions H que nous cons-
truirons dépendront d’un paramétre g, et elles jouiront de propriétés
supplémentaires, utiles pour nos raisonnements.

2. VaRiETE AssocIEE A UN poINT. — Soit w(E) une fonction continue
dans @+ S, négative en tout point de @, et nulle en tout point de S.
Nous supposons que ses dérivées existent et remplissent une condition
de Lipschitz avec I'exposant %, ou avec un exposant moindre, que,
par un changement de notation, nous nommerons désormais h De

Journ. de Math., \omc XVIII. — Fasc. 11, 193g. 17
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plus nous supposons qu’en tout point de S la dérivée de w suivant la
normale dirigée dans le sens sortant de @ est positive et non nulle.

Il existe toujours une infinité de fonctions w. Un moyen d’en obtenir
une est de construire la fonction w continue dans @+ S et nulle sur
8, qui remplit dans & la condition

Aw =1 (A =laplacien).

Si w est ainsi choisi, il ne peut étre nécessaire de diminuer le nombre

h du paragraphe 1 que s'il est égal a 1 (&, Chap. IV, § 2). On peut

aussi remplacer I'équation ci-dessus par beaucoup d’autres équations

du type elliptique, ou employer d’autres procédés; peu importe,

pourvu que les propriétés énoncées dans le premier alinéa aient lieu.
En tout point E de ® + S, nous posons

- aw _ . 0 -
(7) c,(.:,)..—_d—g:, k(;):zz;aé—w(;) (a=1, ..., m).
Si les ¢, ne sont pas tous nuls au point donné E, nous considérons la

variété
(8) “-:zw:x('u(z):k(s)

comme associée au point =. Si E est assez voisin de S, les ¢,(E) ne
sont certainement pas tous nuls, d’aprés nos hypothéses. Si E est sur
S, la variété (8) est tangente 4 S en E. Si & n’est pas sur §, nous
avons 2, &.¢,(B) — k(E)=w(8) < o.

Soit o la plus courte distance entre E et S. Je dis que le rapport
—w(Z)
a(Z)
prouver pour ¢ assez petit. Soit Y le point de S qui est le plus proche
de E; alors le segment de droite Y= est normal 4 S en Y, et tous ses

points autres que Y sont dans . Or nous avons

est compris entre deux nombres positifs fixes. 1l suffit de le

w(E)=w(Y) + Za(fx— Uz)z—::(z)’

o1 Z est un point intérieur au segment ZY. D’aprés nos hypothéses,
cela s’écrit aussi

—w(E)= Z“(u,—ia)%&(r) + O(ot+h).
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Si maintenant nous remarquons que X,(v,— E“>7)T<Y) est le pro-

duit de & par la dérivée de w suivant la normale dirigée dans le sens
sortant de D, et si nous observons que cette derniére dérivée oscille
entre deux bornes posmves notre assertion en résulte.

Soit 0, un angle aigu donné (o < 26, < 7). Soit X - un pomt dela

variété (8); on suppose que I'angle entre les vecteurs._.X et grad w(E)
est <8,. Je dis que si 6(E) est asses petit, la plus courte distance entre
X et S est O[c'+"(E)]. En effet nous avons, en supposant que tout le
segment EX appartient a (), K

w(X)=w(Z)+ [Ex.g_riﬁw(s)] + O[L+(X, E)];

la somme des deux premiers termes est nulle, d’aprés (8). D’autre
part, si o(&) est asses petit, pour que I, c;(E) soit compris entre deux
bornes positives fizxes, la relation

2inca(Z) — k(Z)y=w(Z)=0(0)

entraine que la distance entre E et la variété (8) est O(s). Comme
L(X, E) est au plus égal au quotient de cette distance par cosf,, nous

avons
w(X)=O0[L+(X, Z)] = O[a*+*(Z)],

et cela entraine que notre énoncé se vérifie dans ce cas. Si maintenant
le segment =X a au moins un point commun avec S, soit Y celui dé
ces points qui est le plus proche de Z (Y existe, car I'ensemble de ces
. points communs est fermé). Comme w(Y) est nul, et comme L(Y, E)
est §L(X, Z)=0(6), nous avons 4

[—Y g_l‘;:iw( )_| 4+ w(Z) = O[L+r(Y, )= O(c'**);

cette relation signifie que la distance entre Y et la variété (8) est
O(a'**). Or L(Y, X)) est au plus egal au quotient de cette distance
par cos 8, ; notre énoncé est donc entiérement démontré.

3. POINT ASSOCIE A UN POINT DONNE. — Menons parE la parallele ala
direction déterminée par les coefficients -

34[an,g(E) + aga(E)]cg(E) (=1, ..., m);.
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'angle entre cette direction et celle de graﬁw est inférieur & un angle
aigu indépendant de E et que nous nommons 9,. Donc cette droite
menée par E rencontre (8) en un point X; soit & le point tel qu'on
ait EE'— 25X. Le point &’ - sera icl nommé point associé ¢ E. Je dis
que st 6(E) est asses petit, &' n’appartient pas & & + S, sauf si E est
sur 8.

Montrons d’abord que, si a(Z) est assez p’etit il y a sur le segment
EE' un point distinct des extrémités et qui appartient 3 8. En effet,
s'il n’en était pas ainsi, nous aurions

&V(E/’): (V(—)+ [-"/ gradw(._.)]-f—Oll‘*"(_ = I

= w(E)+2[EX.gradw(E)] 4 O[LH(X, Z)]
—=—w(&)+ O[L+4 (X, &)].

D’aprés le paragraphe 2, nous aurions donc, pour ¢ assez petit, en
désignant par Q, et par Q, deux certaines constantes positives

W(E') > Q0 — Q,0'*";

mais ceci entraine que, pour o assez peltit, w(Z') serait positif, contrai-

rement aux hypothéses relatives a w.
Doncil y a sur le segment EE' un pomt Y, distinct des extremltes,

et quiappartient 4 S. L’angle entre gradw( ) et la normale & S en Y
est O(a"), car le carré de son sinus est inférieur au produit d’une

constante positive par
2a8lea(E )eg(Y) — eg(E) ex (V)= O(a*).

Si donc 6, est un angle aigu donné, > 0,, 'angle entre la demi-droite
YZE’ et la normale 4 S en Y est <0, dés que o est assez petit. D’apreés
nos hypothéses sur &, si cette demi-droite rencontre de nouveau &,
ce ne sera pas avant une distance positive a de Y; a ne dépend que
de S et de 0,. Si donc o est assez petit, E' sera entre Y et ce nouveau
point de rencontre, si celui-ci existe. Donc E' n’appartient pas a
@+ 8, ce qu'il fallait démontrer.

Si a est assez petit, on voit de méme que la distance entre Y ou E
d’une part, et, d’autre part, tout point commun & @ + S et 4 la demi-
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droite d’origine = déterminée par les coefficients Zg a, 4 (E)cs(E), est
toujours > a, si de tels points communs existent. :

4. FoRMATION DE LA FONCTION AUXILIAIRE. — Reprenons la fonction
H,(X, E) définie au Chapitre I (§ 4). Dans les expressions de D et
des A, s au moyen des a, s, ainsi que dans les expressions (23) et (25)
4 (28) du passage cité, remplacons toutes les constantes a, g, ¢, et k
par les fonctions a, 3(&), ¢,(E) et £(Z) introduites dans le présent
chapitre (§§ 1 et 2). Les grandeurs D, A, g et 6 deviennent ainsi des
fonctions de =, et les grandeurs A, A,, A; et Q deviennent de nou-
velles fonctions de X et de E. Soit H, (X, E) ce que devient la fonction
H, quand, dans son expression (29) (Chap. 1, § 4), nous entendons
toutes ces grandeurs dans le nouveau sens.

‘Soit maintenant p. une constante positive assez petite pour que
'inégalité w(E)>— 2. entraine les propriétés établies aux para-
graphes 2 et 3. Posons

1.(X, %) [w(Z)2 — p],

(99 H(X,E)= W(aL—h—zH H,(X, Z)— %-”-&i‘ :/Fﬁ(:_\__i_)_) (= ew(ER—ap],
‘F(AI) o
VD(Z) [W(E)S—2p].

Enfin, reprenons la longueur positive a du paragraphe précédent :
si w(E) est 2—au, et si E' est 'associé de =, la distance entre E et le
U

" plus proche point ol la demi-droite mentionnée, d’origine E', ren-
contre 8, est > a, si cette rencontre a lieu. Posons enfin

(10) (X 7)_§ [t — a2 (L2(X, Z)PH(X, ) [L(X, £)ga],
y - — * o

[L(X, E)2a].

Nous allons établir que H(X, E) posséde tous les caractéres dont
nous voulions doter la fonction auxiliaire annoncée au paragraphe 4.
Nous établirons aussi d’autres propriétés de cette fonction auxiliaire.

Tout d’abord si Z appartient 3 M+, si X appartient 3 D+ S—E
et si sont remplies les conditions ¢(E)>— 2 et L(X, E)<a, la fonc-
tion H; est continue et deux fois continiment dérivable par rapport
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a X, car cette fonction ne cesse d’avoir ces propriétés que lorsque X
vient en E ou sur la demi-droite mentionnée, d’origine .:.’, et
tous ces points sont exclus par nos hypothéses. De plus si X
et Z tendent vers un méme point-limite situé dans la région
0> w(E)2— 2y, la fonction H, devient infinie comme une fonction

de Green.

Par suite, ol que soit = dans @ + 8, si X appartient 4 D+ S —X
et sil'ona L(X, E)<aq, H,(X, E) est continu et deux fois continiment
dérivable par rapport 4 X. Si X et E tendent vers un méme point-
limite situé dans @, H,(X, E) devient infini comme une fonction de
Green. :

- Donc, ol que soit E dans @+ 8, si X apparlient & D+ 8 —E,
H(X, E) est continu et deux fois continiment dérivable par rapport
a X. Si X et Z tendent vers un méme point-limite situé dans @,
H(X, &) devient infini comme une fonction de Green.

Il reste a vérifier les conditions (5) et (6). Le nombre % qui va'y
figurer est celui qui a été défini au paragraphe 1, sauf dans certains
cas ol ce nombre était égal a un et ou nous avons déja di le diminuer

au.paragraphe 2.
Occupons-nous d’abord de la condition (5). Il est certain, d’aprés

la formation de H,, qu’on a

- 0?H, (X, &) -
b ) Peiiininl A Sche’ Bound Y~ &)=
25 §0,5(2) O, 05 geH(X, E)=o,

pourvu que X et E appartiennent & & et qu'on ait o < L(X, E)<a.
Cela entraine

H(X, Z)

- - { O[L*—(X, &)] (quel que soit L),
Yy Yy 2 of =)—
22,884.3(%) e d.l:g & H(X, &)

| O(gm—1)evstxE  (gL21),

pourvu seulement que X et E appartiennent & & et soient distincts;
la constante positive v et les constantes sous-entendues dans les sym-
holes O ne dépendent, ici et dans la suite, ni de E ni de X ni de g; en
effet cette limitation est évidente si w(E) est S— a2y, et, si w(E) est
2~ 2 W, elle résulte de ce que L(X, E)L~'(X, E'), étant toujours
continu, est borné, et de ce que pour la méme raison, la borne supé-
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rieure de Q est < « (Chap. I, § 2). Nous en déduisons enfin

j O[L—(X, Z) (quel que soit L),

(t1)y FH(X,E)— g H(X, Z)= | O(gm)Lhe—velxE) (gL>1).

Nous avons ainsi établi la limitation (5) et méme quelque chose de
plus.

Passons a la condition (6). Soient Y un point de &, et & un point
de @+ 8— Y. Nous voulons limiter plusieurs fonctions de ces deux
points. Tout d’abord, o(Z) étant <L(Y, E), nous avons, d’aprés le
paragraphe 2, ‘

(E) — Zptpe(B) =— w(E)=0(s) = O[L(Y, T)].

Nous avons aussi
k(YY) — 28,0, (Y)=O[L(Y, &)],

car le premier membre est égal au produit d’un facteur borné par la
distance entre E et une variété qui contient Y. Limitons maintenant

k(E) — Zayaca(B)=23(ia— a2 ) C2(2) — & (Z);

si le segment EY est tout entier, sauf ses extrémités, dans @, cette
expression vaut O [L*+*(Y, &)], d’aprés le théoréme des accroisse-
ments finis; si I'intérieur de YE n’est pas tout entier dans @ et
que E soit dans @, soit Y le plus rapproché de = parmi les points
communs 4 YE et 4 8; nous avons

F(E) — Zyupc,(E) = O L1+A(Y, Z)] = O[L1+i(Y, Z)];
mais Z,(v,— ¥.)c.(E) est le produit géométrique de deux vecteurs,
dont les longueurs sont O[L(Y, E)] et O(1), et dont I'angle est
= —O[L*(Y, E)]; ce produit géométrique vaut donc O[L'+*(Y, E)];
donc nous avons toujours, méme si E est S,
k() — 2 yaca () = O[L+2(Y, &)).
La quantité k(E) —&(Y)—Z,y:[ca(E)—c,(Y)] vaut aussi

O[L'*"(Y, B)], car elle est égale a la précédente. Par différence avec
cette derniére quantité, nous trouvons enfin

K(Z) — k(Y) — ZpZe[ca(E) — ex(Y)] = O[L+4(Y, E)).
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Si maintenant nous appliquons le théoréme des accroissements finis
a la différence entre les deux valeurs de A, [Chap. I, § 4, formule (26)]
obtenues en mettant X en Y et en remplacant les lettres c, et k d’une
part par leurs valeurs en =, d'autre part par leurs valeurs en Y,
pendant que les fonctions a, 3 (et A, ) sont toujours prises en Z,
nous trouvons que cette différence est O[L'~"(Y, &)|; dans 'applica-
tion du théoréme des accroissements finis, on considére k — Z,c¢,Y,,
k—X,c,kt, et tous les ¢, comme autant de variables. Si nous prenons
les différences des deux valeurs correspondantes de chacune des
fonctions A, et A,cosQ, nous trouvons encore O(L'**(Y, E)]. La
différence entre la dérivée par rapport a un des y, d’une des fonctions
A (Y, ), Ap(Y, E) et Ay (Y, E)cosQ(Y, E), définies au débul de ce
paragraphe, et ce que devient cette dérivée quand on y remplace
k(E) par k(Y) et chaque c,(E) par ¢,(Y), est O[L"(Y, E); cela se
vérifie immédiatement.

Dans H,(X, E), remplacons toutes les fonctions c,(Z) et £(E) par
des constantes qui coincident avec les valeurs prises par ces fonctions
en un point donné Y de §; soit H;( \, E) la fonction ainsi obtenue;
nous avons, pour le point Y donné,

- ol
228a23(2) w3(Y) 5~

(Y, E)=o:
x

nous en concluons, pour ce méme point Y, sous la condition

L(Y, E)<a,
OH:(Y,Z)— { O[Lrh—m(Y, El] . (quel que soit L< ),
P O(gm")LA(Y, B)e—velV.B) (pour gL >1).

Mais sous les conditions w(Z)>—2p et L(Y, E)<a, la dérivée de
H,(X, ) — H;(X, E) par rapport &4 z:(A =1, ..., m) vaut, lorsque
X est au point donné Y,

O[Li+=—m(Y, Z)] (quel que soit L.<w),
O(gm)Li+h(Y, Z)e—veut3  (si gLest>r1).

Nous en déduisons que O@H,(Y, E) admet, lui aussi, des limitations
de ce type, quand on a w(E)2— 2 et L(Y, E)<a. Ce méme type
de limitation convient aussi pour ®H,(Y, E), pourvu seulement
qu’on ait L(YE)<a. Enfin il convient aussi pour @H(Y, E) dans tous
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les cas :
Lia-m(Y, Z)] (quel que soit L),

= of
(r3)  OHY, 2)= g O(gm) L+ (Y, E)evsLVE  (pour gL21).

C’est la condition (6) annoncée, et quelque chose de plus.

3. PrEMIER SYSTEME D’'EQUATIONS INTEGRALES. — Dans le probléme
énoncé au début du chapitre, remplagons Fu par Fu— g*u; ce ne
serait qu'un changement de notation, si nous nommions ¢ + g* la
fonction donnée, auparavant nommée c¢; mais tel n’est point notre
dessein. La condition (3) est donc maintenant remplacée par

(13) Fu—gu—f dans @.

Ayant formé la fonction auxiliaire H, nous cherchons u parmi les
fonctions

(14) u(X):—f
[

ol p et g sont deux fonctions inconnues; p doit étre défini et continu
en tout point de M, ¢ doit I’étre en tout point de S. Posons

(m)

(m—1)
H(X, A)p(A)dVA—i—f H(X, B)o(B)dSy,
S

‘ KX, A)=FH(X, A) — g2 H(X, A), KX, B)=— K.(X, B),

5
(D | K (Y, A =0 H(Y, A), Kea(Y, B) = — Ky, (Y, B).

Nous allons établir que, pour les fonctions exprim'ées par (14), les
conditions (13) et (4) se traduisent par les équations
im) (m—1)

(16) p(X)— K‘.,<x,m.o<A>dvA—f K,.(X, B)a(B) dSy=/(X),
[ S

(m) (m—p

(17) a(Y) — K,.,<Y,A>9<A)d\'A—f K.s(Y, B)o(B)dSy=o(Y),
D S

qui doivent étre satisfaites o que soient X dans M et Y sur 8.

Il est tout d’abord certain, d’aprés des travaux antérieurs
(&, Chap. I), que (16) traduit (13). D’aprés les limitations des
dérivées de H, on a aussi

{m) (m)
ef H(Y, A)p(A)dVa= [ Ky.(Y, A)p(A)dV,,
[0s] »
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a condition que g soit convenablement limité au voisinage de § : il
suffit qu'on ait p=O[(—w)"~')], w étant la fouction du para-
graphe 2 (n, Chap. 1, § 7); ajoutons cette hypothése. Pour appliquer
['opération @ a I'intégrale d’ordre m — 1, considérons comme donné
un point Y de 8. Si 8, est un domaine de 8, et si Y est intérieur & S;,
nous avons évidemment

alm—1

o H(Y. B)a(B)dsB:f

§—38, S =38,

m—1:

O H(Y, B)o(B) dS,.

Soit r une longueur positive, au plus égale & la longueur a du para-
graphe 3; de plus r est supposé assez petit pour que, parmi les points
A communs & @ +8—Y et & la région L(Y, A)<r, il n'y en ait
aucun sur la demi-droite issue de Y et dont les coefficients de direc-
tion sont les Z3as ,(Y)es(Y); enfin rest assez petit pour que I'angle
entre les directions [¢,(A), ..., ¢x(A)] qui correspondent & deux
points variables dans cette région commune, soit inférieur a4 un
angle aigu fixe. S, sera pris intérieur a cette région L(Y, A)<r. Soit
H*(X, E) ce que devient la fonction H, (§ 4) quand on y remplace
toutes les fonctions a, 3(Z), A, 3(E), D(E), c.(E) et k(E) par des
constantes égales aux valeurs prises par les mémes fonctions au
point donné Y. Si Y, est un des points définis au paragraphe 1, sit
est assez petit, si B appartient & S, et si E est la projection orthogo-
nale de B sur la variété Z,e,c.(Y)=4#4(Y), on constate que les
dérivées par rapport & x, des différences H(X, B) —H,(X, B),
H,(X,B)—H*(X, B) et H*(X, B) — H*(X, E) valent O[L'**(Y, B)]
quand X est en Y,; d’autre part H,(X, B) et H,(X, B) sont iden-
tiques (§ 4). Cela raméne notre question a celle du Chapitre I, para-
graphe 4. Il est donc démontré que (17) traduit la condition (4).

Nous allons montrer maintenant que le systéme [(16), (17)] obéit
a la théorie de Fredholm. Pour cela nous utilisons uniquement celles
des limitations (11) et (12) qui sont valables quel que soit L ; ce sont
en somme les conditions (5) et (6) pour le probléme actuel; ces limi-
tations entrainent

K, o= O(L*m), K, .= O (Lt+h—m) (a =1 oua).

Soient K!; les noyaux qui remplacent les K, s aprés.itération de
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rang n; on a donc
K&'}fg:: Ka,g

et

(m)

KEE" (X, )= [ K@i(X, A)Kig(A, E)avV,
@D

(m—1)
+f K(X, B) K, 3(B, Z) dS,.
S

Pour limiter les K%, nous emploierons le lemme suivant, démontré
ailleurs (n, Chap. I, § 2 a 4), grace auquel les intégrales étendues
4 8 se limitent par les mémes raisonnements que les intégrales éten-
duesa @ :

Sotent o une constante donnée, X un point qui varie dans Uespace a
m dimensions, | et R des longueurs positives variables. En intégrant
dans la région de 'S déterminée par les inégalités | < L(X, A)<R,
nous avons

(m—1) O(R*) (> o),
(18) f Lavi-m(X, A)dS,= ] O(1*) (2 <o),
O[log(2R) — log!t (a=o0, R210);

les constantes impliquées dans les symboles O ne dépendent que de S
et de «. La premiére limitation (« > o) est encore valable pour /=0

Pour simplifier, nous utilisons la possibilité de diminuer 4, de fagon
que ni mh~', ni (m — 1)k~ ne soient entiers; en particulier % est main-
tenant supposé < 1. v

Limitons d’abord les K{¥;. La partie de l'intégrale d’ordre m —1
qui provient de larégion 2L.(X, B) < L(X, E)vaut, d’aprés le lemme,
O(s"*)L*+*nm(X, E), en désignant par s la (plus courte) distance
entre X et S. La partie qui provient du champ 2L(E, B) <L(X, E
vaut O[L**-m(X, E)], toujours d’aprés le lemme. Dans le champ
restant, 3L(E, B) est 2L(X, B), et par suite I’intégrale est

im—1)
O( 1 )f L""”‘—’"‘(X, B) dSB: O[L”“”‘(X, E)J

d’apres le méme lemme. La méme division en régions permet de
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limiter 'intégrale d'ordre m, qui vaut O(L**~), Nous avons donc
Ki::}e= O(Lah—m_l__ gh—? Ll-f—h—-m).

Ontrouvede méme K= O(L'**"")si2h est < m —1, et =O(1)
si 2/ est >m —1; notre choix de 4 écarte le cas intermédiaire.

Plus généralement, sin est un entier > 1 et tel que nhsoit < m —1,
des raisonnements semblables aux précédents donnent, par récur-
rence, les résultats suivants :

K{"j = O[Lnt—m 4 3 57— Li-+u—qih—m ] (o<<gsn—u, gh <),
K" =0 (La+nh—my .

la sommation est étendue & tous les entiers ¢ qui remplissent les con-
ditions indiquées. Pour m — 1 < nh < m, nous avons

K:il%f’: Ol]‘nlz—m+ zrlsqh—i L1+(n—qlh—m + Sh—i] (Ilh +I1—m< qh <1 ),
K5 =0(1);

la sommation est étendue a tous les entiers ¢ qui remplissent les nou-
velles conditions indiquées, et il peut arriver qu’elle soit nulle. Enfin
pour nh > m, nous avons

(19) KM= 0(s—),  K%=0(1).

Si donc nous ramenons & une seule équation intégrale le systéme
itéré de rang assez grand (f, Chap. I), le noyau de celle-ci est le
produit de deux facteurs dont I'un est borné et continu (la conti-
nuité se démontre aisément), et 'autre ne dépend que du premier
point variable, et ce dernier facteur est sommable. Que sont les
seconds membres ? Celui de ’équation qui correspond a (16) est

) (m)
f(-\’)+2.sj<n[ f K, (X, A) f(A)dV,
@

(m—1)
+f K‘l)’)g(x’ B)CP(B)dSB:I:O(Sh—U’
S

et il est continu en tout point de @; celui de l'autre équation ne
dépend que d’un point de 8, et il est borné et continu; ils sont donc
tous deux sommables, et il en est de méme pour le second membre de
I’équation unique en laquelle ce systéme est transformable. Donc on
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peut employer pour celte équation unique les séries de Fredholm;
par suite la théorie de Fredholm est applicable au systéme itéré; cette
théorie est donc applicable aussi au systéme [(16), (17)], comme nous
voulions le démontrer. .

On constate en outre que, si cesystéme d’équations est compatible,
p(X)esl continu en tout point de @, et vaut O(s"~'), et o est partout
continu. La fonction u définie par (14) remplit donc bien les condi-
tions exigées.

6. Cas v’eouivaLence. — Il est douteux que le systéme [(14), (16),
(17)] équivaille aux conditions (13) et (4). Tout ce que nous savons,
c’est qu’a tout systéme de fonctions p et ¢ qui remplissent les condi-
tions (16) et (17), correspond par la relation (14) une fonction « qui
remplit les conditions (13) et (4). Mais d’une part il est douteux que
toute fonction u qui remplit ces conditions puisse se mettre sous la
forme (14); d’autre part il est douteux que, dans certains cas, il
n’existe pas deux systémes de fonctions p et o, auxquels correspond la
méme fonction u.

Cependant I'équivalence a lieu dans un cas fort important, que
nous allons exposer. Si les fonctions ¢ — g2 et — x sont négatives en
tous les points ou elles sont définies, des raisonnements bien connus (*)
prouvent qu'il n’y a pas deux fonctions u distinctes qui remplissent
les conditions (13) et (4). Montrons maintenant que, les opérations &
et O étant données, st g est asses grand, le systeme [(16), (17)] est com-
patible quels que soient f et ; il n’y a donc alors qu'un seul systéme
de fonctions p et g, puisque la théorie de Fredholm s’applique. Pour
établir cela, prouvons d’abord que si g est assez grand,

(m) ol —1i
[D K, (A, Z)|dVy et j | K,y (B, Z)| dSy

S

sont aussi petits qu'on veut. Pour I'intégrale d’ordre m, cela résulte

(') Ces raisonnements reposent sur ce que la solution du probléme homogéne
ne peut atteindre ni maximum positif ni minimum négatif. Cela a lieu si ¢ — g*
et — « sont <o, mais non simultanément identiquement nuls. Pour les réfe-
rences, voir Chapitre I, paragraphe 2.
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des limitations (11) : dans le champ LVg < 1, nous avons pour K, ,
une limitation indépéndante de g, donc l'intégrale étendue a ce champ
tend uniformément vers zéro avec g~'; dans le champ Ly/g > 1, nous
voyons d apres (11) que K, , vaut O(g™) ¢™¢, résultat infiniment
petit avec g—'; l'intégrale étendue 4 ce champ est donc infiniment
petite, elle aussi. Méme raisonnement pour l'intégrale d’ordre m — 1,
en nous servant des limitations (12) et du lemme énoncé plus haut
(§ 8). Si donc g est assez grand pour que ces deux intégrales
soient inférieures 4 un nombre fixe inférieur 4 un demi, les séries
L' Kia(X, E) et Z,K{5(Y, E) convergent uniformément & partir
du plus petit rang n tel que nk soit > m. Donc alors le systéme [(16),
(17)] est compatible, comme nous 'avions annoncé. Si maintenant x
est partout positif ('), et si g est asses grand pour que c — g* soit par-
tout négatif et pour que le systeme [(16), (17)] soit compatible quels que
soient f et 9, il y a équivalence entre le systéme [(14), (16), (17)] et les
conditions (13) et (4).
On a dans ce cas des expressions

{m) (m—1)
p(X)=f(X)—fw Ko (X, A)f(A)d\A—fs 3,1(X, B) ¢(B) dSg,

(m)

(m—1)
s(Y)=o¢(Y)— [ X..(Y, A)f(A)d\A—f Kso(). B)g(B)dSs,
@D S

ou les noyaux X, s, qui résultent de ce qui précéde, admettent les
limitations

Jcl,a o O ( Li-—m -+ sh—11+h~m ), ch.:x — O ( Li+h—m )’
et satisfont aux 1dentités

Ky (X, B)=‘—Jcl.l(x) B)y ch.,:(Yy B):_JC:,1(Yy B).

Nous en déduisons

(m) (m—1) :
(20) u(X)—_-—[o G(X, A)f(A)dVA—i—/; G(X, B) ¢(B).dSs,

(*) Ou nul.



NOUVELLE METHODE- POUR TRAITER CERTAINS PROBLEMES. 141
avec '
(m
(31) G(X, =) = H(X, z)_f H(X, A) 5,1 (A, Z)dV,
@D

m—1)
+f H(X, B) K, (B, Z)dSy.
s

La fonction G ainsi définie se nomme la fonction de Green relative
aux opérations F — g?><(...) et ©. On peut vérifier les propriétés
(22) FG(X,E)—gG(X, E)y=0 (quananppartlentaCD—
(23) 0G(Y, Y=o (quand Y appartient & $

)

[ll [1

)
)-
De plus, si X et E tendent vers un méme point de @, G devient infini

comme une solution fondamentale; enfin, en regardant g comme fixe,

on a
f O(Lz—m) (m > 2),

(24) - G= | O[log(2A) — logL] (m=2),
A étant la longueur de la plus grande corde de $

7. DEuXIEME SYSTEME D’EQUATIONS INTEGRALES. — D'aprés le paragraphe
précédent, quelles que soient les opérations données F et © (remplis-
sant les conditions du paragraphe 1), nous savons trouver des fonc-
tions continues ¢;(X) et %,(Y) telles que le probléme relatif aux
opérations F —c,><(...) et @—x,<(...) 'soit compatible
quelles que soient les fonctions continues assignées comme résultats
de ces opérations; en outre, ce dernier probléme se résout par la
formule (20), au moyen d’uné fonction de Green G, que nous savons
construire. [l n’en faut pas plus pour traiter le probleme du para-
graphe 1. En eﬂ'et les conditions (3) et (4) peuvent s’écrire

Fu—cu=jf—cu,

Ou—xu—=9¢—xu,

et, puisque u doit étre continu dans @D+ 8, elles équivalent i l'équa-
tion intégrale

{m) .
(25) W(X)= f G(X, A)[er(A) w(A) — F(A)} dVa
()

{1 —1)
[ G, B)lg(B) —x,(B) u(B)] ..
A |
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Posons ¢( Y )=u(Y), quel que soit Y sur §; soit encore

(m}

(rm—1i
F(X):—m G(,\',A)f(A)d\A+f . G(X, B)o(B) dS,.
S

L’équation (25) peut étre remplacée par le systéme

()

. (m—1
,,(X).-j G(X,A):-,(A)::(‘;\)(l\'A—&—f GOX. By, (B) ¢(B) dSy= F(X).
@» S

wn—1)

(m)
p(y)—f G(Y, A)c:,(A)lt(A)d\'A+f G(Y, By ,(B) ¢ (B) dSy= F (Y),
w S

auquel s’appliquent, si I'on veut, les raisonnements du paragraphe 3;
plus simplement, on peut ici raisonner comme dans un Mémoire anté-
rieur (f, Chap. I, § 2 et 3). Donc cette équation (25) est une équation
de Fredholm.

Comme elle équivaut a notre probléme, on voit qu'ou bien le pro-
bléme homogéne n’admet que la solution zéro, et alors le probléme non
homogeéne est compatible quels que sotent f et p; ou bien le probléme
homogeéne admet des solutions non identiquement nulles, qui se dédursent
d’un nombre fini p de solutions linéairement indépendantes, et alors le
probléme non homogéne n’est compatible que moyennant p conditions
nécessaires ct suffisantes dont le type est bien connu.

8. CoMPLEMENTS POSSIBLES DE CETTE ETUDE. — Ainsi, en employant
uniquement des équations de Fredholm, nous avons résolu et discuté
le probléme du paragraphe 1. La méthode suivie au paragraphe pré-
cédent permet d'étendre le résultat aux problémes plus généraux
traités dans les Mémoires cités (j et n; voir aussi les Notes citées dans
P'Introduction); c’est d’ailleurs la méthode suivie dans I'un d’eux (n).
Nos équations de Fredholm permettent aussi de retrouver des résultats
antérieurs, relatifs aux dérivées des fonctions de Green et aux dérivées
de I'inconnue (n, Chap. II, § 14 et suiv.).

Pour trouver des cas ou la fonction de Green, G(X, Z), est déri-
vable par rapport aux coordonnées de =, ou bien posséde certaines
dérivées d’ordre supérieur a un, on peut remplacer dans I’expression
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de H;, les a, 3(2) par les fonctions

(2

m

2w LA (X, ) T(q)

az,3(X, )=

(m) —
. . - L(X, &) ,.;
X[ a;_l'j(A)Ll‘_'"(-"— A)lour/—i =’ dvA’
VL&, A)<L(X ’ ° L(EA)

=
oyl

ou A et g sont des constantes positives; on suppose que, si X et &
appartiennent & @ -+ S, les a, 3 sont définis en tout point de la région
L(E,A)SL(X, E). Cette fonction a, 3 sera dérivable, par rapport
aux coordonnées des deux points, jusqu’a un ordre donné p si I'on
prend A > p et ¢2p (car nous supposons toujours que les a, 5 sont
partout continus). Si A tend vers zéro, g étant positif et constant,
a,3(X, ) tend vers a, 3(E); nous avons donc employé ici une sorte
de cas-limite de ce procédé.

Addition. — Travaux publiés depuis la rédaction de ce Mémoire :

C. R. Acad. Sc., t. 207, 1938, p. 1351 a 1354; t. 208, 1939, p. 1462 & 1465;
Avrrrep Lignarp, J. Ee. Polytech., 3¢ série, 1938, p. 35 a 158 et 177 4 226; 1939,
p- 55 a 84, avec suite non encore parue; Mauro Picong, Rendiconti Accad.
Lincei, 6° série, t. 28, 1938, p. 331 a 338.
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