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MAJORATION DES DERIVEES SECONDES. 89

Majoration des dérivées secondes
des solutions d’un probléme de Dirichlet;

Par Jean LERAY.

I. — Introduction.

1. Lebutde cet article est d’établir la proposition suivante, qui nous
servira ailleurs a discuter la possibilité du probléme de Dirichlet (*) :

Taiorkmre. — Considérons une équation aux dérivées partielles du
second ordre, a deux variables indépendantes,

(1) f(r,s, Lp g, y,5)=0 ([):5‘11:) q:z_ln r—_—'z’g’c’, -9:51'::)1 t-:z‘rl),

satisfaisant aux conditions suivantes : elle est du type elliptique, autre-
ment dit, dans U'espace (r, s, t), les plans tangents a la surface f=o
sont extérieurs a la conique a l'infini rt = s ; en outre, les tangentes a la
courbe a Uinfini de cette surface sont elles aussi extérieures a4 cette
conique. (Ces conditions sont invariantes pour toute transformation
ponctuclle transformant entre elles les paralléles ¢ I'axe des 3.)

Soit une solution réguliére quelconque de (1), définie sur la ferme-
ture A+ A’ d’un domaine A du plan (z, y); soit y le contour que décrit
le point x, y, s(x, y) quand (x, y) décrit la frontiére A’ de A; nous
supposons A’ et y réguliers.

Je dis qu’il est possible de majorer les valeurs absolues des dérivées
secondes r, s, t de cete solution arbitraire en fonction d’une borne

(') Voir Comptes rendus, t. 203, 1937, p. 268 el 784. Le présent article
développe le paragraphe 4 de la seconde de ces Notes.
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qo JEAN LERAY.

locale de la pente \/p’—{— q* de cette solution, de I’allure locale du con-
tour v qui la limite et de U'allure locale de I’équation f=o.

(Local signifie : au voisinage des points en lesquels on effectue
cette majoration;si, par exemple, ces points ne sont pas voisins de 4’,
I'allure de y n’entre pas en jeu.)

2. Historigue. — Ce théoréme n’avait été énoncé et démontré
jusqu’a présent que dans le cas ou I'équation f= o est quasi-linéaire,
c’est-a-dire linéaire en r, s, t. Les célébres travaux de M. S. Bernstein
contiennent cet énoncé particulier (*) et décrivent (*) une majoration
de 7+ s*+ ¢* qui fait entrer en jeu l'allure globale de fet de yetle
maximum absolu de p>—+ ¢*; M. J. Schauder a précisé (*) ce raison-
nement de M. S. Bernstein.

En s’aidant des théorémes les plus fins de M. J. Schauder (*) sur
les équations linéaires en r, s, ¢, p, g, 3 et en généralisant un lemme
de M. H. Lebesgue (*), M. R. Caccioppoli (") a établi le théoréme
ci-dessus, f étant quasi-linéaire.

L'hypothése que f est quasi-linéaire nous est apparue superflue
parce que, a I'imitation de M. S. Bernstein, nous n’avons pas utilisé
la théorie des équations linéairesen r, s, ¢, p, ¢, 5.

3. Conventions biverses. — Nous supposerons donnés f, un
domaine D du plan (z, y) et un arc régulier ouvert C de sa fron- -
tiére D’. Nous nommerons d tout domaine qui appartient 4 D et dont
la distance & D’— C est positive, nous nommerons ¢ tout arc qui
appartient a C et dont la distance a D' — C est positive.

C pourra étre vide. Sinon nous supposerons (4 partir du para-
graphe 8) qu'une transformation de coordonnées nous a ramenés au
cas suivant : C est un segment de I'axe des « sur lequel z =o.

9

) S. BernsteIN, Comptes rendus, 151, 1910, p. 636.
)} S. BernstrIN, Math. Annalen, t. 69, 1910, p. 119-125.
J. Scuauper, Math. Zeitschrift, t. 37, 1933, p. 629-632.
) J. Scuavper, Math. Zeitschrift, t. 38, 1934, p. 257-282; Studia math.,
, 1934, p. 34-42.
¢) Voir ci-aprés (§ 5), lemme de Lebesgue-Caccioppoli.
7y R. Caccioreori, Rendiconti della r. Accad. dei Lincei, t. 19, 1934,
p. 83-89; t. 22, 1935, p. 307-310,

3
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Nous désignerons par le symbole A(d) [ou A(c)] toute fonction-
nelle connue de d (ou de c), finie, positive et croissante quel que
soit d (ou ¢); W, et W, étant deux fonctions de (x, y), nous écrirons
souvent des inégalités du type

W, <A(W,, W, <A()W,;

elles signifieront que W, <A (d)W, sur chaque domaine d,
W, < A(c)W, sur chaque arc c.

NOUVEL ENONCE DU THEOREME DU PARAGRAPHE 1. — L’équation (1),D ez C
étant donnés, soit une solution réguliére de (1) au sujet de laquelle on
posséde seulement les renseignements suivants : elle est définie surD + C,
nulle sur C et p*+ q* < A(d). Je dis qu’elle satisfait a

rt+4 st 2 << A(d).

Précisions sur les conditions imposées a I'équation (1). — f est
dérivable trois fois; nous nommons solutions réguliéres de (1) les
solutions de (1) dérivables trois fois.

Quels que soient r, s, ¢ [quand /=0 et p>+ ¢*< A(d), ce que
nous supposerons toujours réalisé],

R e e A e s S Ja S 4 R U oy - R S 3
<A(d)[frr+fE+ 2]+ s+ 2+,
()3 e <A(@)1f2+f+ f7),
S R <A [ PR R s 2]

L’hypothése que, dans l'espace (7, s, t), les plans tangents a la
surface f—o et les tangentes a sa courbe a I'infini sont extérieurs a
la conique a I'infini 72 = s? s’exprime par 'inégalité
(3) S+ [+ fE< A 6L fi— £2]-

Remarques. — (3) implique que f; et f; ont un signe constant;
nous supposerons que c’est .

L’hypothése exprimée par (3) entraine que la courbe a I'infini de
la surface f=o0 est dans le domaine 7z <s* du plan & l'infini de
Pespace (r, s, t). Si 0(r, s, ¢) est une forme quadratique en r, s, ¢,
positive pour r¢ < s?, nous avons donc

(4) rr4 st << A(d)5(r, s, t)+ A(d).
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Par exemple
(5 r’4+st+e<<A(d)[rr+ st]+ A(d),
(6) r4st+ 2< A(d) [s*— rt] + A(d).
Cette méme hypothése a les conséquences suivantes : si (g, o, 7) est
un point a l'infini de la région p7 > s*, alors
pfri+ofi+Tfi7o0.
Donc, plus précisément,
A 1
(7) [P+ e+ P[22+ [+ 2P <Ad) [pfr+ o fi+Tfl],
pour pt20% p>o,

(5) et (7) ont par exemple la conséquence suivante,

(8) [P+s+2—Ald)][fi2+[f32+ ,"-’:]12<A(d)[r2f,"+rsf,Z+s’j,’].

II. — Lemmes fondamentaux.

4. LEMME SUR LA MAJORATION DES FONCTIONS PRIVEES DE MAXIMUM RELATIF
INTERIEUR. — Enoncé : Soit une fonction W (x, y) définie sur D + C,
supposons qu’a chaque point (x,,y,) de D + C corresponde une fonc-
tion w,(x, y) qui posséde les propriétés suivantes, sur un voisinage
de (o, yo) : wo A(d) entraine W < A(d); w, n’a pas de maximum
relatif intérieur a D

ow,\? dw,\?
dz dy d); =L utad} . . Ale).
Ewo xdy < Ald); _ﬂd‘\/<d1‘) +(dy> drdy <A(d); w,<A(c)

Je dis que W < A(d).

N. B. — Ce lemme nous servira au paragraphe 135.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer ce lemme quand D a été
réduit 4 sa partie intérieure au voisinage considéré de (z,, y,). Il
suffit donc de justifier ’énoncé suivant :

« Soit une fonction w(x,y) définie sur D + C, ne possédant pas de
maximum relatif intérieur a D et vérifiant les inégalités

ﬂ wdsdy < A(d), jf VAT aEdrdr <A(d),  w<A(c)
'd d ’
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« Soit d, la partie de D qui est intérieure @ un cercle arbitraire
étranger a D'— C. Je dis qu’il est possible de majorer w sur d,. »

Tragons un cercle concentrique, plus grand, également étranger
a D'— C; soit d, la partie de D intérieure a ce cercle. Choisissons le
centre de ces cercles comme centre de coordonnées polaires (p, 9);
g1 et ¢, seront les rayons des deux cercles. Nommons y la partie de la
circonférence coordonnée de rayon p qui appartient a D ; posons

w, — maximum de w sur d,,
;-v;(p) — maximum de w sur y.

Supposons w, supérieur au maximum atteint par w sur la partie
de C qui est frontiére de d,; puisque w n’admet pas de maximum
intérieur,

w,Sw(p) pour p,SpSpy;

w prend sur y la valeur (mes. x)—'fwde; donc
X

v;(p)<(mes.x)—’fwd9+f|wb|d6;
. 4 X
par suite

5),.(mes.x)<fwd6+21r | wh | df.
X X

Multiplions les termes de cette relation par pdp et intégrons de g,
ap,; il vient

w,.(mes. d,— d,) < wdzdy + 27:9,1] vw2+w2drdy. c.Q.F.D.
dy—d, dy—d,

8. Lemse e MM. Lesescue (*) eT Caccroppoli (*). — Enoncé : Soit
une fonction W (x, y) définie sur D -+ C et vérifiant l'inégalité

1/ (W2 + W) de dy < A(d).
(274

(®) H. LesesGug, Sur le probléme de Dirichlet ( Rendiconti del Circolo math.
di Palermo, t. 2%, 1907, p. 386). M. Lebesgue envisage seulement le cas ou
W —=w,—=— w, n’a ni maximum, ni minimum relatif intérieur a D.

(") R. CaccrorroLt, Rendiconti della r. Accad. dei Lincei, t. 22, 1935, p. 308.
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Supposons donné le long de C un module de continuité de W .
Supposons qu’on puisse mettre, au voisinage de chaque point (zo, y,)
de D + C, W sous les deux formes

W =F(w,, z, y)=F!(W21 z, y),

F, et F, ayant des modules de continuité donnés, F, croissant avec w,,
F, avec — w,, w, et w, étant deux fonctions de (x, y) qui ne possédent
aucun mazimum relatif, intérieur a D, voisin de (x,, y,). F,, Fy, w,,
w, peuvent dépendre de (x,, y, ).

On peut alors construire, en fonction des données, un module de
continuité de W (x, y).

N. B. — Ce lemme nous servira au paragraphe 12.

La démonstration de M. Lebesgue est modifiée par M. Caccioppoli
seulement en ceci : l'oscillation de W(z, y) dans un domaine n’est
plus égale a l'oscillation de W (x, y) sur la frontiére de ce domaine;
elle 1a dépasse au plus d'une quantité connue, qui tend vers zéro avec
la largeur de ce domaine.

6. GEneraLisaTion p’on LEMME DE M. Caccioppout ('°). — Enoncé :
Soient deux fonctions ¢(x, y) et b(x, y) définies sur D+ C et
satisfaisant a l'inégalité
(9) ﬂ?z(“" y)dzdy <A(dy+A(d) | b(x, y)e(x, y)yda*+ dy?,

d do
ou dy représente la partie de la frontiére d' de d qui est intérieure a. D.
Supposons en outre

ﬂwa, y)dzdy < A(d).
d
Je dis que
ﬂqa’(x, »)dzxdy < A(d).
d

N. B. — Ce lemme est utilisé au paragraphe 10; son application
essentielle est celle du paragraphe 13.

(1°) Cf. loc. cit. (*). M. Caccioppoli a démontré ce lemme dans le cas ou
b(xz, y) est une constante.
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Démonstration. — Utilisons les domaines d, et d,, les coordonnées
polaires (p, 0) et les parties de circonférence y introduits au para-
graphe 4. Pour justifier 'énoncé ci-dessus, il suffit de majorer

[[ ¢ 9 azay.
dy

o [ords=p), A(d,>pfb2d6=8'z<p)-
x V4

Posons

Appliquons l'inégalité (9) au domaine d constitué par la partie
de D qui est a I'intérieur de la circonférence-coordonnée dont y fait
partie; il vient, en majorant le second membre de (g) par I'inégalité
de Schwarz :

P
(10) [ Erde<A@)+B)®G)  (p<p.
Supposons

P1
®*(p)dp > A(d,),

posons
W”'(p):[pQ’(p)dp—A(d,).
I.’inégalité (10) s’écrit
Vo<—B=(p)  (piSpSps);

elle a pour conséquence

NN
W(p.) —W(p) <—/ B=2(p) dp,

P
donc

2]
(r1) f B—2(p)dp < W(p,).
P1
D’aprés I'inégalité de Schwarz,

Ps 2]
[e.—psP<< | B(p)dp ><f B=*(p) dp.
P 2]

[’inégalité (11) entraine donc la suivante

P2
W (py) <[ps— 04]° B2(p) dp.

%
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Par suite

P Ps
@ (p)dp < A(d,) + [pa— pd*f B (p) dp;
[} [N

en d’autres termes

9*(z, v)drdy < A(d,) + A(dy) [pe— Pl]_iﬂ b*(z,y)dxdy. c.Q.r.n.

d, dy—d,

7. Lemme pe M. S. Bernstey (''). — Notations. — Introduisons les
opérateurs différentiels

L= d+l() +mﬁ+l'd+sd+ J J

kor ot " op Poz "0
q4—li)—+m-d—+ng—+— d+td+qd 9
¢ “or Js a¢ ap Jdq . 9z " dy

Définissons comme suit le produit de deux opérateurs différentiels de
ce Lype

~ 0 O, O N\ 0?
a_zai(—);;, g3 _2 bl'a—x—;) LI@—U‘&a_zaib/dx‘dxi.
! 7 Lj

Enoncé : Soit I’équation aux dérivées partielles du type elliptique
(12) f(r,s, ¢,p, 9,z y,3)=0 @S> [3 fi>o pour f=o).

Introduisons quatre nouvelles variables : k, l, m, n. Soit une fonction
w(r, s,t, p, q, Z, ¥y, 3) satisfaisant a I'inégalité

Sr&w+ f[TYw + fiYw
(TS S Ui Py Sy ) Wt oWt fywh
(13) — w2 f — w, Y[ — WY f
— (rw - swW+ W+ pwp - qwy ) f2 — W), fo— wy fi > o,
quand Tw=Yw = f=Yf=o0, f=o.

St l’on remplace dans w(r,s,t, p, q,,y, 3) les variables z,p, q,r, s, t
par une solution arbitraire de (12) et ses dérivées du premier et du second

(') Les raisonnements par lesquels M. S. Bernstein étudie les équations non
linéaires constituent une série d’ appllcahons de ce lemme dont M. S. Bernstein
n’a cependant pas donné d’énoncé général.
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ordre, alors la fonction w de (x, y) ainsi obtenue ne posséde aucun
maximum relatif intérieur @ son domaine de définition.

dd dj d‘; d; 2" 3y % |es dérivées
des deux premiers ordres d'une fonction de r, s, ¢, p, ¢, , ¥, z dans
laquelle on a substitué a sz, p, g, r, s, ¢ une fonction z(z, yj) et ses
dérivées des deux premiers ordres. Nommons &, [, m, n les dérivées
d’ordre trois de z(x, y). Nous avons les identités

Démonstration. — Désignons par

dw dwv df___ af .
dyw d*w d w , dw ,dw

‘/'(11 fd “dy f'd’ f”E_F'/;’;z'_V-
e Ay A df o df
“I.d.l'z —“x(Ll'lf‘)’ _""W _“I,’d_zl' —(",,;F

= [i&w - [N w + f(Ya
+(rflsfi +tfi +p L+ qf Wi [l
— WL — XY f— WY f
— (1w s W+ pivy, - qwy) fo — o, fr—w f

Si cette fonction z(z, v) est solution de (12), I'inégalité (13) exprime
donc (ue

, , d* v 7Y d w dv  diwv
O ST gy e e aund ==
Or, cette inégalité (14) interdit a w, considérée comme fonction

de (z, ), de posséder un maximum relatif intérieur a son domaine
de définition. C. Q. F. D.

III. — Majoration frontiére de r*—+ s*+ t%

8. Unx coroLrLalre bu LEMME pE M. S. BernstelN. — Notations. — La
frontiére d' d’'un domaine d se compose de deux parties : d,, intérieur
a D et d; appartenant a C.

Enoncé : Soit un segment c. Je dis qu’on peut trouver un domaine d
et une fonction w=p —08(x, y) possédant les propriétés suivantes :

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. I, 1938.
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vérifiant p*+ q* < A(d), w ne peut posséder de mazimum intérieur a d;
9 est positif dans d, nul sur c, arbitrairement grand sur d,.

Démonstration. — D’aprés le lemme de M. S. Bernstein, ’absence
de maximum de w & I'intérieur de d est assurée par I'inégalité

(18) fibw+ fiboy+ fiOp+rfp+sfy+pfi+ fr<o, pour r=~0,, s=6,.

Choisissons une fonction a(z, y)nulle sur ¢, positive partout ailleurs,
de gradient non nul; posons

. 6(x, y)="0[a(r, »)];
(15) s’écrit :

Gar[ 22 fr—+ ooy fo+ a2 fi ]

(16) 4 O [ frd dorfi + Lo fi] 4TSy Sfy+ pfot fe<o,
pour r=46a,, s=0ya.
D’aprés (2), (7) et (5)

L]
|rfotsfy+pfit ful <A(A)[ [P+ 32+ [P+ s+ ]
<[a fri+ azalfi+ a2 fi] [02 A(d) + A(d)],
| ol fr+ oy o o fi | < A(d) [ fr4 apots fo+ 2 f7].
Si nous supposons
(17) [0 | > 1,
I'inégalité (16) est donc satisfaite quand
(18) < — A(d)02.
Nous choisirons, A et . étant deux constantes,

A A

A o® L v "o
e_llog[}:+l], dou 9,._ aaa_—m)

a+p’
(18) a lieu quand 0 <A < 1775 (17) a liew si 0 < p< 2etsidest
assez voisin de ¢ pour que a < -:lsur d; 6 -+ @ sur d, quand p > 0;

le corollaire énoncé est donc exact.

9. MaoratioN bE r’+s?+¢* stk C. — Nous allons maintenant
préciser, par étapes successives, I’allure des dérivées d’une solution
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de (1), connaissant (1), D, C et les renseignements suivants : la
solution étudiée est réguliére sur D + C; elle satisfait &

p+q:<A(d); y=z=osurC.

Envisageons la fonction w du paragraphe précédent, 6 étant choisi
assez grand sur d,, pour y surpasser p; w<o sur d'; w n’a pas de
maximum intérieur & d; donc w<o dans d.

Sur ¢, w = 0; donc, en supposant que le signe constant de y dans d

. d s 32 ,
soit -+, Zi‘;v <o sur ¢; c’est-a-dire s <0, surc.

Cette inégalité est du type s<<A(c). On établit de méme que
— s A(e). :
Nous avons donc |s|< A(c); d’autre part r=o0 sur C; d’ou,
d’aprés (5),
rr4-st 2 < A(e).

La majoration annoncée est effectuée.

IV. — Construction d’un module de continuité de p et de ¢.

10. Masoration ('*) pE j]’[r'-’-i— s+ 1] dxdy.
d

L’identité
551) dgq :ﬂ [s¢—rt]dxdy,
o d

la relation p = o sur C et I'inégalité (6) entrainent I'inégalité

ﬂ[r=+sﬁ+t=]da'dy<A(d)+A(d)fP(-‘dx"*“d}’)-
S day

D’ou

ﬂ[r"+s’+t’]d.:rd)'<A(d)+A(d)f\/r’+s2+ tt\/dx’-i—d_y*.
e d' .

('?) M. S. BernsTrIN a effectué cette majoration sous des hypothéses moins
générales; ¢f. paragraphe 7 du 1. c. (2), et J. Scuavprr, C. R. Acad. Sc., 199,
1a34. p. 1566.
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Le lemme de M. Caccioppoli, que généralise le paragraphe 6,
déduit de cette derniére inégalité la suivante :

{[‘[rf—i- s*+ 2)dredy < A(d).
i

11. Un corovrare pu LemMe bE M. S. Bernsten. — Enoncé : Soit
un point (x,, y,) de D + C. Si'A est une constante suffisamment grande,
les fonctions w—==*p—+ A[x —z,|' n’admettent pas de maximum
relatif intérieur, voisin de (x,, y,).

Démonstration. — D’aprés le lemme de M. S. Bernstein, w posséde
la propriété énoncée si

(19) 2hfrF (rfo+sli+pfit+fe]>o0

pour
Fr=aia—a), s=o.

Supposons [A[z
r* -+ 5?4 1* est donc borné au voisinage de (x,, y,). Par suite (19) est
vérifiée sur ce voisinage quand A est suffisamment grand.

12. MoDULE DE CONTINUITE DE p ET DE ¢. — Appliquons le lemme de
Lebesgue-Caccioppoli a la fonction W = p; d’aprés le paragraphe 10

ﬁ.[w;ﬁq-w;?] dz dy :.[]‘[r‘3+.s'-’] drdy < A(d);
d d

le paragraphe 11 nous autorise a choisir
wy=p+ Mz — =], wy=—p+Ax—z];

sur G, p=o0. On peut donc construire, sur tout domaine d, un
module de continuité de p, 4 'aide des seules quantités A (d).

Un module de continuité de g se construit par un procédé analogue;
le module de continuité de ¢ le long de C, dont la connaissance est
nécessaire, est fourni par I'inégalité | s| << A(c) du paragraphe 9.
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V. — Majoration de r*+ s>+ ¢

13. Masoration I)Eﬂ[k + 4+ m+ n? [P+ s+ 41 dray.

Nous nommons &, [, m, n les dérivées d’ordre 3 de 3(x, y). L.'iden-

tité
ﬂ‘ drds 96
- - = arc tang dr
0 1TSS V1 Ve

nous donne, puisque r =o sur C,

(20) M—»l-;.lﬂd.rdy<zrf\/k’+‘l’y/(l.z-’+(j)f'-'.
. E 2 ),

l, s

Envisageons d’autre part la forme quadratique en (¢, o, =)
(21) o —pr+2fpfrro i fIPAS0 1= S

Il existe une substitution linéaire qui laisse invariante 4/, f,— f*
et qui transforme (f'., /., f.) en

(Vi = b2 o\ frori— 1)

faisons subir a (z, &, 7) la substitution contravariante, qui laisse
invariante 6> — ¢=; (21) se réduit & la forme quadratique définie posi-
tive

2 - ! — g? ! 2 ! 2
a——p.+;(p+‘r)2_az+a(p+r) +Z(p—r).

D’aprés (3) les substitutions linéaires envisagées ont des coefficients
inférieurs en valeur absolue 4 A (d). Nous avons donc l'inégalité

o+ <Ald) e —pr+2pf, o fs + T fiPIAS S = SE]
Par suite,

(22) K2+ P+ m*+ n*<A(d) | l2— km
+[2(kf, + U+ mf,)
+ (U mfotnf ] [4f fo —F3T-
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La dérivation de I'équation (1) nous donne
kfr+ Ufi+mfi+rfp+sfy+pfi+fe=o0,
Ufr+mfiv nfi+sfp+tfy+qf:+f,=o.
D’oui, a I'aide de (2) et (3),
[kfir+ (ffs+mft|<A(d)[ri+s+ 1] frfi— 2]
Tiffr+mf's+ nfit|<A(d)[rr+st++1}[4f fi— 2]

[

Simplifions par (5) ces deux inégalités et portons-les dans (22); il
vient

(23) Ba-Pa-mn < A(d)[lP—km] + A(d)[r*+s*+ 1]

De (23), de (20) et du paragraphe 10 résulte I'inégalité

-2 2 2 2
(24) ﬂw dz dy
L, st

<A(d) | yh*+ 4 2+ n2ydat + dyt+ A(d).
@
Notre généralisation du lemme de M. Caccioppoli (§ 6) s’applique
a (24), en posant
, R+l myp

= b=r4+s+1
¢ r’+s+1 ’

1l vient

. 2+ P4 m>+n? )

14. Un coroLLare pu LemMe DE M. S. Beanstemn. — Enoncé: Si 7
est une constante suffisamment grande, il est impossible que la fonction

w(r, s, t, p)=log[s*—rt] +A[p—p,]*
posséde un maximum relatif intérieur, en un point oi r*+s* 4 t* est

grand et p voisin de p,.

Démonstration. — Appliquons a4 w le lemme de M. Bernstein, en
supposant r*+s*<4? grand. &, /, m, n sont définis par les quatre
équations linéaires :

( 25) Twv=Yw=Z1=Y[f=o,
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“dont le déterminant est

— 1 28 —r
S I
o —t 28 —r
o fi. fi [
Ce déterminant vaut ¢t — g?, oti
2s —r I —r —t ’ —t 2s
= , ;s o= , ) T= . )
=l foo 0 A

(p, o, ©) sont les coordonnées homogénes du point d’intersection des
droites de coordonnées homogénes (f,, f;, f.), (1, —2s,r); la
premiére de ces droites est extérieure a la conique ¢= = ¢?; laseconde
coupe cette conique; ces deux droites sont donc distinctes et (¢, g, T)
est extérieure a cette conique : p7 < ¢*; donc, plus précisément,

[rr+ s+ 2] fr + [+ [2] < A(d)[a*— pt].

Cette inégalité minore la valeur absolue du déterminant des
équations (25); de cette minoration résulte que

VEi+ E+ m+ nt < A(d)[rt+st+ 12,
(26) pour
ri4+ s+ 0> A(d), [A[p—po]i<t.

Le premier membre de l'inégalité (13) se compose des termes
2M[r [+ 18 ot 8 £
et d’autres termes que, d’aprés (26), (2) et (8), majore
A(D) [+ st ] [f2 4 2+ f2 ] < A(d) [ fr+ 15 fi+ 5 fi].
L’inégalité (13) a donc lieu sur d quand

rr4+s+0>Ad), A>A), |Mp—pll<i.

15. MAJORATION DE r* + s 4 ¢7. — Soit un point arbitraire (z,, y,),
de D +- C, soit p, la valeur de p en ce point. Puisque nous connaissons
un module de continuité de p(§ 12), nous pouvons construire un
voisinage du point (&,, y,) sur lequel |[A[p—p, ]| < 1.
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Définissons comme suit la fonction w,(r, s, ¢, p)
w,—w pour w2B,
w,—B pour w<B et pour s*—rt<<o,

B étant une constante choisie assez grande pour réaliser les deux
conditions suivantes, a 'intérieur du voisinage envisagé de (z,, y,) :
r*+ s'4+ ¢+ 1 < const, [s*— rt], quand w,>B [cf. ()];

w, ne posséde pas de maximum relatif (¢/f. § 14).
Nous avons, quand w, > B,

dwy, _asl—thk—rm adp— polr,

dz — s —rt
ﬂv_‘_._zsm—tl—m_*_z)\[ .
d‘)' — s2— rt I4 —Po]~

et, par suite,

divy\? (dw0 2 k24 2 4+ m?4- n?
—_— < const, - - -
dx dy P s P

C)

-+ const. [r*+s?].

Donc, d’aprés les paragraphes 10 et 13,
E[('?d%)!* <%>2] dz dy < A(d).

Le paragraphe 410 nous donne
ﬂ| w, | dz dy < A(d).

L’inégalité w, < A(d) entraine, d’aprés (6), r*+ s*+ 1* < A(d).
Par conséquent, en vertu du lemme du paragraphe 4,

rt4 st < A(d).

Cette derniére inégalité exprime le théoréme énoncé au para-

graphe 1.



