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UNE GENERALISATION DE LA NOTION DE CORPS. 367

Une généralisation de la notion de corps;

Par Marc KRASNER.

Le but du présent travail est une trés large généralisation abstraite
de la notion du corps et la construction de la théorie de Galois pour
les corps ainsi généralisés. Par son caractére ce travail tient a la fois
de la théorie des ensembles et de I'algébre. Ne disposant que d'une
place trés limitée, je me borne 4 démontrer un petit nombre des
théorémes fondamentaux. Je compte publier plus tard un exposé
plus détaillé.

Je suis heureux de pouvoir faire hommage de ce travail 4 M. Hada-
mard 4 I'occasion de son jubilé scientifique : M. Hadamard s’était,
en effet, toujours intéressé aux questions de fondements des mathé-
matiques, comme le témoigne son échange de lettres sur les fondements
de la théorie des ensembles avec MM. Borel et Lebesgue. Et il a bien
voulu accorder un grand intérét au présent travail.

1. REMARQUES ET CONVENTIONS PRELIMINAIRES. — Au cours de ce travail
la puissance d'un ensemble U sera notée pU; on emploiera 1’abré-
viation dim. pour dire dimension; P étant une transformation, le
transformé par P d’un objet u sera noté Pu; a accompagné des
signes (par exemple @, a*, ha, ...) désignant un objet défini d’une
certaine maniére a partir d’un objet a, et A étant un ensemble
d’objets a pour lesquels cette définition a un sens, A accompagné de
mémes signes ( c’est-a-dire, resp. A, A%, LA) désignera I'ensemble
de tous les resp. a, a*, Aa, ... distincts pour a € A. On admettra
’axiome de libre choix de Zermelo.

Journ. de Math., tome XVIL. — Fase. IV, 1g38. 48



368 MARC KRASNER.

Faisons correspondre une fois pour toutes :

a. A chaque nombre cardinal Q (') un ensemble Ug de puissance Q;

b. A chaque sous-ensemble W de tout Ug une équivalence s,y de W
aU,w (%)

- ¢. A chaque relation classifiante I' dans un Ug quelconque une

équivalence &r de I'ensemble {r de classes suivant I'dans Ug a U . (°).

2. Pomvts. Retations. Opkrations FonpaMestaLEs. — Considérons
un ensemble E. Toute correspondance univoque P = {u — ¢,}, ¢y, des
u € Ug aux ¢, € E, c’est-a-dire toute fonction définie dans Ug dont les
valeurs sont dans E, s’appellera point de dim. Q engendré par E.
Quand on parlera de points, il sera sous-entendu, sauf mention
expresse, qu'ils sont engendrés par E.

Le point P sera dit semi-normal s’il est une correspondance
biunivoque entre Ug et E,=({Pu}, ¢y, Il sera dit normal si, de
plus, Ep= E.

Une proposition logique r concernant les points de dim. Q
(engendrés par E) s’appellera relation de dim. Q dans E. r(P)=o*
ou r(P) >~ o* signifieront que resp. r est vraie ou fausse pour P(*).
L’ensemble de tous les points pour lesquels r est vraie sera noté M (r).

Soient Eq I'ensemble de tous les points de dim. Q et O I'ensemble
vide. Ig et Oqg seront des relations telles que @(Ig) = Eq, @(0g)= 0.

La relation r telle que ®(r)\@D(r)=0, @(r)\ ) @(r)y=Eq
(ot @ = dim. r) s’appelle anti-r. R étant un ensemble des relations
d’'une méme dim., relation [R] telle que D([R])= Oma)(r)

s'appelle le plus grand commun diviseur (p. g. c. d.) des réR.
La relation (R) telle que D((R)) = \éjm A(r) s’appelle le plus petit

commun multiple (p. p. c. m.) des r€ R. On a (R) -——[_6_{—].

(') Au sens de Georg Cantor.

(2) Si W=TUq, on prendra pour ¢ 1'identité.

(®) Si toute classe suivant I' contient un seul élément on prendra pour ér
I'identité.

(*) On écrit r(P)=10" et non r(P) =o pour ne pas exclure les cas ou le
nombre o est élément de E.
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Si |r,,r] = Oqg, r,, r, seront dites premiéres entre elles. Si toutes
les r € R sont premiéres entre elles deux a deux, (R) s’appelle encore
produit des r € R et se note II (7).

re€®

Soit A une permutation de Ug. (Le groupe de toutes les permuta-
tions de Uy sera noté Ag. Ag notera le méme ensemble sans la
permutation identique.) P étant un point de dim. Q, AP désignera
le point {Au — Pu},¢y,. r étant une relation de dim. Q, Ar sera la
relation telle que W(Ar) =21A(r). AP, Ars’appelleront transformés
de resp. P, r par A.

A* notera la relation telle que A*(P) = 0" équivauta AP =P.

Soient P un point de dim. Q et WC_Uq. On pose

Pw—={ewu—>Puj,ew.

r étant une relation de dim. Q, ry sera définie par la condition
@(ry) = (0(r))w. Pw, ry s'appelleront projections de resp. P, r
par W.

Soit P un point de dim. pW, W Uq. L’ensemble de tous les P’
tels que Py =P sera noté P™. r étant une relation de dim. pW,
r™ sera la relation telle que @(X™)=(@(r))™. P™, r™ seront
appelés prolongement de resp. P, r par W. Si r=(ry)™, r sera dite
tdentique par rapport 4 Ug— W (Q = dim. r).

Les opérations =, [ ], A, w, ™ seront appelées opérations fonda-
mentales.

3. Reépuires o’une ReLaTioN. — Soit I la relation classifiante dans Ug
telle que u,=u,(T") si, et seulement si pour tout P € ®(r) on a
Pu,=Pu,. C étant la classe suivant I' d’un u € Ugq, posons pour tout
P a(r), P,C=Pu. Posons Pr={6rC — P, C}; ;.. La relation r-
telle que @ (r) = (A (r))r s’appellera la premiére réduite de r.

Si W_Ugq a un et unseul élément commun u; avec chaque C € {r,
etsi A= za,u,—> 6rCicey. (donc A€ A, =A,w),onar= Ary. SIL
est un sous-groupe de Ag dont les systémes d’intransitivité sont les
classes suivant ', on a r=[(A~'r )™, [L']].

On notera r+ et I'on appellera la deuxiéme réduite de r la relation
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telle que M (r+) soit I'ensemble de tous les:P € M (r*) semi-normaux.
Onar=[r [A%]] etr =(r, ({[r, M]eay)), ot @ = dim. r.

4. FERMETURE LOGIQUE. — Soit R un ensemble de relations et soitQ,

un nombre cardinal 2pE et 2 borne sup. dim. r (ce borne sup. sera
réeR

appelé dim. R). R sera dit logiquement fermé au-dessous de Q,,
s'll satisfait aux conditions suivantes :

a. Sir€ ®(dim.r=Q),r, touslesAr(A € Aq), tousles ™ (W Up)
sont €R;

b. Sip est un ensemble de 7€ R d’'une méme dimension, [¢]€ R;

c. AgC R pour tout Q<Q;

d. Si WC Ug, o Q£Q,, etsi r€ R est de dim. pW, ¥ € R.

On voit que si R est logiquement fermé au-dessousde Q, : a. p étant
un ensemble de r€ R d’'une méme dimension, (¢)ER; b. si r€ R,
aussi " €ER et r*€R; si r €R, aussi r€ R. L’intersection des
ensembles logiquement fermés au-dessous de Q, I'est elle-méme.

Quel que soit R(dim. R<Q,), il existe des surensembles de R
logiquement fermés au-dessous de Q,, par exemple I'ensemble Eg, de
toutes les relations dans E de dimension <Q, ('). L'intersec-
tion R, q, de tous ces surensembles de R, qui est le moindre suren-
semble de (R logiquement fermé au-dessous de Q,, s’appelera ferme-
ture logique de R au-dessous de Q,.

8. Structures. Structures EQuIVALENTES. — Un ensemble E organisé
par un ensemble R de relations dans E s’appellera structure S = (R, E)
dans E. dim. R sera encore appelée dim. S. On dira que S est
au-dessous d’un Q, (S | Q,), si dim. SLQ,.

S'=(R,E)|Q, et S"=(R", E)| Q(Q,2pE) seront dites
Q,-équivalentes (S'~ 8" | Q,), si Rp0,= Rpyq,-

On dira que S’ est plus Q,-forte resp. Q- faible que S" (S' > resp.
< 8" Qy), si Rpyq, D resp. C Rpq,-

() Mais il n'existe pas de surensemble de R logiquement fermé au-dessous
de tout Q,, car la puissance d’un tel ensemble devrait dépasser tout nombre
cardinal (en vertu de la condition ¢). Ceci est en rapport direct avec les para-
doxes de la théorie des ensembles.
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6. Dervitions pEs oP Er pEs or. GROUPE D’UNE STRUCTURE. — Soit
une permutation de E. P étant un point de dim. Q, on notera oP le
point {u — cPul.cy, r étant une relation de E, or sera la relation
telle que M(or)=o®(r). oP, or seront appelés transformés de
resp. P, r par 6. Si ar=r, on dira que ¢ conserve r.

Le groupe de toutes les permutations de E sera noté g(E). La
permutation identique de E sera notée 1.

On vérifie que : a. ar=or; b. chr=2XAor; c. ary=(or)w;
d. osr™'=(er)"; e. s[R]=[0R]("); f. aA*=2A". Il en résulte
que : a. si sr=r, aussi 6r=r, GAr=Ar, ory=ry, or'"'=r™;
si or=r, ousi s Ar=2»Ar, ou si 67" =r™ aussi or=r; b. si o con-
serve touslesrCR ('), onac[R]=[R]ets(R)=(R);c. o con-
serve tous les A*. Ceci entraine quesi r=r, aussi ar-=r" et arv=r+,
et que si or-=r-, aussi Gr=r.

g étant un groupe de permutations de E, on appellera systéme d’in-
transitivité d’un point P par rapport 2 g I'ensemble A¥’=gP. On
notera r{¥’ la relation telle que D(r¥)=A§". On a AgP =giP
et {gPlw=gPy. D'ou (rf) = (r¥)".

Soit S=(R, E). Soit gy I'ensemble de toutes les permutations
de E qui conservent tous les r€ R. gy est un groupe. En effet,
si g,, 6,€ ggs, ON a, pour tout r€ R, a,r=r et o,r=r; d’ou
g,0,r=a,(a,r)y=0,r=r, et 6,6, € gys. Et si 5€ g5, on a, pour
tout 7€ R, r=gar;dou o 'r=c""'(ar)=r, et 6=' € ggs.

& s'appellera groupe de la structure S.

7. Lois p’EXISTENCE ET b'EQUIVALENCE. — Il s’agit de démontrer deux
théorémes jouant un rdle fondamental.

Lot d’existence. — Quels qﬁe soient Q,2>pE et le sous-groupe g
de g(E), il existe des structures S | Q, dans E telles que g.s=g.

Démonstration. — Considérons la structure S, =(R,q, E)
suivante : 7€ R, q, si, et seulement si A (r) est une réunion des sys-
témes d’intransitivité suivant g des points d'une méme dim. Q<Q,.

(') On suppose que tous les 7 € R ont une méme dimension.
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S,q, | Q, et tout ¢ € g conserve tout 7€ R, q.. Soit 6 non € g, et soit P
un point normal. On n’a 6,P =g4,P quesis,=g,. Ona

®@(orif) =o@(rif') =agP.

Or ag#g; donc orf' £ rf. Et comme r’ € R,q, ¢ n'est pas dans
le groupe de S, g . Donc ce groupe est g. C. Q. F.D.

Le raisonnement précédent montre que g est aussi le groupe de
toute structure Si = ({r;'}, E), ol P est un point normal.

Loi d’équivalence. — S'~ S" | Q, si, et seulement si ggs= gy

Démonstration. — a. Soit S=(QR, E) | Q, et soit g,s=g. Je dis
que RCR,q. En effet, soit qu'il n’en est pas ainsi. Alors il existe
un r€ R, mais non € R,q . A(r)n'est pas une réunion des systémes
d’intransitivité par rapport 4 g. Donc, il y a un P € ®(r) tel que

PE@(r)N\gP =U # gP.
Mais D(r) N gP = ®![r, ri¥']) est conservé par g. Donc

gP C U =UG gP,
ce qui est absurde.

b. R, q, estlogiquement fermé au-dessous de Q,. En effetsir € R, q,,
g conserve r, les Ar, les ry, les 7™, et si p est un ensemble de r € R, g, .
d’'une méme dimension, g conserve [¢]. Donc, toutes ces relations,
ainsi que les A*, tant que leur dimension est <Q,, font partie de R, g,
ce qui prouve I'affirmation.

Il en résulte que si gzs= g(S = (R, E) + Q,), RA*C R*S.

Donc le groupe de la structure SNQ =(Rpaq, E) est g. D'ott, st

S'~ 8"} Qo geis= Lrsse-

c. St Pest normal, S~ S,q | Q,. En effet, P’ étant un point
semi-normal arbitraire, il peut étre mis sous la forme APy, ou
W C Uy et A€ Apy. Done ri=x(r¥)w. P” étant un point quel-
conque, (i) = (r{)* est de la forme rif’, ot P’ est semi-normal. Et
tout 7€ R, g, est un produit des rif’. Donc R, o C {rf'}0,; et comme
{r®}y0,C R,q, (en vertu de b), ona S~ S, g | Q,.

Il est 4 remarquer qu’un 7 s’obtient & partir du 7 (P normal) et
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(W)

des A" par des opérations [ ], A, w, "', sans avoir 4 appliquer I'opé-

ration fondamentale —.

d. Soient S=(R,E) | Q, et gys = g. Soit Rg '’ensemble de toutes
les r€ R de dim. Q(Q<Q,). Notons Mg I'ensemble de toutes les
décompositions (A, B) de Ag en deux classes A, B. Soit que

0g 7 r, =[r,[A*], [B*]], our € Ra et (A, B) € Mq. Soitr, (P)=o".
Si A, €A, on a M,P=P et 5,,P=P; d'ot A,A,. P=P et
(A )" (P) £ 0*. Donc A, A, non € B, c'est-a-dire A, A, € A. SiA €A,
ona P=AP; d'ou A-'P =P et, encore, A=' € A. A est un groupe.
Si u, et u, sont dans un méme systéme d’intransitivité suivant A, on
doit avoir Pu,=Pu,. Si Pu,=Pu,, la transposition (u,, u,) con-
serve P, donc (u,, u,)"(P)s£0%, et (u,, u,) non €B, c'est-a-dire
(uy, uy) € A.Donc u, et u, sont dansun méme systéme d'intransitivité
suivant A. Il en résulte que, I" désignant (pour r,) la méme chose que
dans 3, Pr est semi-normal quel que soit P € @(r,), c'est-a-dire
r-=r. Soit
®Ra={[r. [A"), [B*]]} e agam € g

et soit R' =Q\§jg,, Rg. Comme r=(3[r, [A*], [W]] :(A>B)€udlm.r)’ on a

(R, E)y~ (R, E). D’autre part (R', E)y~ (R, Ey=(®R'*, E).

P’ étant un point semi-normal de dim. Q, P étant un point normal
fixe, et W, C U, étant tel que PW, =E,, il existe un A, € Aq tel
que (A P'Y"™ 3 P. Soient r € R'* et P’ € d(r). Comme P’ est semi-
normal, 7, =(A,r)"* existe, dim. r,. = pE, et r,(P)=0’. Posons
R, ={1p}rca+reorn. Commer=Axr:'(ry)w,, on a

S::(m’n E)N(d{,-’-) E)~ (R, E)':S ‘L Q.

En vertu de b, gy s = ggs. = g-

Posons r. =[®,]. On a r (P)=o". Puisque g conserve tout
r€ R, il conserve r.. Doncsic€ g, onar.(sP)=0" Sionon€g, il
existe un rC R'* tel que ar><r. Donc, il existe un P’ € ®(r) tel que
r(eP')#£0. Dot rp(oP)=rp(hp(aP")") £ 0*. Comme rp €R,,
On a & (r.)C @(ry), et A(r.) ne contient pas de cP. Donc, I’en-
semble de tous les points normaux de @(r.) est gP. Celui des points
normaux de @(r’) est le méme.
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Soit que P’ € @A(r?) n’est pas normal. Comme P’ est semi-normal,
on a P'=4;'Py,, et W SU .. 23" (7w, (P’)=0". D’autre part,
P” étant un point quelconque de dim. pE, on a

Eispy, = Byg, =P Woe

»
Pw,

Si P” est semi-normal, ona P"W,SP"U . C E, donc (A (r)w,.)
ne contient pas de points normaux. Donc, si I’on pose

Iy = [r“f, [)‘F" (rf)w, ]I" € wtr‘-’)—gl’]‘

A(r. ) A(r’) contient tous les points normaux de @ (r’) et ne con-
tient aucun autre point semi-normal. Tous les points de @(r}) étant
semi-normaux, on a A(r.)= gP, c’est-a-dire r, =r¥¥. Donc

S~S'>(ird, EY>(rt) Ey>(re}, E)Y=S§ ~ S;.Q0 ) Q0.
Donc S>8S,q | Q,. Mais S, g > S | Q,(a). Donc
S~ 8.0, L.

Si ges=grs—=8(S', 8" Q;,),onaS ~8,q | QetS"~S,q |Q;
d'ou '~ S" | Q, et tout est prouvé.

Conséquence 1. — La condition de 1'Q,-équivalence est indé-
pendante de Q,. Pour cette cause on appellera deux structures S’ et S”
équivalentes (S'~ S") s'il existe un Q, tel que §'~ 8" Q,. Alors,
quel que soit Q) >dim. S', Q, >dim. S",ona S'~ §" | Q.

Conséquence 2.” — Quelle que soit la structure S, il existe une
relation 7' telle que M(r') ne contienne que des points normaux et

que S ~ ({7}, E).
D’ailleurs, voici une autre méthode pour former une ' telle

que S =(®, E)~ ({7}, E). Soit &'= Y dim. . On peut subdi-
réer

viser Ug en classes W(r)(r€ R) tels que pW(r)=dim. r. Posons

P =[{r™" ] On a,sir€®, r=ry,. Doncr a la propriété

voulue.

TutoreMe. — S’ > S" | Q, si, et seulement st gy esso-
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Démonstration. — On a
S’ (ad Sé's/s’ygo ~L 901 S” ~J Sé'z/s";go \L 90,

et pour ces derniéres structures le théoréme est évident.
c. Q. F. D.

Conséquence. — La condition pour que S’ > 8"} Q, ne dépend pas
de Q,, Pour cette cause on dit que S’ est plus forte (faible) que
S"(S' >(resp. <) S") s'il existe un Q, telque S’ > (resp. <)S" | Q,.
Alors, quel que soit Q, >dim. S’ etdim. S”, ona 8’ >(resp. ) 8" | Q,.

8. Corps. GROUPE AUQUEL APPARTIENT UN CORPS. Lol DE DUALITE. Sous-
CORPS, SURCORPS, CORPS INTERSECTIONS, CORPS COMPOSES. RELATIONS DU CORPs.
Foncrions Lociues. Apioncrions. ReLations Er cores prmvimrs. — On
fera correspondre & toute structure S = (R, E) un objet K(8), dit
corps dans E défini par S, tel que K(S') =K(8§") si, et seulement
si 8'~ 8. 818 > 8" K(8) sera dit un surcorps de K(S"), et K(S")
sera dit un sous-corps de K(S") (K(S8")>K(8"), K(8")<K(8")).
K étant un surcorps d’un corps £, au lieu de dire d’un objet (d’une
propriété) qu'il (elle) est de (dans) K par rapport a £, on dira qu'il
(elle) est de (dans) K/k.

Toutes les structures S qui définissent un méme corpsK ont le méme
groupe. On notera ce groupe g, et 'on dira que K appartient ¢ g x
dans E. Les lois d’existence et d’équivalence se traduisent par la

Lot de dualité. — La correspondance K — g4 est une correspon-
dancebiunivoque del’ensemble de tous les corps dans E avec I’ensemble
de tous les sous-groupes de g(E). K'2K” si, et seulement si gg,x C /i

On notera E le corps tel que ggx = {14}.

Q étant un ensemble de corps dans E, le plus grand sous-corps de

tous les K € Q s’appelle leur intersection ( M K) , et le moindre sur-
K€Q
corps de tous les K € Q s’appelle leur corps composé (U K) .On a
K€Q
8e n x = (8ex)keqs OU (8)¢, désigne le groupe composé de groupes
K€y
gEy’ e"gh/ V] |\'=ng/5'
KE€Q K€Q
Une relation r sera dite relation du corps K (r € K), s'il existe une
Journ. de Math., tome XVIL. — Fasc. 1V, 1938. 49
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structure S = (R, E) telle que r € R et K(S) = K. r€ K si, et seule-
ment si gy, conserve 1. R, (2, 2 pE) est ’ensemble de toutes les
r€K de dimension <Q,. Il n'existe pas de ’ensemble de toutes les
relations de K. Si k<K, r€ k entraine € K. r € K’ \K” a lieu si, et
seulement si 4 la fois 7€ K’ et r €K,

Considérons un ensemble X de signes x, & chacun desquels corres-
pond un nombre cardinal dim. x. Soit & une famille de sous-
ensembles X' de X tels que tous les & éléments d’'un méme X’ aient
une méme dimension, notée dim. X’ (on ne suppose pas que tous les
X' € X sont distincts). A chaque X' € L on fera correspondre une
opération fondamentale Fy. applicable aux relations de dimension
dim. X'. On considérera des nouveaux signes y =Fyz, €X'
quand Fy, est une des opérations —, 4, ,,, ), ou y =Fy X', quand Fy,
est[  ]. On fera correspondre a chaque signe y = Fyax ou FyX'le
nombre cardinal dim. y égal 4 la dimension de la relation qu’on
obtient en appliquant Fy, a une relation r ou 4 un ensemble R de rela-
tions de dimension dim. X' (dim. y ne dépend pas du choix deroude R,
mais seulement de Fy. et de dim. X').

Soit X, 'ensemble de tous les y distincts ainsi obtenus. On pourra
procéder avec X, comme on a procédé avec X et ainsi de suite. Soit ¢
un signe qui est I’élément d'un ensemble pouvant étre obtenu & partir
de X en appliquant un nombre fini de fois le procédé de nature
indiquée.

Soit Ry=/r,}.¢x unensemblederelationsr, telsquedim.r, =dim.x.
Faisons correspondre 4 chaque y = Fy.« ou Fy X'larelationr,=Fyr,
ou resp., Fy{r.}.¢x. On a dim. r,=dim. y. Donc' Ry, ={r,},¢x, st
encore un ensemble de nature indiquée. Procédant de la méme fagon
on fera correspondre, en particulier, 4 ¢ une relation r, de dimension
dim. ¢. r, est une fonction définie pour tous les Ry={r.}.¢x tels que
dim. r,= dim. . Cette fonction sera identifiée avec le signe ¢, et sera
dite fonction logique des variables = € X (*) (*). On écrira r, = 9(Ry).

(') Une méme fonction logique peut se représenter par plusieurs signes ¢.

() Il existe une définition axiomatique des fonctions logiques, donton peut
démontrer 1'équivalence avec la précédente. Je la donnerai dans un travail
ultérieur.
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Si ¢ peut étre obtenu & partir de X par le procédé indiqué, mais
en prenant pour les Fy, les opérations| |, A, ., ®, o sera dite fonc-
tion logique directe des x € X. Si E,= | ) E, et si I’ est une fone-

P € D(r)
tion logique directe des éléments d'un ensemble R 5r, dépendant
effectivement de r, on a manifestement E.C E,. Il en est de méme si7’
est un produit de relations de cette nature.

Les démonstrations et les résultats du 7 montrent que :

a. SiK est défini par la structure s = R(E), r € K si, et seulement
si r est une fonction logique des éléments de R et des A*. b. Si P est
normal, P’ quelconque, r{’ est une fonction logique directe de r§.

r€ K s’appellera relation irréductible de K si, r étant une relation
arbitraire de K, de méme dim., on a ou bien [r, ”]=r ou bien
[r, ] = Oun.,- Si g = gex, il est évident que les seules relations irré-
ductibles de K sont celles de la forme rif’. Toute r € K se met, et d’une
seule maniére, sous la forme de produit de relations irréductibles.

Si S, =(R,, E) définit k<K, etsi S =(R,\ JR',E) définit K, on
écrira K = k(R") [si R'={r}|, on écrira K = k(r)] et I'on dira que K
est obtenu par adjonction a k de toutes les r € R’. Deux adjonctions
s’appellent équivalentes, si elles conduisent au méme corps. Si
K =£(r), on dira encore que r définit K[k ou est primitive dans K [k.
7 montre que dans tout K/k il y a des relations primitives : ce sont
celles qu'un ¢ € g, conserve si, et seulement si 6 € ggx.

Soient X, et X deux ensembles disjoints de variables z. ¢(X,\ /X)
étant une fonction logique des « € X,\_J X, substituons au lieu des
x € X, des relations fixes r, d'un corps # telles que dim. r, =dim.x.
Soit Ry, ={r.}.¢x,- Posons ®(X) = ¢(Ry,|_) X). ®(X) est une fonc-
tion définie pour tout Ry={r.}, ¢y tel que dim. r,=dim. z. Les ®(X)
de cette nature s’appelleront fonctions logiques dans k des variables

SiK =4(R)r€K, si, et seulement si r est fonction logique dans &
des éléments de R; en particulier toute ¥ €K est fonction logique
dans £ de toute 7€ K primitive dans K[£. r, 7/ étant deux relations,
r est fonction logique dans £ de rsi, et seulement si 6 € g, et or=r
entrainent or' =1r".

K/k s’appelle primitif s'il n’existe aucun corps K tel que K >K > &.
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K/k est primitif si, et seulement si toute r€ K non primitive est
relation de £.

9. Corps 1s0MORPHES. Lol p'1soMORPHISME. Lo1 DE PROLONGABILITE. —
Deux corps K, K’ dans deux ensembles resp. E, E’ s’appellent iso-
morphes (K >~ K'), s'il existe une correspondance biunivoque ¢ de tous
les €K a tous les #” €K' telle que pour tout r€K on ait : 4. dim.
(ery=dim.r;b.e.r=¢r;c. siWC Uy, ,, e.ry=(cr)y; d.s1Q'2dim. r,
si WC Ug et sipW=dim.r,er™=(er)™;e.siA € Ay,.,, EAr=h.er;
/- pour tout A, eA*=12"; g. si p est un ensemble de » € K d’'une méme
dimension, e[ o] =|¢z2].

La correspondance ¢ s’appelle un isomorphisme deK aK'(siK'=K,
e s'appelle un automorphisme de K). Deux isomorphismes z,, ¢, de K
seront considérés comme différents s’il existe, et seulement s’il existe
une r€ K telle que g,r>£¢,r. ¢, étant un isomorphisme de K 4 K/, et
g, ¢tant un isomorphisme de K’ a K”, on notera ¢, ¢,, et on I'appellera
composé de ¢, par ¢, I'isomorphisme de K (a K”) tel que pour toute
r€K on ait g,e,r =¢, (g,7). On notera 1, I'isomorphisme identique
de K. On notera ¢~' I'isomorphisme tel que ¢~'¢ =1,. Un ensemble
d’isomorphismes fermé par rapport a4 la composition et contenant
P'inverse de tout son élément est un groupoide.

On emploiera la locution (incorrecte) « corps eK ». On dira que
e, K et e, K sont égaux (¢, K =¢,K), si ¢, et ¢, sont isomorphismes
de K aun méme corps. Ondiraquee, K ete, K coincident (¢, K=¢,K),
sic, =z¢,.

Les corps K et ¢K seront dits transjugués I'un de I'autre. SiK et K
sont corps dans un méme ensemble E, ils seront dits conjugués I'un de
'autre. Deux corps transjugués (ou conjugués) d’un corps K seront
considérés comme différents quand ils ne coincident pas. ¢ étant une
fonction logique resp. fonction logique dans un corps %, les faits
P(R) = Oy ¢y P(R) 5% Oy , s'appelleront identité, inidentité logiques
resp. logiques dans k entre les r € R. T étant un systéme de relations
(pouvant, en particulier, étre le systéme de toutes les relations d’un
corps), une transmutation J de T telle que toute identité ou inidentité
entre les r de T etles A*, reste vraie quand on y laisse les A* inchangés
et quand on y remplace chaque r de T par Jr, s’appellera une trans-
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mutation conservative de T. Une transmutation conservative d’une
seule relation r s’appellera substitution conservative de r.

Il est visible que, T étant un systéme de relations d’un corps K, la
transmutation J de T telle que pour tout r de T on ait Jr=c¢r, ot ¢
est un isomorphisme de K, est conservative. On notera cetle transmu-
tation corr.,¢ et I'on dira que e la prolonge dans K. Inversement, J étant
une transmutation conservative d’un systéme T et K étant le moindre
corps tel que tous les r de T soient relations de K, il existe un et un
seul isomorphisme de K, qui prolonge J, a savoir celui qu'on obtient
en faisant correspondre & chaque fonction logique o des A* et des r
de T laméme fonction logique des mémes A* et des Jr correspondants.
On identifiera J avec cet isomorphisme. Ainsi, si r définit K, un
isomorphisme ¢ de K sera identifié avec la substitution r — er. er sera
dite tranjuguée (conjuguée) de r.

Plus généralement, 0 étant un ensemble de systémes T de relations
et K étant le moindre corps dont le systéme de relations contient tous
ces systémes, 4 chaque configuration des transmutations conservatives
J; des T €0 correspond au plus un isomorphisme ¢ de K tel que
J;=corr.,z. Si un tel ¢ existe, il sera identifié¢ avec la configuration
en question.

Soit | une transmutation de E en E’. P étant un point engendré
par E, uP désignera le point {u — (.. Pu}, ¢y, . rétant une relation

de E, on notera pr la relation de E’ telle que @(pr)= p®(r).
S = (R, E) étant une structure dans E, on notera 1S la structure
(bR, pE)=(uR, E") dans E'.

Lot d’isomorphisme : a. . étant une transmutation de E, tous les 1S
des S définissant un méme corps K dans E définissent un méme corps
isomorphe a4 K qui sera noté nK. La correspondance r — p.r est un
isomorphisme de K a uK, qui sera noté y,. b. Si ¢ est un isomor-
phisme de K, il existe des transmutations y de E telles que e = p,.

Démonstration. — a. p.R est logiquement fermé | Q, si, et seule-
ment si R P'est; d’oti résulte I'existence de pK. PRy 0,(Q,2pE) est

logiquement fermé jusqu’a Q,. Donc il coincide avec (Rgmwg Par

conséquent, r— 1.r est une correspondance de toutes les r€K a
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toutes les ¥ € K. Comme cette correspondance est biunivoque et
satisfait aux conditions a, b, c, d, ¢, f, elle est un isomorphisme de K
a pK. b. Soit ggz=g et soit P un point normal engendré par E.
Toute r €K est un produit des fonctions logiques directes de r§f et
des 1*, dépendant effectivement de r¢'. ¢ étant un isomorphisme de K,
r¥ — er® est une substitution conservative. Donc tout 7/ € eK est un
produit des fonctions logiques directes de erif et des \* dépendant
effectivement de erf. Donc E..SE., 9. Comme, d’autre part, il existe
des 7 €eK tels que E.=FE’, par exemple r=1I,, on doit avoir
E=E.p.

On a (#A)=r%. Donc (erf) =e(rf) =cerf. De plus, si
WS U, (rf)w est premiére a 75 donc (erf)y = e(7f)\ est premiére
aerf. Donc tout P/ € M (erf) est normal; d’ol pE'= pE. Et puisque
er'd définit etK =K/, on a, si P’ € 0(erf), erf=r§, ou g'=gpx-
p={Pu— P'U}ueu,,E=P'P—' est une transmutation de E en E'.
A€ A, et € g(E) étant tels que AdP =P, on désignera A par A7,
et ¢ par o). On a A5, =ADAS) et A2, =(A7)~'. Donc A% est un
groupe. Pour que [7§,Ar§]5£ O,;, c’est-a-dire que gP N AgP o,
il faut et il suffit qu'il existe o,, o, € g tels que o, P =2Ao,P. Ceci
équivaut 3 P=07'. A6, P =2%.07'0,P, c’est-a-dire a 7\=7\1,"_l‘w, €N,
11 en résulte que [r¥), Arf)] = [erff, Aerf]=c[rf, Arf] n’est
pas = O,; si, et seulement si A €A'. Mais aussi cela a lieu si, et

. ® o BN ) g ®) g

seulement si ACAY". Donc g'= O\P) = OyP) == } OyPI e On a

AeP ={\Pu—>cPu bueu,, = P={P-'ePu—oPu }ueuﬂF§ d’ou

MW={u>P~'cPul},c U Deméme o' AP'=,¢p (AP "¢/ >P'AP'~ "¢/}, ¢y
. : : ()

d'ott, of' ={e&'>P'AP'~'¢ |, cp. Donc oy ={e'—>P'AT'P'~'e |, ¢,

={e > P'P-'oPP'¢ |, =1{€¢ > pop'e |, ¢p=pop'. Donc

g'=pgp eterf=ri* . D’ol D (erlf) = p.gp~' p.P=p.gP=pd(r¥),

c'est-a-dire erf= pyri¥. Comme r§¥' définit K, ceci entraine e = .
C. Q. F.D.

Conséquence. — guejux = L&+ '

Un groupe g’ sera dit transjugué d’un groupe gC g(E) s'il existe une
transmutation i de E telle que g’ = pgp~". Si n € g(E), get g'seront
dits conjugués.
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Taiorime. — K ~K' si, et seulement si gy, 5. est transjugué de ggx.

Démonstration. — Si K~K/, il existe une transmutation x de E
telle que K'= pK; d’olt gou= gurpx = (-Gt - Si g = 1 &emb ™"
on a gy = Zeyux; d'ot K/ = pK ~ K. C. Q. F. D.

Lot de prolongabilité. — Si k <K, tout isomorphisme ¢ de k est
prolongeable dans K.

Démonstration. — 1l existe des transmutations y. de E telles que
¢ = . g prolonge p,—=cedans K. G. Q. F.D.

On identifiera un isomorphisme ¢ de K avec I’ensemble de toutes
les w telles que pg—=c¢. pg = 'y équivaut a (' ' )g = 1, c'est-a-dire
ap~'w € gex,eta p € mgyx. Donceestuneclasse  droitesuivant gg
dans le groupoide des transmutations. Si u€ g(E), pggx est une
classe a droite suivant gi dans g(E).

10. IsomoremisMES RELATIFS. HYPERGROUPE DE GALols. THEOREME FONDA-
MENTAL DE LA THEORIE DE Garois. — Un isomorphisme (automorphisme)
¢ de K conservant £< K (c’est-a-dire tel que corr..e =1,) s’appelle
isomorphisme (automorphisme) de K [k. L’ensemble de tous les isomor-
phismes de K/k sera noté gg,. pgx, s’appellera degré de K/ et sera
notée (K : £). Si e € gx4, K et ¢K seront dits conjugués par rapport
ak.On a pg € g, si, et seulement si p. € gy . Les éléments de gy, sont
des classes a droite suivant gy dans gg,.. K/£ et K’/ & sont conjugués
si, et seulement si g et ggx sont sous-groupes conjugués de gy,.

Treorime. — L'ensemble de tous les isomorphismes ¢, de K tels que
corr. &, = corr. .e(k < K) est gg/i¢. '

Démonstration. — Soit ¢’=¢,z~', ¢’ est un isomorphisme de cK, et
I'on a €(ek)=c¢,e'(ek)=¢,k. Donc ¢, k=ck si, et seulement si
¢ € gexjexy d'our le théoréme.

Soient G et g(C G deux groupes. A étant une réunion des classes &
droitesuivant g dans G, (A/g), notera I'ensemble de ces classes C A.
On définira une loi de composition » dans (G/g), par la formule
(Alg) * (B/g)o = (AB/g), (ce qui est possible, car si Bg =B, aussi
ABg = AB). (G/g), ainsi organisé est un hypergroupe au sens de
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M. Marty (') et s’appelle hypergroupe de classes a droite de G sui-
vant g. J'ai montré (*) que h=(A[g), est un sous-hypergroupe de
H=(G/g), si, et seulement si A est un sous-groupe de G, cela étant,
sia € G, (ag/gh*x h=(a2A/g), s’appelle la classe de (ag|g), suivant
h=(A/g),. Ces classes sont classes dans H au sens de la théorie
des ensembles, et sil’on définit la loi de composition pour les classes
suivant 2, comme on I’a fait pour les classes suivant g, on obtient un
hypergroupe de classes & droite (H/A),=(G/A),. On en déduit
que si k, et hy(C h, sont sous-hypergroupes de H=(G/g),, on a
((Hfho)of (hifh2)y)y = (H[R)p. (G[g)y est groupe si, et seulement
si g est invariant dans G.

Ceci posé, soiente,, ¢, € gy - €, 2, sont desclasses a droite suivant g
dans gy, soient e, = (g /gex)or €2 ="(&:/Lex)o- Si 'on pose ¢, x ¢,
=(g18:/8xx), ON Organise gy, en un hypergroupe de classes a droite
qui s’appellera hypergroupe de Galois de K [k.

La loi de dualité donne naissance au

THEOREME FONDAMENTAL DE LA THEORIE DE Gavols. — Si K/k<K [k, gy est
sous-hypergroupe de gy, (on dira que K|k appartient ¢ gy dans K [k).
St b est un sous-hypergroupe de g, il existe un et un seul K [k <K [k qui
lui appartient gg,, = (guuf8uw)o- St K[k SKIESK[E, gy 28xx-

Démonstration. — On n’a qu’a remarquer que (A/ggx)p €st sous-
hypergroupe de gx, = (ge/gex ) Si, et seulementsi A est sous-groupe
de gy, contenant gy .

Sir€K et sic€gyy, ret cr seront dites conjuguées dans Kfk. On
dira que r appartient A 'hypergroupe A de gy, si h est I'ensemble de
tous les ¢ € gy, tels que er=r. On a K =k(r) si, et seulement si r
- appartient a {14}, c’est-a-dire si tous les conjugués de r dans K /4 sont
distincts.

Un systéme de relations T étant donné, une transmutation (forcé-
ment conservative) J de T sera dite conservative dans un corps £, si

() Ann. de I'Ec. Norm., 1936, p. 83-123.
() Pour la démonstration des résultats qui suivent voir le Chapitre I de ma
Thése (Mémoires de I’ Académie R. de Belgigque, t. X1, fasc. ).
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elle conserve toutes les identités et inidentités dans 4 entre les rde T.
La transmutation J de T est dans corr., gy, si, et seulement si elle
est conservative dans £.

11. Corps GALOISIENS. AUTRE FORME DU THEOREME FONDAMENTAL. CoRres
pE Gavrois. (3roupe DE Garois. Remaroues. — Un corps K/k s’appelle
galoisien si pour tout ¢ € gy, on a K =K, c’est-a-dire si tous ses
isomorphismes sont automorphismes.

Tuiorime. — K[k est galoisien si, et seulement sv gy est invariant
dans g .

Démonstration. — K|k est galoisien si, et seulement si pour tout
o€ gy on a aK =K, c'est-a-dire gyox = gux- OT grox =853
d’ou le théoréme.

Conséquence. — K [k est galoisien si, et seulement si gy, est groupe.

Conséquence. — K [k étant galoisien, K/k<K/k I'est aussi si, et seu-
lement si gy g est invariant dans gy . K/kZK/[k et K'[k <K [k sont con-
jugués si, et seulement si gz et gy le sont dans gy ,.

Soit K*/k un surcorps galoisien d’un corps K /4. On peut exprimer
ainsi le théoréme fondamental du 10.

Si K/k<K/[k, gg:z est un groupe tel que gg. /.2 gx-k>&x+, €t
8= (&x+/i/8x+/k)v; 51 & est un groupe tel que gy. 2 g2 gy, il existe
un et un seul corps K[k appartenant a4 g dans K* et K <K.

Kk \ ) K s’appelle corps de Galois de K [k. K°[k est le moindre

€ AK/k c€ 2K /k
surcorps galoisien de K/k, car gg. = [\ ogys 0— 1 est le plus
7 €tk
grand sous-groupe de g invariant dans g,,. Si K =k(r),ona
Ke = k( fer e € sy )

gk« S'appelle groupe de Galois de K [k. Envertu de 9, tout ¢° € gy,
est la configuration { K[k — corr. xc*.cK/k{. ¢,  de transformations
des corps conjugués de K/, ou encore la transmutation

fer—>e%erjeeg,

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. IV, 1938. 50
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de I'ensemble de tous les conjugués dans K/k d'un r€K défi-
nissant K/k. Il est facile de voir que cette configuration ou trans-
mutation est une permutation de l'ensemble des conjugués de
resp. K/k, r. gy, est un groupe transitif de permutations de cet
ensemble, car il y en a un €° € gy, qui permute K/k en tout ¢K/k
donné, & savoir un de ceux qui prolongent ¢ dans K°.

Une permutation ¢° de I'ensemble des conjugués d’une relation pri-
mitive de K/k est dans gy., s, et seulement si ¢® est conservative dans £.

On démontre comme dans la théorie de Galois ordinaire que K/
est primitif si, et seulement si le groupe de Galois de K/ I’est. On
peut développer, comme dans cette derniére théorie, la théorie des
corps composés, celle de la réduction du groupe de Galois par adjonc-
tions, etc. Le roéle des irrationnalités naturelles joue les relations
de K°. Toutefois, il y a certaines complications dues a ce que les
groupes qui interviennent sont, en général, transfinis. On peut aussi
définir ce qu'on doit comprendre par une équation dans un corps #.
On peut introduire les analogues des équations « numériques » et plus
ou moins « littérales » de I'ancienne méthode de Galois-Lagrange.
Mais, contrairement a ce qui se passe dans la théorie de Galois ordi-
naire, on ne peut pas transformer les équations « littérales » en
« numériques » par une extension du corps de base. La théorie exposée
dans ce travail correspond au cas des équations numériques.

On peut aussi se poser le probléme de I'existence d’un corps défini
par les « racines » d’'une équation donnée, probléme qui conduit & ce
que j'appelle « théorie de Galois extensive ». J'ai pu résoudre les
questions qui se posent & ce propos.

12. DOoMAINE DE RATIONALITE D'UN CORPS. C.ORPS ADDITIVO-MULTIPLICATIFS.
TreoriE DE GALols ORDINAIRE. — Deux éléments e, ¢’ de E seront dits
conjugués par rapport a un corps K dans E si ggge=gpxe'. e sera
dit rationnel par rapport a K s'il n’a d’autres conjugués par rapport
a K que lui-méme. Si U,={u}, ¢ est rationnel par rapport a K si, et
seulement s'il existe une r €K telle que @(r)= {{ u— ¢}}. L’ensemble
de tous les ¢ CE rationnels par rapport a K s’appellera domaine
de rationalité de K. Au lieu de dire qu’on adjoint r telle que
0X(r)= {{u — e}}, on dira qu'on adjoint e.
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Soit E un corps commutatif algébriquement fermé au sens ordinaire.
Soit U= {x,y,s|. Appelons +, >< les relations de dim. 3 telles
que + (P) resp. ><(P)=0" si, et seulement siPx + Py = Pz resp.
Pz <Py =Ps. K,=K({+, < },E)s’appellera corps rationnel de E.
Sf(x:) (i=1,2,..., n) étant un polynome a coefficient dans E par
rapport a n variables z;, [ f(2;)] notera une relation de dim. n (dite
polynomiale) telle que, posant

— (gt
Un —1 u; fi=t1,...,n)

[f(x)](P)=0 équivaut a f(Pu'?)=o0. Un corps obtenu par
adjonction 4 K, d'un ensemble de relations polynomiales s’appellera
additivo-multiplicatif. On montre facilement que I'adjonction a K,
d'un [ f(=;)] équivaut a I'adjonction & K, de tous les quotients des
coefficients de f(x;) par un d’entre eux; k étant un corps additivo-
multiplicatif, et K étant obtenu par I'adjonction & £ d’un v, <E, je
montre 4 I'aide d’une généralisation transfinie d’une partie du théo-
réme de I’élimination de Bezout que, quand le domaine de rationalité
de £ est corps parfait au sens ordinaire, (x —e) €K si, et seulement
si e est fonction rationnelle dans £ des éléments de v. E s’appelle
algébrique par rapport aun corps add.-mult. £, si tout e € E n’a qu'un
nombre fini de conjugués par rapport a k; si Efk est algébrique, on
peut montrer que tout surcorps de £ est additivo-multiplicatif et que
I’adjonction d’un ensemble fini des ¢ € E a £ équivaut a ’adjonction
d’un seul élément convenable de E. Tout cela démontre que la théorie
de Galois ordinaire est un cas particulier de la théorie des corps
généralisés de ce travail.



