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UNE GÉNÉRALISATION DE LA NOTION DE CORPS. 367  
Une généralisation de la notion de corps;

P.m Muc KRASNER.

Le but du présent travail est une très large généralisation abstraite
de la notion du corps et la construction de la théorie de Galois pour
les corps ainsi généralisés. Par son caractère ce travail tient à la fois
de la théorie des ensembles et de l’algèbre. Ne disposant que d’une
place très limitée, je me bOrne à démontrer un petit nombre des
théorèmes fondamentaux. Je compte publier plus tard un exposé
plus détaillé.

Je suis heureux de pouvoir faire hommage de ce travail à M. Hada-
mard à l’occasion de son jubilé scientifique : M. Hadamard s’était,
en effet, toujours intéressé aux questions de fondements des mathé-
matiques, comme le témoigneson échange de lettressur les fondements
de la théorie des ensemblesavec MM. Borel et Lebesgue. Et il a bien
voulu accorder un grand intérêt au présent travail.

1. REMARQUES ET CONVENTIONS PRELIMINAIRES. — Au cours de ce travail
la puissance d’un ensemble U sera notée pU; on emploiera l’abré-
viation dim. pour dire dimension; P étant une transformation, le
transformé par P d’un objet u sera noté Pu; a accompagné des
signes (par exemple 5, a*, 7La, . . .) désignant un objet défini d’une
certaine manière à partir d’un objet a, et A étant un ensemble
d’objets a pour lesquels cette définition a un sens, A accompagnéde
mêmes signes (c’est—à-dire, resp. X, A*, XA) désignera l’ensemble
de tous les resp. Z, a*, la, distincts pour aEA. On admettra
l’axiome de libre choix de Zermelo.
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Faisons correspondre une fois pour toutes :

a. A chaque nombre cardinal Q (‘) un ensemble Ug de puissanceQ;
b. A chaque sous—ensemble W de tout Ug une équivalence€w de W

à UpW (2);
'

c. A chaque relation classifiante I‘ dans un Ug quelconque une
équivalence 63p de l’ensemble Cp de classes suivant F dans Ug à U,,zr (3).

2. POINTS. RELATIONS. OPERATIONS FONDAMENTALES. — Considérons
un ensemble E. Toute correspondance univoque P = {a —> eu},,e …, des
u € Ug aux eu € E, c’est—à—dire toute fonction définie dans Ug dont les
valeurs sont dans E, s’appellera point de dim. Q engendré par E.
Quand on parlera de points, il sera sous—entendu, sauf mention
expresse, qu’ils sont engendrés par E.

Le point P sera dit semi—normal s’il est une correspondance
biunivoque entre U9 et E,.=

{ Pu},,€UQ. Il sera dit normal si, de
plus, E,: E.

Une proposition logique r concernant les points de dim. Q
(engendrés par E) s’appellera relation de dim. 9 dans E. r(P)= 0*
ou r(P)# o* signifieront que resp. r est vraie ou fausse pour PC).
L’ensemble de tous les points pour lesquels r est vraie sera noté Œ(r).

Soient Eg l’ensemble de tous les points de dim. Q et 0 l’ensemble_
vide. lg et 09 seront des relations telles que Œ(Ig) = Eg, CD(Og)= 0.

La relation ; telle que (QG) (\ Œ(r) = O, ÜD(Ï°) U(D(r) = Eg
(où & : dim. r) s’appelle anti—r. 01 étant un ensemble des relations
d’une même dim., relation [(R] telle que (D([Œ]) = {\ŒÜD(r)r€
s’appelle le plus grand commun diviseur (p. g. c. d.) des rEŒ.
La relation (Œ) telle que ÜD((Œ)) = U(R

(D(r) s’appelle le plus petit
r€

commun multiple (p. p. c. m.) des rE Œ. On a ((R) = [ÎÏ]. 
(‘) Au sens de Georg Cantor.
(’) Si W=Ug, on prendra pour sw l’identité.
(3) Si toute classe suivant I‘ contient un seul élément on prendra pour ôp

l’identité.
(‘) On écrit r(P)=o* et non r(P) :o pour ne pas exclure les cas où le

nombre 0 est élément de E.
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Si [r., r,] = 09, r,, r._, seront dites premières entre elles. Si toutes

les rE LR sont premières entre elles deux à deux, (Gi) s’appelle encore
produit des r€ 01 et se note H (r).

r e (R

Soit )\ une permutation de Ug. (Le groupe de toutes les permuta-
tions de Ug sera noté Ag. A'Q notera le même ensemble sans la
permutation identique.) P étant un point de dim. Q, XP désignera
le point {lu —> Pu},,€W r étant une relation de dim. Q, 7\r sera la
relation telle que dD(lr)=lôb(r). XP, Xrs’appelleront transformés
de resp. P, rpar’A.

7.* notera la relation telle que X*(P): o* équivaut à XP = P.
Soient P un point de dim. Q et WÇlfg. On pose

Pw={E“-u——>Pu}uew.

r étant une relation de dim. Q, rw sera définie par la condition
Œ(rw) = (ÛD(r))… P… rw s’appelleront projections de resp. P, r
par W.

Soit P un point de dim. pW, WÇUg. L’ensemble de tous les P’
tels que P},=P sera noté P…. r étant une relation de dim. pW,
r‘w’ sera la relation telle que ÛD(r‘“’)=(ÛD(r))…’. P““, r… seront
appelés prolongementde resp. P, r par W. Si r=(rw)‘w’, r sera dite
identiquepar rapport à Ug—W (Q: dim. r).

Les opérations “, [ ], 1, w, (“" seront appelées opérations fonda-
mentales.

5. RÉDUITES D’UNE RELATION. — Soit I‘ la relation classifiantedans Un
telle que u. E u2(l‘) si, et seulement si pour tout P E ÜD(r) on &

Pu. = Pu…_.. C étant la classe suivant P d’un u € Ug, posons pour tout
P € ÜD(r), P,C = Pu. Posons Pp = {êpC —> P,,C}C €Zr° La relation r'
telle que OD(r') = (ÜD(r))F s’appellera la première réduite de r.

Si W: Ug a un et un seul élément commun uC avec chaque C E Cp,
et si ‘A : {$“-uc —> êrC}cezr (donc ‘A E Ap:F : A…), on a r' = 7U‘w. Si L
est un sous-groupe de Ag dont les systèmes d’intransitivité sont les
classes suivant P, on a r= [ÇA—’ r' )‘“", [L* ]].

On notera r+ et l’on appellera la deuxième réduite de r la relation
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telle que d)(r*) soit l’ensemble de tous les:P € (D(r°) semi-normaux.
On a r“: [r ,[Î]] et r'=(r*, ({[r‘°,7r*]}1çAg)),où Q: dim. r'.

4. FERMETURE LOGIQUE. — Soit 01 un ensemble de relations et soit Q0
un nombre cardinal êpE et g borne sup. dim. r (ce borne sup. sera

r E
(R

appelé dim. (R). 01 sera dit logiquement fermé au-dessous de Q,,
s’il satisfait aux conditions suivantes :

a. Si r € Œ(dim. r = Q), ;, tous les Xr(’A € Ag), tous les 1“‘(WÇUg)
sont E (R;

b. Si 9 est un ensemble de ré (R d’une même dimension, [9] € (R;
c. AèÇŒ pour tout ago,;
d. Si WÇ Ug, où ago,, et si r€ (R. est de dim. pW, r‘“" E (R.

On voit que si (R est logiquementferméau—dessous de Q(, : a. 9 étant
un ensemble de re 01 d’une même dimension, (p)E (R; b. si rE (R,
aussi r‘ {(R et r+E(R; si r' ECR, aussi rEŒ. L’intersection des
ensembles logiquement fermés au—dessous de Q, l’est elle—même.

Quel que soit Œ(dim. (RÊQ,), il existe des surensembles de (R

logiquement fermés au—dessous de Q,, par exemple l’ensemble Eèo de
toutes les relations dans E de dimension go., (‘ ). L’intersec-
tion (R,… de tous ces surensembles de 01, qui est le moindre suren-

_

semble de (R logiquement fermé au-dessous de Q,, s’appelera ferme—
ture logique de 01 au-dessousde Q,. ’

5. STRUCTURES. STRUCTURES ÉQUIVALENTES. — Un ensemble E organisé
par un ensemble Œ. de relations dans E s’appellerastructure 5 = ((R, E)
dans E. dim. (R‘. sera encore appelée dim. S. On dira que S est
au-dessous d’un Q, (S t Q,), si dim. SÊQ,.

S’= (LR’, E) t Q, et S”=((R”, E) {, Q,(Q, îp E) seront dites
Q,-équivalentes (S’œ S” t Q,), si Œ}…g: Œ}…».

On dira que S’ est plus Q,-forte resp. Q,—faible que S” (S’> resp.
< S” + Q,), si Œ},QoD resp. C (R}…g. 

(’) Mais il n'existe pas de surensemble de 01 logiquement fermé au-dessous
de tout Q,, car la puissance d’un tel ensemble devrait dépasser tout nombre
cardinal (en vertu de la condition 0). Ceci est en rapport direct avec les para-
doxes de la théorie des ensembles.
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6. DÉFINITIONS nus OP ET DES ar. GROUPE D’UNE STRUCTURE. — Soit 0

une permutation de E. P étant un point de dim. 9, on notera GP le
point {u —> cPu lu€Un- r étant une relation de E, ar sera la relation
telle que GD(cr): cô)(r). GP, ar seront appelés transformés de
resp. P, rpar a. Si ar= r, on dira que a conserve r.

Le groupe de toutes les permutations de E sera noté g(E). La
permutation identique de E sera notée IE.

On vérifie que : a. ar= 57°; b. ch= 7\ or; c. crW=(ar)w;
d. ar‘“"=(or)““; e. a[(R] = [GŒ](’); [. aX*=X*. Il en résulte
que : a. si sr=r, aussi oÎ°=Î3 alr=lr, orw=rw, ar‘“"= r‘w’;
si oÎ‘=i‘, ou si aXr= Xr, ou si c#“"=r‘“", aussi or= r; b. si c con—
serve tous les rE & ('), on a c[cR]: [(R] et G(Œ)=(Œ); c. c con-
serve tous les X*. Ceci entraîneque si or= r, aussi 5r': r' et or“: r*,
et que si Gr° = r, aussi or= r.

g étant un groupe de permutationsde E, on appellera système d ’in-
transitivité d’un point P par rapport à g l’ensemble A{F’= gP. On
notera r£,”" la relation telle que UD(rËF’)=AËF’. On a XgP=glP
et {gP}w= gPw. D’où (r£,")': (rfi,“"’)*.

Soit 8 =(Œ, E). Soit gals l’ensemble de toutes les permutations
de E qui conservent tous les r€ Œ. 8‘E/S est un groupe. En effet,
si o., 52 Egg/s, on a, pour tout r€ (R, o,r=r et c.r=r; d’où
cm,r=o.(ag)=o,r=r, et 0,62 Egg/S. Et si a€gEls, on a, pour
tout rE (R, l': or; d’où a“'r: a“' (ar): r, et a" E gE,S.

gE,S s’appellera groupe de la structure 8.

7. Lors D’EXISTENCEsr D’ÉQUIVALENCE. — Il s’agit de démontrer deux
théorèmes jouant un rôle fondamental. '

Loi d’existence. — Quels que soient QoîpE et le sous—groupe g
de g(E), il existe des structures S t 00 dans E telles que g…=g.

Démonstration. —— Considérons la structure Sg,g_= ((Rago, E)
suivante : rE (Rage si, et seulement si Œ(r) est une réunion des sys—
tèmes d’intransitivité suivant g des points d’une même dim. QgQ.,. 

(’) On suppose que tous les r€ (R ont une même dimension.
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88790 t ”Q,,et tout 5 € gconserve tout r € Œg,Qo. Soit 6 non 6 g, et soit P
un point normal. On n’a G, P : a,P que si a. = a,. On &

Œ(ar£€’) =aCD(rfi.€’)=agP.
Or og qé g; donc or{€’;£r,.“"’. Et comme rfi.€’ € (Ré,,go, 0 n’est pas dans
le groupe de Sg,go. Donc ce groupe est g. 0. Q. F. D.

Le raisonnement précédent montre que g est aussi le groupe de
toute structure S‘€’= ({!(€)}, E), où P est un point normal.

Loi d’équivalence. — S’rv S” t Q0 si, et seulement si gEls,=gEls…

Démonstration. '— (1. Soit S :(Œ, E) t Q() et soit g,,s=g. Je dis
que ŒÇ Œg_go. En effet, soit qu’il n’en est pas ainsi. Alors il existe
un rE LR, mais non € 016.90. ÜD(r) n’est pas une réunion des systèmes
d’intransitivitépar rapport à g. Donc, il y a un P E (D(r) tel que

PEŒ(r)figflP= U;£gP.

Mais (D(r) [\ gP = (D([r, r£.€’]) est conservé par g. Donc

ä'P S .é'U = UE gp;
ce qui est absurde.

b. Œg,Qo est logiquementfermé «zu—dessousde Q,. En effet si r 6 (R&go,

g conserve ;, les 7tr, les rw, les r‘“”, et si 9 est un ensemble de rE Œg,go
d’une même dimension, g conserve [9]. Donc, toutes ces relations,
ainsi que les ).*, tant que leur dimension est go,, font partie de Œg,go,
ce qui prouve l’affirmation.

Il en résulte que “g,/S: g(S——_ (01, E) 1L Q001),01°”9°C Œ€Q°.
Donc le groupe de la structure Sf,g=(Œ,…, E) est g. Doù, &:

SN S’ lr Qo, gta/s =gE/s“

c. Si P est normal, S,,€’N Sg.got Q,. En effet, P’ étant un point
semi-normal arbitraire, il peut être mis sous la forme °ÀP,,, où
W C U,.,.,, et 7.EA,.,,. Donc r‘€’=7.(r‘€’),,. P” étant un point quel-
conque, (r‘€’)_—— (r‘€))+ est de la forme r,.€’, où P’ est semi-normal. Et
tout rE (Rage est un produit desr, .Donc ŒÊ,Q°Ç {r,.€’}fÿgo; et comme
{r‘€’}f,goÇ(Rg”g (en vertu de b), on a S;.€’NSgg t Q.

Il est à remarquer qu’un r‘€l s’obtient à partir du r‘,." (P normal) et
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(W)des 73 par des opérations [ ], 7t, W, , sans avoir à appliquer l’opé—

ration fondamentale —.
(1. Soient S = (Œ, E) t Q., et g,,,s = g. Soit (Rg l’ensemble de toutes

les rE (R‘ de dim. Q(Qgfl,). Notons Mg l’ensemble de toutes les
décompositions (A, B) de Ag en deux classes A, B. Soit que
09 # r, = [r, [A*], [?]], oùrE ozg et (A, B) 6 Mo. Soit r. (P): 0*.
Si X,, )… EA, on & X,P=P et 7t2P=P; d’où X.)… P=P_et
(7t. ’A,)*(P) = o*. Donc X. 12 non E B, c’est-à—dire X. 12 € A. SiX € A,
on a P =XP; d’où 7\“P = P et, encore, 7\_' € A. A est un groupe.
Si u. et u2 sont dans un même système d’intransitivité suivant A, on
doit avoir Pu.=Pu,. Si Pu.=Pu2, la transposition (u., u,) con—

serve P, dbnc Wu u2)*(P)=o*, et (u., ua) non EB, c’est-à-dire
(a. , a,) E A. Donc u, et u, sont dans un même système d’intransitivité
suivant A. Il en résulte que, F désignant (pour r,) la même chose que
dans 5_, Pr est semi—normal quel que soit P E (îD(r4 ), c’est-à—dire
r+=r'. SOÎt

(R'Q={[r, [A’]; [?]]ireoæmmmeun,

et soit Œ' =gëjgoaî'g. Comme r=<%[r, [A*L [ËH i<A»B>eldlm.r)v on a

(Œ’, E) N ((R, E). D’autre part (GV, E) N ((R", E): (Œ’*, E).
P’ étant un point semi—normal de dim. 9, P étant un point normal

fixe, et Wp,Ç_ U,,E étant tel que PWP.= E… il existe un 7…E Ag tel
que <)\p' P’)’“"” 9 P. Soient rE cR'+ et P’ E (D(r). Comme P’ est semi-
normal, rp,=(7tp,r)‘w“’ existe, dim. rp,=pE, et r,…(P)= o*. Posons
(R.,: {IP:},—e a'+,pl € (Du—). Comme r= )\îi (rP')W,'> 011 &

.=(Œv E)N(Œl+y E)N(Œî E)=S i“ 90-

En vertu de b, gus = gE,s_ = g.
Posons r. : [U'i4]. On a r*(P)= o*. Puisque g conserve tout

re 0%.“ il conserve r.. Donc si 0 € g, ou a r.(oP) = o*. Si cnon € g, il
existe un r€_ (R’* tel que ar# r. Donc, il existe un P’ E ÜD(r) tel que
r(oP’) # o. D’où r,…(aP)= rp,(7tp,(aP’)l“"'l) = o*. Comme rl,. € (R4,
On a GD(r.)ÇOD(r,.), et ÜD(r.) ne contient pas de CP. Donc, l’en-
semble de tous les points normaux de 03(r,) est gP. Celui des points
normaux de Œ(rî) est le même.
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Soit que P' E ÛD(rÎ) n’est pas normal. Comme P' est semi-normal,
on a P'=7Çf P…,, et Wpê‘upE. l;f(rË)…,(P’)=o". D’autre part,
P” étant un point quelconque de dim. pE, on a

’— :: _ ‘ _ ” :E,_,,. _,,_E,.;,, _P WP.PW

Si P” est semi-normal, on a P”W,…ËP”UFEÇE, donc ÛD(7Ç…‘ (rf)…,)
ne contient pas de points normaux. Donc, si l’on pose

r+: [rî , [)@‘ (rir )w,: ]w & wlrT)—gP]‘

(Dtr+)Ç ÛD(rî) contient tous les points normaux de ÛD(rÎ) et ne con-
tient aucun autre point semi-normal. Tous les points de GD(rÎ) étant
semi-normaux, on a ÛD<IL_>: gP, c’est—à-direr+ = r‘,,". Donc

SNSIZ(lr'i° E)Z(lr+iv E)î(ir+iv E)=Siëyœsg.ûolgo-

Donc 5 î Sg,go 4, Q… Mais Sg,g°î S “; Q,(a). Donc
SNSg,QOlQO.

Si gE,S,=gE,S…=g(S’,S” Y! QD), on a S’ rv Sg,go t 90 et S" … 8,590 t (L,;
d’où S’ N S” t Q., et tout est prouvé.

Conséquence 1. — La condition de l’IA—équivalence est indé-
pendante de Q… Pour cette cause on appellera deux structures S’ et S”‘
équivalentes (S’… 5”) s’il existe un [20 tel que S’rv S”+ Q… Alors,
quel que soit Qggdim. S', Q;êdiœ. S”, on a S'rv S” t fl'0.

Conséquence 2.’— Quelle que soit la structure S, il existe une
relation r’ telle que ÜD(r’) ne contienne que des points normaux et
que S NW}, E>.

D’ailleurs, voici une autre méthode pour former une r’ telle
que S=(Œ, E)w({fl}, E). Soit Q’=Edim. r. On peut subdi-

r€£R
viser Ug en classes W(r) (l‘E (R) tels que pW(r): dim. r;. Posons
r'= [{rlw‘”ll"rea]. On a, si rEcR, r=f…,.,. Donc r’ a la propriété
voulue.

THÉORÈME. -— S' > S” t 00 si, et seulementsigE,s,Çgm”.



UNE GÉNÉRALISA'I‘ION DE LA NOTION DE CORPS. 375
Démonstration. — On a

S, N Sgz/s'ygo l 5201 S” N SËE/S":Qo i 909

et pour ces dernières structures le théorème est évident.
C. Q. P. D.

Conséquence. — La condition pour que S’ > S” t 120 ne dépend pas
de Q… Pour cette cause on dit que S’ est plus forte (faible) que
S”(S’ >(resp. <) 8”) s’il existe un flo tel que S’ >(resp. <) 8" + Q…
Alors, quel que soit Q:,ê dim. S’ et dim. 8”, on a S’ >(resp. <) S” {' Q'o.

8. CORPS. GROUPE AUQUEL APPARTIENT UN CORPS. LOI DE DUALITÈ. SOUS—

CORPS, SURCORPS, CORPS lNTERSECTIONS, CORPS COMPOSES. RELATIONS DU CORPS-

FONCTIONS LOGIQUES. ADJONCTIONS. RELATIONS ET CORPS PRIMITIFS. —— On
fera correspondre à toute structure S =(Œ, E) un objet K(S), dit
corps dans E definipar S, tel que K(S’) = K(S”) si, et seulement
si S’ rv S”. Si S' > S”, K(S’) sera dit un surcorps de K(S”), et K(S”)
sera dit un sous—corps de K(S’)(K(S’)>K(S”),K(S")<K(S’)).
K étant un surcorps d’un corps I:, au lieu de dire d’un objet (d’une
propriété) qu’il (elle) est de (dans) K par rapport à lc, on dira qu’il
(elle) est de (dans) K/k.

Toutes les structures S qui définissent un même corpsK ont le même
groupe. On notera ce groupe gm, et l’on dira que K appartient à gm
dans E. Les lois d’existence et d’équivalence se traduisent par la

Loi de dualité. — La correspondance K —>g… est une correspon-
dancebiunivoquede l’ensemblede tous les corps dans E avec l’ensemble
de tous les sous-groupesde g(E). K’êK” si, et seulement si g…,Ç g……

On notera E le corps tel que gE,K: { IE}.
Q étant un ensemble de corps dans E, le plus grand sous-corps de

tous les K E Q s’appelle leur intersection ( [\K) , et le moindre sur—
K E Q

corps de tous les K E Q s’appelle leur corps composé (U K>_
On a

& € 0
gE/ n R

: {gg/K)“ E U, où (g)gey désigne le groupe composé de groupes
K E o

g€y7 et gE/ U K=ng/fi'
K E 0 " € Q

Une relation r sera dite relation du corps K (r € K), s’il existe une
Journ. de Math., tome XVII. — Faso. IV, 1938. 49
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structure S = (Œ, E) telle que rE & et K(S) : K. rE K si, et seule-
ment si g… conserve r. Œg,go(flo ‘;pE) est l’ensemble de toutes les
rE K de dimension ga... Il n’existe pas de l’ensemble de toutes les
relations de K. Si k < K, r€ lc entraîne r E K. r € K’ [\K” a lieu si, et
seulement si à la fois r E K’ et rE K”.

Considérons un ensemble X de signes a:, à chacun desquels corres-
pond un nombre cardinal dim. x. Soit @ une famille de sous—
ensembles X’ de X tels que tous les x éléments d’un même X’ aient
une même dimension, notée dim. X’ (on ne suppose pas que tous les
X’ € @ sont distincts). A chaque X’ 633 on fera correspondre une
opération fondamentale Fx. applicable aux relations de dimension
dim. X’ . On considérera des nouveaux signes y = Fx,æ, a: E X’
quand FX, est une des opérations “, 7\, …, “"’, ou y = FX,X’, quand Fx,
est [ ]. On fera correspondre à chaque signe y = Fx,x ou FX,X’ le
nombre cardinal dim. y égal à la dimension de la relation qu’on
obtient en appliquant FX, a une relation r ou à un ensemble& de rela-
tions de dimension dim. X’ (dim. y ne dépend pas du choix de ron de CR,

mais seulement de FX. et de dim. X’).
Soit X. l’ensemblede tous les y distincts ainsi obtenus. On pourra

procéder avec X. comme on a procédé avec X et ainsi de suite. Soit ça

un signe qui est l’élément d’un ensemble pouvant être obtenu à partir
de X en appliquant un nombre fini de fois le procédé de nature-
indiquée.

Soit (Rx= {r,}, € x un ensemblede relationsrx tels que dim . r,= dim.œ.
Faisons correspondre à chaquey: Frac ou FX.X’ la relation r,.= Fx,r_,.

ou resp., Fx.{rx} æ€x’- On a dim. r_,.= dim. y. Donc ’ŒX1={rybsx, est
encore un ensemble de nature indiquée. Procédant de la même façon
on fera correspondre,en particulier, à <p une relation r,, de dimension
dim. cp. r,, est une fonction définie pour tous les Œx= {r_,}_,_.€ X tels que
dim. rx= dim. 32. Cette fonction sera identifiée avec le signe (9, et sera
dite fonction logique des variables «: € X (‘) (”). On écrira r., = cp(üîx). 

(’) Une même fonction logique peut se représenter par plusieurs signes cp.

(2) Il existe une définition axiomatique des fonctions logiques, donton peut
démontrer l’équivalence avec la précédente. Je la donnerai dans un travail
ultérieur.
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Si cp peut être obtenu à partir de X par le procédé indiqué, mais

en prenant pour les Fx, les opérations [ ], 7\, “., “‘", <p sera dite fonc—
tion logique directe des (86 X. Si E,= \J EP et si r’ est une fonc-P€D(l‘)

tion logique directe des éléments d’un ensemble Œ3r, dépendant
effectivement de r, on a manifestementE,«Ç E,. Il en est de même sir‘
est un produit de relations de cette nature.

Les démonstrations et les résultats du 7 montrent que :

a. Si K est défini par la structure s = (R.(E), r E K si, et seulement
si r est une fonction logique des éléments de & et des À*. b. Si P est
normal, P’ quelconque, r{;‘î’ est une fonction logique directe de rfi”.

rE K s’appellera relation irréductible de K si, 7" étant une relation
arbitraire de K,, de même dim., on a ou bien [r, r’]=r ou bien
[r, r’] = 0…,_,. Si g: g…, il est évident que les seules relations irré-
ductibles de K sont celles de la forme r‘,Ë’. Toute r E K se met, et d’une
seule manière, sous la forme de produit de relations irréductibles.

Si S.,= (al.,, E) définit lc < K, et si S = (Œ,UCR’, E) définit K, on
écrira K = k(Œ’) [si tR’= { r}, on écrira K = k(r)] et l’on dira que K
est obtenu par adjonction à k de toutes les r€ (R’ . Deux adjonctions
s’appellent équivalentes, si elles conduisent au même corps. Si
K = Ic(r), on dira encore que r définit K/lc ou est primitive dans K/lc.
7 montre que dans tout K/lc il y a des relations primitives : ce sont
celles qu’un a E g… conserve si, et seulement si a E gm.

Soient X0 et X deux ensembles disjoints de variables:c. cp(XOU X)
étant une fonction logique des 336 X0U X, substituons au lieu des
ce € Xo des relations fixes rœ d’un corps k telles que dim. rx = dim.æ.
Soit (Rx… = {rx } _r e x..- Posons Œ(X) = o(ŒXOUX). ®(X) est une fonc—
tion définiepour tout Œx= {rx }, € x tel que dim. ræ= dim. x. Les <D(X)
de cette nature s'appelleront fonctions logiques dans lc des variables
cv € X.

Si K = k(cR) r E K, si, et seulement si r est fonction logique dans le

des éléments de LR; en particulier toute r’ EK_est fonction logique
dans lc de toute rE K primitive dans K/Ic. r, 1" étant deux relations,
r’ est fonction logique dans k de r si, et seulement si a E g… et ar: r
entraînent or’= r’.

K/lc s’appelleprimitifs’il n’existe aucun corps K tel que K> K > le.
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K”: est primitif si, et seulement si toute rEK non primitive est
relation de lc.

9. CORPS ISOMORPHES. L01 D’ISOMORPHISME. LOI DE PROLONGABILITÉ. -—

Deux corps K, K’ dans deux ensembles resp. E, E’ s’appellent iso-
morpkes (K œ K’), s’il existe une correspondancebiunivoqne& de tous
les rE K à tous les r’ E K’ telle que pour tout r€ K on ait : a. dim.
(er)=dim. r; b. e.î‘= Fr; 0. si W _Ç U……_,., e.rw=(er)w; (1. si Q’îdim.r,
si WÇUQ,et sipW=dim. r, sr“"=(er‘)“"; e. sil € A……_,., e7.r= 7…er;
f. pour tout )\, 57\* = 7\*; g. si 9 est un ensemble de ré K d’une même
dimension, e[_o]: [ep].

La correspondance & s’appelleun isomorphisme de K à K’ (si K' = K,
& s’appelle un automorphisme de K). Deux isomorphismes €,, €, de K
seront considérés comme différents s’il existe, et seulement s’il existe
une r€ K telle que e,r7é e2r. &, étant un isomorphisme de K à K’, et
&. étant un isomorphisme de K’ à K”, on notera &, 52, et on l’appellera
composé de 52 par e,, l’isomorphisme de K (à K” ) tel que pour toute
r€ K on ait &, ear: a, (ear). On notera IK l’isomorphisme identique
de K. On notera &“ l’isomorphisme tel que e*‘ s = IK. Un ensemble
d’isomorphismes fermé par rapport à la composition et contenant
l’inverse de tout son élément est un groupoïde.

On emploiera la locution (incorrecte) « corps EK ». On dira que
e,K et e2K sont égauæ (e,K : 52K), si &1 et 82 sont isomorphismes
de K à un même corps. On dira que E. K et 52 K coïncident(a, K E a._, K),
si a, = €,.

Les corps K et sK seront dits transjugue's l’un de l’autre. Si K et EK
sont corps dans un même ensemble—E, ils seront dits conjugués l’un de
l’autre. Deux corps transjugués (ou conjugués) d’un corps K seront
considérés comme dilÏérents quand ils ne coïncident pas. ça étant une
fonction logique resp. fonction logique dans un corps k, les faits
cp ((R) = 0……_,,, qo(cR)# 0……_, s’appelleront identité, inidentité logiques
resp. logiques dans lc entre les r€ &. T étant un système de relations
(pouvant, en particulier, être le système de toutes les relations d’un
corps), une transmutation J de T telle que toute identité ou inidentité
entre les r de T et les 7\*, reste vraie quand on y laisse les 7\* inchangés
et quand on y remplace chaque r de T par Jr, s’appellera une trans-



UNE GÉNÉRALISATION DE LA NOTION DE CORPS. 379
mutation conservatz‘ve de T. Une transmutation conservative d’une
seule relation r s’appellerasubstitution conservative de r.

Il est visible que, T étant un système de relations d’un corps K, la
transmutation 5 de T telle que pour tout r de T on ait Jr= er, où a

est un isomorphismede K, est conservative. On notera cette transmu-
tation corr.T & et l’on diraque a la prolonge dans K. Inversement, 5 étant
une transmutation conservative d’un système T et K étant le moindre
corps tel que tous les r de T soient relations de K, il existe un et un
seul isomorphisme de K, qui prolonge J , à savoir celui qu’on obtient
en faisant correspondre à chaque fonction logique cp des X* et des r
de T la même fonction logique des mêmes X* et des 5r correspondants.
On identifiera 5 avec cet isomorphisme. Ainsi, si r définit K, un
isomorphisme & de K sera identifié avec la substitution r —> er. er sera
dite tranjuguée (conjuguée) de r.

Plus généralement, 0 étant un ensemble de systèmes T de relations
et K étant le moindre corps dont le système de relations contient tous
ces systèmes, à chaque configuration des transmutationsconservatives
5, des T E 0 correspond au plus un isomorphisme & de K tel que
J, : corr.,e. Si un tel & existe, il sera identifié avec la configuration
en question.

Soit [J. une transmutation de E en E'. P étant un point engendré
par E, p.P désignera le point {a —> p..Pu } ”€ Un….p' r étant une relation
de E, on notera pr la relation de E’ telle que ÜD(nr): p.ÜD(r).
S =(cR, E) étant une structure dans E, on notera pS la structure
(oû, nE): ({LŒ, E’) dans E'.

Loid’ùomorphisme : a. y. étant une transmutationide E, tous les p-S
des S définissant un même corps K dans E définissent un même corps
isomorphe à K qui sera noté pK. La correspondance r—> p.r est un
isomorphisme de K à p.K, qui sera noté gt,-. b. Si a est un isomor-
phisme de K, il existe des transmutations p. de E telles que a = ….

Démonstration. — a. p.cR est logiquement fermé t Q, si, et seule-
ment si (R l’est ;d’où résulte l’existencede pLK. \“Œé’z/u- QÜ(QO êpE) est
logiquement fermé jusqu’à 9 . Donc il coïncide avec (R., Q . Par0 °p‘E/P'K, 0

conséquent, r—+ ;J.r est une correspondance de toutes les r€K à
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toutes les r’E p…K. Comme cette correspondance est biunivoque et
satisfait aux conditions a, b, c, d, e, f, elle est un isomorphismede K
à pK. b. Soit g…=g et soit P un point normal engendré par E.
Toute rE K est un produit des fonctions logiques directes de rfi?" et
des X*, dépendant effectivement de r{Ë’. & étant un isomorphismede K,
H,? —> 51%“ est une substitution conservative. Donc tout r’ € eK est un
produit des fonctions logiques directes de sr‘f‘ et des l* dépendant
effectivement de er‘.ä’. Donc E}EEQ,{p. Comme, d’autre part, il existe
des r' EeK tels que Er,=E’, par exemple r’=I,, on doit avoir
E'=Eè,(gl.

'

On a (r‘fî’)+: r“‘€,’. Donc (erÿ)*= e(r‘ä’)*= er‘â’. De plus, si

W%Um (Hä’)w est première à r{é"; donc (sr{f‘)w=e(r{f’)w est première
à 57%". Donc tout P’ E Œ(eflâ‘) est normal; d’où pE’=pE. Et puisque
er‘5’ définit EK = K’, on a, si P’ E Œ(ef‘ä), er‘fî’=r‘ä?, où gJ=g,……
p.= { Pu——> P'U}ueupn=P'P_’ est une transmutation de E en E’.
X € ApE et :: Eg(E) étant tels que XoP = P, on désignera )\ par M,”,
et a par og“. On a X£,ËZQ=XÊ’Xä’ et MÊ’.=(XÊ)“‘. Donc N? est un
groupe. Pour que [Hä’, Xr‘ä’] # 0… c’est-à—dire que gP {\ kgP # 0,
il faut et il suffit qu’il existe a… 52 {g tels que a,P =7togP. Ceci
équivaut à P = o:' . la,, P = 7\ . o:‘ 6213, c’est-à-dire à l=lflfg… € kg”.
Il en résulte que [r‘âf‘, 7\r{5"] = [sr{Ë’, Xer{?]= e[r{f’, Xr{f’] n’est
pas : OPE si, et seulement si X 612”. Mais aussi cela a lieu si, et
seulement si XENÈ’". Donc g’= o{ËÂ=oËÏ= { °Ë’iaeg' On a

M,“ O‘]? = { 12" u —> oPu lu€UpE= P = { P‘| aPu —> oPu {uen/Æ; d’où

MÏ’= { u—>P“|oPu } “ € U,;s' De même o{""lP’=e,Œ{XP’"'e’—>P’XP’*'e’}e,EE,;

d’où, a‘ï" = { e’—>P’XP’*‘e’},,,GE… Donc oëi’: { e’—> P'M}”P’—'d {…,
= { c’ —> P’P“l oPP’“1 e’ }e,€E = { c’ —> pop.—'e’ }e,€E,= {Lap—'. Donc
g’= agir” et arif’=f‘ä””"- D’où Œ(êf£$‘)= {Lga“ P‘P= agP= æ*@(fâ‘),
c’est—à—dire er{£”= p.xr{f’. Comme r{Ë’ définit K, ceci entraîne e= ….

(1. 0. F. D.

Conséquence. — g”… : {LgEm {J.—’ .

Un groupe g’ sera dit transjugué d’un groupe gÇg(E) s’il existeune
transmutation p. de E telle que g’: p.gp“'. Si {J. E g(E), getg’ seront
dits conjugués.
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THÉORÈME. — K ŒK’ si, et seulement si g,”, est transjugue’ de gt,/K.

Démonstration. — Si K ŒK’, il existe une transmutation y. de E
telle que K,:

P—Ki d’0ù gE'/u'= guE/uk: l*gE/xl"_' ° SigE'/f: PgEmlL_' »

on a gE,,K.=gÈ,PK; d’où K’ = p.K 2 K. (1. Q. F. D.

Loi de prolongabz‘lité. — Si k < K, tout isomorphisme & de k est
prolongeable dans K.

Démonstration. — Il existe des transmutations pu de E telles que
a = p.,_… pu,, prolonge …= edans K. 0. Q. F. D.

On identifiera un isomorphisme & de K avec l’ensemble de toutes
les p. telles que p.x= &. p.,; = P—'u équivaut à (p.“' P—')x= [… c'est—à—dire
à y…." {L' 6 g…, et à n' € y.g…. Donc a est une classe à droite suivantg…
dans le groupoïde des transmutations. Si l‘E g(E), p.gm est une
classe à droite suivant g… dans g(E).

10. ISOMORPHISMES RELATIFS. HYPERGROUPE DE GALOIS. THÉORÈME FONDA—

MENTAL DE LA THÉORŒ DE GALOIS. — Un isomorphisme (automorphisme)
& de K conservant le < K (c'est-à-dire tel que corr.,,e = IA.) s’appelle
isomorphisme(automorphisme)de K/k. L’ensemble de tous les isomor—
phismes de K/Ic sera noté g…. pg… s’appellera degré de K/k et sera’
notée (K : I:). Si & Egx,k, K et EK seront dits conjugués par rapport
à lc. On a y… € g… si, et seulement si {J. E gE,k. Les éléments de g… sont
des classes à droite suivant g… dans gE,K. K”: et K’/ lc sont conjugués
si, et seulement si g…, et g,,,K sont sous—groupes conjugués de gE,k.

THÉORÈME. —— L’ensemble de tous les isomorphismes&. de K tels que
corr. ke: = corr. ,,e(k < K) est gemka. '

Démonstration. — Soit e’= &, a“' . e' est un isomorphisme de eK, et
l’on a e'(ak)=e,r‘(ak)=e,k. Donc a,k=ek si, et seulement si
3’ € gsmk; d’où le théorème.

Soient G et gÇ G deux groupes. A étant une réunion des classes à
droite suivant g dans G, (A/g),, notera l’ensemble de ces classes g A.
On définira une loi de composition * dans (G/g)D par la formule
(l\/g)“ * (B/g)n = (AB/g)” (ce qui est possible, car si Bg=B, aussi
ABg= AB). (G/g),, ainsi organisé est un hypergmupe au sens de
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M. Marty (‘) et s’appelle hypergroupe de classes à droite de G sui—
vant g. J’ai montré ("‘) que h= (A]g)D est un sous—hypergroupede
H: (G/g)b si, et seulement si A est un sous-groupe de G, cela étant,
si ou E G, (ong/g)D * h = (mA/g)D s’appelle la classe de (ag/g),, suivant
h: (A/g)… Ces classes sont classes dans H au sens de la théorie
des ensembles, et si l’on définit la loi de composition pour les classes
suivant h, comme on l’a fait pour les classes suivant g, on obtient un
hypergroupe de classes à droite (Ii/h),,: (G/ A),). On en déduit
que si h. et h2 Ch, sont sous—hypergroupes de H=(G/g)… on a
((H/h,),,/(h./li_,),,)D: (H/h, %. (G/g)D est groupe si, et seulement
si g est invariant dans G.

Ceci posé, soiente. , &2 € g…. e, , 52 sont des classesà droite suivant gm
dans g…, soient &. =(g,/gE,K)D, &, =(g,/g‘E,K)D. Si l’on pose &, * a,
= (g, g,/g…), on organiseg… en un hypergroupe de classes à droite
qui s’appellera hypergroupe de Calais de K/k.

La loi de dualité donne naissance au

THÉORÈME FONDAMENTALDE LA THEORIE D£GALOIS.
—— Si K/lcé K/k, g…K est

sous—hypergroupe de g… (on dira que K”: appartient à g…,—, dans K/Ic).
Si h est un sous—hypergroupede g…, il existe un et un seulK/k; K/lc qui
lui appartient gÏ/k: (gx/k/gmfi)n. Si K/Icî Klkg K/k, g…î Eg…,—,.

Démonstration. — On n’a qu’à remarquer que (A/g…)n est sous—
hypergroupede g… = (g…]gE,K)D si, et seulementsi A est sous-groupe
de g… contenant gm.

Si rE K et si & €g…, r et ar seront dites conjuguées dans K{k. On
dira que r appartientà l’hypergroupe h de g… si h est l’ensemble de
tous les a {g… tels que er=r. On a K=Ic(r) si, et seulement si r

'

appartient à { 1K }, c’est-à-dire si tous les conjugués de r dans K/Ic sont
distincts.

Un système de relations T étant donné, une transmutation (forcé—
ment conservative) J de T sera dite conservative dans un corps [c, si 

(î) Ann. de l’Éc. Norm., 1936, p. 83-123.
(2) Pour la démonstration des résultats qui suivent voir le Chapitre I de ma

Thèse (Mémoires de l’Académie R. de Belgique, t. XI, fase. la).
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elle conserve toutes les identités et inidentités dans k entre les r de T.
La transmutation J de T est dans corr.T g… si, et seulement si elle
est conservative dans lc.

“. Coups GALOISIENS. AUTRE FORME DU THÉORÈME FONDAMENTAL. Cours
DE GALOIS. GROUPE DE GALOIS. REMARQUES. — Un corps K/Ic s’appelle
galoisien si pour tout a 6 g… on a sK= K, c’est-à-dire si tous ses
isomorphismessont automorphismes.

THÉORÈME. — K/Ic est galoisien si, et seulement si g… est invariant
dans gE,k.

Démonstration. —— K/k est galoisien si, et seulement si pour tout
7 ‘ °

_ _ _ _. .a E gE,k on a aK : K, c est—a—d1re ng_ gE,K. Or gE,Œ_ 5gE/n5 ‘ ,

d’où le théorème.

Conséquence. — K/k est galoisien si, et seulement si g… est groupe.

Conséquence. — K/Ic étant galoisien, K/l:g K/lc l’est aussi si, et seu-
lement si g…î est invariant dans g…. K/k; K/lc et K’/Irê K/k sont con-
jugués SI, et seulement sx gm et gEÆ le sont dans g….

Soit K*/k un surcorps galoisien d’un corps K//:. On peut exprimer
ainsi le théorème fondamental du 10.

Si K/kî K/lc, g,…î£ est un groupe tel que gK.,k2gK,Æ2gK./K, et
gî/k= (gx*/k/gK*/K>Di s1g est un groupe tel que 8‘u*,£8'3 …… Il ex1ste
un et un seul corps K/k appartenant à g dans K* et K 5 K.

K°’k U EK s’appelle corps de Galois de K/k. K°/lc est le moindre
36HK/k EEgK/À'

surcorps galoisien de K/Ic, car 8‘E,u« : [\ cg…i o— 1 est le plus
" € '»‘E/k

grand sous-groupe de g… invariant dans gE,k. Si K = k(r), on &

K°=I.‘({£I‘îsegfi/k).

g,… s’appelle groupe de Galois de K/k. En vertu de 9, tout a“ E gx.“
est la configuration { aK/k —> corr. EK e° . sli/ls ;, Es… de transformations
des corps conjugués de K/Ic, ou encore la transmutation

{sr—>s°srgêeg“k
Journ. de Math., tome XVII. — Faso. IV, 1938. 50
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de l’ensemble de tous les conjugués dans K/k d’un rE K défi-
nissant K/Ic. Il est facile de voir que cette configuration ou trans—
mutation est une permutation de l’ensemble des conjugués de
resp. K/k, r. g,… est un groupe transitif de permutations de cet
ensemble, car il y en a un &“ €Efiwk qui permute K/k en tout eK/k
donné, à savoir un de ceux qui prolongent e dans K“.

Une permutation &” de l’ensemble des conjugués d’une relation pri—
mitive de K/k est dansg… si, et seulement si a“ est conservativedans It.

On démontre comme dans la théorie de Galois ordinaire que K/Ic
est primitif si, et seulement si le groupe de Galois de K/k l’est. On
peut développer, comme dans cette dernière théorie, la théorie des
corps composés, celle de la réduction du groupe de Galois par adjonc—
tions, etc. Le rôle des irrationnalités naturelles joue les relations
de K“. Toutefois, il y a certaines complications dues à ce que les
groupes qui interviennent sont, en général, transfinis. On peut aussi
définir ce qu’on doit comprendre par une équation dans un corps lc.
On peut introduire les analogues des équations « numériques» et plus
ou moins « littérales » de l’ancienne méthode de Galois—Lagrange.
Mais, contrairementà ce qui se passe dans la théorie de Galois ordi-
naire, on ne peut pas transformer les équations « littérales » en
« numériques» par une extension du corps de base. La théorie exposée
dans ce travail correspond au cas des équations numériques.

On peut aussi se poser le problème de l’existence d’un corps défini
par les « racines » d’une équation donnée, problème qui conduit à ce
que j’appelle « théorie de Galois extensive ». J’ai pu résoudre les
questions qui se posent à ce propos.

12. DOMAINE DE RATIONALITÉ D’UN cours. CORPS ADDITIVO-MULTIPLICATIFS.

THÉORlE DE GALOIS ORDINAIRE. — Deux éléments e, e’ de E seront dits
conjugués par rapport à un corps K dans E si gElKe=gE,xe’.e sera
dit rationnelpar rapport à K s’il n’a d’autres conjugués par rapport
à K que lui-même. Si U1 =

{ u }, e est rationnel par rapport à K si, et
seulements’il existe une r E K telle que Œ(r)= {{ u—> e }}. L’ensemble
de tous les eEE rationnels par rapport à K s’appellera domaine
de rationalité de K. Au lieu de dire qu’on adjoint r telle que
Œ(r) = {{ a —> e }}, on dira qu’on adjoint e.
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Soit E un corps commutatif algébriquementfermé au sens ordinaire.

Soit U,= {x,y, z }. Appelons +, >< les relations de dim. 3 telles
que + (P) resp. >< (P): 0* si, et seulement siPæ—l—Py = Pz resp.
Pa: >< Py: Pz. K(, = K( {

+, >< }, E) s’appellera corps rationnelde E.
f(æ,—) (i: 1, 2, . . ., n) étant un polynome à coefficient dans E par
rapport à n variables cc,—, [ f(æ,)] notera une relation de dim. n (dite
polynomiale) telle que, posant

_ …Un — { ui
)
{1-1 n}

_ [f(x,)](P): o équivaut à f(Pu‘î’)= o. Un corps obtenu par
adjonction à K() d’un ensemble de relations polynomiales s’appellera
additive—multzflicatif. On montre facilement que l’adjonction à K.,
d’un [f(æ,-)] équivaut à l’adjonction à K0 de tous les quotients des
coefficients de f(x,) par un d’entre eux; [: étant un corps additive—
multiplicatif, et K étant obtenu par l’adjonction à le d’un nËE, je
montre à l’aide d’une généralisation transfinie d’une partie du théo-
rème de l’élimination de Bezout que, quand le domaine de rationalité
de lc est corps parfait au sens ordinaire, (.:c— e) E K si, et seulement
si e est fonction rationnelle dans k des éléments de V]. E s’appelle
algébnque par rapport à un corps add.-mult. [c, si tout 6 € E n’a qu’un
nombre fini de conjugués par rapport à I:; si E/k est algébrique, on
peut montrer que tout surcorps de lc est additivo--multiplicatif et que
l’adjonction d’un ensemble fini des e E E à [: équivautà l’adjonction
d’un seul élément convenable de E. Tout cela démontre que la théorie
de Galois ordinaire est un cas particulier de la théorie des corps
généralisés de ce travail.


