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Tétraèdres conjugués par rapport à une quadrique et dont

les arêtes touchent une autre quadrique. Tétraèdres dont
les arêtes touchent deux quadriques;

PAR BERTRAND GAMBIEB.

I. INTRODUCTION.— Le premier des deux problèmes annoncés par le
titre a été traité par H. Vogt (Annales de l’École Normale supérieure,
3° série, XII, 1895, p. 363-389). Jusqu’alors les diverses méthodes pro-
posées pour établir que la condition nécessaire (EL-À,=o que l’on
trouvera plus loin) se trouve être en même temps sufiïsante étaient
très critiquables; Vogt a donné le premier cette démonstration; je me
suis aperçu que les calculs donnés à cet efÎet par Vogt peuvent être
remplacés par une démonstration géométrique, basée sur l’étude
du système remarquable de trois coniques s, s… s,, d’un même plan
admettant un triangle inscrit dans s, circonscrit a‘ s1 , conjugué à sa. J ’ai
cru que le meilleur hommage à rendre au Mémoire élégant et puissant
de Vogt était de fournir cette nouvelle méthode, reproduisant rapi-
dement, avec les notations de Vogt, les premiers calculs servant à
obtenir cette condition nécessaire. Après avoir démontré que cette
condition est suffisante, je reproduis à quelques modifications près,
la méthode dont Vogt se sert pour étudier la courbe gauche de
degré 8, lieu des sommets des tétraèdres. Cela me permet de signaler
les cas de dégénérescence, fort curieux, mais négligés par Vogt, où
cette courbe se décompose, en particulier le cas où elle dégénère
en 8 droites. Et alors cette étude montre clairement que le second
problème : tétraèdres dont les arêtes touchent simultanément deux
quadriques est, en réalité, identique (en général) au précédent,
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tandis que pour les cas de dégénérescence que j’ai indiqués pour le
premier problème, il s’en éloigne beaucoup; ces progrès, dans la
question, n’ont pu être réalisés que grâce aux résultats obtenus
par Vogt, à la mémoire duquel je dédie ce travail en hommage.

2. ÉTUDE DU SYSTÈME s, s,,s2. —Je pose(r=o, I, 2;j;£i,j=o, 1, 2)
s,-EAiæ?+A}y2+Aïz2+2B;yz+2B}zæ+zBïæy,
a,:A} A;f _ B?, a} =A’,-’A,- B',—’, aï=A,-A} .— B',"—’,

b,-=B}BË—A,B;, b}=BZB,--A}Bg. bï=B,BQ—AÇBË,
9,-;=a,—A,—+ n',— A'j+ a}'A}'—+ 2b;B,—+ 201- B} + 2b}' B};

A, B;! B}

BZ B,- A}'

L’équation en 7\, exprimant que la conique s,-+ ls,= 0 se décom-
pose en deux droites est

A1+ Â81i+ )\29/'i+ AJA/= 0.

Il existe oo' triangles t inscrits dans s, circonscrits à s,, si l ’on
a ®Ï0—4®…A, :o; les racines de l’équation en 7h relative au fais—

ceau s + ls, : o vérifient la relation
()‘1+ )\2+ À:.)2 '“ [l(7\z}\:z+ )\3)\1+ 7\1>\-3) :D-

De la sorte, au cas où s dégénère en deux droites ()\;, = 0), on
a 1. —M= 0, ce qui entraîne que l’une des deux droites est tangente
à s. (corrélativement,si s, dégénère en deux points, l’un est sur s; il
faudrait alors partir directementdes équations tangentielles).

Il existeoo“ triangles t inscrits dans s, conjugués à s,, si l’on a ®._…= 0
(ou )\, + M + )…= 0 pour l’équation en 7\ relative au faisceau
s + ls2= 0). Si s dégénère en deux droites, elles sont conjuguées par
rapport à sa; la relation exprime d’ailleurs aussi qu’il y a oo' triangles
circonscrits à sa, conjugués à s, de sorte que si s2 dégénère en deux
points, ces deux points sont conjugués par rapport à s.

Ilexisteœ' trianglescirconscrits à s, , conjuguésà s,, si l’on a @. , = 0.
Cela posé, donnons-nous un triangle !, une conique s circonscrite,

une conique s, inscrite, une conique s2 conjuguée : nous avons ainsi
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disposé de 6+2+2+2 ou 12 paramètres manifestement indé-
pendants et irréductiblespour ce système (t, s, s,, s,). Prenons un
point A arbitraire sur : et menons de A' les tangentes à s. qui
recoupents en B et C : la droite BC a ses coefficients exprimés ration—
nellement au moyen du paramètre unicursal 7\ qui fixe A sur s; elle
est tangente à s., quel que soit 1, et est la polaire de A relativement à
une coniquefiæe nouvelle si,, conjuguéepar rapport à tout triangle ABC,
donc à t. On peut donc, si l’on préfère, partir de t, s, s'._,, ce qui
définit s,, parfaitement, comme réciproque de s vis-à-vis de s'._,; le
système t, s, s'._,, s, dépend ainsi de 6—l— 2 + 2 ou 10 paramètres; si s,
coïncide avec si,, le système (s, s., s,) admet oo' triangles t de l'espèce
indiquée, inscrits dans s, circonscrits à s,, conjugués à s'2; donc,
puisque (t, s, s',, s.) dépend de 10 paramètres, le système (s, s., s'2) ne
dépend que de neuf paramètres. Écartons ce cas et choisissons,quand
on a fixé (t, s, s'_,, s,) la conique s2 distincte de s',, de sorte
que (t, s, s., s,) dépend effectivement de 12 paramètres; si s, et s',
ont quatre points distincts, elles ont un seul triangle conjugué commun,
à savoir t, de sorte que (s, s,, s,) ne peuvent admettre un autre triangle t'
de l‘espèce indiquée, distinct de t; nous avons donc démontré que le
système (s, s., s,), obtenu en efi'açant tdans (t, s, s,, s,) dépend lui
aussi de 12 paramètres et n’admet que le triangle t unique. On
voit aisément que la conique s,, tout en étant distincte de s',,
peut lui être bitangente, aux points B, Y où s',_, coupe l’un des
côtés de t, à savoir le côté BC, mais alors bien que :, et s'_
aient une infinité de triangles conjugués communs, ayant le sommetA
fixe et les sommets B’, C’ variables sur la droite @, 7, il n’y a parmi
les cd triangles AB’C' que le triangle ABC qui soit inscrit dans s :

ici encore on a donc un unique triangle, et la configuration obtenue
est comprise dans la famille à 12 paramètres (on a dû ajouter
une condition complémentaire). .

‘

Or les trois équations
6î0_4601A1=0) 920=0) 912=0

réduisent le nombre de paramètres entrant [dans les équations
de s, s., s, à 12 : l’ensemble des résultats indiqués montre que cet
ensemble de conditions est nécessaire et suffisant pour obtenir un
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triangle t (en général unique) inscrit dans :, circonscrit à s, , conjugué
à s,. Grâce à ®Î,,—4®…A,=o, on peut partir d’un point A quel—
conque de s, obtenir la droite BC indiquée plus haut, donc s' ration-
nellement( ) (au moyen des coefficients de s et s,): le triangle t est le
triangle conjugué commun à si, et s,.

J’indique un cas curieux de dégénérescence qui conduit à un
triangle t dont les trois côtés sont nuls, les trois sommets étant con—
fondus : s réduite à deux droites, D, et D,, et les deux coniquess, , s,
tangentes à D, au point (D,, D,) : l’ensemble des conditions déjà
imposées n’a besoin que d’être complété par la relation ®…=o
pour s, et .s'._..

5. PROBLÈME PRÉLIMINAIRE. — Soient deux quadriques Q, Q, rappor—
tées à leur tétraèdre conjugué commun :

(Q) A.c'—’+ B_ÿ’+ C:”-’+ DF=0,
(Q,) A,.zr2+ B,y’+ C,:'£+ D,t'—’= 0.

Nous avons besoin de l’équation en ). relative au faisceau de
coniques, sections par le plan (u, v, w, la) des quadriques du faisceau
Q + 7Q, = 0; elle est manifestement donnée par l’équation

u! + v2 + u—"—’ + [t‘-’ _A+).A, B+>.B, C+).(J, D+M),_ 
OU

u“-‘+
«"—’ w'—’

h)'-’

a B, C, D, «"—’ A, ç, D, -

+[A<B+Ç—+ +Ë‘<ÎÂ‘+C—“i' >])— +... ABCI)À

u B C D .'— —— B )
C-’+[A_Î<Bi+ C, +D,>+ ]Ai 1C.IJ

u2 v2 (V2 h-_ __ _ B, D, _+<A,+B,+C,+ D—Î)A,
C, ) ——.o

En particulier, la condition pour que le plan (u, «‘, «V, h) donne
œ' triangles inscrits dans la section de Q et conjugués à la section 

(‘) Il existe quatre coniques S telles que par polarité relative à S la coniques
s’échange avec 3, : ici l’équation de degré 4 dont dépend la recherche de S a une
racine qui s’obtient rationnellementet conduit à si,.
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de Q, est

. u2 B C D
A—,<Êî + Œ+Û1>+…:O

Les raisonnements corrélatifs fournissent la condition pour que le
point (x, y, z, t) donne un cône circonscrit à Q, capable d’une
infinité de trièdres conjugués au cône circonscrit à Q.

’B C D,2 _ __ __Ax (Bi+C,+D,) + . . .: O.

4. RECHERCHE nas TÉTRAÈDRES. — Nous avons deux quadriques
d’équations
(Z) æ'—’+y‘l+zï+t‘-‘=O,
(S) aæ‘-’+ b}2+c:‘3+ dt2=o
(cela écarte le cas de deux quadriques ayant en commun une cubique
gauche, ou encore dont l’intersection est formée d’une conique et de
deux droites). Nous cherchons s’il existe un tétraèdre t, A, A2A3A,,,
conjugué à Z, d’arêtes tangentes à S; par polarité relative à E,
S devient

$? $"" ..'3 F(S') — + =— +

et l’arête A| Aa devient A3A. tangente à S’ et aussi à S par hypothèse.
Le cône C de sommet A., circonscrit à S, est harmoniquement cir-
conscrit au cône de même sommet circonscrit à Z; d’après le calcul
précédent, on a donc un premier lien de A'
T’E(Læ°“’(b+C+d)—l— b_y2(a+ (‘+ d)+c:‘-’(a+b+d)+dfl(a+b+c)=o.

En rem la ant S ar S’ nous avons une é uation nouvelle T”= 0P Q P
vérifiée par A. T”: (br+ cd+ db)x‘-’+. . .=o.

Si nous posons
A’=abcd, Û=a+b+c+d,

Œ=ab+ac+ad+bc+cd+db, 8'=bcd+cda+dab+abc,
nous avons l’identité

T’ä— T”E ‘DZ.

de sorte que A, ne devant pas être constamment sur 2, nous avons
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une condition nécessaire
0 = 0.

Cette condition entraîne que T’ (coïncidant avec T”) est harmoni-
quement circonscrite à E : de la sorte le plan polaire et. de A4 vis—à—vis
de 2 coupe T’ suivant une conique harmoniquementcirconscrite à la sec—

tion deZ; on constate aussi que leplanpolairedeA coupe 5 suivant une
conique harmoniquement inscrite à la section de!, toujours comme
conséquence de (I) = o et T’: 0. Il reste donc une seule condition à
écrire, à savoir que le plan on, coupe T’ suivant une conique circons-
crite à oo1 triangles circonscrits à la section de S; nous appliquons
le calcul indiqué pour obtenir l’équation en "A relative aux sections
par a. des quadriques T’+ XS: 0; nous obtenons ï(3a+2b+zc+2d)+…. -abcd—4 £+ J"+î+ïa a b c d

x{bcd[(u+b+d)(a+b+c)
+(a+b+c)(a+c+d)+(a+c+d)(a+b+d}]fi+….:=o.

Nous remarquons que
(a+b+d)(a+b+c)

=a- +(2b+c+d)a+b°+bc+rd+db=a"+ab+b2
en tenant compte de (I): 0; puis, toujours à cause de (I) = o,

(a+ b+c+d)==aï+b‘l+c=+ d£,

(a'—’+ab+ b=) + (a*+ac+(:2)+ (a=+ ad+d=)
=za=+(a+b+c+d)‘-’+ ab+ac+aa‘
=a‘-’+a(a+b+c+d)+(a+b+c+d)ï

L’équation peut donc s’écrire, en divisant par abcd,

[xï+y2+sï+tî+z(a+b+c+d)(€+—+Î—Î+d)]_£L_L,bd4[a+b+c+d]l(x+g+ +t)(a+ +c+ )

2
9 ;)2 ;?

_1_+(a+b+c+d)<% + b+—+d>
+ (ax‘-+ by'—’+cJ-’+dt“-’)]=o,
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ce qui se réduit finalement 21

W E' (œ‘-’+3”+ :'=’+ P)2

_ 1—1 £ Ï fi ? ‘1 -2 2 = ‘2_ ’— <4[a+ b+c+d][aæ+by+cs+dt]_z ASS—o.

Chaque sommet A., A2, A3, A. doit donc se trouver sur la courbe
gauche I‘ de degré 8 definiepar la quadriqueT’ et la surface W.

La question n’est pas terminée : nous avons pris un sommet A,
sur I‘ : comment avoir les autres? Si l’on appelle (w., y., z,, t.) les
coordonnées de A. , son plan polaire a,, a:, x+ y.y + z. 2. + t| t: 0
coupe T’ , S, 2 suivant 3 coniques formant la configuration étudiée
au n° 2. La conique (S, on.) admet pour réciproque vis—à—vis de Z,
le cône (S’, A.) ou C' , de sorte que, vis—à-visde la section (2, a.), la
conique (S, on.) admet pourpolaire réciproque la conique (C' , a.) qui
est distincte de (T’, a.); donc les trois coniques (T’, a.), (S, a, ), (Z, ou.)
admettent un triangle et un seul A,A,A. inscrit dans la première, cir-
conscrit à la seconde, conjugué à la troisième; A2, pôle de A;,A. par
rapport à (Z, a.) est donc sur la conique (C' , a.) en même temps que
sur (T’ , ou,); nous allons montrer qu’il est aussi sur la section ( C, a,) du
cône (S, A.) ou C par le plan a, . Admett0ns ce résultat : le tétraèdre
A. A, A,A. est conjugué par rapport àZ; les arêtes A, A2, A. A,, A. A.
sont tangentes à S et S', de sorte que leurs conjuguées A3A., A.A2,
A,A3 sont tangentes à S' et S. Le problème est donc résolu; nous
avons œ‘ tétraèdres, chaquepoint de F étant sommet d ’un seul tétraèdre,
(pourvu que @ soit nul, condition nécessaire et suffisante).

Il reste à justifier du résultat réservé; C” étant le cône de
sommet A., dont la base est la conique (T’, a.), les trois cônes C, C’,
C” appartiennentà un même faisceau linéaire, pourvu que A, appar—
tienne à T’ (sans qu’il soit nécessaire de mettre en outre A, sur F); je
reprends le calcul de V0gt : on a—

CE(aS,—-a‘-‘æî)a£+...—2aba‘,y,æy.…,
S, -T2 3171CE _,1_._4 x2+...—2——“—æm…a a2 ab ) ’

C”E [a(b+c+d)2,— 2a(b+c+d)æî]æ!+_,_
—2[a(b+c+d)+b(a+c+d)]x,y,æy……
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On vérifie aisément, tenant compte de (I) =: T'. = o, la relation

C — alu-d C’— C”E o.

5. RÉSULTATS COMPLÉMENTAIRES.— En principe, la question est résolue,
en esquivant les calculs de Vogt. Signalonsnéanmoins divers résultats
de Vogt, en suivant une méthode légèrement différente.

A| est choisi arbitrairement surF; les points A2, A3, A,, s’obtiennent
en cherchant les points communs aux surfaces

(1) C=o, C’=o, PEJI',J‘—l—j'1j'+s1s+[,t=0, T’=o,
(2) W=u.

Les quatre équations de la première ligne se réduisent à trois dis—
tinctes, mais elles ont l’inconvénient de donner un quatrième point
parasite; l’équation W=o est nécessaire pour un sommet quel—
conque : elle permet donc de ne conserver que les trois points A,,
A a, A,… Vogt indiqueque l’on peut remplacer la surfaceW, de degré 4,
par une quadrique. En effet, nous avons

' CE SS,,——Q£=o, Q=a.riæ+by1y+cziz+dt,t,
l .’l‘.T y1y :.…” t,!

… <C’ES’Sâ—Q’2—îo, Q’5'—ä—'+ ,, +
-—C—

+——7

(WE 22—488,=0, ;Ï—48182=0.
d

On en déduit
222Î= 16(551) (93. ) = 16Q’Q'ï

et par conséquent

(4) 221=48QQ' (ê_=+l 011 —l)-

Réciproquement, soit un point vérifiant les équations
(5) C=o, C’=o, 221=48QQ'.

On a alors

o=222ï—16Q2Q'2=222ï_16(SS’) (SÎS',)=ZÏ(22—ASS’),

et de la sorte, si A‘ n’est pas un point commun à F et X, on a

Z"—- ASS’=O;
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le système (3) peut donc être remplacé par le système (5), ce qui
revient à remplacer W par la quadrique VV'EEZ.—4QQ’=O ou
par la quadrique W',EVZ.+4QQ’=O. La quadrique W' con-
tient A., car la substitution de as,, y,, ::., t1 à a:, y, z, t dans W'
donne X'; — 48. S', = o; d’autre part il suffit de faire une eæpérience
pour reconnaître si les points A2, A3, A, sont sur W’ ou W:; pour
cela, utilisons le cas, que Vogt a négligé, des quadriques E, S ayant
une conique de raccord; un tétraèdre régulier A.B.C,D4 étant
construit, le centre de gravité O est centre d’une sphère S tangente

[OA1
\/ä

au tétraèdre; un déplacement arbitraire, autour de O, du tétraèdre
donne ici ce3 tétraèdres, et non seulement ce '. Par une transforma-
tion homographique, ce cas spécial revient à supposer

 aux six arêtes et le centre d’une sphère Z de rayon conjuguée

EEJ'”+_}*"+$+F, SES'EJ'Q—l—J'2—l—S‘l—tî, T’E.r2+yî+s‘z—3te;
WE(J'Ÿ+)/Æ+5?+ti)?—[;(ZI"+)"-’+42—FFE—T'(3.1'2+3y2+342—12).

L’équation W = o disparaît ici comme conséquence de T’= 0.
On a ici, pour déterminer A,,

(6) SS,—Qïzo, E—25=o. E,—25,=0;

ces équations entraînent EE. = [; SS.’ = /.Q'—’; or l’équation W’= 0 se
réduit ici à 2.2. — 4Q"’ = o : c’est donc la quadrique W’= 0 qu’il faut
conserver.

Nous avons donc, pour déterminer A._,, A,, A, à résoudre le sys-
tème surabondant

(E) SS,—_ Q2= o, 5/5; _ Q"—’= 0, P = 0, 321 — 4QQ’= 0,

où l’on doit tenir compte des équations

(E’) ’T’,=o. Aiîî—AS,S',=O.

Les équations (E) représentent dans le plan P = 0 trois coniques qui
ont trois points communs à elles trois; leur jacobienne se réduit ana:
côtés du triangle de ces trois points; elle est évidemment la section, par
le plan P, de la surface lieu du point dont les plans polaires par rap—
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port à C, C’, W concourent en un point de P; l’équation de cette
surface est

233,

a &aæS1—aæiQ zsI4—%QI x21—‘2aælQl— Q 1

  

I
, ‘ 2 "

byS,—b3qQ %S,—%Q’ 3/21—20y1Q’——%—1Q 3/1
(7)

Z Z 2,5 :D-
CSS,—C:,Q ËSl_Ë1QI :E,—2czlQ’—T‘Q 51

t , t1 , 1 , 2t1dtS,—dt,Q ÎIS‘—ZÏQ tzî—2dz,Q—ÎQ :,

Les variables
PEææ,+..., Q5aææ,+..., Q’E‘%+.…, R5a(b+c+d)ææ,+.…

s’imposent évidemment; les plans obtenus en égalant à zéro P ou Q,
ou Q’, ou R forment bien un tétraèdre, car le déterminant

1(8)
larc1

ax1 % a(b+c+d)æll
est identique à

]
æ1)'151t1l1 a &

“(b+c+d)
 

En multipliant la seconde colonne de ce nouveau déterminant
par (a + b + c + d) et la retranchant de la dernière on obtient

1æyzt 1 a—-—a-1.111. a  

qui n’est pas nul, si les quantités a, b, c, d sont toutes distinctes. Multi-
plions donc les déterminants (7) et (8) colonnes par colonnes; nous
aurons des calculs tels que les suivants :

a’æî+…=(a+b+c+d)[axî+…]— [a(b+c+d)æî+--—l
=osi,

a’(b+c+d)æî+...:—[a(bc+0d+da)æi+-H
=[bcdæî+.…] —8’[æï+….]
=A'SQ—G'Â.
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Le produit s’écrit donc
_

o 0 E,P—2SlQ’—2SQQ Z,
_sîn SçP—21Q’ _21Q_zosio' s,

… sir_zlo S_'_,’Î —21Q’——2Ê,SQQ s;
=°'

A A
11 K L 0

où l’on a posé pour abréger l’écriture
@ =a+ b +c+d, G’=brd+cda+ dab+abc, A'=abcd,

…) H=— @’<Sæ —ziQ>+A'<SIQ'—S'.Q>,
KEG(SQP ——21Q')+ SIQ’— S'4 Q,
L EZ}R+2Û'ÂQ’—2A'SÇQ’—— 2821Q+2S1Q.

Dans le déterminant (9) nous multiplions la seconde ligne
par 4 S; et en retranchons le produit par E, de la première; de même
la troisième est multipliée par 48, et nous en retranchons le produit
de la première par X,; il reste donc l’équation (où l’on fait P :o)
jointe à P = o

_zln _4s;Q' _2(oz,_si)o'_zsço
—4A’S,Q 21R —2(®’El—A’SQ)Q—2A’S,Q’ =o.

(8/21_A/SQ)Q+AISIQI "(921—S1)QI_le 21R+2(®/21—A/511)Q,_2(021—51)Q

Cette dernière équation se réduit à trois facteurs linéaires en Q,
Q’, R dont chacun a la forme
(12) E,R—2ÂSQQ+2ÆLA’&Q’,

où X, y… sont des constantes; si donc on fait Q’= 0, on a

213 o _ 25; Q
(la) 4A'81Q E1R _2(o'z,_A'sg)o

(A’S’, _o'2.)Q _ 5; Q ;: R _ 2(@21_ S,)Q
E (2,11 _ 21253 Q) (ElR _ ms; Q) (2,11 _ ms; Q).

Donc )…, 7… X,, sont les racines de l’équation de degré 3 obtenue en
remplaçant au premier membre de (13) l’expression Z,R par 2182
et Q par 1, et égalant le résultat à zéro. On obtient ainsi
(14) 90) E S'. 7—’— (921 — 51)3—2—(0'21— A’S'. )7\ + AISî=O'

Journ. de Math., tome xvu. — Fasc. III, 1938. 39
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On doit maintenant opérer de même pour p., en annulant Q
dans (1 1) : on arrive à une équation de degré (3) en p. dont les racines
doivent s’exprimer rationnellement en fonction de )\, et, par suite,
puisqu’il s’agit d’équations de degré 3, sous forme homographique
en 1; ici on a la bonne chance que l’équation en pt coïncide avec
l’équation aux inverses de l’équation (14); on a ainsi décomposé le
déterminant (1 1) en le produit des trois facteurs

(15) LR——2X,—S',Q+2â«_S,Q’=O (i=2,3,4),

les 71,— étant racines de l’équation (14); inutile de faire les calculs de
vérification pour les termes contenant en facteur Q et Q’ simultané-
ment (Q’Q’ et QQ”); la vérification ne ferait que confirmer la
méthode qui a remplacé la surface W par la quadriqueW’; en ajou-
tant un terme en P, hP, au premier membre de (15) on a un nouveau
plan passant par la droite AjAk; on détermine h par la condition que
ce plan contienne A1 et l’on a ainsi l’équation du plan A, AjAk

(16) 22,R—41is;Q+4A—Êlo'+x(ii_%)P=…

Je viens d’exposer cette détermination des points A2, A3, A,. par la
méthode de Vogt, en donnant les explications nécessaires pour com-
prendre les calculs. Je m’écarte maintenant de la méthode de Vogt.

La courbe F, lieu des points A. , A2, A3, A. est de degré 8 et admet
le groupe constitué par les homologies involutives‘ dont le pôle est un
sommet du tétraèdre de référence et dont le plan directeur est la face
opposée, puis, par les involutions biaxiales ayant pour axes deux
arêtes opposées. On la transforme donc en une conique ]"

' a(b+c+d)X+b(c+d+a)Y+c(d+a+b)Z+d(a+b+c)T=o,
X Y Z T'(17)

(X+Y+Z+T)î——4(aX+bY—f—cZ+dT)<;+—b—+Z+Ë)=o,

en effectuant la transformation
(18) x"= X, y‘l= , z?=Z, t?=T.

On obtient les coordonnées paramétriquesde I" (ou de I‘ ) en intro—
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duisant les génératrices rectilignes du cône représenté par la seconde
équation (17), ce qui revient à écrire pour av”, y", z'3, t‘-’ trois équa-
tions linéaires
(lg) E+2pS'=o, É+  

En résolvant, on a
l a”: (t(/) — e)(c -—d)(d—b)[an — 2(_be +ed+db)p— bed],

‘-’=— b((- —— d)(d— a)(a — e)[p2b — 2(ed + da+ ac)p— eda],
(zo)

?:‘3=
(*((I— a)(a — b)(b —d) [pac — 2(da+ab + bd)p—dab],

’ :_ d(a — l))(l) — (:)(0 — a) [p‘—’d— 2(rtb + be + ea)p — abc].

, “<

“‘.

Les cas particuliers, qui se mettent en évidence dans ce calcul, sont
eeuæ où plusieurs des quantités a, b, c, d deviennent égales, ou bien
encore où l’un des trinomes en 9 entrant dans x'—’, y”, 2:2 où t2 est carré
parfait.

1° a = b, c et d étant différents et non égaux à a; le plan représenté
par la première équation (17) passe au sommet du cône et donne deux
génératrices,de sorte que 9 n’est plus variable, mais a l’une ou l’autre
de deux valeurs constantes; ce cas sera étudié plus loin; 1‘ se réduit à
deux coniques et quatre droites.

2° a=b, c=d, c;£a. L’intersection de S et 2 se compose de
quatre droites; la courbe F se réduit aussi à ces quatre droites
comptéeschacune deux fois; si l’on prend un point A. arbitraire sur
l’une A de ces droites, chaque droite A.Aa, A,A,,, A.A. doit être
tangente à la fois à S et S’ et par suite se réduit à A; on n’obtient
donc rien d’intéressant; il est impossible ici que W comprenne T’
comme morceau de décomposition.

3° a = b = 0 # d. C’est le cas signalé, où d est égal à (— a) et où la
surface W contient T’ comme morceau de décomposition : on a
003 tétraèdres.

4° La condition pour que x? devienne carré parfait s’écrit
(bc+ cd+ db)’+ abcd=o,

ou encore
abcd—a(b+c+d)(bc+cd+db)=o.
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Sous cette forme, en supprimant le facteur a, on trouve
(b+c)(c+d)(d+b)=o,

de sorte que si l’on prend 0 + d: 0, x2 et y‘-’ deviennent carrés
parfaits simultanément. Ce cas sera retrouvé plus bas par un autre
procédé; nous l’étudierons plus loin.

Nous bornant donc au cas général, sur la conique I" les points A',,
A'_,, A',, A; sont tels qu’à un point @. correspondent trois points p,—, la
relation entre 9, et 9,- étant symétrique et du troisième degré en p,, ou
en {>,—; il est connu que, dans ce cas, les quatre 9 du groupe A'1 A'_A3 A',
sont fournis par une relation
(21) Ap"+ Bp*+Cp*+ Dp—+—E+p—(A1p‘+ Blp=+ C,p‘-’+ D,p+E,)=o,
où A, B, . . . , E. sont des constanteset y. un paramètre arbitraire dont
la variation fournit tous les tétraèdres. Pour chaque groupe A'‘ A'._,

A'3 A', on trouve huit tétraèdres, A, A2, A3A, se correspondant deux à
deux dans les homographies et involutions déjà signalées. On passe
de A', à A‘ en prenant arbitrairement pour chaque radical JÎ, \/_Yî,

\/Z—1, JT_. l’une ou l’autre des deux déterminations; une fois ce choix
fait, nous allons voir que chaque point A2, A,,, A, s’obtient d’une
façon unique. D’abord l’éequation (16), en remplaçant 2 S, par — p, 2,

et 284 par —,2 , peut s’écrire 
(16’) 2R+21,--Ë-2——A——:+p’Q’+<h—â>P=o.

Le point A- est le pôle de ce plan, de sorte que l’on a

l “=aa(b+c+d)+zaÀ—2———AP'+7\i—A—’P, CL)\i )\i
(22) ‘ ,. [.

l%f= 'Ë—l=..-fl îl=…° (i=2) 3’ 4)'
01 1

Donc le point A, (a:, , y,, 34 , t,) étant déterminé, on résout l’équa-
tion (14), qui d’ailleurs peut s’écrire
(14’) l“+p,(2®+p,)P—l—(z@’p,+A’)X+A’pÏ=o,

et donne )… )…, 7…. : les formules (22) donnent A2, A,, A,; mais
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alors 9,— se calcule rationnellement au moyen de p. et de )\,-; Vogt
—2Si

2_
, en utilisant les rela- suggère de calculer p,- par la formule p,-=

tions (22) qui donnent
$.,—Il &: [[.a%b+c+d)'—’+.…l+….,?

S,-=aæî[4a*(b+c+dÿ+...J+.…

Nous avons déjà montré comment un tel calcul se fait et n’introduit
que les quantités S., S'., E. : par exemple

a“’(b+c+d)?=—a(b+c+d)(bc+cd+db)=—(9— a)(6’—bcd): —— 69’+ a8’+ bcd6 — abcd,
a2(b + c + d)”xï+. . .=— 96’21+ 081+ A’S’, — A’Zl.

. )\' ' \Fmalement, on trouve {>,—= —‘, mais on abrege beaucoup les calculs
!

en écrivant les relations

sisi—Q%=OJ SQSç—QË=0, zizi—4QiQi=o:
 v. . '._ ,v ,_

(23)
’ -L+22p,S,_o,

-1+
29815,_o,2,—+- Si=o, El+2—‘ :o.

Pi PI

On en déduit
21—21 = [up,—915253= {49sz Q?= 4Q:-QL

h(24) pipi:
Ê—,_-

Or, d’après les formules (22)
_

‘I !Q;=2a‘-’(b+c+d)æï+
2P—Laîæ‘f—

2%)
‘D'

.1“f+<L—— î—>aæî+… ..
1 i—i

 
et, d’après le calcul qui a été expliqué, on trouve

21+().,-— â)s.. Q: 2 A’S’, _ 26’21+ 2—0—l"esl—
"’ ?“| l

Un calcul analogue donne

Q}_=z@Â-- 281+
9‘P—’l“'zl— %O’Sç +(h— â—Ï)S-
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La formule (24) donne donc

(25) Pi91—
"

}'

en tenant compte de l’équation (14’) qui donne ‘A. En remplaçant
dans (14’) )\ par p. 9, on trouve l’équation symétrique en p et p.

(26) PÏP’<Px+P)+29PÎP’+29'PiP+A'(Px+P)=O-

Le calcul des fonctions symétriques p2+ P;+ p,,, pl +
E:-

—|— P—[,2 ' I,

çapsp. des racines @, p;,, p,, de (26) fournit aussitôt

pi+pz+p,+pk=—2G, l+l+-I—+l=—J£(27) ?. P2 ?: p. A

Pt Pz P:uPt= _ A,,

de sorte que les quatre 9 associés sont racines de l’équation, contenant
l’indéterminée p.

(28) p‘+26p“—26’p—A’+ppï=o.

Les équations (14’) ou (26) sont équivalentes; (14’) a l’avantage,
pour une valeur )\ donnée, de donner deux valeurs de ça, que j’appel-
lerai p. , 92; on résout l’équation

2(Gl+®’)l
}\2+Al +)‘=0)(29) p'—'+

- \ ' , : \
A,

ensuite on remplace A par la valeur 7\ egale a — Î
formée avec X', donne ça et p,., on a ainsi l’arête A,A2, puis
l’arête A3A.. En résolvant (29) on a

et l’équation (29),  _ —(61+6’)1+VH(À) _ —(9).+®’)1—VR(1)(3°) P’"“ À”-‘+A’ ’ p:— X—'+A' ’

avec

(31) R(l)=(@l+9’)‘—'F—À(P+A’)‘-’
E—i(i-afl)(x—bÈ)(t—c=)(A—dfl).
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Pour obtenir cette décomposition en facteurs de R0), il suffit de

vérifier les égalités
[(a+ b + c+ d)a‘+ (bcd+. . . )a2]2= a‘1[a‘+ abch,
(a+b+c+d)a‘£+(bcd+.…) =a"+bcd.

Cela revient à

(b+c+d)a'—’+cda+dab+abc=a®=o.

La relation entre 9 et p., équivalente à la relation entre 9 et l, est
donc une relation de genre 2, en général.

En dehors des cas particuliersdéjà cités, où plusieurs des nombres a,
b, c, d sont égaux, elle s’abaisse au genre 1 pour b=— a, les quan-
tités a, c, (! étant liées par la condition a“— cd: 0, nous avions déjà
signalé ce cas par une autre voie. Le cas b = — a, c = d fait donc
retombersur la conique de raccord pour S et 2. Si l’on suppose b =— a,
d = — c, on a a’+ c“ = o et l’on a une relation unicursale entre 9 et p. :

ce cas particulier qui a échappé à Vogt, fournit une courbe l’ décomposée
en huit droites et sera étudié plus bas.

On peut remarquer que pour b =:+: a, S et S’ sont bitangentes en
deuxpoints de l’arêtey = z = o du te'traèdre de référence conjugué à S
et E : pour b = a, elles sont toutes deux bitangentes a‘ X en ces mêmes
points; pour b = — a elles sont bitangentes entre elles, mais non à Z; de
plus, les points où 2 perce l’arête z = t = 0, ceux où S perce cette arête,
et les sommets du têtraèdresur cette arête forment trois couples se divisant
deux à deux harmoniquement. Pour b = — a, c = — d, l’intersection
de S et S’ se réduit à quatre droites et la courbe I‘ se décomposeen
huit droites.

6. TÉTRAÈDRES SPÉCIAUX, DANS LE CAS GÉNÉRAL. — Restons dans le cas
général où a, b, c, d sont tous distincts, ainsi que a2, b”, 02, d‘-’.
L’équation (26) montre que si 9 et p. sont égaux sans être nuls ni
infinis, leur valeur communeest racine de l’équation

P‘+99’+9'9+A’=0,
qui est l’équation en 9 relative au faisceau E + 95 = 0; donc, si nous
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prenons p. = p, = — a, les formules (27) donnent
— bed

a
 )PI+PL=_2(Ô+C+d),‘ 9395:

de sorte que 93 et 9, sont racines du trinome

p‘—’a— 2(bc+ed+db)p —bcd5p'-’ct + za(b + c+d)p ——bcd,

qui figure dans l’expression de ce”, formules (20).
On a, d’après les formules (20), dans ce cas,

--là -—tê

x‘,—' _ 3' _ :
(b—c)(c——d)(d—b)_ ble—d)(e+d) —e(d—l))(d+b)

t2: d(b—e-i(b+c)’

(32)

puis, 12 étant égal à n’, d’après les formules (22),
L‘! :œ, _ J': __ 1'1 )'1

(33) 2=t
Lil N ..1

Dans la face se1 : o du tétraèdre conjugué commun, la perspective
commune des deux sommets A,, A2 à partir du point (1, o, o, 0) est
l’un des points le communs aux sections de S et S’ par cette face; la
droite A,A2 est ainsi tangente à S et S’, précisément en la et a pour
conjuguée vis-à—visde 2 une tangente commune aux sections de S et S’;
cette tangente porte A3 et A. et, comme vérification, cv,, x,, sont nuls
d’après la remarque faite plus haut; le tétraèdre A, A2A3AÆ considéré
s’échange en lui-même dans l’homologie involutive qui a pour plan
directeur x. = 0 et pour pôle le point (1,0, 0, o), de sorte que p. = — a
donne quatre tétraèdres settlement, au lieu des huit tétraèdres que l ’on
obtientpour p quelconque.

L’équation (28), pour u: ao, se réduit à 92: o, de sorte qu’elle a
alorsune racine doublenulle,une racine double infinie . Pour 9. =p,: o,
les points A., A2 sont confondus en l’un des huit points communs à E,
S, T’ et les points A,, A. en unpoint, correspondant, commun à E, S’ T’.
La droite A| A3 est génératrice de E, tangente à 8, donc aussi a‘ S’ ; les
points de contact de cette génératrice sont précisément sur T ; la droite
A4 A2 est la tangente à I‘ en A, ; de mêmepourAaA,; ily a aussi quatre
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arêtes confonduesavec A. A3, et deux autresquiontune langueurnädaiæ
à zéro. Pour ce cas particulier, on a

482" _ — .V‘î‘
(b — c) (c— d) (d- &) _ (a—c) (c—d) (d—a)

v2 _ t‘-‘41 '=\u—b)(b—d)(d—a)=(a—b)(b—c)(c—a);  
-Ta=æn )'z=)'v 52:51, t2=tl;

æ,=.13=a13, 3',,=)',,=b3',, z;=z,,=cz,, t3=t‘=dt,.

7. CAS mancuum a = b; QUADRIQUES S, 2 BITANGENTES. — On a dans
ce cas

0=a‘-’+2a(c+d)+cd=o,
ZEæ2+yî+sï—l—tz,
SEa(a.ï+)'ï)+(.sî+dtï’

œ!+3;2 ;? + "!_ '— ’a c dS':—: 
T’3a(a+ ('+d)(x2+y2) +c(2a+ d):'—’+ d(2a+c)t’, “' ; (m‘—’+y'-’+ :=+t‘l) ——4[a(a"—’+y2)+czz+dti] [æ-—;y- +

—î:
+ %]

Le système linéaire en x‘-‘, y“, z”, t'2 écrit plus haut [formules (|9)] '

Z+2pS'=U, Z+ÉPË=U, T’=O,

ne peut ici avoir de solution que si 9 est choisi de sorte que tous les
déterminantsd’ordre 3 déduits du tableau rectangulaire, à 4 colonnes
et 3 lignes, des coefficients soient nuls; or ces déterminants sont les
seconds membres des formules (20); les deux derniers le sont, dès que
a et b sont égaux; on suppose c;£d, c et d étant chacun difi'érents
de a, de sorte que 9 doit être racine de l’équation

92+2(a+c+d)p+a[a+z(c+d)]=o.
Les racines sont — a et — [a + 2(c + d)]; nous supposonsc+d;£o,

sinon on aurait a=b, a”—c”=o, c=—d et chaque cas a=b=c=—d,
a = b = — c = d conduit aux quadriques S et Z à coniquede raccord,
cas étudié déjà. En posant x°+y°=X, z”: Z, t“: T la courbe I‘ se

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. Ill, 1938. 40
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détermine par le système
Z

X+Z+T+zp<ë+—(—;+â)=o,
/ .(34)

X+Z+T+â(aX—t—0Z+dT)=o,
a(a+c+d)X+c(2a+d)Z+d(2a+c)T=o,

la dernière ligne, en remplaçant cd par — a'-‘ — 2a(c + d), peut être
remplacée par

(a+c+d)X—(a+2d}Z—(a+2c)T=o.
Remplaçantp par — a, nous obtenons les deux coniques F, , I‘2 définies
par le système

_

2 2 -2 2
3

«13 +_'V : a = l '(5) 4(r—d) —(a+zd) a+2c  
La valeur (:= — [a + 2(c + d)] fournit les quatres droites A. , A2,

A3, A. définies par le système
(36) x*+y2=o, (a+2d)z*+(a+ac)t£=o.
Nous choisissons les noms A. , A21 A… A., ainsi
(Al) ’ .I:+ iy :o, VZÎ5Ît: + I'\fmt=o,
(A!) æ+iy=o, va+—2ds——i\/u+—zct=o,
(A,_) æ—iy=o, VËÎcÎz—i\/Œt=o,
(A,_) w—iy=o, tÏt——i—ÎIz+ivîî2—ct=o,

de sorte que, dans cet ordre, A., A2, A3, A. sont les côtés d’un quadri—
latère gauche; le point (A,, A2), 012 8 est l’un des points de contact de S
et E, le plan (A. , A2) étant le plan tangent commun; mêmes propriétés
pour le point 3’, (A3, A.), ou le plan (A… A.,). Le point (A2, A3) ou y a
pour coordonnées (0, 0, \/a + 2c, — i \/a + 26!) : c’est lesommetde l’un
des deux cônes du second degré circonscrits simultanémentà S et E; pre—
nons donc un point quelconque A. sur A2 : les deuæ cônes C et C’, cir—
conscritsde A. à S et S’ sont osculateurssuivant la génératrice A2 ou A. 8;
cette proposition est en effet, par dualité, la correspondante de
celle—ci : si deuæ surfaces S et S’ sont tangentes en un point, toutplan
qui passe par l’une des tangentes au point double donne dans S et S’
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deux sections osculatrices; ici la développable circonscrite à S et S’ a
un plan tangent double (le plan A. A?) et nous avons pris un point sur
l’une des génératrices de cette développable contenues dans le plan
tangent double (A. sur A2); les deux cônes C et C’ ont donc trois géné—
ratrices communes confondues avec A2 et une autre génératrice com-
mune; comme on doit garder trois, convenablement choisies, des
quatre génératrices communes, on doit garder sûrementA, et prendre
le point d’intersection de A3 avec le plan polaire (relativement à Z)
de A, : ce point est le point (A,, A2) ou 3 qui joue ainsi le rôle de A,;
les points A3, A. sont à l’intersectionde T’ avec la droite conjuguée,
vis—à—vis de E, de A.A2 : cette droite est précisément dans le plan
tangent en 8 à 2, plan qui est tangent à T’, de sorte que A, et A.
coïncident avec A, ou _8 : trois arêtes du trièdre sont donc confondues
avec Ag, les trois autres confondues avec la conjuguée de A.“ qui se

détermine aisément : A. a pour coordonnées [X,il, p.Ja+2c,
—ip.\/a+ ml], de sorte que son plan polaire tourne quand )\ : p. varie
autour de la droite

æ+iy=o, z“a+2c—-z\/a+2dt=o,
qui est la tangente en 3 à la conique
(l‘,) z\/tt+2c— i\/u+2dt=0 (a+ 2d)(æ?+y2)+422(0—d)=0.

Supposons maintenant que A‘ soit pris en y, intersection de A2 et A3 :

cette fois C et C’ coïncident; donc, d’après la proposition démontrée
pour C, C’ , C”, le cône C” coïncide avec eux : l’unique cône C, C’, C”
en jeu a donc pour base la conique F2, dont le plan est le plan polaire
de y vis—à—vis de 2; cette fois la conique I‘2 admet pour polaire réci-
proque, vis—à-vis de la section de E par le plan de F,, précisément la
section commune de S et S’ par le plan de P2, de sorte qu’il existe
exceptionnellement œ“ triangles inscrits dans I‘?, circonscrits à la
section commune de S et S’ , conjuguésrelativement àla section de E:
le point A. coi'ncidant donc avec le point 7 ou (A., A3), nous avons co‘
tétraèdres ayant le point A, comme sommetcommun; le point (A, , A.;)
fournit une seconde série oo' . En dehors de ces deuxséries de tétraèdres
véritables, nous avons les séries de tétraèdres dégénérés fournis par
A., A2, A3) A.-

[10 .
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Ces résultats sont évidents en partant d’une pyramide triangulaire
régulière de sommet A,, ayant pour base le triangle équilatéral
A,A3A,; nous supposons A, A._, #A,A… Si nous prenons le cercle
inscrit dans la base A2A3A. et les trois cercles inscrits dans chaque
face latérale A. A,-A,- [ou les trois cercles ex—inscrits dans ces faces
relativement à l’angle A,], ces quatre cercles tangents deux à deux
déterminent une sphère S de centre 0; les hauteurs de la pyramide
concourent en un point (» distinct de 0; la sphère conjuguée au
tétraèdre, de centre m, est facile à construire : nous avons ainsi réalisé
le cas de figure annoncé; il résulte même de cette construction que si
un tétraèdre admet une sphèreS tangente auxsiæ arêtes, il est nécessaire-
ment tel que les arêtes issues d’un certain sommet sont égales et les arêtes
situées dans la face opposée, égales aussi; cela tient à ce que la sphère
Z conjuguée jointe à la sphère S donnent la disposition étudiée ici.
Mais la conception purement géométrique de cette figure ne nous
aurait pas fait découvrir la seconde série de tétraèdres effectifs, ni les
quatre séries de tétraèdres dégénérés.

Au point de vue de la réalité, on peut avoir des dispositions
diverses : avec deux sphères réelles, les quatre droites A,, A,, A,, A.
sont imaginaires. On peut avoir un cas de figure où tout est réel : F.,
I}, A, , A2, A,, A.. Supposons en effet queyet t soient deux imaginaires
pures et posons iy=y’, it=t’; supposons c, d positifs; l’égalité—
(a +20)(a+ 2d)= 30a‘ entraîne que a + gc, a +2d soient de
même signe, si a est réel : or l’équation a‘-‘+ 2a(c +d) + cd : 0 a
ses deux racines en a réelles (d’ailleurs négatives, mais peu importe).
Alors on a

ZEæ‘l—Jr"2+sî—t’î, SÉa(œ’—y"—’)+es"£—dflï

Le système l‘,, l‘2 est défini par le système

æ‘-’—y’2 :.2 _ <52_a+2d4(c—d)+a+2d_o’ t’ “a+zc 
et est réel : intersection d’un cône réel par l’un ou l’autre de deux
plans réels. De même A. , A,, A,, A. définies par

2 ,2__ z 2_a+2cæ_y _0’ t’ _a+2d’
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et l’on obtient une infinité de tétraèdres réels, dans les deux séries
(car ilsuffit de prendre les oo‘ triangles inscrits dans une conique
réelle tracée sur T’ et conjugués à une conique réelle tracée sur E). ‘

8. CAS PARTICULIER c + d: o. — Nous supposons a + 6 ;é o,
a—b7£o, a—-c;£o, a—d#o, b—c;£o, b—d#o. Le calcul
général, réalisé pour les formules (zo), s’applique; nous avons
0 + d= o et ab — c2 = o; le trinome qui figure dans a:“ s’écrit

p‘-’a+ zc'3p + bc‘-’ ou %(p+ b)‘-’.

On écrit donc  \æ=saV(b—c)(c—d)(d—b)(p+b)
(e=+lou—1),

(36) y=e’bV—(c—d)(d—a)(a—c(p+a) (e’=+10u—1),
2=â(d—a)(a—b)(b—d)[p"—z{c—a—b}p+c‘*],
F:—d2(a—b)(b—c)(c—a)[pï+2{c+a+b}p+c‘-’].

Quand on a fixé &, s', on peut donc écrire ces formules sous la forme
)” " t

..— = d = ,
1 VA(p”+zBp+c'£) \/A’(p‘l+2B’p+cî)

(37)  æ/

?

où A, B, A’, B' sont certaines constantes, tandis que        Æ,= sæ __ s‘y ,

(38) \/([)—C)(C—d)(d—b) Vl—-((,—d)(d—a)(a—C)
y,____

s’y _ sa:
_

( bV—(c—d)(d—a)(a—6) a\/(b—C)(C—al)(al—-b)

Remplacer simultanément& par — e et s’ par -— 5’ ne change pas les
formules (37), en raison de la double détermination des deux radi-
caux écrits sous 2 et t. Il est clair que les formules (37) définissent
une biquadratique I“. d’équations_rationnelles
(39) z2: A(æ”+ 2Bx'y’+ c2y'2), t?= A’( av”+ zB’æ’y’+ CW”)-

En changeant de signe une seule des quantités s ou s' on a une
autre biquadratique l‘a, se déduisant d’ailleurs de I‘‘ par l’homologie
involutive

X2_ x1
Z:
la

2T'Î'1 Y,
Yl
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Si l’on choisit le sommet A, sur I‘, par exemple, nous allons voir
qu’un autre sommet A2 est aussi sur F. , tandis que les deux autres A.,,
A, sont sur I}. L’équation (26) devient maintenant, avec c +d: o,
ab = c”,

(40) (a+p)<pîpï—c‘)+2(a+b>plp[pip—cgl=0-
Le facteur 9, p — c2=o fournit le sommet que nous appelons A2; le
facteur (9, + p)(pp, +0”) + 2(a + b) p, p = ofournitA,… A,; comme
vérification, on a bien 9, p,, :: 02. Si nous nous reportons à la conique I",
dans le cas général, les quatre pointsA',, A'2 ,A',, A'forment un groupe
où chaque corde A; A} (i;£j) enveloppe une courbe y de tromème
classe; les deuæ courbes I", 7 admettant une infinité de triangles de
Poncelet; ici, accidentellemenlyse décompose en un point, où concourent
toutes les droites telles que A', A', ou A', A', (_facteurpp4 — c‘-‘ = 0), tandis
que les sécantes telles que A', A',,, A', A', enveloppent une conique admet-
tant avec I"une infinité de quadrilatères de Poncelet.

Donc sur les trois points A,, A,, A, un se sépare, à savoir A2,-et
doit décrire le même lieu que A,, tandis que A,, A décrivent 1“…

Pour le voir en toute rigueur, appelons p, le paramère de A,,
9—

celui
de A,, les formules (36) doivent, au fond, être regardées comme
donnant des valeurs proportionnelles pour æ,, y, , z,, t,, si donc on -

suppose que A2 correspond à la même détermination pour e et e' , on
' 'T2 .)'2 52 t: 'v01t que les rapports ;; —, —, ; sont proport10nnels aux nombres

1, 1 .)'1 51(Vl=ÎI7 Yl :il)
.'.’ .‘.’ (, (
5+b P————+(t,

'
(. (.

« ' _“, "4.(41)
P1+b’ P1+“ nPI nP1

D’autre part, les formules (22) donnent aussi (à un facteur de
proportionnalitéprès) les mêmes rapports : on trouve, avec les hypo-
thèses actuelles (c + d = o, ab — c" = o),

‘ 20+—+02—3, 20+%£+0—Êl(42) "
c,

'

ia+b+p,+p—, —ct—b—p,—
1

Q l\.“

'0 ..
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On voit aussitôt que la multiplication de la ligne (41) par

£Ël@C(P‘—+b) la convertit en la ligne (42), à condition de prendre

?] = 1, n’=— :; le résultat est donc vérifié.
Cette vérification a aussi l’avantage de montrer que la correspon-

dance (A. , A2) est comprisedans une involution biaxiale; utilisons en
effet les formules (37); on a, pour A. et A,,

/
!  =C2 ,

A àce V
"l\—“$*

Il :“. “< 52 c 51 _ cz1 t‘! 0 t1 — ct,
, _ __ _ _ o

2î“âfi“Œâ’ y’2_ EÎ'.“ @Îf ? ELl
_ 1

Ce sont les formules de l’involution biaxiale qui a pour axes les
droites z = o, æ’+ cy’= 0, puis t: 0, x’— cy’: o. La courbe I‘,
contient le point (m2, yfl, z2, — ta), qui cette fois correspond au point
A, dans l’homologie involutive qui a pour pôle le point æ’+ cy’= 0,
z = t = o et pour plan directeur le plan x’+ cy’= 0; cette homologie
(w., y,, z,, t4; en,, y2, z._,, —t2), suivie de l’homologie involutive
(x’2, y’2, za, — t2; x,,y2, 52, ta), fait passer de—A, à A… de sorte que
l’involution biaxiale (A,, Ag) donne une série oo‘ de cordes A,A2
engendrant une surface de degré 4 (autrement dit x, y, z, tétant
exprimés en fonction d’un argument elliptique, A. et A._. ont des
arguments dont la différence est la moitié d’une période des fonctions
elliptiques introduites).

l‘a, qui est une transformée par homologie de F4, possède les
propriétés analoguespour les cordes A3A4.

On peut remarquer que si 9, devient égal à (— a), 92 devient égal
à (—_(a—) ou (— b) et que pa et p,, sont égaux l’un à (— a), l’autre à (—b);
l’équation qui donne les quatre valeurs associées de la variable 9 est
donc avec un paramètre p. arbitraire

(P+ a)’(P4b>î—HÈPQ=O-

La valeur 9 = — a fournit quatre points communs à I‘‘ et l‘a pendant
que les quatre autres points communs sont fournis par p =— b;
_o= —a fournit les points (VE, o, i :, il) et p=—— b les points
(o, \/5 , i ;, $ 1); avec ces huit points particuliers, on ne peut former
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que deux tétraèdres de l’espèce cherchée dont les sommets sont:
A, ..... (V5, 0, I, I) A, ..... (V5, 0, 1, —1)

A.2 ..... (\Æ, o,—1,——1) A.l ..... (\/5, 0,——1,+1)
A3 ..... ( 0,\/5, 1, —-1> A3 ..... ( o, \/Î3, 1, 1)

\A5 ..... (0,\/5,——1,—1) A,, ..... (0,\/5,—1,—1)
.Pour les valeurs 9 = — c, p = — d on trouve les mêmes particularités

que dans le cas général.

9. CAS rxartcuusa c—|—d=o, a+b=o. — On peut alors sans
restreindre, supposer -

2 Eæ2+y2+z*+ t‘-’=o,
S—:—æ’——y”+ i(z2—— t")=o,

(44) S'swfl—y2—i<zfl—fi>=m
T’ Eæ‘l+y2_z‘l_ t2—_—0,

W E (æ‘-’+g"£+ :’\+ t")2 — 4[æ"——y"+i(:"—t")][w‘-’—y‘-”—i(z’—-t")].

Nous savons que les formules (20) donnent pour arf—’, y’, 5"’, [" des
carrés parfaits en p, de sorte que la courbe F dégénère ici en huit droites;
autrement dit, si nous considérons ce nouveau cas comme dégéné—
rescence du précédent, chaque biquadratique I‘, et l‘24 se décompose
elle—même en quatre droites. Il est d’ailleurs plus aisé de faire la.
discussion directement; en tenant compte de T’=o, l’équation W
donne (.:::‘*‘—f—y*)2 — [(f—ya)"+(z’— t“’)"]=0 ou 4x2y2—(32—t2)=0,
de sorte que l’on a à résoudre le systèmea:" +y2=:‘-’+ t°, 2æy=z‘-’—t‘-‘
ou celui qui s’en déduit en permutant z et t; on a ainsi, en ajoutant
et retranchant (œ+y)’= 232, (œ7—y)2= 212, ce qui donne quatre
droites pour le premier des deux systèmes.

Si nous considérons les deux droites
'(A1) æ+y= 5\/5, a:—y= t\/5,

5 _ ‘ -(4)
(A!) æ+y=_;\/2, æ—y=—tt/2;

on constate aussitôt qu’elles sont conjuguées par rapport à E et
qu’elles sont tangentes à S et S'. Prenons un point A4 sur A, : le plan
polaire de A4 par rapport à 2 coupe A4 de nouveau en A2 ; de A, dans
le plan A. A.) on peut mener à 8 deux tangentes qui percent A2 en A3
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et A.; le tétraèdre A, A,A,A, répond aux conditions, comme on le
vérifie aisément. Il y a quatre couples de droites telles que AA,, de
sorte qu’il y a quatre séries simplement infinies de tétraèdres, séries
distinctes les unes des autres.

_

On peut faire disparaître les imaginaires des équations de S et S’
en posant
(46) :=Ç+i6, t=Ç—i6.

On a alors
3 EŒ2+Y’+ 2(C’— 92);

S E æ2—y‘3— 4Ç9,
S'Eæ2—yî+ 4C9,
T'Eæ"—)’“'+ 2(C2— 92)

(47)

Si le tétraèdre (x y, C, 0) est réel, les quadriques 2, S, S', T’ sont,
non seulement d’équation réelle, mais même à point réels, mais les
droites A sont toutes imaginaires.

On peut se demander ce qu’est, sur la conique ]" introduite précé—
demment, la figure A‘,, AÏ_,, Ag, A'Æ : les cordes joignant deux de ces
quatre points passent par l’un ou l’autre de trois points fixes formant
un triangle conjugué par rapport à I"; l’équation en p et 9, se
décompose ici en (p + p,)(pp, + 1)(pp, — 1) = o.

10. TÉTRAÈDRES DONT LES ARÈTES SONT TANGENTES A DEUX ousbmouzs
S, S’. -—— Donnons—nous a priori un tétraèdre T; une quadrique S
assujettie à toucher les six arêtes de T dépend de trois paramètres. Si
nous appelons A,, A2, A3, A, les sommets de T et a,—,— le point de
contact inconnu de l’arête A,A,- avec S, il est facile de voir que la
donnée des points ou…, oc, ,, oc, ,, relatifs à trois arêtes formant un trièdre
détermine complètement S; en effet, le plan a… «… oz… coupe A…
A… A… en B… B… B… qui sont en ligne droite; donc les conjugués
«… «,,, a… (des points Bin par rapport aux sommets A,-, A,—) sont tels
que les droites A,a,,, A,,a… A,a,,, concourent; il y a donc une
conique s, inscrite dans le triangle A2A3A, et touchant les côtés aux
points a… a… o…; d’autre part a… a… sont en ligne droite avec 3…
de sorte que et, 3, a… ou,, sont aussi les points de contact des côtés du
triangle A. A;,A,,, avec une conique s._, : finalement les quatre

Jour". de [Vat/t., tome XVII. — Faso. III, 1g38. 41
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coniques :, , sa, 33, 3, ainsi obtenuesse touchent deux à deux en un point
d’une arête de T et sont évidemment sur une même quadrique S qui
est la seule à toucher T en'oc1 2, cc, 3, «… Remarquons que si l’on avait
donné a.“, ou“, a…, il aurait fallu s’assurer d’abord que Aka“, A2 et“,
A3 «… concourent;ensuiteon auraitpu faire passer un plan quelconque
par la droite B…, B… B… et l’on aurait obtenu oo‘ quadriques. La propo—
sition réciproque est la suivante : la donnée des plans P23, P… P,,2
tangents à la quadrique inconnue S auæ points inconnus où elle doit
toucher A… A… A,,2 détermine complètement S; bien entendu P,,
contient l’arête A,—,—.

Imaginons donc deux quadriques S, S’ tangentes aux arêtes de T;
le système général T, S, S’ dépend de dix-huit paramètres, et nous
allons constater que le système S, S’ obtenu ne dépend que de dix—
sept paramètres et admet oo‘ tétraèdres T. Pour le voir remarquons
qu’il existe ce 3 quadriques 2 conjuguées au tétraèdre T:, si l’on donne
un point ou… de l’arête A… et un plan P',, contenant l’arête A… on
obtient une condition linéaire entre les coefficients de E en imposant
que a… soit le pôle de P',, relativement à 2; donc on…, ou…, oc… étant
les points de contact de S avec A4A2, A1 A3, A,A,,, et PQ… P'… P'.,,
étant les plans tangents à S’ aux points où elle touche A3A,, A,,A2,
A2A'3, la quadriqueZ, déterminée d’une façon unique par ce fait que
a… admet pour plan polaire P}k, est telle que S admette S' pour—
réciproque vis—à—vis de Z (‘). Nous avons donc la configuration étudiée
jusqu’ici. On peut ramener les équations de S, S’, 2 aux formes'

(S) aw°+ by'—’+cz’+dfl=o,
, 46" y2 »_ tj _

(Z) æ’+y’+zï+t’=0, 
(’) Dans un travail, comme celui—ci, où le simple dénombrement d’inconnues

et d’équations peut conduire à des erreurs, il importe de démontrer en toute
rigueur l’existencede la quadrique E unique. Prenons A,A,A,A, pour tétraèdre
de référence; le point donné ou… a des coordonnées connues (I, )\._,, o, o) et le
plan donné PQ… des coordonnées connues (1, L,, o, 0); a… est (1, o, )…, o),
a,.(t, o, 0, À.) et les plans PÏ,._,, Pî_,3 sont (1, 0, L,,, o), (1, o, 0, L,). La qua-

æâ + & æâ +
la

L.
h

La
?…

drique 2 est $? + 377; = o.
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Les racines de l’équation en X relatives au faisceau S — ÀS’= 0 sont
a”, b”, c”, a'2 ; la relationEab: 0 devient donc 2 \/Î,— \/7Î,- = 0 nécessaire
et suffisante (‘ ) pour que S, S’ admettent un tétraèdre dont les arêtes
les touchent toutes deux et par suite ce ' tétraèdres de cette e3pèce; la
conclusion du moins est générale, quand S et S’ admettent un
tétraèdre conjugué commun unique (et non dégénéré).

Examinons maintenant quelques cas particuliers. Le cas où S et 2
se raccordent le long d’une conique est ici sans intérêt, car S' se
confond alors avec S. Le cas de deux quadriques S, 2 bitangentes
fournit

S E a(æ"+y*) + czî+ dt"—’ =o,
ZE æ2+y'—’ + s‘-’+ t"—=o,

S’E (x‘-’+yÊ) + + %:o.
1 Z

a C

La transformation homographique

(æ,y,z, t;Xcoscx—Ysina, Xsina+Ycosa, Z, T)

fournit oo‘ nouveaux tétraèdres conjugués communs à S, S’, 2 sans
changer ces quadriques ni l’ensemble des tétraèdres d’arêtes tangentes
à S, S’, E.

Les circonstances sont bien différentes avec l’hypothèse c + d = o,
ab ——- 02: 0. Nous avons alors

S Eax2+by2+ c(z‘-’——t")=o,
æ- _y- 1S’E —— — — z"—t" :o
et

+ b +(:( ) ’

Î-«Eæ‘l+_yï+:’—+—t2 =o, 
(‘) Dans cette relation chaque radical \/Î,— est pris avec la même détermination

dans les produits où il figure, de sorte que l’on doit, pour avoir une relation
rationnelle, prendre le produit de 8 facteurs irrationnels, obtenus en changeant
le signe des termes VÎ., \/)Î, \/)î de toutes les façons possibles. Il ne faut pas
confondre cette relation avec 2 V‘Ï_,—Î,: 0 qui ferait intervenir 32 facteurs et qui,
rendue rationnelle serait décomposable en plusieurs rationnels, dont l’un corres-
pond à E\/Î,y’Î,—=0.
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Cette fois la transformation homographïgue
(x,y,z,t;X,Y,ZCha+TSha,s{ZSha+TCha}) (s=i1)

ne change ni S ni S’ , mais donne successivement oo1 quadriques Z, de
sorte que nous obtenons oo ? tétraèdres d’arêtes tangentes à S et S' ,
répartis en ou1 séries, les tétraèdresd’une même série étant conjuguéspar
rapport à l’une des quadriques E. Les sommets de ces tétraèdres sont
répartis sur l’une ou l’autre des deux surfaces engendrées par les
biquadratiques I‘, , I‘2 indiquées plus haut, au cours de cette transfor—
mation homographique continue. En changeant de notations (ce qui
revient à remplacer t par it, et supposera: = 1) nous pouvons ramener
S et S’ à être de révolution autour du même axe, 2 étant à points
réels et la transformation homographique devient une révolution.

Le cas particulier a + b = o, c + {!= 0 a donné
S ; .1:“—y2—— i(:‘-’ — t’) = 0,

SE .1'2—y‘3— i(z’—— t”)=o,
2=æ‘£+f+ü+fl =o.

Dans ce cas la transformationhomagraphz‘que à deuxparamètres
(æ,y, z, :; XCha+YSha,s{XSha+YCha}ZChfi—+—TShfi,n{ZChS+TChÇ})

avec a =i 1, ‘q = i“ 1 nous donne 00 3 tétraèdres d’arétes tangentes à S
et S' répartisen ce 2 séries, les tétraèa‘resd’une même série étantconjugués
par rapport à une même quadrique. Il y & possibilité de faire venir un
sommet en un point arbitraire de l’espace; mais quelle que soit la
façon de choisir les variables, on n’obtient jamais de tétraèdres réels.
Avec la substitution déjà employée

:=Ç+i9, vt=Ç——i0,
on a

SEæ"——)”—4ÇÛ, S’EJ"+_yŸ+4ÇÔ, EEJ'È+yQ+2(ÇQ—ÛQ),

et l’on a trois quadriques réelles, puis une transformation homo-
graphique réelle

(:::, y, ;, @; xcn… +YSha, XSlna+YCha, BÇZ, %).

Nous n'avons pas épuisé tous les cas spéciaux. Etant données deux
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quadriques S, S' rapportées à un tétraèdreconjugué commun d’équa—
tions
(S) aæ2+by2+cz2+dtîzo,
(S')

2 y2 + 52 + t‘!+ b’ c’ d’
& =D;&l

elles sont réciproques vis—à-vis de l’une des huit quadriques
(Z) Ax’+By‘-’+CJ—’+Dfl=o,

définies par les relations

A‘“): E,, B2=Ë £
_

d.
a

ce qui, en général, n’est possible qu’avec l’une des huit quadriques 2,
quand on a la relation2 Jà?JË= 0 (il suffit de raisonnersur la rela—
' ' ' b -) ‘) _tion equ1valente 2

1%]?
= 0, car on & aa’= A-a“, i Jaa"=Aa’= ÏÎ)

On voit aisément que si nous supposonsb+c+ (!= o, bc+cd+db=o,
la quadrique S peut être associée à l’une des deux quadriques
(É) im‘l+y‘-’+z=+zî=o,
et que l’on obtient comme réciproque toujours la même quadrique

l\'lL
b

l‘.‘a(S’) + + +
sl*ä° (\ mm

II 0

On a, en efl‘et, pris A :$ 1, B = C: D: 1 et les deux relations
'

ia(b+c+d)+'bc+cd+db=o
sont réalisées ensemble; cette fois les deux quadrique: S, S’ admettent
deuæ séries «D‘ de tétraèdres dont les arêtes leur sont tangentes. Pour la
premiere série on a

E=œ*+f+z’+ P,
T’E b(c+ d+ a)y*+ c(d+ a+b):’+d(a+ & +c) t’=o.
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La quadrique T’ est un cône. Pour la seconde série on a

2=—xï+y2+z2+tî,
T’Eb(C+d—a)yî+c(d—a+b)ü+d(—a+b+c)t!.

Dans chaque série, les tétraèdres sont conjugués par rapport à la
quadrique 2 correspondante. Ici les trois quantités b, c, ci sont racines
d’une équation de la forme u3 = oc ; si a est réel, le nombre best réel,
c et (I sont imaginaires conjuguées de sorte qu’en écrivant z = C +i6_t= Z—i6, on fait disparaître les imaginaires de toutes les équations
S, S’, E, T’ .

De même, quand nous prenons a + b = o, a2=cd nous pouvons
prendre pour 2 soit æ‘-’ +y’+z2+ t'—’ = 0, soit —x’—y2+z2+t‘-‘ =o.
Nous avons alors la première combinaison
(S) a(æ‘-’——yfi+cz’+dfi=o,
(Z) a"£+_y2 + z‘* + t‘2 :o,

l 1_ -z_ ‘: ‘Î É—(S) a(1 y)+c+d—o,
T’E(c+d—a)æ’—(a+c—d)y"+a(z*+fi)=o,

puis la seconde combinaison
(S) a(æ2—yî)+cz2+dfi=o,
(Z) —æ’—y’ + z2 + tf =o,

, 3 2_ .., ï _î_(S) a(æ y>+c+d_o,
T’=+ (a+c+d)æÊ—(c+d—a)yî+ a(z2+ t‘-’)= o,

et chacune donne encore une série oo‘ de tétraèdres.
D’ailleurs on passe de la première combinaison à la seconde en

changeant 352 en (—y”) et y” en (i— ce”), ce qui revient à faire une
transformation homographique simple, mais on remarque que la
transformation homographiquedéjà employéequi consiste à remplacer
a:, y par X Ch oc + Y Sh a, e(X Sh ou + Y Ch a) donne ce résultat en

prenant Ch 0: = o, Sh a =ii, ce qui donne e°‘=ii, a=i 72—r, de

sorte que nous pouvons négliger ce dernier résultat.

“. EXAMEN DES CAS SPÉCIAUX. — Dans ce qui précède nous avons
admis que S et 2 (ou S et S’) admettent un tétraèdre conjugué non
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dégénéré [pour être plus précis, au moins un tel tétraèdre]. Cette
conclusion est en défaut : 1° si S et 2 sont tangentesen un point et un
seul; 2° si S et 2 se coupentsuivant une cubique gauche et une généra-
trice; 3° si S et 2 se coupent suivant une conique et deux génératrices;
méme: remarques si S et S’ ofl’rent une de ces configurations;

Or pour le problème relatif à S et 2, nous avons obtenu la condition
nécessaire et suffisante Zik—À,- : cette condition, que l’on pourraitformer
sans particulariser le système de référence, subsiste même dans les cas
particuliers que nous avons indiqués; le lieu des sommetsdes tétraèdres
peut subir certaines altérations : points doubles, ou décomposition…
Même remarque pour le problème relatif à S et S’ et la rela—
tion 2 JE \/Î}: 0.

Ily a aussi à considérer le cas 012 S se réduit à un cône : il n’y a pas
lieu de traiter le cas où 2 dégénère. Dans ce cas, les raisonnements et
calculs effectués subsistent tant qu’il n’y a pas lieu de faire intervenir
les équations tangentielles de S, qui sont au nombre de deux, et non
plus d’une seule; de la sorte certains résultats du cas général ne
peuvent plus être suivis par continuité : en prenant
(S) by’+cz*+dfi=o,
(Z) æ2+y2+zî+tî=o,
on obtient pour S’

I€

(S’) æ=o, - + +
e—l‘<_

Il ?
N°.:Qll1

Si donc on fait tendre a vers zéro, ou a bien le droit de conclure à
la condition, nécessaire et suffisante, bc + cd + db : 0, mais le lieu I‘
va être modifié complètement, parce que l’équation W = 0 n’a plus
lieu d’être envisagée. En effet, la méthode générale conduit encore
pour le lieu des points A,, tels que le cône C de sommet A. circons-
crit à S (dégénéré en deux plans), soit harmoniquement circonscrit
au cône de même sommet circonscrit à Z, à l’équation

T'E b(c+d)y’+c(b+d)Æ+d(b+c)t‘=œ
De même la condition pour que le plan polaire de A. par rapport

à 2 coupe S suivant une conique harmoniquement inscrite dans la



324 BERTRAND GAMBIER.

section de E est

T”=æ?(bc + cd+ db)+_y*cd+ ..‘-’bd + t‘-'bc= o,

et nous retrouvons la condition bc + cd+ db E 0 pour que ces deux
lieux coïncident. On a eu simplementà faire a = 0 dans les résultats
du cas général, parce que l’équation tangentielle de la quadrique S
n’a pas eu à intervenir. Mais ici, si nous cherchions à continuer
l’application du calcul général, pour obtenir la condition pour qu’un
plan coupe T’ suivant une conique circonscrite à oo' trianglescircons-
crits à la section de S, il faudrait considérer les quadriques du
faisceau T’+ XS = 0, qui sont toutes des cônes, et au lieu de prendre
leurs équations tangentielles écrire qu’ellesse décomposent : le résultat
est donc tout à fait modifié. Ici, on constate même que la conditionest
satisfaite identiquement pour un plan quelconque; cela tient à ce que
T’ et S sont deux cônes de même sommet, T’ étant capable de œ‘ angles
trièdres à faces tangentes à S; en raisonnant en effet sur les sections
de T’, E, S par le plan x=o, la base de T’ est harmoniquement
circonscrite à la section de Z, laquelle est elle—même harmoniquement
circonscrite à la section de S : en écrivant l’équation de T’ sous la
forme Î +

Î— + ; = 0, on voit bien que les bases de T’ et S sont

réciproques vis—à-vis de la section de Z, de sorte que tous les triangles
inscrits dans T’, conjugué à 2, ont leurs côtés tangents à la base de S.

Cela posé, pour tout point A, de T’, la fin du raisonnement se
poursuitsans modification, et l’on trouve un unique triangle A, , A,, A.
dans le plan polaire de A| vis-à-vis de E. Les tétraèdres obtenus ont
leurs arêtes sécantes à la conique S’. Synthétiquement, on peut
énoncer les résultats ainsi :

Le cône S est simplement assujetti à être harmoniquement inscrit dans
le cône de même sommet circonscrit à Z; la conique S’ réciproquede S
vis—à-vis de Z est base du cône T’.

Si l’on fait une homologie quelconque dont le pôle est le sommet
commun de S et T’ , dont le plan directeur est le plan polaire de ce
sommet par rapport à X, les cônes S, T’ et la conique S’ restent inva-
riables, de sorte que S et la conique S’ admettent œ “ tétraèdres dont les
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arêtes sont tangentes à S, sécantes à S' , les sommets étant sur T’; la
quadrique 2 donne naissance à un faisceau de quadriques se raccordant
suivant la même conique.

Pour qu’un cône S et une comque S’ donnent cette propriété, llfautet
il suffit que la conique S’ sozt capable dune infinité de trianglescircons-
crits à la section de S par son plan. A. étant un point de T’, la perspec-
tive de A. sur S’ à partir du sommet de S est un point ou, on construit
le triangle «By inscrit dans S’, circonscrit à la section de S; p, 7 sont
deux sommets A,, A,, des tétraèdres, A2 est un point quelconque de
la génératrice passant en A4 sur le cône T’.

Nous pouvons de même examiner le cas de deux cônes S, S' devant
admettre des tétraèdres dont les arêtes leur sont tangentes. L’équation
en 1 relative au faisceau S+lS’=o (S et S’ n’ont pas le même
sommet) a deux racines particulières connues, l’une 7k. nulle, l’autre
infinie L:, quand, dans le cas général )…, devient infini dans la relation
2 JÎ, \/Î,—= o, celle—ci devient \/Î, + \/Î2 + JT,: 0; ici 1. devenant
nul, il reste )…_.=7&,, ce qui peut avoir lieu dans deux cas : ou bien S
et S’ se touchent en un point, ou bien l’intersection de S et S’ se
décompose en deux coniques, de sorte que, dans ce dernier cas, les
quadriques du faisceau ont un tétraèdre conjugué commun. Il est
facile de se rendre compte de cette décomposition du problème; car
l’équation générale desquadriques tangentes aux arêtesd’un tétraèdre,
adopté comme tétraèdre de référence est (e,—= | ou — 1)

A“-'æ‘-’+A"{y‘-‘+ A”2:2+ A'”t'—’+ 25,AA’xy + 25,AA’æz
+ 25,AA”’æt+ 25,A'A”y: +285A’A’”yt + 28,A”A”zt=o.

En changeant éventuellementde signe A', A”, A’” on peut supposer
&. = e,: 83 = — 1; cela posé, si les trois quantités e., e,, s., sont
égales‘a + 1, on a un plan double d’équation

(— Aæ+ A’y +—A”z + A'”t)2=o;
si deux de ces quantités, &, et e, par exemple, valent(+ 1) et si l’autre
&. vaut (—1)onauncône(—Ax+A’y+A”z+A”’tÿ—4A”A”’zt=o,
dont le sommet est sur l’arête : = t: 0; si a, et €, valent (— I),
e,, valant (+ 1), on a encore le cône

(Aæ _ A’y _ A"; + A’”t)*— 4AMæt: o
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 42
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début le sommet est sur l’arête a:: t: 0; si a, = e,: e,,=— 1, on a
une quadrique véritable, sauf si l’un des nombres A, A’, A”, A’” est
nul, auquel cas on a un cône dont le sommet est confondu avec un
sommet du tétraèdre.

Donc si deux cônes sont tangents aux arêtes d’un même trièdre, ils
peuvent avoir leurs sommets sur la même arête et alors ils sont mani-
festement tangents aux deux faces qui contiennent cette arête, ou bien
ils ont leurs sommets chacun sur deux arêtes distinctes A,A,,
A| A3 : mais alors la face A, A,A3 leur est tangente à chacun suivant
une génératriceet leur intersection présente un point double. La cons-
truction synthétique des tétraèdres d’arêtes tangentes est immédiate
dans le premier cas : appelons P, Q les deux plans tangents communs
menés aux cônes S et S’ par la ligne de leurs sommets : nous prenons A,
et A2 arbitraires sur cette ligne; la droite A,A,, est une tangente
quelconque commune aux deux cônes, limitée aux points où elle
coupe P et Q; on trouve ainsi ce “ tétraèdres.

Dans le second cas, une face du tétraèdre, A.A,A3 par exemple,
est dans le plan P tangent commun aux deux cônes menés par la
ligne de leurs sommets; coupons les deux cônes par un plan quel-
conque Q; la droite A,,A3 peut être prise coïncidant avec la droite
d’intersection de P et Q ; nous prenonsdeux quelconquesdes tangentes
communes [autres que la droite P, Q] aux sections de S et S’ par Q;
ces deux tangentes forment avec (P, Q) un triangle A,A,A,, les
sommets A2 et A3 étant sur (P, Q); peu importe d’ailleurs comment
on choisit celui des deux points que l’on appelle A2 ou A,; les
droites SA.] et S'A3 se coupent en A.. On a ainsi ce3 tétraèdres : la
position du plan Q détermine A. dans le plan lieu de A,; le choix
de A. dans ce plan est arbitraire (2 paramètres); on doit alors
prendre A. arbitrairement (I paramètre) sur la droite commune au
plan, autre que SA.S’, mené par A, S’ tangentiellement à S’; on
mène alors dans le plan SA,A. la droite A,.A2 tangente àla section
de S’ par ce plan; on obtient ensuite A,.A3 par le procédé analogue.

Inutile de parler du problème corrélatif : tétraèdre dont les arêtes
rencontrent deux coniques qui ont soit un point commun, soit deux
points communs.


