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Tétraédres conjugués par rapport a une quadrique et dont
les arétes touchent une autre quadrique. Tétraédres dont
les arétes touchent deux quadriques ;

Par Bertrano GAMBIER.

1. InTropuction. — Le premier des deux problémes annoncés par le
titre a é1é traité par H. Vogt (Annales de I’Ecole Normale supérieure,
3¢ série, XII, 1893, p. 363-389). Jusqu’alors les diverses méthodes pro-
posées pour établir que la condition nécessaire (EA\;A;=o0 que l'on
trouvera plus loin) se trouve étre en méme temps suffisante étaient
trés critiquables; Vogt a donné le premier cette démonstration; je me
suis apercu que les calculs donnés a cet effet par Vogt peuvent étre
remplacés par une démonstration géométrique, basée sur 1'étude
du systéme remarquable de trois coniques s, s,, s, d'un méme plan
admettant un triangle inscrit dans s, circonscrit a s,, conjugué a s,. J'ai
cru que le meilleur hommage a rendre au Mémoire élégant et puissant
de Vogt était de fournir cette nouvelle méthode, reproduisant rapi-
dement, avec les notations de Vogt, les premiers calculs servant a
obtenir cette condition nécessaire. Aprés avoir démontré que cette
condition est suffisante, je reproduis & quelques modifications prés,
la méthode dont Vogt se sert pour étudier la courbe gauche de
degré 8, lieu des sommets des tétraédres. Cela me permet de signaler
les cas de dégénérescence, fort curieux, mais négligés par Vogt, ou
cette courbe se décompose, en particulier le cas ou elle dégénére
en 8 droites. Et alors cette élude montre clairement que le second
probléme : tétraédres dont les arétes touchent simultanément deux
quadriques est, en réalité, identique (en général) au précédent,
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tandis que pour les cas de dégénérescence que j'ai indiqués pour le
premier probléme, il s’en éloigne beaucoup; ces progrés, dans la
question, n’ont pu étre réalisés que grice aux résultats obtenus
par Vogt, & la mémoire duquel je dédie ce travail en hommage.

2. ETUDE DU SYSTEME 5, 5, 5,. — Je pose(t=o0,1,2;j#41,j=0,1, 2)
si=Ax*+ Ay + Al s+ 2Bys + 2B 52 + 2B 2y,
a;= A, A — B}, di=AlA,— B, al=AA; — B?,
b—B;B/—AB, 0;=B!B,—A;B;., bl=BB,—AlB,
0, = A+ a; A+ a; Aj+26,B;+ 20, B; + 25} B};

A, B! B
A,': B:’ AI, B,’ .
B! B, A!

I.’équation en A, exprimant que la conique s,+ As,= o se décom-
pose en deux droites est

A+ A0+ 220+ NA,—o.

Il existe o' triangles t inscrits dans s, circonscrits a s,, st l'on
a 0], —40,,A,=o; les racines de I’équation en A relative au fais-
ceau s + As, = o vérifient la relation

(M 2+ 1) — 4(Ah+ LA+ M Ay) =o.

De la sorte, au cas ou s dégénére en deux droites (A,=o0), on
a A, —A,=o0, ce qui entraine que 'une des deux droites est tangente
a s, (corrélativement, si s, dégénére en deux points, I'un est sur s; il
faudrait alors partir directement des équations tangentielles).

Il existe o' triangles t inscrits dans s, conjugués a s,, sil’on a ©,,=o0
(ou A+ A,+A,=o0 pour l'équation en A relative au faisceau
s+ As,=o0). Si s dégénére en deux droites, elles sont conjuguées par
rapport a s,; la relation exprime d’ailleurs aussi qu’il y a o' triangles
circonscrits & s,, conjugués a s, de sorte que si s, dégénére en deux
points, ces deux points sont conjugués par rapport a s.

Ilexisteoo! triangles circonscrits & 5,, conjugués as,,sil’ona®,,=o.

Cela posé, donnons-nous un triangle ¢, une conique s circonscrite,
une conique s, inscrite, une conique s, conjuguée : nous avons ainsi
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disposé de 6+ 2+ 2+ 2 ou 12 paramétres manifestement indé-
pendants et irréductibles pour ce systéme (¢, s, s,, ;). Prenons un
point A arbitraire sur s et menons de A les tangentes a s, qui
recoupent s en B et C: la droite BC a ses coefficients exprimés ration-
nellement au moyen du paramétre unicursal A qui fixe A sur s; elle
est tangente as,, quel que soit A, et est la polaire de A relativement a
une conique fixe nouvelle s,, conjuguée par rapport d tout triangle ABC,
donc a t. On peut donc, si 'on préfére, partir de ¢, s, 5,, ce qui
définit s,, parfaitement, comme réciproque de s vis-a-vis de s,; le
systéme ¢, s, 5,, s, dépend ainsi de 6 + 2 + 2 ou 10 paramétres; si s,
coincide avec s,, le systeme (s, s,, 5,) admet ' triangles t de Uespéce
indiguée, inscrits dans s, circonscrits 4 s,, conjugués a s,; donc,
puisque (t, s, s,, s,) dépend de 10 paramétres, le systéeme (s, s,, s,) ne
dépend que de neuf paramétres. Ecartons ce cas et choisissons, quand
on a fixé (¢, s, 5,, 5,) la conique s, distincte de s,, de sorte
que (2, 5, 5,, ;) dépend effectivement de 12 paramétres; si s, et s,
ont quatre points distincts, elles ont un seul triangle conjugué commun,
a savoir t, de sorte que (s, s,, 5,) ne peuvent admettre un autre triangle t'
de Uespéce indiquce, distinct de t; nous avons donc démontré que le
systéme (s, s,, 5;), obtenu en effacant ¢ dans (¢, s, s, 5,) dépend lui
aussi de 12 paramétres et n’admet que le triangle ¢ unique. On
voit aisément que la conique s,, tout en étant distincte de s,
peut lui étre bitangente, aux points 3, y ou s, coupe l'un des
cotés de ¢, a savoir le coté BC, mais alors bien que s, et s,
aient une infinité de triangles conjugués communs, ayantlesommet A
fixe et les sommets B’, C' variables sur la droite §3, v, il n’y a parmi
les o' triangles AB'C’ que le triangle ABC qui soit inscrit dans s :
ici encore on a donc un unique triangle, et la configuration obtenue
est comprise dans la famille 4 12 paramétres (on a dua ajouter
une condition complémentaire). .
Or les trois équations

9?0_4901A1:0) Q:0=—0, 8,—=o0

réduisent le nombre de paramétres entrant |dans les équations

de s, 5., s, & 12 : Uensemble des résultats indiqués montie que cet

ensemble de conditions est nécessaire et suffisant pour obtenir un
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 38
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triangle t (en général unique) inscrit dans s, circonscrit a s,, conjugué
a s,. Grace 4 0], — 40,,A,=o0, on peut partir d’'un point A quel-
conque de s, obtenir la droite BC indiquée plus haut, donc s, ration-
nellement (') (au moyen des coefficients de s et s,) : le triangle ¢ est le
triangle conjugué commun i s, et s,.

J'indique un cas curieux de dégénérescence qui conduit i un
triangle ¢ dont les trois c6tés sont nuls, les trois sommets étant con-
fondus : s réduite a deux droites, D, et D,, et les deux coniques s,, s,
tangentes & D, au point (D,, D,) : 'ensemble des conditions déja
imposées n’a besoin que d’étre complété par la relation ©,,=o0
pour s, et s..

3. ProsuiME PRELIMINAIRE. — Soient deux quadriques Q, Q, rappor-
tées a leur tétraédre conjugué commun :

(Q) Ari+ By? + Cs2 + D¢ —=o,
(Qv) A2+ B, yr+ C s2+ D, e2=o.
Nous avons besoin de l'équation en . relative au faisceau de

coniques, sections par le plan (u, ¢, w, &) des quadriques du faisceau
Q + 7.Q,=oj elle est manifestement donnée par I'équation '

u? N p? + W + h? —0
A+ 2A, B+ 1B, C+2C, D+31D, —

ou
" 2 W h? .
( A -+ B + = + lT)AB(‘D
C, D, v /A C, D, .
**+*ﬁ>+§(x+—c——i‘]j> +...| ABCD 2

B
wf/ B D ’ N
A—,(B“ o E)+...]A1B,C, D,

©® p? w2 h? P
. (A_‘ TR E) A,B,C,D, ) =o.

En particulier, la condition pour que le plan (u, ¢, &, &) donne
' triangles inscrits dans la section de QQ et conjugués a la section

(*) 1l existe quatre coniques S telles que par polarité relative a S la conique s
s’échange avec s, : ici 'équation de degré 4 dont dépend la recherche de S a une
racine qui s'obtient rationnellement et conduit a 5.
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de Q| est
B ug B (l D)
Ai Bl Cl Di e

Les raisonnements corrélatifs fournissent la condition pour que le

point (z, y, 5, t) donne un cdne circonscrit & Q, capable d'une
infinité de triédres conjugués au cone circonscrit a Q,

Ax? ,E+£+2)+ —o0
(B’ Ctp)te=o
A. Recuercie pEs TETRAEDRES. — Nous avons deux quadriques
d’équations
(%) Z A Y -5l =0,
(S) ax*+ by*+ c3*+dt*—=o

(cela écarte le cas de deux quadriques ayant en commun une cubique
gauche, ou encore dont I'intersection est formée d'une conique et de
deux droites). Nous cherchons s'il existe un tétraédrez, A,A,AA,,
conjugué a X, d’arétes tangentes a S; par polarité relative a X,
S devient

: L
(8" a+b+c+

a 2

7=9

et I'aréte A, A, devient A; A, tangente & S’ et aussi & S par hypothése.
Le cone C de sommet A, circonscrit 4 S, est harmoniquement cir-
conscrit au cone de méme sommet circonscrit a X; d’aprés le calcul

précédent, on a donc un premier lien de A,

T'=ax*(b+c+d)+ by*(a+c+d)+cs2(a+b+d)+de*(a+ b+ c)=o.

En remplacant S par S’ nous avons une équation nouvelle T = o

vérifiée par A,
T'=(be+cd+db)x*+...=o.

Si nous posons
A'=ubcd, O—=au+b+c+d,

Y —ub+ac+ad—+ bc+cd+ db, O’ = becd + ¢ da+ dab + abe,

nous avons l'identité
Ty T' =03,

de sorte que A, ne devant pas étre constamment sur X, nous avons
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une condition rnécessaire
® —=o.

Cette condition entraine que T’ (coincidant avec T") est harmoni-
quement circonscrite a X : de la sorte le plan polaire a, de A, vis-a-vis
de X coupe T' suivant une conique harmoniquement circonscrite a la sec-
tion de X; on constate aussi que le plan polaire de A , coupe S suivant une
conique harmoniquement inscrite & la section de X, toujours comme
conséquence de ® =o et T’=o. Il reste donc une seule condition a
écrire, a savoir que le plan «, coupe T’ suivant une conique circons-
crite & o' triangles circonscrits & la section de S; nous appliquons
le calcul indiqué pour obtenir I'équation en A relative aux sections
par a, des quadriques T'+ AS = o; nous obtenons

[‘?—-(3(14-2[)—}—2(:—!—2d)+...]—abcd—4<‘l_.- L‘—F:‘—ﬂ——
a a b c
x{bcd[(a—l—b+d)(a+b+c)
+(a+b+c)(a+c+d)+(a+c—+—d)(a+b+d)].1r‘-’+...}=o.

Nous remarquons que

(a+b+d)(a+b+c)
=a’+(2b+c+d)a+ b+ bec+cd+ db=a*>+ ab + b?

en tenant compte de & = o; puis, toujours a cause de ® = o,
(a+b+cH+dlP=a'+ b+ c*+ d&,
(@®+ ab + b*) + (a*+ ac + ¢*) + (a*+ ad + d*)
=2a*+(a+b+c+d)+ b+ ac+ ad
=a+ala+b+c+d)y+(a+b+c+d).

L’équation peut donc s’écrire, en divisant par abcd,
[x=+y‘-’+;-'+ t4a(@—+b+c—+d) ( + — = + d)]

—I.[ Z-+ +fi] [(x2+f+:2+t-)(a+b+c+d)

+(a+b-tc+d)‘l( + })

;: t*l

+ (az*+ by-+ ¢zt + dt!)]z
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ce qui se réduit finalement a

W = (2°+ )+ 52+ £*)?
Chaque sommet A,, A,, A,, A, doit donc se trouver sur la courbe
gauche T de degré 8 définie par la quadrique T' et la surface W.

La question n'est pas terminée : nous avons pris un sommet A,
sur I' : comment avoir les autres? Sil'on appelle (z,, y,, 3., t,) les
coordonnées de A,, son plan polaire a,, z,z+y,y + 3,35+ tt=0
coupe T’, S, X suivant 3 coniques formant la configuration étudiée
au n°* 2. La conique (S, «,) admet pour réciproque vis-a-vis de X,
le cone (', A,) ou (¥, de sorte que, vis-d-vis de la section (X, a,), la
conique (S, a,) admet pour polaire réciproque la conique (C', a,) qui
est distincte de ('T', a,); done les trois coniques (T', a,), (S, a,), (Z, ;)
admettent un triangle et un seul A, A; A, inscrit dans la premiére, cir-
conserit a la seconde, conjugué a la troisiéeme; A,, pdle de A A, par
rapport a (X, «,) est donc sur la conique ((’, a,) en méme temps que
sur (T’ a,); nous allons montrer qu’il est aussi sur la section (C, a,) du
cone (S, A,) ou C parle plan «,. Admettons ce résultat : le tétraédre
AA,A A, est conjugué par rapport a X; lesarétes A, A,, A, A;, A A,
sont tangentes a S et S, de sorte que leurs conjuguées A;A,, A,A,,
A, A, sont tangentes 4 S’ et S. Le probléme est donc résolu; nous
avons ' tétraédres, chaque point de I étant sommet d’un seul tétraédre,
( pourvu que ® soit nul, condition nécessaire et suffisante).

Il reste & justifier du résultat réservé; C” étant le cone de
sommet A,, dont la base est la conique (T', ,), les trois cones C, C/,
C" appartiennent ¢ un méme faisceau linéaire, pourva que A, appar-
tiecnne a T’ {sans qu'il soit nécessaire de mettre en outre A, sur I'); je
reprends le calcul de Vogt : on a-

C=(uS,—a*x})a*+...—2abx,y,xy...,
Slq 'l'? N EARL
C’E(—d-a—2>x-+...—2—ﬁx)...,

C=la(b+c+d)2 —2ab+c+d)z}]z*+...
—2[a(b+c+d)+bla+c+d)|zyzy....
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On vérifie aisément, tenant compte de ® =T, = o, la relation

C—abedC — C"=o.

8. Resuctats coMPLEMENTAIRES. — En principe, la question est résolue,
en esquivant les calculs de Vogt. Signalons néanmoins divers résultats
de Vogt, en suivant une méthode légérement différente.

A, est choisi arbitrairement surI'; les points A,, A;, A, s’obtiennent
en cherchant les points communs aux surfaces

(1) C=o, C'=o, P=xrar+ry,y+s55+Ht=o, T =o,
(2) W —=o.

Les quatre équations de la premiére ligne se réduisent & trois dis-
tinctes, mais elles ont I'inconvénient de donner un quatriéme point
parasite; I'équation W =o0 est nécessaire pour un sommet quel-
conque : elle permet donc de ne conserver que les trois points A,,
A, A,. Vogt indique que I'on peut remplacer la surface W, de degré 4,
par une quadrique. En effet, nous avons

‘ C= S§,—Q* =o, Q=aryr+by,y +cz,5+dt,t,

! Q! 79 ,_.Z'Jf 2.5 t.t
@) o=ss-Qrme QufT e BB

'\W:—: 32— 48§ =o, 2??—45,5’,:0.

On en déduit
3232 —16(SS,)(S'S,) =16Q:Q",

et par conséquent

(4) 22,=4¢QQ"  (e=+10u —1).
Réciproquement, soit un point vérifiant les équations

(5) C=o, C'=o, 322=4eQQ".

On a alors

0=3232 16Q2Q2= 3232 — 16(SS') (S,S,) = 22(3*— 4S8"),
et de la sorte, s1 A, n'est pas un point commun 4'et X, on a

32~ 4SS —o;
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le systéme (3) peut donc étre remplacé par le systéme (5), ce qui
revient & remplacer W par la quadrique W/=2Z, —4QQ'=o0 ou
par la quadrique W,=2ZX + 4QQ'=o0. La quadrique W’ con-
tient A,, car la substitution de z,, y,, 5,, ¢, 4 @, y, 3, t dans W’
donne X} — 4S,S,=o0; d’autre part il suffit de faire une expérience
pour reconnaitre si les points A,, A;, A, sont sur W’ ou W/; pour
cela, utilisons le cas, que Vogt a négligé, des quadriques X, S ayant
une conique de raccord; un tétraédre régulier A,B,C,D, étant
construit, le centre de gravité O est centre d’une sphére S tangente

. A . iOA . ’
aux six arétes et le centre d’une sphére X de rayon —\/—g—' conjuguée
au tétraédre; un déplacement arbitraire, autour de O, du tétraédre
donne ici oc® tétraédres, et non seulement oo '. Par une transforma-

tion homographique, ce cas spécial revient a supposer

=04y + 3241 S=S=a"+1"+32—¢, T=a'+y'+52—3¢%
W= (r+"+ 32+ 2 — (2 + 32+ 32— 22 =—T' (322 + 3y>+ 352 — ).

L’équation W = o disparait ici comme conséquence de T'=o.
On a ici, pour déterminer A,,

(6) SS, —Q2=o, X —a2S=o. I, —28,=o;

ces équations entrainent XX, = 4SS, = 4()*; or I’équation W'=o se
réduit ici & ZX, — 4Q?=o : c'est donc la quadrique W' = o qu’il faut
conserver.

Nous avons donc, pour déterminer A,, A;, A, & résoudre le sys-
téme surabondant

(E) SS,—Q*=o0, &8 —Q*=o0, P=o, 323,—4QQ=o,
ot I'on doit tenir compte des équations
(E") \T":o. wE’;’—AS,S',:O.
Les équations (E) représentent dans le plan P = o trois coniques qui
ont trots points communs a elles trois; leur jacobienne se réduit aux

cdtés du triangle de ces trois points; elle est évidemment la section, par
le plan P, de la surface lieu du point dont les plans polaires par rap-
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port &4 C, €/, W concourent en un point de P; I’équation de cette
surface est

x

axS,— ax,Q ES’,— %Q’ 2 —2ax,Q — 2%

a

5]

1

bySi— by Q TS —TQ y2—20y,Q - 2Q
(7)
z U

=o.
. z , 23
38— ¢5,Q Ese_ﬁQ, 52|~2051Q_71Q 51
dtS,— dt, Q ﬁS’——‘-‘-Q' tz—gd[Q’_g_t'Q ¢
1 ! d=t d 1 1 d 1
Les variables
P=az,+..., Q=azxx,+..., Q’E%’--{-..., R=alb+c+d)xx,+...

s'imposent évidemment ; les plans obtenus en égalant a zéro P ou Q,
ou ', ou R forment bien un tétraédre, car le déterminant

Z4
(8) l z ar, — a(b+c+d)x |

est identique

I
xiyis,t,ll a a(b+c-+d)|-

En multipliant la seconde colonne de ce nouveau déterminant
par (a + b+ c + d) et la retranchant de la derniére on obtient
— a?

2y Y15 t,‘ 1 a 3

a

qui n’est pas nul, si les quantités a, b, c, d sont toutes distinctes. Multi-
plions donc les déterminants (7) et (8) colonnes par colonnes; nous
aurons des calculs tels que les suivants :

az?+...=(a+b+c+d)[axi+...] —[a(b+c+d)zl+...]
=0Ss,,
a*(b+c+dyx}+.,..=—[a(bc+cd+da)z}+...

=[bedzi+...] — O [zi+...]
=A'S,— 03,
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Le produit s’écrit donc

o o 2,P—28,Q'—25,0 2,
SR S,P—3%Q —3%Q—205,Q S,

W fsroxe IR _xo-a3sq s |7
H K L 0

ou I'on a posé pour abréger I’écriture
@=a+b+c+d, 0’'=bed + cda + dab +- abe, A —abcd,
(10) H=—0'(5P —2,Q)+A'(5,Q —S5,Q),
K=6(S,P—30Q)+S,Q'—S,0Q,
L=2R+202Q—24'S,Q —20%,0Q +25,Q.

Dans le déterminant (9) nous multiplions la seconde ligne
par 4S’, et en retranchons le produit par X, de la premiére; de méme
la troisiéme est multipliée par 4S, et nous en retranchons le produit
de la premiére par Z,; il reste donc I'équation (ou I'on fait P =o)
jointeaP=o
— 3R — 48, — 2(03,—S,)Q'— 28, Q
—4A’S,Q 3R —2(0'3,— A'S|)Q —2A'S,Q' | =o.

®2—A'S))Q+A'S,Q) — (0%, —8)Q'—8,Q Z R+2(0'2,—A'S))Q"—2(82,—S,))Q

Cette derniére équation se réduit a trois facteurs linéaires en Q,
Q’, R dont chacun a la forme

(12) S, R—218,Q+2p4'S,Q,

ou A, w sont des constantes; si donc on fait Q’=o0, on a

3R o —28,0Q
(13) 44'8,Q SR —2(0'3,—A'S)Q
(A'S, —0'3)Q —S,Q XR—2(0%—5,)Q
= (2,R—21,5,Q) (%R —21,5,Q) (3R — 22,8, Q).

Donc A, A,, A, sont les racines de I’équation de degré 3 obtenue en
remplacant au premier membre de (13) 'expression X, R par 2A S/,
et Q par 1, et égalant le résultat a zéro. On obtient ainsi
(14) 9(h) =S, — (B3, — S,))2— (8’3, — A’S| )4 -+ A’S, —o.

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 39
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On doit maintenant opérer de méme pour [, en annulant Q
dans (11) : on arrive & une équation de degré (3)en 1 dontles racines
doivent s’exprimer rationnellement en fonction de A, et, par suite,
puisqu’il s’agit d’équations de degré 3, sous forme homographique
en A; ici on a la bonne chance que I'équation en p. coincide avec
I’équation aux inverses de ’équation (14); on a ainsi décomposé le
déterminant (11) en le produit des trois facteurs

(15) 2,R——21,~S’|Q+2%S,Q’:o (i=2, 3, 4),

les A; étant racines de 1’équation (14); inutile de faire les calculs de
vérification pour les termes contenant en facteur Q et Q' simultané-
ment (Q?Q’ et QQ'); la vérification ne ferait que confirmer la
méthode qui a remplacé la surface W par la quadrique W’; en ajou-
tant un terme en P, 2P, au premier membre de (15) on a un nouveau
plan passant par la droite A;A,; on détermine % par la condition que
ce plan contienne A, et I'on a ainsi ’équation du plan A, A A,

)

(16) zE,R—A)\iS;Q+4¥Q’+Z,()\,~—%)P:o.

Je viens d’exposer cette détermination des points A,, A, A, parla
méthode de Vogt, en donnant les explications nécessaires pour com-
prendre les calculs. Je m’écarte maintenant de la méthode de Vogt.

La courbe I, lieu des points A, A,, A,, A, est de degré 8 et admet
le groupe constitué par les homologies involutives dont le pole est un
sommet du tétraédre de référence et dont le plan directeur est la face
opposée, puis, par les involutions biaxiales ayant pour axes deux
arétes opposées. On la transforme donc en une conique I

(ab+c+d)X+ble+d+a)Y+c(d+a+b)L+d(a+b—+c)T=o,

X Y Y/ T
U (XY +Z+Ty- 4(aX+bY+cZ+dT)(TL oy 3):0,
en effectuant la transformation
(18) 22=1X, =Y, 2=1Z, 2="T.

On obtient les coordonnées paramétriques de I'" (ou de I') en intro-
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duisant les génératrices rectilignes du cone représenté par la seconde
équation (17), ce qui revient a écrire pour z*, y*, 3*, t* trois équa-
tions linéaires

(19) E—i—ZApS':O, Z+ ‘T:o, T =o.

En résolvant, on a

(2= a(b—c)(c —d)(d—b)[p*a—2(be + cd + db)p — bed],
\y‘-’:— b(e —d)(d—a)(a— c)[p*b — 2(cd + da + ac)p — cda),

(20) ?:e: o(d— a)(a—b) (b —d)[g*c — 2(da+ ab + bd)p — dab],
£ =—d(a—b)(b— ¢)(c —a)[p*d — 2(ab + bc + ca)p — abe).

Les cas particuliers, qui se mettent en évidence dans ce calcul, sont
ceux ou plusieurs des quantités a, b, c, d deviennent égales, ou bien
encore ott l'un des trinomes en ¢ entrant dans z*, y*, 3* o t* est carré

parfait.

1° a=b, c et d étant différents et non égaux a a;le plan représenté
par la premiére équation (17) passe au sommet du cdne et donne deux
génératrices, de sorte que p n’est plus variable, mais a ’une ou I'autre
de deux valeurs constantes; ce cas sera étudié plus loin; I' se réduit a
deux coniques et quatre droites.

2° a=b, c=d, c#a. L'intersection de S et X se compose de
quatre droites; la courbe I' se réduit aussi & ces quatre droites
comptées chacune deux fois; si I'on prend un point A, arbitraire sur
I'une A de ces droites, chaque droite A A,, A, A,;, A A, doit étre
tangente a la fois 4 S et S’ et par suite se réduit 4 A; on n’obtient
donc rien d’intéressant; il est impossible ici que W comprenne T’
comme morceau de décomposition.

3> a=b=c>~d. Clest lecas signalé, ou d est égal 4 (—a)etoula
surface W contient T’ comme morceau de décomposition : on a
o® tétraédres.

4° La condition pour que x* devienne carré parfait s’écrit

(bc + c¢d + db)*+ abed = o,

ou encore
abed — a(b + ¢+ d) (bec + cd + db)=o.
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Sous cette forme, en supprimant le facteur a, on trouve
(b+c)(c+d)(d+b)=o,

de sorte que si 'on prend ¢+ d=o0, 2* et y* deviennent carrés
parfaits simultanément. Ce cas sera retrouvé plus bas par un autre
procédé; nous I’étudierons plus loin.

Nous bornant donc au cas général, sur la conique I" les points A,
A, A}, A/ sont tels qu’a un point p, correspondent trois points g;, la
relatlon entre p, et p; étant symétrique et du troisiéme degréen p,, ou
en p;; il est connu que, dans ce cas, les quatre p du groupe A, A, A’ A/,
sont fournis par une relation

(21) Ap*+ Bp*+ Cp>+ Dp + E + p(A,p*+ B,p*+ C,p°+ Dyp+ E ) =o,

ou A, B, ..., E, sontdes constantes et p.un paramétre arbitraire dont
la variation fournit tous les tétraédres. Pour chaque groupe A’ A,
A A’, on trouve huit tétraédres, A, A,, A; A, se correspondant deux a
deux dans les homographies et involutions déja signalées. On passe

de A| 4 A, en prenant arbitrairement pour chaque radical vX., VY,

VZ,, VT, I'une ou I'autre des deux déterminations; une fois ce choix
fait, nous allons voir que chaque point A,, A;, A, s’obtient d’une
fagon unique. D’abord I'équation (16), en remplagant 2S, par — p,

et 25/ par —2, peut s’écrire

(16%) 2R+27\,-% 2AplQ’ ( —%)P:o.

Le point A; est le pdle de ce plan, de sorte que I'on a

\ ——2a(b+c+d)—+—2al— Ap'_g_)\i_é,
£ ak; A
(22) « i ,
[5= S=ee p=ee (=230

Donc le point A, (&, y., 3., t,) étant déterminé, on résout 1'équa-
tion (14), qui d’ailleurs peut s’écrire

(14") B+p (20 +p, ) A2+ (20'p,+ A )2+ Alpi=o,

et donne X,, A;, A, : les formules (22) donnent A,, A,, A,; mais
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alors p; se calcule rationnellement au moyen de p, et de A;; Vogt
—_ ZS,‘

2

suggeére de calculer p; par la formule p,=
tions (22) qui donnent

» en utilisant les rela-

2= x4 (b+c+dy+...1+...,

Si=axi[ba*(b+c+dyP—+...|+....

Nous avons déja montré comment un tel calcul se fait et n'introduit
que les quantités S,, S|, I, : par exemple
@(b+c+d)y=—a(b+c+ d)(bc+ cd + db) =— (8 — a) (8’ — bed)
=— 00"+ a8’ 4+ bcd® — abed,
a'(b+c+d)lri+...—— 080’2, + 0S5, + A'S, —A'3,.

. A . .
Finalement, on trouve p;= —, mais on abrége beaucoup les calculs
1
en écrivant les relations

( 885, — Q?=o, Sllsll_Q’z.,zoy zizl_éQinizoy

(23) ’ E,’—l— 229152':0, Zl+2p815'|20,
3+ = Si=o, S +22 —o.
pi P

On en déduit
22 = 4?:‘?1 S;S; = L,lPiPx Q= AQ!Q::

(24) pipy— %

Or, d’aprés les formules (22)

; ’ ’
Qi=2a*(b+c+d)x}+ ?'P—)\‘a'-‘x';’— 2’; & .1-';'+<)\,»— %)am‘,—’+. v
1 i i
et, d’apres le calcul qui a été expliqué, on trouve
Q=24'S, — 20’3, + Mos,— 245 o (1, 4)s,.
i A VA
Un calcul analogue donne
22

. ’
Q=203 28,4+ 213, — Piers, +(x,._ %)s;.
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La formule (24) donne donc

. 4 , ,
[ I
(25) pips = d : . 2 =13,
+29+g + L fx+ A
Py )\,’ 1 L2 ¢ 27\,’

en tenant compte de l’équatidn (14") qui donne A. En remplagant
dauns (14") A par p, p, on trouve I'équation symétrique en ¢ et p,

(26) pip*(pi+p) +208pip?+20'p,p + A'(p, +p) =o.

Le calcul des fonctions symétriques ¢, pi—+ ¢., LI p—',
E 4

. . . P2
63604 des racines ¢,, g3, p, de (26) fournit aussitot

+ po+ ps+p,=—120 i+i+i+i———2—@’
(27) Pyt pat+pPst pP—= ’ o P os o = A’
PyPaPufr—— A,

de sorte que les quatre o associés sont racines de l’équation, contenant
l’indéterminée .

(28) pt+28p>—20'p — A’ pp*=—o.

Les équations (14') ou (26) sont équivalentes; (14’) a I'avantage,
pour une valeur A donnée, de donner deux valeurs de ¢, que j’appel-
lerai ,, ¢.; on résout I'équation

) 0) -+ 68')
(29) P'+—2—()F_*__A,)—p+)\:0,

. -~ - ’ i1 A’ 4 M
ensuite on remplace A par la valeur )’ égale a — 5. et I'équation (29),

formée avec )\’, donne p, et p,, on a ainsi l'aréte A A,, puis
Paréte A;A,. En résolvant (29) on a

— (82 + 0')L + yR(& — (@) + 0 —R(%
avec
(31) R(}) = (8% + 0/)2h2— A(A2+ A')?

=—AA—a?)(A—b}) (A —c?) (A —d?).



TETRAEDRES CONJUGUES PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE. 307

Pour obtenir cette décomposition en facteurs de R(}), il suffit de
vérifier les égalités
[(a+b+c+d)a*+ (bed +...)a?|* = a*[ a*+ abcd |,
(a+b+c+d)a*+ (bed+...) = a’*+ bed.

Cela revient a

(b + c+ d)a? + cda + dab + abc = a® = o.

La relation entre ¢ et p,, équivalente ¢ la relation entre ¢ et ), est
donc une relation de genre 2, en général.

En dehors des cas particuliers déja cités, ou plusieurs des nombres a,
b, c, d sont égaux, elle s’abaisse au genre 1 pour 6 =— a, les quan-
tités a, c, d étant liées par la condition a®— cd = o, nous avions déja
signalé ce cas par une autre voie. Le cas b =—a, ¢ =d fait donc
retomber sur la conique de raccord pour S et X. St [’on suppose b = — a,
d=—c,onaa’+c*=o etl’'on a une relation unicursale entrep et p, :
ce cas particulier qui a échappé a Vogt, fournit une courbe I’ décomposée
en huit droites et sera étudié plus bas.

On peut remarquer que pour b===a, S et S’ sont bitangentes en
deux points de I’aréte y = 3 = o du tétraédre de réfeérence conjugué a S
et L : pour b= a, elles sont toutes deux bitangentes a L en ces mémes
points; pour b= — a elles sont bitangentes entre elles, mais non a X; de
plus, les points oii X perce 'aréte 3 —t = o, ceux ot S perce cette aréte,
et les sommets du tétraédre sur cette aréte forment trois couples se divisant
deux a deux harmoniquement. Pour b =— a, ¢ =— d, 'intersection
de S et S’ se réduit & quatre droites et la courbe I" se décompose en
huit droites.

6. TETRAEDRES SPECIAUX, DANS LE cAS GENERAL. — Restons dans le cas
général ou a, b, ¢, d sont tous distincts, ainsi que a2, 4%, c?, d°.
L’équation (26) montre que si ¢ et g, sont égaux sans étre nuls ni
infinis, leur valeur commune est racine de I'équation

'+ 0p*+8p+ A'=o,

qui est I’équation en p relative au faisceau X -+ pS = o; donc, si nous
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prenons p, = ¢, = — a, les formules (27) donnent

— bed
a

pat+p——2(b+c+d), PsPs= ’

de sorte que g, et p, sont racines du trinome

p’a— 2(bec+ cd+ db)p — bed =p*a +2a(b + ¢ + d)p — bed,

qui figure dans 'expression de z*, formules (20).
On a, d’aprés les formules (20), dans ce cas,

S

-
-t

x] . ¥ _
(b—c)(c—d)y(d—0b)  bic—d)(c+d) c(d—0)(d+ )
t‘_‘
= d(b—c-;(b+c)’

(32)

puis, A, étant égal a a*, d’apreés les formules (22),

(33) T )G b
— &y _}'1 59 tl

Dans la face x, = o du tétraédre conjugué commun, la perspective
commune des deux sommets A,, A, a partir du point (1, 0, 0, 0) est
I'un des points & communs aux sections de S et S’ par cette face; la
droite A, A, est ainsi tangente & S et S/, précisément en 4 et a pour
conjuguée vis-a-vis de X une tangente commune aux sections de S et S';
cette langente porte A, et A, et, comme vérification, x;, x, sont nuls
d’aprés la remarque faite plus haut; le tétraédre A, A, A; A, considéré
s'échange en lui-méme dans I’homologie involutive qui a pour plan
directeur z, = o et pour pole le point (1, 0, 0, 0), desorte quep, = —a
donne quatre tétraédres seulement, au licu des huit tétraédres que l'on
obtient pour p quelconque.

L’équation (28), pour p.= o, se réduil & p*=o, de sorte qu’elle a
alorsuneracinedouble nulle, une racine doubleinfinie. Pourp,=¢,=o,
les points A,, A, sont confondus en l'un des huit points communs a X,
S, T' et les points A ;, A, en un point, correspondant, commun a X, S' T'.
La droite A A, est génératrice de 2, tangente @ S, donc aussi @ S'; les
points de contact de cette génératrice sont précisément sur I'; la droite
A, A, estlatangenteaT en A, ; de méme pour A A, ; il y a aussi quatre
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arétes confondues avec A, A, et deux autres qui ont une longueur réduute
a zéro. Pour ce cas particulier, on a

z} _ — i
(b—c)(c—d)y(d—0b)  (a—c)(c—d)(d—a)
53 —

:\a—b)(b—d)(d—u):(a——b)(b—c)(c—a);

Zy=—= Iy, Va==D1 5,—3 ty—=1t,;

Ty—=— Ly == A Xy, Yi=)i=by, 83— 3, = C%y, t,=t,=dt,.

7. Cas PARTICULIER @ = b; QUADRIQUES S, X BITaNGENTES. — On a dans
ce cas

®—a’+2a(c+d)+cd=o,
S=x4+ i+ 304 8,
S=a(a?+ )*)+ 32+ de?,
NN

§= a c v
T'=a(la+c+d)(22+ y*)+ c(2a+ d)s*+ d(2a + ¢) 8,

a4yt
a + +a]'

W= (22+ )+ 3+ ) — f[a(a*+ )?)+ c3* + d*] [ -

Le systéme linéaire en x*, y?, 32, #* écrit plus haut [formules (19)] -

2 +2pS'=y, 2—&—2—98_:0, T —o,
ne peut ici avoir de solution que si p est choisi de sorte que tous les
déterminants d’ordre 3 déduits du tableau rectangulaire, 4 4 colonnes
et 3 lignes, des coefficients soient nuls; or ces déterminants sont les
seconds membres des formules (20); les deux derniers le sont, dés que
a et b sont égaux; on suppose c#~d, c et d étant chacun différents
de a, de sorte que p doit étre racine de I’équation

p*+2(a+c+dyp+ala+2(c+d)]=o.

Les racines sont — a et — [a -+ 2(c + d)]; nous supposons c4-d><o,
sinon on aurait a==b, a>—c*=o0,c=—d etchaque cas a =b=c=—d,
@ = b =— ¢ = d conduit aux quadriques S et X 4 conique de raccord,
cas étudié déja. En posant 2*+ y*=X, 3>=1Z, t?=T la courbe I se

Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 4o
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détermine par le systéme

Z
X+Z+T+2p(§+ —(-;—l—;;):o,

A .
(34) X+Z+T+§(aX+oZ+dT):o,
a(a+c+d)X +c(2a+ d)L+d(2a+¢) T =o,
la derniére ligne, en remplacant cd par — a* — 2a(c + d), peut étre
remplacée par
(a+c+d)X —(a+2d)l —(a+2¢)T =o.

Remplacant g par — a, nous obtenons les deux coniquesT',, I', définies
par le systéme

(35)

2

'x2—+-y? . z? oz
dle—d) T —(a+2d)” a+2c

La valeur p =—[a + 2(c¢ + d)] fournit les quatres droites A,, A,,
A,, A, définies par le systéme

(36) x4 y*=o, (a+2d)32+ (a+2¢)?=o.

Nous choisissons les noms A, A,, A, A,, ainsi

(A) : &L+ ly=o, Va+2ds+iyu—+ 2ct=o,
(4,) x+ iy =o, vae—+2ds —iyu+2¢ct=o,
(A,) xr—iy=—o, va+2dz — iya+2¢t =o,
(4A,) r—1iy=o, yve+2dz+iya—+20t=o,

de sorte que, dans cet ordre, A,, A,, Ay, A, sont les cotés d’un quadri-
latére gauche; le point (A,, A,), oi ¢ est l'un des points de contact de S
et X, le plan (A,, A,) étant le plan tangent commun; mémes propriétés
pour le point ¢', (A;, A,), ou le plan (4,, A,). Le point (A,, As) oty a
pour coordonnées (o, o,Va+2¢c, —iya+ 2(1) : c’est le sommetde 'un
des deux cones du second degré circonscrits simultanément a S et I pre-
nons donc un point quelconque A, sur A, : les deux cones C et C', cir-
conscritsde A, a S et S' sont osculateurs suivant la génératrice A, ou A, 3
cette proposition est en effet, par dualité, la correspondante de
celle-ci : si deux surfaces S et S' sont tangentes en un point, tout plan
qui passe par l'une des tangentes au point double donne dans S et S’
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deux sections osculatrices; ici la développable circonscrite 4 S et 8" a
un plan tangent double (le plan A,A,) et nous avons pris un point sur
I'une des génératrices de cette développable contenues dans le plan
tangent double (A, sur A,); les deux cones C et C’ ont donc trois géné-
ratrices communes confondues avec A, et une autre génératrice com-
mune; comme on doit garder trois, convenablement choisies, des
quatre génératrices communes, on doit garder sirement A, et prendre
le point d’intersection de A, avec le plan polaire (relativement a X)
de A, : ce point est le point (A,, A,) ou ¢ qui joue ainsi le réle de A, ;
les points A;, A, sont a l'intersection de T’ avec la droite conjuguée,
vis-a-vis de X, de A, A, : cette droite est précisément dans le plan
tangent en ¢ a4 X, plan qui est tangent & T', de sorte que A, et A,
coincident avec A, ou 8 : trois arétes du triédre sont donc confondues
avec A,, les trois autres confondues avec la conjuguée de A,, qui se

détermine aisément : A, a pour coordonnées [)\, A, y.\/a—}-zc,

—ipya—+2d], de sorte queson plan polaire tourne quand A : p. varie
autour de la droite

z+iy=o, sVa+2c—i\a+2dt=o,

qui est la tangente en 3 2 la conique

(Ty) sya+2c—iya+2dt=o0 (a+2d) (2> + y?)+ f2*(c —d)=o.

Supposons maintenant que A, soit pris en v, intersection de A, et A, :
cette fois C et C' coincident; donc, d’aprés la proposition démontrée
pour C, C', C’, le céne C” coincide avec eux : I'unique cone C, C’, C"
en jeu a donc pour base la conique I';, dont le plan est le plan polaire
de y vis-a-vis de I; cette fois la conique I'; admet pour polaire réci-
proque, vis-a-vis de la section de X par le plan de I'y, précisément la
section commune de S et S’ par le plan de I';, de sorte qu'’il existe
exceptionnellement ' triangles inscrits dans I';, circonscrits a la
section commune de S et S’, conjugués relativement 4 la section de X :
le point A, coincidant donc avec le point y ou (A,, A,), nous avons '
tétraédres ayant le point A, comme sommet commun; le point (A,, A,)
Journit une seconde série oo'. En dehors de ces deux séries de tétraédres
véritables, nous avons les séries de tétraédres dégénérés fournis par
A, A, AL A,

ho.
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Ces résultats sont évidents en partant d'une pyramide triangulaire
réguliére de sommet A,, ayant pour base le triangle équilatéral
A;A;A,; nous supposons A, A, % A, A;. Si nous prenons le cercle
inscrit dans la base A,A; A, et les trois cercles inscrits dans chaque
face latérale A, A;A; [ou les trois cercles ex-inscrits dans ces faces
relativement & I'angle A, ], ces quatre cercles tangents deux 4 deux
déterminent une sphére S de centre O; les hauteurs de la pyramide
concourent en un point ® distinct de O; la sphére conjuguée au
tétraédre, de centre w, est facile 4 construire : nous avons ainsi réalisé
le cas de figure annoncé; il résulte méme de cette construction que s¢
un tétracdre admet une sphére S tangente aux six arétes, il est nécessaire-
ment tel que les aréles issues d’un certain sommet sont égales et les arétes
situées dans la face opposée, égales aussi; cela tient a ce que la sphére
I conjuguée jointe & la sphére S donnent la disposition étudiée ici.
Mais la conception purement géométrique de cette figure ne nous
aurait pas fait découvrir la seconde série de tétraédres effectifs, ni les
quatre séries de tétraédres dégénérés.

Au point de vue de la réalité, on peut avoir des dispositions
diverses : avec deux sphéres réelles, les quatre droites A, A,, A,, A,
sonl imaginaires. On peut avoir un cas de figure ou tout est réel : T',,
T,,A,,4,, A,y A,. Supposons en effet que y et ¢ soient deux imaginaires
pures et posons Ly =y', it=t'; supposons c, d positifs; I'égalité
(a+2c)(a+ 2d)=3cd entraine que a-2¢, a-+2d soient de
méme signe, si a est réel : or I'équation a*+ 2a(c+d)+cd=o0a
ses deux racines en a réelles (d’ailleurs négatives, mais peu importe).
Alors on a

S=at— )+ 52— 17 S=a(x*— y?) + s’ — dt™.
Le systémeI',, I, est défini par le systéme

xt— y"? 2 z\* _a-+2d
a(c—d)+a+2d'—o’ t) T a+a2c

et est réel : intersection d'un cone réel par I'un ou I'autre de deux
plans réels. De méme A,, A,, A,, A, définies par

. o z\* _a+2c
ToYT=0 v) Tax2d
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et 'on obtient une infinité de tétraédres réels, dans les deux séries
(car il-suffit de prendre les «o' triangles inscrits dans une conique
réelle tracée sur T’ et conjugués a une conique réelle tracée sur ).

8. Cas rparticuLierR ¢+ d=o0. — Nous supposons a- b= o,
a—bs#£o0, a—c30, a—dzo0, b—c#£0, b—d>*£o0. Le calcul
général, réalisé pour les formules (20), s’applique; nous avons
c+d=o et ab—c?=o0; le trinome qui figure dans x? s’écrit

pla—+2c¢*p+ be* ou %(p—i—b)“-‘.
On écrit done

sx:sa\/(b—c)(c—d)(d-—b)(p-i—b) (¢ =+ 10u —1),

y=¢by—(c—d)y(d—a)(a—c(p+a) (¢=+10u—1),
sP=c(d—a)(a—b)(b—d)[pP—2{c—a—b]p+ ],
t=—d(a—b)(b—c)(c—a)[pP+2{c+a+b}p+c?]

(36)

Quand on a fixé ¢, ¢/, on peut donc écrire ces formules sous la forme

Y 5 ¢

U JA(PP+2Bp+ <) :\/A’( ‘3+2B’p+c’),
p

(37)

z
e

ou A, B, A’, B’ sont certaines constantes, tandis que

= ex _ gy
(38) V(b —c)(c—d)(d—b) V—(c—d)(d—a)(a—c)
b\/—(c—d)(d—a)(a—c) a\/(b—c)(c—d)(d—b)

Remplacer simultanément « par — ¢ et ¢’ par — ¢’ ne change pas les
formules (37), en raison de la double détermination des deux radi-
caux écrits sous z et 2. Il est clair que les formules (37) définissent
une biquadratique I', d’équations rationnelles

(39) z*=A(x'*+ 2Bx'y’+ c?y"?), e=A(z"?+2B'2 y' + c*y?).

En changeant de signe une seule des quantités ¢ ou ¢’ on a une
autre biquadratique I',, se déduisant d’ailleurs de I, par I'homologie

involutive
X, Y, Z,_ T,

=X, Y, LT,




314 BERTRAND GAMBIER.

Si I'on choisit le sommet A, sur I, par exemple, nous allons voir
qu’un autre sommet A, est aussisurI',, tandis que les deux autres A,

A, sont sur I'y. L’équation (26) devient maintenant, avec ¢ + d =o,
ab=c?,

(40) (pr+p)(pPpi—c*)+2(a+b)pplpip—c?]=o0

Le facteur p,p — ¢*=o0 fournit le sommet que nous appelons A,; le
facteur (p,+ p) (ppi+c?)+ 2(a+ b)p,p=ofournit A;, A,; comme
vérification, on a bien ¢, p, == ¢2. S¢ nous nous reportons a la conique I,
dans le cas général, les quatre poinis A, A',, A, A', forment un groupe
ot chaque corde A;A; (i) enveloppe une courbe y de troisiéme
classe; les deux courbes I", y admettant une infinité de triangles de
Poncelet; ici, accidentellemenly se décompose en un point, ot: concourent
toutes les droutes telles que A’ A’, ou A'| A, (fecteur pp, — ¢* = o), tandis
que les sécantes telles que A’ A}, A'| A, enveloppent une conique admet-
tant avec I"une infinité de quadrilatéres de Poncelet.

Donc sur les trois points A, A;, A, un se sépare, 4 savoir A,, et

doit décrire le méme lieu que A,, tandis que A,, A, décrivent r,.

Pour le voir en toute rigueur, appelons p, le paramére de A, - p— " celui

de A,, les formules (36) doivent, au fond, étre regardées comme
donnant des valeurs proportionnelles pour z,, y,, 3, t,; si donc on -
suppose que A, correspond 4 la méme détermination pour e et ¢/, on

voit que les rapports z—, ;7, %, % sont proportionnels aux nombres
1 1 1
(n==F1,7==%1)

P4 P e, 1 €
(41) Pl"*‘b’ Pa+“’ ‘Opi Y)pl
D’autre part, les formules (22) donnent aussi (4 un facteur de
proportionnalité prés) les mémes rapports : on trouve, avec les hypo-
théses actuelles (¢ + d = o0, ab — ¢*=0),

‘ 2c+a—c+€%, 2c+5—+6%
(42) S ‘
c- [
;a+b—+—p‘+—a —e—b—p— -
P P1
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On voit aussitdt que la multiplication de la ligne (41) par

QM la convertit en la ligné (42), a condition de prendre

7 =1, v =—1; le résultat est donc vérifié.

Cette vérification a aussi I'avantage de montrer que la correspon-
dance (A,, A,) est comprise dans une involution biaxiale; utilisons en
effet les formules (37); on a, pour A, et A,,

T _ WY, B_Cm & b ek —ch
1]

- = = F=—— =
Ya P z, Ya Pr Va zy Y P X4 z,

Ce sont les formules de l'involution biaxiale qui a pour axes les
droites 3=o0, &'+ cy’=o0, puist=o0, £ — ¢y’ =o. La courbe T,
contient le point (z}, y,, 3., —t3), qui cette fois correspond au point
A, dans ’homologie involutive qui a pour pdle le point '+ ¢y’ = o,
z=1t= o et pour plandirccteur le plan 2’ + ¢y’ = o; cette homologie
(x4, ¥1, 81y U Xgy ¥ay 32, — L), suivie de ’homologie involutive
(Z,y ¥y 52y — la3 Tgy ¥a, 32, 1y), fait passer de A, 4 A,, de sorte que
'involution biaxiale (A,, A,) donne une série ' de cordes A, A,
engendrant une surface de degré 4 (autrement dit x, y, 3, ¢ étant
exprimés en fonction d’'un argument elliptique, A, et A, ont des
arguments dont la différence est la moitié d’une période des fonctions
elliptiques introduites).

I';, qui est une transformée par homologie de I',, posséde les
propriétés analogues pour les cordes A A,.

On peut remarquer que si p, devient égal & (— a), p, devient égal

a ﬁ ou(— b)et queg, et ¢, sont égaux 'un & (— @), 'autre a (—b);
I’équation qui donne les quatre valeurs associées de la variable p est

donc avec un paramétre . arbitraire

(p+ 0 (o by — g =

La valeur p = — a fournit quatre points communs a I, et I', pendant
que les quatre autres points communs sont fournis par p =—b;
¢ = — a fournit les points (\/5, o, %=1, il) et p=—0 les points

(0, V2, =1, 5= 1); avec ces huit points particuliers, on ne peut former



316 BERTRAND GAMBIER.

que deux tétraédres de I'espéce cherchée dont les sommets sont :

A ... (\/5, o, 1, 1) A,..... (\/E, o, 1, ——1)
As..... V2, o, —1, —1) ou A,..... V2, o, —1,+1)
Aol ( o,V2, 1, —1) A;.. ... ( o, V2, 1, 1)
Y. W (o, V2, —1, —1) y: VIR ( o, /2, —1, —1)

Pour les valeurs p = — ¢, p ==— d on trouve les mémes particularités
que dans le cas général.

9. Cas parmicuLiER ¢ +d =0, a+ b=0. — On peut alors sans
restreindre, supposer :

=2+ 2+ 2+ P=o,
S=a?— y?+ (3 — ) =o,
(44) { S'=2*—y*—i(s*— ) =o,
T=x*+y*—2*—2=o,
W= (224124 32+ £2) — 42 — y + (52— )] [2*— y*—i(5*—12)].

L)

Nous savons que les formules (20) donnent pour x*, y2, 52, ¢* des
carrés parfaits en p, de sorte que la courbe I’ dégénére ict en huit droites;
autrement dit, si nous considérons ce nouveau cas comme dégéné-
rescence du précédent, chaque biquadratique T, et I'; se décompose
elle-méme en quatre droites. Il est d’ailleurs plus aisé de faire la.
discussion directement; en tenant compte de T'= o, I’équation W
donne(z?+y?)* —[(x*—y*)*+(3*—1*)*|=o0 ou fx*y’—(3*—1t*)=o0,
desorte quel’on a arésoudrelesystéme x® +y?=3z2+1°, 22y =35> —1*
ou celui qui s’en déduit en permutant z et ¢; on a ainsi, en ajoutant
et retranchant (z + y)*=23%, (x — y)*= 21, ce qui donne quatre
droites pour le premier des deux systémes.
Si nous considérons les deux droites

(45) [ (A) z+y= sy2, x—y= t/2,

(4) z+y=—z3\2, r—y=—1t/2,

on constate aussitét qu'elles sont conjuguées par rapport 4 X et
qu’elles sont tangentes 4 S et S’. Prenons un point A, sur A, : le plan
polaire de A, par rapport a X coupe A, de nouveau en A, ;de A, dans
le plan A, A, on peut mener 4 S deux tangentes qui percent A, en A,
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et A,; le tétraédre A,A,A;A, répond aux conditions, comme on le
vérifie aisément. Il y a quatre couples de droites telles que A, A,, de
sorte qu'il y a quatre séries simplement infinies de tétraédres, séries
distincles les unes des autres. _

On peut faire disparaitre les imaginaires des équations de S et S’
en posant
(46) s={¢+ 10, t=¢—1i9.

On a alors
=24+ 20— 0,
S = a— y*— 420,
§'=az*— y*+ 440,
T'=a*— y2+ 2(52— 62).

(47)

Si le tétraédre (x y, {, 8) est réel, les quadriques X, S, S’, T’ sont,
non seulement d’équation réelle, mais méme a point réels, mais les
droites A sont toutes imaginaires.

On peut se demander ce qu’est, sur la conique I'" introduite précé-
demment, la figure A’, A),, A}, A’ : les cordes joignant deux de ces
quatre points passent par I'un ou l’autre de trois points fixes formant
un triangle conjugué par rapport 4 I'; I'équation en p et p, se
décompose ici en (p + p,) (pps+1)(pp, —1)=0o.

40. TETRAEDRES DONT LES ARETES SONT TANGENTES A DEUX QUADRIQUES
S, S’. — Donnons-nous a priori un tétraédre T; une quadrique S
assujettie 4 toucher les six arétes de T dépend de trois paramétres. Si
nous appelons A,, A,, A;, A, les sommets de T et «; le point de
contact inconnu de I'aréte A;A; avec S, il est facile de voir que la
donnée des points a,,, o5, a,, relatifs a trois arétes formant un triédre
détermine complétement S en effet, le plan a,,, @3, @,, coupe A,,,
A, Assen B, Ba4, B4, quisont en ligne droite; donc les conjugués
a3, X34, 04y (des points B3;;, par rapport aux sommets A;, A ;) sont tels
que les droites A,a,,, A,a;,, A a,, concourent; il y a donc une
conique s, inscrite dans le triangle A, A A, et touchant les cotés aux
points «,,, &,,, &,,; d’autre part «,;, «,, sont en ligne droite avec 3,,,
de sorte que a,,, «,,, ®;, sont aussi les points de contact des c6tés du
triangle A A A,, avec une conique s, : finalement les quatre
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coniquess,, s,, 55, 5, ainsi obtenues se touchent deux a deux en un point
d’une aréte de T et sont évidemment sur une méme quadrique S qui
est la seule a toucher T en a,,, ,;, ,,. Remarquons que si I'on avait
donné a,,, a,,, a,,, il aurait fallu s’assurer d’abord que A, y;, Ay,
A;a,, concourent; ensuite on aurait pu faire passer un plan quelconque
parladroite f3,,3,,(., et 'on aurait obtenu o quadriques. La propo-
sition réciproque est la suivante : la donnée des plans P, P,,, P,,
tangents & la quadrique inconnue S aux points inconnus ou elle doit
toucher A,,, A,., A,, détermine complétement S bien entendu Pj;
contient I’aréte A,;.

Imaginons donc deux quadriques S, S’ tangentes aux arétes de T;
le systéme général T, S, S’ dépend de dix-huit paramétres, et nous
allons constater que le systéme S, S’ obtenu ne dépend que de dix-
sept paramétres et admet o' tétraédres T. Pour le voir remarquons
qu'il existe «® quadriques X conjuguées au tétraédre T; si ’on donne
un point «,, de 1'aréte A,, et un plan P/, contenant ’aréte A,,, on
obtient une condition linéaire entre les coefficients de X en imposant
que a,, soit le pole de P’,, relativement & X; donc a,,, @,3;, «,, étant
les points de contact de S avec A, A., A, A;, A,A,,etP, P, P,
étant les plans tangents 4 S’ aux points ou elle touche A;A,, A, A,,
A.A;, la quadrique 2, déterminée d’une fagon unique par ce fait que
@,; admet pour plan polaire P}, est telle que S admette S’ pour
réciproque vis-a-vis de Z(*). Nous avons donc la configuration étudiée
jusqu’ici. On peut ramener les équations de S, S’, X aux formes

(S) ax®+ by*+cz*+dt*—=o,
(48) (8) = +% +Z 4+ 5=,
() a* + y* + 52+ & =o,

2 9

A

ol

(*) Dans un travail, comme celui-ci, ou le simple dénombrement d'inconnues
et d’équations peut conduire a des erreurs, il importe de démontrer en toute
rigueur 'existence de la quadrique 2 unique. Prenons A; A,A; A, pour tétraédre
de référence; le point donné a,, a des coordonnées connues (1, A, 0, 0) et le
plan donné P!, des coordonnées connues (1, L,, 0, 0); a,, est (1,0, 2;, 0),
o, (1, 0, 0, A,) et les plans P,,, P,, sont (1,0, Ly, 0), (1, 0, 0, L;). La qua-
2+

Ay

L,

A

L,

)\J

drique 2 est 22 + z!=—o.
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Les racines de I'équation en A relatives au faisceau S — AS’= o sont
a?, b*, ¢*,d*;a relation Zab = o devient donc X yA;\/A; = o nécessaire
et suffisante (') pour que S, S’ admettent un tétraédre dont les arétes
les touchent toutes deux et par suite o' tétraédres de cette espéce; la
conclusion du moins est générale, quand S et S’ admettent un
tétraédre conjugué commun unique (et non dégénéré).

Examinons maintenant quelques cas particuliers. Le cas ou S et =
se raccordent le long d’une conique est ici sans intérét, car S’ se
confond alors avec S. Le cas de deux quadriques S, X bitangentes
fournit

= a(x®+ y?) + 3’ + dt* =o,
2= 224y + 2+ =o,

2

/_l(‘z."_'_._ 2)+ :+t2—
T a Y crd="

La transformation homographique

(x, y,2,t; Xcosa — Ysina, Xsinat + Ycosa, Z, T)

fournit o' nouveaux tétraédres conjugués communs a S, S’; X sans
changer ces quadriques ni I'ensemble des tétraédres d’arétes tangentes
as, S,z

Les circonstances sont bien différentes avec I’hypothése ¢ + d = o,
ab — ¢*=o. Nous avons alors

S=ax*+ by>’+ c(z*—)=o,
x? ¥ 1

= — — (22— &) =o

S'= — + 5 + - ) =0,

=2+ py + 240 =o

(') Dans cette relation chaque radical \/2; est pris avec la méme détermination
dans les produits ou il figure, de sorte que I'on doit, pour avoir une relation
rationnelle, prendre le produit de 8 facteurs irrationnels, obtenus en changeant
le signe des termes \'%,, \/},, V2, de toutes les facons possibles. Il ne faut pas
confondre cette relation avec Xy/7;}, = o qui ferait intervenir 32 facteurs et qui,
rendue rationnelle serait décomposable en plusieurs rationnels, dont I'un corres-
pond a 2y/k, 2 =o.
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Cette fors la transformation homographique
(2, 5,2t X,Y,LCha+ TSha, e{ZSha+TChal) (e==%1)

ne change ni S ni S', mais donne successivement ' quadriques X, de
sorte que nous obtenons «? tétraédres d arétes tangentes a S et S/,
répartis en ' séries, les tétraédres d’ une méme série étant conjugués par
rapport ¢ l'une des quadriques X. Les sommets de ces tétraédres sont
répartis sur l'une ou l'autre des deux surfaces engendrées par les
biquadratiques T',, I';, indiquées plus haut, au cours de cette transfor-
mation homographique continue. En changeant de notations (ce qui
revient a remplacer ¢ par it, et supposer & = 1) nous pouvons ramener
S et S’ a étre de révolution autour du méme axe, I étant a points
réels et la transformation homographique devient une révolution.
Le cas particulier a + b =0, c + d=o0 a donné

S=rt—y—i(z2—8)=o,
S'=a?—y2— i(z2—?)—o,
2=+ + 2+ =o.

Dans ce cas la trans formation homographique & deux paramétres
(2,7, ¢; XCha+YSha, ¢! XSha+YCha|ZCh5+TShp, n{ZChS+TChp})

avec e =1, =11 nous donne «* tétraédres d’arétes tangentes & S
et S' répartis en o * séries, les tétraédres d’une méme série étant conjugués
par rapport & une méme quadrique. 11 y a possibilité de faire venir un
sommet en un point arbitraire de 'espace; mais quelle que soit la
facon de choisir les variables, on n’obtient jamais de tétraédres réels.
Avec la substitution déja employée
5=+, - =7 —1b,
ona
S=axr— y*— 44, S'=a*+ y*+ 40, L =at4 y2 2 (82— 0%),

et I'on a trois quadriques réelles, puis une transformation homo-
graphique réelle

<x, 3,8 06; XCha+YSha, XSha+ Y Cha BBZ, %)

Nous n’avons pas épuisé tous les cas spéciaux. Etant données deux
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quadriques S, S’ rapportées 4 un tétraédre conjugué commun d’équa-
tions

(S) ar*+ by*+ cz*+ dt* —o,
] x'l 2 z? t‘l
@ R

elles sont réciproques vis-a-vis de I'une des huit quadriques
(2) A2+ By*+ G2+ D?=o,

définies par les relations

Nous avons ensuite envisagé le cas ot 1'on a

=o,

>l e
==l

ce qui, en général, n’est possible qu’avec 'une des huit quadriques X,

quand on a la relation £ yaa’ /b6’ = o (il suffit de raisonner sur la rela-

. , . 7 2 9 -
tion équivalente X }%B_ =o,caron a aa’=A%a"?, +Jaad'=Aa' = 1—:-1)

On voit aisément que si nous supposons b+ c+d=o,bc+cd+db=o,
la quadrique S peut étre associée a I'une des deux quadriques

(2) x4y 4514 2==o,
et que I'on obtient comme réciproque toujours la méme quadrique

(8)

+£—o
c d

b
On a, en effet, pris A==41, B=C =D =1 et les deux relations
FTa(b+c+d)y+bc+cd+db=0o

sont réalisées ensemble; cette fois les deux quadriques 8, S’ admettent
deux séries ' de tétraédres dont les arétes leur sont tangentes. Pour la
premiére série on a
=z + 4zt 2,
T'=bc+d+a)y*+c(d+a+b)s*+d(a+b+c)tt=o.



322 BERTRAND GAMBIER.
La quadrique T’ est un cdne. Pour la seconde série on a

S=—z 4y 4+ 2+ L
T'=b(c+d—a)y’*+c(d—a+b)z*+d(—a—+b+c)et.

Dans chaque série, les tétraédres sont conjugués par rapport a la
quadrique X correspondante. Ici les trois quantités b, ¢, d sont racines
d’une équation de la forme u®= a; si « est réel, le nombre b est réel,
c et d sont imaginaires conjuguées de sorte qu'en écrivant 3 ={ + 70
t="{_—10, on fait disparaitre les imaginaires de toutes les équations
S, S, %, T.

De méme, quand nous prenons a + b= o0, a*=cd nous pouvons
prendre pour X soit *+ y?+ 32+ *= o, soit —a* —y? 4+ 341" =o.
Nous avons alors la premiére combinaison

(S) a(x®— y*)+ cz*+dt*=o,
(Z) 22+ ¥t + 22+ 8 =o,
' L S
(8 Sty + S D=,

'=(c+d—a)x*—(a+c—d)y*+a(z*+ *)=o,

puis la seconde combinaison

(S) a(x?— y*) + ez’ + dt*=o,

(2) —at—yt 2+ 1 =o,
1, R z? 4

(8) &=+ o+ g =0

T'=+(a+c+d)xr*—(c+d—a)y*+a(z*+ *)=o,

et chacune donne encore une série ' de tétraédres.

D’ailleurs on passe de la premiére combinaison & la seconde en
changeant z* en (— y?) et y* en (—x?), ce qui revient a faire une
transformation homographique simple, mais on remarque que la
transformation homographique déja employée qui consiste a remplacer
x,y par XCha+ Y Sha, e(XSha—+ Y Cha) donne ce résultat en

prenant Ch a =0, Sha =1, ce qui donne e*=1i, a == g, de
sorte que nous pouvons négliger ce dernier résultat.

11. Examen pes cas spciaux. — Dans ce qui précéde nous avons
admis que S et X (ou S et S’) admettent un tétraédre conjugué non
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dégénéré [pour étre plus précis, au moins un tel tétraédre]. Cette
conclusion est en défaut : 1° s S et X sont tangentes en un point et un
seul; 2° st S et I se coupent suivant une cubique gauche et une généra-
trice; 3° si S et X se coupent suivant une conique et deux générairices;
mémes remarques si S et S’ offrent une de ces configurations.

Or pour le probléme relatif 4 S et X, nous avons obtenu la condition
nécessaire et suffisante T\;); : cette condition, que U'on pourrait former
sans particulariser le systéme de référence, subsiste méme dans les cas
particuliers que nous avons indiqués; le lieu des sommets des tétraédres
peut subir certaines altérations : points doubles, ou décomposition..
Méme remarque pour le probléme relatif 3 S et §' et la rela-
tion = A; \/TJ =o.

Il y a aussi G considérer le cas oii S se réduit a un céne : il n’y a pas
lieu de traiter le cas o X dégénére. Dans ce cas, les raisonnements et
calculs effectués subsistent tant qu’il n’y a pas lieu de faire intervenir
les équations tangentielles de S, qui sont au nombre de deux, et non
plus d’une seule; de la sorte certains résultats du cas général ne
peuvent plus étre suivis par continuité : en prenant

(S) by*+cz*+ di*=o,
() 4y P+ =o,

on obtient pour S’

)

(S" z=o, i

SR
Il
I

&

Q|u

Si donc on fait tendre a vers zéro, on a bien le droit de conclure a
la condition, nécessaire et suffisante, bc 4 cd + db = o, mais le lieu I'
va étre modifié complétement, parce que I'équation W =o n’a plus
lieu d’étre envisagée. En effet, la méthode générale conduit encore
pour le lieu des points A,, tels que le cone C de sommet A, circons-
crit a S (dégénéré en deux plans), soit harmoniquement circonserit
au cone de méme sommet circonscrit a X, a I’équation

T'=b(c+d)y*+c(b+d)s>+d(b+c)t?=o.

De méme la condition pour que le plan polaire de A, par rapport
a X coupe S suivant une conique harmoniquement inscrite dans la
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section de X est
T"=a?(bc + cd + db)+ y*cd + 52bd + t2bc = o,

et nous retrouvons la condition b¢ + ¢d + db = o pour que ces deux
lieux coincident. On a eu simplement & faire a = o dans les résultats
du cas général, parce que I’équation tangentielle de la quadrique S
n’a pas eu & intervenir. Mais ici, si nous cherchions & continuer
'application du calcul général, pour obtenir la condition pour qu'un
plan coupe T’ suivant une conique circonscrite & o * triangles circons-
crits & la section de S, il faudrait considérer les quadriques du
faisceau T'+ A S = o, qui sont toutes des cdnes, et au lieu de prendre
leurs équations tangentielles écrire qu’elles se décomposent : le résultat
est donc tout a fait modifié. Ici, on constate méme que la condition est
satisfaite identiquement pour un plan quelconque; cela tient a ce que
T’ et S sont deux cones de méme sommet, T’ étant capable de ' angles
triédres a faces tangentes ¢ S ; en raisonnant en effet sur les sections
de T, X, S par le plan £ =o0, la base de T’ est harmoniquement
circonscrite 4 la section de X, laquelle est elle-méme harmoniquement
circonscrite a la section de S : en écrivant I'équation de T’ sous la

forme{ + ‘:’— + C—; =0, on voit bien que les bases de T’ et S sont
réciproques vis-a-vis de la section de X, de sorte que tous les triangles
inscrits dans T’, conjugué & X, ont leurs cotés tangents a la base de S.

Cela posé, pour tout point A, de T’, la fin du raisonnement se
poursuit sans modification, et'on trouve un unique triangle A,, A;, A,
dans le plan polaire de A, vis-a-vis de X. Les tétraédres obtenus ont
leurs arétes sécantes i la conique S'. Synthétiquement, on peut

énoncer les résultats ainsi :

Le cdne S est simplement assujetti a étre harmoniquement inscrit dans
le cdne de méme sommet circonscrit ¢ X; la conique S’ réciproque de S
vis-a-vis de X est base du cone T,

Si 'on fait une homologie quelconque dont le pole est le sommet
commun de S et T', dont le plan directeur est le plan polaire de ce
sommet par rapport & Z, les cones S, T’ et la conique S' restent inva-
riables, de sorte que S et la conique S’ admettent ° tétraédres dont les
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arétes sont tangentes ¢ S, sécantes a S', les sommets étant sur T'; la
quadrique X donne naissance a un faisceau de quadriques se raccordant
suivant la méme conique.

Pour qu’un cdne S et une conique S’ donnent cette proprzeté il faut et
il suffit que la conique S' soit capable d’une infinité de triangles circons-
crits & la section de S par son plan. A, étant un point de'T’, la perspec-
tive de A, sur S’ a partir du sommet de S est un point a; on construit
le triangle a3y inscrit dans S/, circonscrit 4 la section de S; 3, y sont
deux sommets A;, A, des tétraédres, A, est un point quelconque de
la génératrice passant en A, sur le cone T'.

Nous pouvons de méme examiner le cas de deux cones S, S’ devant
admettre des tétraédres dont les arétes leur sont tangentes. L’equatlon
en A relative au faisceau S+AS'=0(S et S’ n'ont pas le méme
sommet) a deux racines particuliéres connues, 'une A, nulle, 'autre
infinie A, ; quand, dans le cas général A, devient infini dans la relation
=V \/T,-: o, celle-ci devient VA, + VX, + X, =o0; ici A, devenant
nul, il resteA,=12,, ce qui peut avoir lieu dans deux cas : ou bien S
et S’ se touchent en un point, ou bien I'intersection de S et S’ se
décompose en deux coniques, de sorte que, dans ce dernier cas, les
quadriques du faisceau ont un tétraédre conjugué commun. Il est
facile de se rendre compte de cette décomposition du probléme; car
I'équation générale des quadriques tangentes aux arétes d’un tétraédre,
adopté comme tétraédre de référence est (e;=1 ou —1)

Alr - A2y Ams2 A" 2, AA 2y + 26,AN 2
+ 26, AA"xt + 26, A'A"ys +26,A'A"yt +2¢,A"A"st—o.

En changeant éventuellement de signe A’, A”, A” on peut supposer
gy =¢g,=¢;=—1; cela posé, si les trois quantités ,, &, e sont
égales 4 41, on a un plan double d'équation

(—Az+ANy+A"z+A"t)=o0;

si deux de ces quantités, ¢, et ¢, par exemple, valent (4-1) etsil’autre
gevaut(—r1)onauncoéne(—Ax+ A’y +A"z+ A"t)* — 4A"A" st=o0,
dont le sommet est sur l'aréte s =1t=o0; si ¢, et ¢ valent (—1),
¢, valant (4 1), on a encore le cone
Az — A’y — A"z+ A"t — AN "zt =0
Journ, de Math., tome XVII. — Fasc. III, 1938. 42
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dont le sommet est sur I'aréte z —=t=o0;si¢,—=¢,—=¢=—1,0na
une quadrique véritable, sauf si 'un des nombres A, A’; A", A” est
nul, auquel cas on a un cdne dont le sommet est confondu avec un
sommet du tétraédre.

Donc si deux cdnes sont tangents aux arétes d’'un méme triédre, ils
peuvent avoir leurs sommets sur la méme aréte et alors ils sont mani-
festement tangents aux deux faces qui contiennent cette aréte, ou bien
ils ont leurs sommets chacun sur deux arétes distinctes A,A,,
A, A, : mais alors la face A, A, A; leur est tangente & chacun suivant
une génératrice et leur intersection présente un point double. La cons-
truction synthétique des tétraédres d’arétes tangentes est immédiate
dans le premier cas : appelons P, Q les deux plans tangents communs
menés aux cones S et S’ parla ligne de leurs sommets : nous prenons A,
et A, arbitraires sur cette ligne; la droite A; A, est une tangente
quelconque commune aux deux cdnes, limitée aux points ou elle
coupe P et Q; on trouve ainsi «* tétraédres.

Dans le second cas, une face du tétraédre, A, A,A; par exemple,
est dans le plan P tangent commun aux deux coénes menés par la
ligne de leurs sommets; coupons les deux cones par un plan quel-
conque Q; la droite A,A; peut étre prise coincidant avec la droite
d’intersection de P et Q ; nous prenons deux quelconques destangentes
communes [autres que la droite P, Q] aux sections de S et S’ par Q;
ces deux tangentes forment avec (P, Q) un triangle A,A;A,, les
sommets A, et A; étant sur (P, Q); peu importe d’ailleurs comment
on choisit celui des deux points que l'on appelle A, ou A;; les
droites SA, et S'A; se coupent en A,. On a ainsi o ® tétraédres : la
position du plan Q détermine A, dans le plan lieu de A,; le choix
de A, dans ce plan est arbitraire (2 paramétres); on doit alors
prendre A, arbitrairement (1 paramétre) sur la droite commune au
plan, autre que SA,S’, mené par A, S’ tangentiellement a S'; on
méne alors dans le plan SA, A, la droite A, A, tangente i la section
de S’ par ce plan; on obtient ensuite A,A; par le procédé analogue.

Inutile de parler du probléme corrélatif : tétraédre dont les arétes
rencontrent deux coniques qui ont soit un point commun, soit deux
points communs.



