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Etude des familles compactes de fonctions
dans les classes quasi analytiques (D);

Par Pave. FLAMANT.

INTRODUCTION.

Les questions traitéesici concernent les classes quasi analytiques (D)
et m'ont été suggérées par I'analyse générale. Je suis heureux de
dédier ce Mémoire en hommage 4 M. Jacques Hadamard, .au Maitre
a qui je dois de m’étre orienté vers I'analyse fonctionnelle et ’analyse
générale, et dont 'influence a contribué aussi a m’intéresser a la quasi
analyticité. ' '

Les familles compactes de fonctions d'une classe quasi analytique
sont tout a fait analogues aux familles compactes de fonctions holo-
morphes connues sous le nom de familles normales, mais il n’y a pas
de critéres trés simples comme pour ces derniéres. Toutefois, méme
pour les fonctions analytiques, ces critéres simples ne s’appliquent
que dans le domaine complexe : la famille des sinaz (a variable)-
également bornée dans le domaine réel n’y est pas compacte.

Ce Mémoire comprend deux parties. La premiére, qui s’applique a
toute classe quasi analytique (D), traite des familles compactes dont
tous les éléments d’accumulation sont finis; elle est basée sur I'emploi
d’une norme (distance de la fonction & zéro) dont la petitesse signifie
que la fonction et toutes ses dérivées restent petites; dans cette partie,
les fonctions interviennent linéairement. Les résultats essentiels ont
été présentés a I’Académie des Sciences le 27 novembre 1933 (*).

() P. Framant, Convergence et compacité dans les classes de fonctions
quasi analytiques (D) (Comptes rendus Acad. Sc., t. 197, Paris, 1933,
p- 1282-1284).
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La seconde partie exige une certaine régularité de la suite de
nombres définissant la classe quasi analytique; sauf dans la premiére
section relative au cas ou les dérivées appartiennent 4 la méme classe
que la fonction, les fonctions n’interviennent plus linéairement. La
norme d'un produit peut étre limitée, connaissant les normes des
facteurs; ce fait sert de base pour atteindre au moyen des séries de
Taylor les fonctions analytiques des fonctions de la classe; j’ai consi-
déré surtout les puissances quelconques, les logarithmes et les
exponentielles. Cela m’a conduit a définir la convergence vers I'infini
et a généraliser dans ce sens la notion de compacité. Dans cette étude
intervient & c6té de la norme un élément nouveau, la fluctuation d’une
fonction de signe constant, caractéristique de sa ressemblance a une
constante; la fluctuation est analogue au rapport du maximum au
minimum de valeur absolue, comme la norme est analogue 4 la valeur
absolue maximum, ces deux nombres tenant compte en outre des
dérivées de tous les ordres. La convergence vers I'infini a fait I'objet
de ma Communication au Congrés international des Mathématiciens
a Oslo le 17 juillet 1936; les résultats de la seconde partie ont été
présentés a I’Académie des Sciences le 12 octobre 1936 ().

PREMIERE PARTIE.

PROPRIETES AYANT LIEU DANS TOUTE CLASSE QUASI ANALYTIQUE.

I. — Convergence.

1. Une classe quasi analytique (D) est définie par la donnée d'un

intervalle fermé (a|6) et d’une suite de nombres positifs A,, A, . . .,

A,, ... telle que la série 2—-\/%_ diverge. Une fonction de variable

réelle () appartient & cette classe si elle est définie et indéfiniment

(1) P. FLAMANT, Sur la compacité dans les classes de fonctions quasi analy-
tiques (D) (Comptes rendus Acad. Sc., t. 203, Paris, 1936, p. 652-654).
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dérivable sur I'intervalle (a|b) et s’il existe un nombre £ tel que les
inégalités

o' (®)|ShAy,  To"(@)[SR A, ooy [@7(@) [SHA,
aient lieu dans tout I'intervalle (2| 6).
2. Tyee er NorME. — Nous appelons type s de cette classe, s étant

un nombre positif, I'ensemble des fonctions pour chacune desquelles
les quotients

loC2)| = 19| 1e"(=)| = le"(@&)]
A, As 0 Ayt ’ A s"

admettent une borne supérieure finie. Cette borne supérieure sera
appelée la norme de la fonction ¢ dans le type s; nous la noterons || ¢||,
ou || @ ||, lorsqu'il sera nécessaire d’indiquer explicitement le type.

Il est clair que le type s est un ensemble croissant avec s; autrement
dit, toute fonction du type s appartient aux types s’ > .

Connaissant la classe, le type et la norme, la fonction et toutes ses
dérivées sont limitées par les inégalités

M le@I<lellAn 19@I<HolAS .o [97(@) <N A ...

Abstraction faite de la premiére, ces inégalités expriment que
¢'(x) appartient au type s de la classe définie par A,, A,, ...,
A,.i, ... et quesanorme y est au plus égale a 5| ¢|[. Cette nouvelle
classe est quasi analytique (D) en méme temps que la classe donnée,
d’aprés la comparaison des séries correspondantes ('). La remarque
s'étend aux dérivées de tous les ordres.

Les inégalités (1) permettent de vérifier que le type s d’une classe
quasi analytique (D) constitue une multiplicité de vecteurs abstraits,
I'addition et la multiplication ayant le sens algébrique habituel (?).

(1) T. CarreMan, Les fonctions quasi analytiques, Paris, 1926, p. 106.

(2) P. Fuavanr, La notion de continuité dans l’étude des transmutations
distributives des fonctions d’une variable complexe et ses applications (Bul-
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. LII, 1928, 1™ partie, p. 32-34).
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Les différences finies satisfont aussi 4 des inégalités, car
x+h
Mo@)=g@+mn 9@ =/ ¢ndy,

ax+h
Moy = [ (p)dy,
d’ou -
(3) [Arg(2) | Sl 9 Il Aysh, sy [Arem(z) <]l @ || Arpys1h, cees

pour x et x - h tous deux dans (a| b).

3. DErNITION DE LA CONVERGENCE. — Dans le type 5, le mode de
convergence le plus naturel 4 considérer est celui qui s’exprime par la
norme; nous I'appellerons convergence en norme (s). La suite ¢,(x)
converge vers {(x) si || p.— ¢ || tend vers zéro. D’aprés la définition
de la norme, il faut et il suffit que les fonctions

n(2) = $(2) (D) —¥(2)  e(@) — ()
A, A,s A,s” ’

tendent uniformément [ quel que soit & dans (a|b)] et également [quel
que soit 'entier r] vers zéro pour r infini. En particulier, les fonctions
et les dérivées de chaque ordre tendent uniformément vers la fonc-
tion limite et sa dérivée du méme ordre.

On voit aussi que ¢,(x) converge en norme (s) vers {'(x) dans la
classe définie par {A, =A,,,}, et de méme pour les dérivées sui-
vantes.

4. L'ensemble des fonctions du type s constitue une multiplicité
compléte.

Cela signifie (') que toute suile intrinséquement convergente en
norme (s) converge de méme vers une fonction du type considéré.
Par hypothése, & tout nombre positif & correspond un rang g tel que
I'on ait v

llgn—19plich  pour n, 929,

(1) Ibid., p. 36.
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c'est-a-dire
[¢i () — @5’ (@) |ShArs™  pour n, p2q.
Pour les fonctions, ou pour les dérivées d’un ordre déterminé, en
y oup
un point déterminé (r et z fixés), c’est le critére de convergence de
Cauchy, d’ou I'existence d’un nombre

dpr(2) = lim 9}’ ().
pr=

Dans l'inégalité précédente, faisons tendre p vers l'infini
(3) lou" (2) — dr(2) |ShA,s" pour n2gq;

x décrivant |'intervalle (a|b), cette inégalité traduit la convergence
uniforme de ¢’(x) vers {,(x). De la résultent deux conséquences :
1° chaque fonction ¢,(x) est continue; 2° ces fonctions sont les déri-
vées les unes des autres, car

di(@) — e = [ o0y dy
et, en passant a la limite sous le signe f,

$ry () — \Pr‘—;(“) :j klh()’) dy,

remplacant alors §,(x) par {'(ix), les inégalités (3) se traduisent par

len—YlISA pour n2gq. C. Q. F. D.

8. Distrisution pEs ziRos. — Les fonctions quasi analytiques étant
continues, si la fonction limite n’a pas de zéro dans un intervalle
fermé, sa borne inférieure en valeur absolue n’y est pas nulle, et par
- suite de la convergence uniforme, il en est de méme des fonctions de
la suite. Donc : St la fonction limite est sans zéro dans un intervalle
fermé, la fonction de la suite convergente est, ¢ partir d'un certain
rang, sans zéro dans ce méme intervalle.

Considérons maintenant un intervalle fermé a I'intérieur duquel la
fonction limite admet un zéro, sa dérivée en étant dépourvue. Les
valeurs de la fonction limite aux extrémités de I'intervalle sont de
signes opposés, il en est de méme pour les fonclions de rang élevé de

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. ' 49
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la suite qui admettent donc chacune un nombre impair de zéros. La
convergence uniforme des dérivées premiéres entraine pour elles
'absence de zéro, d’oli un zéro simple et unique pour les fonctions.
Ceci est valable pour un intervalle arbitrairement petit autour d’un
zéro simple de la fonction limite. Donc :

Un zéro simple de la fonction limite intérieur a U'intervalle fonda-
mental est imite d’un zéro et d’un seul de la fonction variable. Si la
Sonction limite n’admet que des zéros simples tous intérieurs a l'intervalle
Sondamental, la fonction de la suite convergente finit par en avoir
cxactement le méme nombre (simples et intérieurs).

Prenons maintenant un zéro double de la fonction limite, et un
intervalle fermé I'entourant sans contenir d’autre zéro de la fonction
ni de la dérivée premiére. La fonction limite a méme signe aux deux
extrémités, il en est de méme des fonctions de rang élevé de la suite
qui ont donc dans cet intervalle un nombre pair de zéros. Leurs déri-
vées premiéres ayant un zéro simple et unique, elles ont exactement
o ou 2 zéros; les deux cas sont effectivement possibles, comme le

. " 1 . . . . ,
montre la suite z* == ~ qui tend vers 2; il peut y avoir aussi un zéro

double. On peut raisonner de méme par I’examen direct des signes
aux extrémités d'une part et I’emploi d'un raisonnement récurrent
qui renseigne sur les zéros de la dérivée d’autre part. On obtient ainsi
le théoréme suivant :

St la fonction limite a un séro p-uple intérieur a Uintercalle: a partir
d’un certain rang, la fonction de la suite a au voisinage un nombre
total de zéros au plus égal a p et de méme parité.

6. Supposons maintenant qu'une extrémité de l'intervalle fonda-
mental soit zéro de la fonction limite, nommons p son ordre. Nous
pouvons prendre & partir de cette extrémité un intervalle assez petit
pour que la fonction et ses p — 1 premiéres dérivées n’y possédent pas
d’autre zéro et pour que la p*™ dérivée n'en ait aucun. Alors la p*™
dérivée de la fonction de rang assez élevé dans la suite n’a aucun zéro
dans I'intervalle en question; la (p — 1)"*™ dérivée a un zéro simple au
maximum; la précédente a 2 zéros au maximum, et ainsi de suite; la
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fonction elle-méme a p zéros au maximum. Naturellement, les consi-
dérations de signes aux extrémités de l'intervalle disparaissent.

St une extrémité de intervalle est zéro p-uple pour la fonction limite,
les fonctions de la suite & partir d’un certain rang ont au maximum
p s€ros d son voisinage.

Les théorémes précédents admettent les corollaires suivants :

St la fonction limite d’une suite convergente n'est pas identiquement
nulle, le nombre total des zéros de la suite est, a partir d’un certainrang,
borné par celui de la fonction limite; si cette derniére n’a pas de zéro
aux extrémités de U'intervalle, il est de méme parité.

Si la fonction limite n’est pas identiquement nulle, le nombre des zéros
des fonctions de la suite est borné.

St une suite convergente est formée de fonctions dont le nombre de
3éros n'est pas borné, sa limite est identiquement nulle. '

En appliquant ce résultat aux dérivées d'un certain ordre, on
obtient : S le nombre des zéros des dérivées p*™* des fonctions de la
suite n'est pas borné, la fonction limite est un polynome de degré p — 1.

7. Points rasLes. — La comparaison de ces résultats a ceux que
donne la convergence uniforme des fonctions holomorphes dans un
domaine complexe fait ressortir une différence essentielle : au lieu de
I’égalité entre le nombre des zéros de la fonction limite et celui des
fonctions de la suite convergente, on a une inégalité, la fonction
limite pouvant avoir plus de zéros. Un zéro de la fonction limite
pouvant n’étre pas limite de zéros des fonctions de la suite, les raison-
nements ot 1’on conclut de la fonction limite aux fonctions conver-
gentes ne peuvent subsister qu’en introduisant une notion nouvelle.

Appelons point faible d’une fonction toute valeur de la variable
minimant la valeur absolue de la fonction. Pour une fonction quasi
analytique (D), un point faible ne peut étre qu'un zéro de la fonction,
un zéro de la dérivée ou une extrémité de l'intervalle fondamental.
Les points faibles d’une méme fonction sont donc en nombre fini.

Dans la convergence uniforme des fonctions continues, toute valeur
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minimante propre de la fonction limite est limite de valeurs mini-
mantes des fonctions de la suite.

En effet, soit
Sf(z)= ,!i;';fn(x),

toutes les fonctions étant continues et la convergence uniforme dans
un certain intervalle. Soit z, une valeur minimante propre de f(x),
il existe un intervalle (x, — | z,+ [) dans lequel le minimum

J(@) =y

n’est atteint que pour r,. Excluons un intervalle concentrique arbi-
trairement petit (x,— ' |x,+ l'); dans la réunion des intervalles
fermés (¢, — l|x,— ') et (@, + !'|.x,+ ), la fonction continue f(x)
atteint effectivement sa borne inférieure, et celle-ci est par suite
supérieure a y,, soit y,—+ 3. Par suite de la convergence uniforme,
a partir d’un certain rang, | f,(x) — f(&)|<k; dés lors, on a dans les
intervalles latéraux f,(x)2y,+ 24, tandis que f,(x,)Sy,—+ &, cequi
prouve que la borne inférieure de f,(x) pour tout l'intervalle

(xy— l,+ 1)

est nécessairement atteinte dans la partie centrale (x,— ' |z, + ).
Bien entendu le minimum n’est pas nécessairement propre pour les
fonctions f,(x).

Revenons 4 nos fonctions quasi analytiques et considérons leurs
valeurs absolues, ce sont des fonctions continues, et la convergence est
uniforme car

[l @n(@) | — | (£)1|$]9al2) — $(2)].
L’application du théoréme précédent montre donc que :

Tout point faible de la fonction limite est limite de points faibles des
JSonctions de la suite convergente.

La réciproque n'est pas vraie, comme le montre I'exemple suivant :

3. . . I .
— +1 admet pour point faible — tandis que le

polynome limite 2° -+ 1 n’admet pas zéro pour point faible.

le polynome z*—
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II. — Compacité.

8. FamiLLe BoRNEE EN NORME (s). — Considérons une famille de
fonctions du type s dont les normes soient bornées supérieurement :

Tollgm.

L’application des inégalités (1) et (2) donne
(4) o (z)|SmA,s75 |Argm (2) [ SmArs ™ h.

Ces fonctions sont donc également bornées ct également continues,
ct pour chaque ordre de dérivation leurs dérivées sont aussi également
bornées et également continues. '

Considérons une suite de fonctions de la famille; I'égale borne et
I’égale continuité de ces fonctions garantissent 1'existence d’une suite
partielle uniformément convergente. Prenons les dérivées premiéres
des fonctions de cette suite partielle; leur égale borne et leur égale
continuité entrainent 'existence d'une suite partielle uniformément
convergente; cette suite étant extraite de la précédente, les fonctions
convergent aussi uniformément. Continuant ainsi, chaque extraction
de suite partielle réalise la convergence uniforme pour les dérivées
d’un ordre plus élevé. Le procédé diagonal classique (') donnant une
suite extraite de toutes les précédentes, les fonctions de cette suite et
leurs dérivées d’'un méme ordre quel qu'il soit convergent uniformé-
ment dans l'intervalle fondamental. 1l en résulte, par le raisonnement
du n° 4, que les limites sont une fonction et ses dérivées successives.

En appliquant les inégalités (4) anx fonctions ¢,(x) et passant i la
limite, on voit que la fonction limite {(x) appartient au type s et a
une norme au plus égale a m.

De plus, quel que soit 5’ > 5, la convergence a lieu ennorme (s"). Il
s’agit de montrer que, étant donnés deux nombres s’ > s et A > o, les
inégalités
(5) loi(®) — 47 (@) [ShAsT

() Cf. par exemple P. MonteL, Lecons sur les familles normales de fonc-
tions analytiques et leurs applications, Paris, 1927, p. 15-17.
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ont lieu pour toute valeur de r & partir de n suffisamment grand.
Toutes les fonctions étant bornées en norme (s), les inégalités (4)

donnent
[ (2) |[SmAs, |4 (z)|<mA,s,
et, par suite,
[ () — §7 (2) 1S amA, s,

les inégalités (5) ont donc lieu dés que

ams"S hs'n ou ( s—,>r§ N ’

s am
ce qui a lieu, indépendamment de n, pour r suffisamment grand. Il ne
reste 4 envisager que des valeurs de r en nombre fini. Pour chacune
d’elles, I'inégalité (5) a lieu, par suite de la convergence uniforme de
la dérivée correspondante, a partir d’une certaine valeur de n2p(r);
ces entiers p(r) étant en nombre fini, il suffit de retenir le plus grand
d’entre eux.

9. DEFINITION D'UNE FAMILLE cOMPACTE DU TYPE s. — Clest une famille
de fonclions bornée en norme (s') quel que soit s'>>s. Une famille
bornée en norme (s) satisfait évidemment 4 la condition, car les iné-
galités (4) subsistent a fortiori si I'on augmente s. Mais la condition
est plus large, les fonctions de la famille pouvant appartenir ou non
au type s. Cette définition se justifie par les deux théorémes suivants :

Dans une telle famille, toute suite infinie admet une suite partielle
convergente en norme (s') quel que soit s' > s.

Etant donné un nombre s, > s, la famille est bornée en norme (s, );
d’aprés le numéro précédent, il existe une suite partielle convergente
en norme (s') quel que soit s'>s5,. Donnons-nous une suite de
nombres {s,} tendant vers s en décroissant constamment, et appli-
quons celte propriété avec la valeur s, 4 la suite de fonctions donnée,
avec la valeur s, 4 la suite partielle extraite, etc. La suite diagonale
fait partie de chacune des suites extraites, elle posséde donc la
convergence en norme (s'), s' étant supérieur a quelqu'un des s,,
autrement dit, quel que soit s’ > s.

Réciproquement, si une famille de fonctions appartenant a tous les
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types plus grands que s est telle que toute suite de fonctions de cette
Sfamille admette une suite particlle convergente en norme (s') quel que
soit s' > s, cette famille est bornée en norme (s") quel que soit s’ > s.

En effet, si pour une valeur particuliére s' > s, elle n’était pas bornée
en norme (s'), on pourrait y choisir une suite de fonctions dont les
normes dans ce type s croitraient constamment et indéfiniment,
caractére subsistant dans toute suite partielle. Or, c’est incompatible
avec la convergence en norme (s') vers une fonction limite qui, par
hypothése, a lieu pour une suite partielle; car, dans toute convergence
définie par une norme, la norme de I’élément variable tend vers celle
de I'élément limite (*).

D’aprés la remarque faite au n° 2, si une famille de fonctions est
compacte du type s dans la classe définie par { A, }, la famille de leurs
dérivées est compacte du méme type dans la classe déﬁnze par{A,=A,.}.

10. La norme d'un élément d’accumulation étant la limite des
normes (de méme espéce) des fonctions convergeant vers lui, elle ne
dépasse pas leur borne supérieure. Donc, en adjoignant ¢ une famille
compacte du type s ses éléments d’accumulation, la famille obtenue est
aussi compacte du type s. En outre, c’est un ensemble fermé. Cela tient
a ce que la convergence considérée peut se définir au moyen d'une
distance (*), savoir

o — i
(%v)\—f 2% ‘Ptl!j.mdt.

Tout d’abord, le nombre défini par cette expression est bien une
distance. 1l est évident que sa nullité équivaut & o =1{; il reste & voir
que I'inégalité

(e (9,0 + (6 )
a lieu pour trois fonctions; cette inégalité résulte immédiatement de
'inégalité analogue pour les fonctions sous le signe f - Or, si trois

nombres positifs a, b, ¢ satisfont aux inégalités caractérisant les trois

(') P. Framanr, loc. cit., p. 35.
(*) M. Frecaer, Sur quelques points du calcul fonctionnel (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, t. XXII, 1906, p. 18).
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b
sy —»
1+~a 1+ b

cOtés d’un triangle, il en est de méme des trois nombres

¢ , . . pg s
——- Il suffit, en effet, d’écrire que le plus grand nombre est inférieur
1+c¢ ! ’
a la somme des deux autres; la croissance de la fonction homogra-
. x .
phique —— montre que les nombres des deux suites se rangent dans
1+x

le méme ordre de grandeur; si a est le plus grand, il est clair que

a<b +- c entraine
a_ . b ' I
1+a~14+0  1+¢

puisque le diviseur du premier membre est plus grand que chacun de
ceux figurant au second membre.

Pour voir quelle est la convergence définie par cette distance, nous
utilisons le fait que, pour une méme fonction, la norme est une fonc-
tion non croissante du type. Partageons I'intervalle d'intégration en
deux parties au moyen du nombre intermédiaire s, nous voyons que,
pour s<t<y,

: e — ¢l le-— ¢l
— <o — el, par suite <
le —dlleslle —dk » P 1+fle —dflv = 1+ o — 4

<r,

et, pour s’StSs—+1,

le—wlh . _llo =4l |
Celle — ¢l = i To —

o — ¢l <ile — ¢l el, par suite o<

Il en résulte que

(S',—S)|I<P —4‘”"<(CP,¢).¢<S'—— s+ (g+[—sl)”(? - q’"-"’

1+ e — ¢l 1+ — ¢

s’ étant fixé, l'inégalité de gauche montre que, la distance tendant
vers zéro, la norme dans le type s tend vers zéro. Si, quel que
soit ¥ > s, la norme dans le type s’ tend vers zéro, 1'inégalité de droite
permet de rendre la distance arbitrairement petite en choisissant
d’abord s’ assez voisin de s, puis s’ une fois fixé, en rendant la norme
assez petite. .a convergence définie par cette distance est donc bien la
convergence en norme (s') quel que soit s> s.
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III. — Propriétés des familles compactes.

11. CoNVERGENCE DES SUITES. — S7 une suite de fonctions d’une famille
compacte du type s converge en tout point de I'intervalle fondamental
ainsi que la suite des dérivées de chaque ordre, il y a convergence en
norme (s') quel que soit s' > s.

Tout d’abord, il y a en chaque point unelimite des fonctions et une
limite des dérivées de chaque ordre, limites qui restent les mémes
pour toute suite partielle. Or, il existe une suite partielle qui con-
verge en norme (s') vers une fonction de la classe et ses dérivées; les
limites considérées sont donc les valeurs d’une fonction quasi ana-
lytique ¢ () et de ses dérivées. Affirmer quelasuite donnée converge
en norme (s'), c’est dire que, s’ et & étant donnés, I'inégalité (5) a
a lieu quels que soient r et = a partir de n assez grand, ou encore que
les valeurs de n pour lesquelles elle n’a pas lieu sont en nombre fini.
Nier cette convergence, c’est donc dire qu'il y a une infinité de valeurs
de n pour lesquelles I'inégalité n’a pas lieu, c’est-a-dire a4 chacune
desquelles correspondent une valeur de z et une valeur de r telles que

(6) | Qi (Z) — P (20) | > kA, 57,

La suite 9,(z) réduite a ces valeurs de n admet une suite partielle
ayant la convergence en question, et la limite ne saurait étre diffé-
rente; autrement dit, parmi ces valeurs de n, il y en a une infinité
pour lesquelles a lieu I'inégalité (5) quels que soient z et r, ce qui est
contradictoire avec (6).

12. Siune suite de fonctions d’une famille compacte converge ains
que la suite des dérivées de chaque ordre en un seul et méme point de
Pintervalle fondamental, ces suites convergent partout et par conséquent
@ la maniére précédente.

Tout d’abord, les valeurs des fonctions ou des dérivées d’un certain
ordre étant bornées, leur ensemble n’a que des valeurs d’accumulation
finies; la suite des valeurs considérées converge si elle a une seule
valeur d’accumulation. Il suffit donc de prouver l’1mpossnblllté de

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 50
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deux valeurs d’accumulation distinctes pour les fonctions ou pour les
dérivées d’un méme ordre en un méme point. Imaginons ainsi deux
valeurs d’accumulation, chacune est limite d'une suite extraite de la
suite donnée, d'ou deux suites de fonctions qui admettent chacune
une suite partielle convergeant vers une fonction quasi analytique de
la classe; ces deux fonctions, égales ainsi que toutes leurs dérivées au
point ou la suite primitive converge par hypothése, différeraient soit
par elle-mémes, soit par leurs dérivées d'un certain ordre en 1’autre
point, ce qui est impossible. '

13. Siune suite de fonctions d’une famille compacte converge en une
infinité de points de l'tntervalle fondamental, cette suite converge partout
ainst que la suite des dérivées d’un méme ordre, et par suite converge a la
maniére précédente.

Le mode de raisonnement est le méme; on aurait deux fonctions de
la classe quasi analytique coincidant en une infinité de points sans
étre identiques, puisqu’elles différeraient soit par elles-mémes, soit
par leurs dérivées d’un certain ordre en un autre point, ce qui est
impossible.

14. Dans cet ordre d’idées, on peut généraliser un peu :

Etant donnée une suite de fonctions d’une famille compacte, si la
sutte des dérivées de chaque ordre a parur de r converge en un seul et
méme point, ou si la suite des dérivées d’ordre r converge en unc infinité
de points, les éléments d’accumulation de la suite ne peuvent différer que
par un polynome additif de degré r — 1.

En effet, prenons deux suites partielles convergeant a la maniére
indiquée, leurs limites respectives sont deux fonctions d’une méme
classe quasi analytique, leurs dérivéesr*™ également; or, ces derniéres
sont égales ainsi que toutes leurs dérivées en un point, ou bien sont
égales en une infinité de points, ce qui entraine leur coincidence. La
différence des deux fonctions limites a donc sa dérivée r*™ nulle, et est
par suite un polynome de degré r — 1. Tout systéme de r conditions
permettant d’affirmer sa nullité identique entraine la convergence de
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la suite donnée; les plus simples sont la convergence des fonctions en
r points, celle des fonctions et des dérivées des r—1 premiers ordres
en un point (qui peut varier avec I'ordre de dérivation); mais ce ne
sont pas les seules; par exemple, pour 7= 3, la convergence des fonc-
tions en deux points et celle des dérivées premiéres en un point autre
que le milieu des deux précédents produisent le méme effet.

15. FAMILLES SANS ELEMENT D’ACCUMULATION CONSTANT. — Si une famille
compacte du type s n’admet pas de fonction identiquement nulle parm:
ses éléments d’accumulation, le nombre des zéros des fonctions de la
JSamulle est borné supérieurement.

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Formons alors une suite de fonc-
tions de la famille dont le nombre des zéros aille en croissant cons-
tamment et indéfiniment, ce caractére subsiste dans toute suite par-
tielle. En vertu de la compacité, il existe une suite partielle conver-
gente et, d’aprés le n° 6, la fonction limite est identiquement nulle,
ce qui est contraire & I’hypothése.

16. Une famille compacte qui n’admet pas de constante parmi ses
éléments d’accumulation ne peut contenir qu'un nombre fini de fonc-
tions constantes. En effet, la famille étant bornée en norme ('), les
valeurs prises par les fonctions sont bornées. Imaginons alors une
infinité de fonctions constantes, leurs valeurs appartiennent a4 un
intervalle fini, elles admettent au moins une valeur d’accumulation
vers laquelle converge une suite partielle; or, pour les fontions cons-
tantes, la convergence ordinaire a aussi lieu en norme, il y aurait donc
au moins un élément d’accumulation constant. On ne restreint donc
pas la généralité en excluant, lorsque c’est commode, les fonctions
constantes de la famille.

Si une famille compacte du type s ne contient pas de constante et n’en
admet aucune parmi ses éléments d’accumulation, le nombre des racines
de toutes les équations ¢(x) = a dans l'intervalle fondamental admet
une borne supérieure indépendante de la fonction o(x) de la famille
et de la constante a.

Les fonctions étant bornées, les équations considérées n’ont pas de
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racine dés que a sort de l'intervalle des valeurs prises par les fonctions.
Considérons alors la famille des fonctions ¢(a) —a, 9(z) fonction
quelconque de la famille donnée, a constante quelconque prise dans
intervalle considéré. Cette famille est compacte; soit, en effet, une
suite de fonctions lui appartenant : ou bien une méme fonction ¢(x)
y figure une infinité de fois, nous prenons la suite partielle corres-
pondante; ou bien chaque fonction p(z) ne figure qu’un nombre fini
de fois, il y a une infinité de fonctions o(x) distinctes, et la famille
des () étant compacte, il y a une suite partielle convergente que
nous prenons. La suite partielle ainsi prise met en jeu une infinité de
valeurs de a (distinctes ou non) admettant une suite partielle (peut-
étre formée de valeurs égales) qui converge vers une valeur finie; la
suite correspondante des ¢(z) — a converge vers limp(z) —lima. La
convergence a bien lieu en norme (s') quel que soit s’ > s, puisqu’il en
est ainsi pour les o(x).

La compacité étant établie, montrons qu’aucun élément d’accumu-
lation n’est identiquement nul. Si, pour une certaine suite, les p(x)—b
tendaient vers zéro, on pourrait considérer une suite partielle dans
laquelle les a tendraient vers une limite finie, les o(z) figurant dans
cette suite tendraient vers la limite des a; ce seraient ou bien des
fonctions distinctes de la famille, etil y aurait une constante parmi les
éléments d’accumulation, ou bien la méme fonction répétée, et elle
serait constante, éventualités toutes deux contraires a ’hypothése.

La famille des () —a est alors justiciable du n° 48, ce qui
démontre le théoréme énoncé.

47. Si une famille compacte n’a aucune constante parmi ses éléments
d’accumulation, le nombre des zéros des dérivées des fonctions de la .
JSfamille est borné.

Imaginons une suite de dérivées, la suite des fonctions correspon-
dantes admet une suite partielle convergeant 4 la maniére adoptée, la
suite partielle correspondante des dérivées tend vers la dérivée de la
fonction limite, et cette limite est la méme que pour la suite compléte
imaginée. Si une suite de dérivées tendait vers zéro, il y aurait donc
un élément d’accumulation constant, contrairement & I'hypothése. Les
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dérivéesn’admettant pas zéro comme élément d’'accumulation, len°13
leur est applicable.

CoOROLLAIRE. — 87 une famille compacte n’a aucune constante parmi
ses éléments d’accumulation, le nombre des points faibles des fonctions
de la famille est borné.

18. Considérons une famille compacte ne contenant pas la fonction
identiquement nulle et ne I'admettant pas parmi ses éléments d’accu-
mulation. Prenons pour chaque fonction de la famille la borne supé-
rieure de sa valeur absolue. Ces bornes sont supérieures 2 un méme
nombre fixe; sinon il y aurait une suite de fonctions dela famille dont
les bornes supérieures tendraient vers zéro, ces fonctions tendraient
vers zéro dans tout I'intervalle fondamental et (n° 13) convergeraient
suivant le mode utilisé vers la constante zéro qui serait élément
d’accumulation. ‘

Supposons de plus que chaque fonction de la famille prenne la
valeur zéro en quelque point de l'intervalle fondamental (ce qui
exclut la présence de constantes dans la famille), alors I'oscillation de
chaque fonction est au moins égale a sa borne supérieure, et par
suite ces oscillations admettent pour toute la famille une borne
inférieure non nulle.

Soit maintenant une famille compacte ne contenant pas de cons-
tante et n’en admettant pas parmi ses éléments d’accumulation. For-
mons la famille ¢(x) — o(¢), ¢(x) fonction arbitraire de la famille
donnée, ¢ nombre fixe de l'intervalle fondamental. Cette nouvelle
famille, faisant partie de la famille ¢(«) — a considérée au n° 15, est
compacte et n'admet pas la fonction identiquement nulle comme
élément d’accumulation. Les fonctions (&) — @(c), s’annulant pour
x = c sans étre identiquement nulles, la propriété précédente a lieu.
Comme () et o(x)— ¢(c)ont la méme oscillation, on a le théoréme
suivant :

St une famille compacte ne contient pas de constante et n’en admet
pas parmi ses éléments d’accumulation, les oscillations de toutes les
Sonctions de la famille sont supérieures a un méme nombre positif.
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. 49. Considérons une famille compacte dont les éléments d’accumu-
lation ne prennent pas la valeur zéro. Dans toute suite convergeant a
la maniére indiquée, en particulier uniformément, la borne inférieure
des fonctions de la suite tend vers la borne inférieure de la fonction
limite; cette derniére n’étant pas nulle, la borne inférieure des fonc-
tions de la suite est & partir d'un certain rang supérieure 4 un nombre
positif. La méme propriété alieu pour toutes les fonctionsde la famille,
sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre elles. Sinon, on pourrait
former une suite infinie de fonctions dont les bornes inférieures ten-
draient vers zéro, suite qui admettrait une suite partielle convergente
pour laquelle il y aurait contradiction avec la propriété précédente.

St les éléments d’accumulation d’une famille compacte ne s’annulent
pas, les fonctions de la famille qui s’annulent sont en nombre fini et les
valeurs absolues des autres admettent une borne in férieure non nulle.

20. Considérons une famille compacte sans élément d’accumula-
tion constant. Soit ¢ une fonction de la famille; entourons chacun de
ses points faibles d’unintervalle d’exclusion de longueur 2/, soit J(g)
le reste de l'intervalle fondamental aprés ces exclusions et &(¢) la
borne inférieure de | 9| sur J(9). Les 6(¢) admettent une borne infé-
rieure non nulle. En effet, dans le cas contraire, il y aurait une suite
de fonctions pour laquelle ces nombres tendraient vers zéro en décrois-
sant constamment, caractére subsistant dans toute suite partielle, en
particulier dans la suite convergente | o, }. Soit { la limite de cette
suite (non constante et par conséquent non identiquement nulle).
Entourons chacun de ses zéros d’un intervalle d’exclusion de lon-
gueur /', soit  le reste de I'intervalle fondamental et &'(¢) la borne
inféricure de | ¢|sur J. Tout zéro étant un point faible, chaque zéro
de ¢ est limite de points faibles des ¢, (n° 6); il y a donc un rang a
partir duquel chaque intervalle d’exclusion entourant un zéro de ¢
contient un point faible de ¢, et se trouve ainsi englobé dans 'intervalle
d’exclusion de longueur double attaché a ce point faible; par consé-
quent, & partir de ce rang J(¢,) fait partie de J, ce qui entraine
Pinégalité b(¢,)26'(9.). Or, d’aprés la convergence uniforme, b'(¢,)
tend vers &'({) qui n’est pas nul, ce qui est incompatible avec le fait
que b(¢,) tend vers zéro.
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Le nombre des points faibles étant borné pour toutes les fonctions
de la famille (n° 16), une longueur arbitraire / étant donnée, il est
possible de choisir I de facon que la longueur totale des intervalles
d’exclusion ne dépasse pas /.

Reprenons maintenant une famille compacte ne contenant pas la
fonction identiquement nulle et ne I’admettant pas parmi ses éléments
d’accumulation. Les bornes supérieures en valeur absolue des fonctions
de la famille sont supérieures & un nombre fixe (n° 17), et par suite de
la convergence uniforme, le méme fait est vrai des éléments d’accu-
mulation. Ainsi, s'il y a des constantes soit dans la famille, soit parmi
les éléments d'accumulation, elles sont supérieures en valeur absolue
4 un nombre fixe a. Partageons les fonctions de la famille en deux
catégories, celles qui satisfont dans tout l'intervalle fondamental a
I'inégalité |o(x)|2a, et celles qui prennent des valeurs de I'inter-
valle (— a|+ a). Considérons d’abord la derniére sous-famille; elle
est compacte comme la famille totale et ses éléments d’accumulation
font partie de ceux de la famille totale; les constantes étant au moins
égales a a en valeur absolue ne peuvent figurer ni dans cette sous-
famille, ni parmisesélémentsd’accumulation. Les fonctions considérées
possédent donc la propriété établie plus haut. Quant a celles de ’autre
catégorie, d'aprés I'inégalité |o(x)|2a, elles ont la méme propriété
sans intervalle d’exclusion.

Etant données une famille compacte n’ayant pas la constante zéro
parmi ses éléments d’acccumulation et une longueur | arbitrairement
petite, il leur correspond un nombre positif auquel la valeur absolue de
toute fonction de la famille reste supérieure, sauf peut-étre dans des
intervalles en nombre fini dont la longueur totale ne dépasse pas I (et dont
la position dépend de la fonction considérée).

En résumé, les fonctions de la famille admettent en valeur absolue
une égale borne supérieure B et, hors des intervalles d’exclusion, une
égale borne inférieure b. Prenons les valeurs d’une méme fonclion en
deux points, le second hors des intervalles d’exclusion, nous avons
<B

l9@)i<B, lg(@l20, doi |2

¢ ()
Dans les conditions précédentes, il correspond & la famille et a la
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longueur | un nombre k tel que U'on ait pour toute fonction de la
Sfamille :—E% Sk, sauf peut-étre lorsque x, se trouve dans un des inter-

valles signalés.

21. Comme pourles fonctions analytiques, il y a bien des procédés
pour exclure les fonctions constantes, ou la fonction identiquement
nulle, de la famille et de ses éléments d’accumulation. Par exemple,
la fonction identiquement nulle est exclue en imposant aux fonctions
de prendre une méme valeur non nulle en un point soit fixe, soit quel-
conque; les fonctions constantes sont exclues en imposant aux fonc-
tions de prendre deux valeurs distinctes ou aux dérivées une méme
valeur non nulle, etc. Les théorémes précédents sont ainsi susceptibles
de diverses particularisations.

IV. — Remarques diverses.

22. Crasse anALYTIQUE. — La classe analytique est ordinairement
définie par I'une des suites {n!} ou {n"}. Montrons d’abord que la
notion de compacité est indépendante de la suite employée. D’apreésla

formulede Stirling, n! est uninfiniment grand équivalentan®c—"y2zn.
Quel que soit ¢ > 1, I'inégalité y2=n < ¢"alieu a partir d’une certaine
valeur de n, il existe donc un facteur # tel que I'on ait y27=n < kg"
pour tout entier n; d’ou

(6) (ﬁ)"<n!</.<(‘/—”>".
e e

Considérons une famille compacte du type s relativement a la
suite {n"}; elle est bornée en norme (s') quel que soit s> s, ce que
traduisent les inégalités

|9 (&) [Snrs™m
qui, jointes a (6), entrainent
(7) |9 (z) S n!(es’y m;

la famille est donc, relativement 4 lasuite { n !} bornée en norme (es’),
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nombre arbitraire supérieur  es. Réciproquement, une famille com-
pacte du type esrelativement a la suite { n!} satisfait aux inégalités (7)
qui, jointes a (6), entrainent

| ¢ (2) | S nn(gs") km;
la famille est donc bornée en norme (¢s'), nombre arbitraire supé-
rieur as.
Il y a donc identité entre famille compacte du type s relativement

a la suite {n"} et famille compacte du type es relativement a la
suite {n!}.

23. Définissons la classe analytique par la suite {n!}. Une fonc-
tion du type s satisfait aux inégalités (1) qui deviennent ici

te(2) ISlel, (9 (@) |Sslol, ..., lo(2)|Sn!s|ol,

La série de Taylor en un point a de l'intervalle fondamental est
donc dominée par

lellt+slz—al+(sjz—al)+...+ (slz—aly+...]

, , P . ' 1
série géométrique de raison s| — a|, convergente pour |z — a| <. 5
les fonctions du type s sont donc holomorphes dans le domaine formé
par les cercles de rayon % ayant leurs centres aux points del'intervalle
fondamental, domaine que nous appellerons bande de rayon % Dans
une bande de rayon moindre r, le module de la fonction est en outre

Lol

limité par L2 .
I —Ssr

Une famille bornée en norme (s) est donc formée de fonctions holo-
morphes dans la bande de rayon —; et bornées en module dans tout

domaine fermé intérieur. Considérons maintenant une famille com-
1 .
pacte du type s et un nombre r<_ -, nous pouvons intercaler un
I . »
nombre s entre s et - La famille étant compacte du type s est bornée

en norme (s"), ses fonctions sont donc holomorphes dans la bande de
1 , .
rayon - et bornées en module dans la bande de rayon moindre r.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 51
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Réciproquement, prenons une famille de fonctions holomorphes dans
la bande de rayon sf et bornées en module dans toute bande de rayon

moindre; soit m la borne supérieure dansla bande derayon r. Evaluons
la fonction et ses dérivées aux points de I'intervalle fondamental par
les formules

1 9(s)ds o )ds
o(z)=— | =—— ceny o (x )_sz(“ﬂi)nﬂ cen

ani Jo 3—x

C étant le cercle de centre x et de rayon r; nous en tirons

l¢(x)|<m, |cp(x)|<‘_’”, .

La famille, au point de vue de la classe analytique réelle, est donc
bornée en norme (;), et ,—l‘ est un nombre arbitraire supérieur a s.

Il y a donc identité entre famille compacte du type s et famille
normale dans la bande de rayon ; n’admettant pas «c comme élément

d’accumulation (les fonctions de cette derniére étant réelles sur 1’axe
réel).

24. CoMPARAISON DES CLASSES DEFINIES PAR DEUX SUITES. — Le raisonne-
ment du n° 22 se généralise aisémenl. Soient deux suites { A} et {A’ ]}
telles que le nombre

— A

STARY
soit fini. A tout nombre a > L, correspond un entier p tel que I'on
ait A,SA’ a" pour n2p. Les autres valeurs de n étant en nombre fini,
il existe un nombre k tel que ’on ait, quel que soit n, A, <A’ a"k. Soit
alors une famille compacte du type s relativement a la suite { A, }, elle
est bornée en norme (s') quel que soit s>+, soit m la borne; Loute
fonction de cette famille satisfait a

Lo (z) LA s"m< A (as’)y mh.

as' étant un nombre arbitraire supérieur a Ls, I'inégalité obtenue
exprime que la famille est compacte du type Ls relativement a la
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suite {A)}. On voit en méme temps que la classe { A} contient la
classe { A,}.

On peut échanger les roles des deux suites. Donc, lorsque la limite
inférieure I n’est pas nulle, la classe {A} est contenue dans la

n

classe { A,}, et toute famille compacte du type ¢ relativement a { A}
¢ . .
est compacte du type ; relativement a { A,}.

Lorsque les limites extrémes de \, ~+ pour n infini sont finies et non

A'u
nulles, les deux suites { A,} et { A} définissent la méme classe quast
analytique et les familles compactes sont les mémes par rapport d 'une

ou a l'autre suite.

Si L=o0, a est arbitrairement petit, et as’ également. Donc,

A ’ . . ’ N

y TZ tend vers zéro par n infini, la classe { A’} contient la
classe { A..}, et toute famille compacte dans la classe { A,} est compacte
du type zéro dans la classe { A }.

Un raisonnement classique de la théorie des séries & termes positifs

lorsque

prouve que, lorsque > a une limite, Y/, a la méme limite. En disso-
ﬂ.

ciant dans ce raisonnement les doubles inégalités, on voit que : la
limite supérieure (inférieure) pour ~ infini de yz, est au plus (moins)
égale A celle de =***. Par suite, les énoncés ci-dessus subsistent a fortiord
A A
en remplacant \/ x P R‘

n+1

SECONDE PARTIE.

PROPRIETES AYANT LIEU DANS LES CLASSES ASSUJETTIES
A UNE CERTAINE REGULARITE.

I. — Dérivées.

1. Comparons a la classe {A,}, la classe {A)=A,,,} & laquelle
appartiennent les dérivées des fonctions de la premiére. Tout d’abord,
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‘en supposant la suite { A,} non décroissante, la seconde classe contient
la premiére. En effectuant la comparaison suivant le procédé précédent
(17 Partie, n° 24 ) I'inégalité A,<A’ entraine L<1. Nous allons voir
que L est exactement égal & 1. Soit en effet un nombre a>L, on a
I'inégalité

n I a’
- < at ou < — our n2p.
A,, Anny An P =t
Posons
L
—— — ka1+s+...+1p—l»
A 2
/l
il en résulte
I {tn—1)n
A_ < fkattit+um—t — b o 2 pour ”2[)
n

et

1 n—1

1 L
I 2 S>p-.
— <k"a pour n2p;

VA,
le premier membre étant le terme général d'une série divergente, il

3
en est de méme du second; or, ¥ tend vers 1, donc la progression

%

géométrique de raison a
étre plus petits que 1.
De cette valeur L =1 résulte que lorsqu’une famille est compacte
relativement & | A,}, cette méme famille et la famille des dérivées
premiéres sont compactes du méme type relativement 6 { A, = A, ,}.

est divergente; a et par suite L ne peuvent

. e o e . n/A
Les deux classes coincident lorsque la limite inféricurc de \/:—,; n’cst
n

. . A .
pas nulle, ou lorsque la limite supéricure de \"/;:n' est finie; cn posant

—_— n /A — afA
q:hm\/:" =lnn\/ 2,
ny>wo An n> x An

la compacité du type s relativement & { A/} entraine la compacité du
type g¢s relativement a { A,.}.

Lorsque le nombre q est fini, les dérivées de tous les ordres appar-
tiennent & la méme classe que la fonction, et lorsqu’une famille est
compacte du type s, la famille des dérivées ™ est compacte du type q's.
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II. — Produits et séries entidres.

2. La condition de régularité que nous utiliserons désormais est

la non croissance de la suite {f% } Cette expression tend alors pour n

infini vers une limite positive ou nulle; celle-ci sert & comparer la

classe considérée et la classe analytique définie par {n!} (1™ Partie,

- n° 24). La classe considérée est la classe analytique si la limite est

positive, et contient la classe analytique si la limite est nulle. Dans ce

dernier cas, un beau résultat de M. S. Mandelbrojt ('), sous la forme

nouvelle que je lui ai donnée (), permet souvent d’affirmer qu’elle
An

contient aussi d’autres fonctions. D’aprés notre hypothése, {A— } va
n—

en croissant; I'une des inégalités A,<e™ ou — <’ réalisée a
n— :

partir d'un certain rang suffit alors & affirmer que la classe {A,} est
plus étendue que la classe analytique.

Voicisous quelle forme notre condition de régularité va intervenir.
Pourn>pona

Any .é_n< Aps
(rn—1)!'R!=(p—1)!'p

ou ——e

A/' An—1 Ap An Al’—i
ol n!

. A A £
En d’autres termes, un produit —%.—1 ne peut qu’augmenter de valeur
p:q:

lorsqu’on écarte également les deux entiers p et q.
3. Considérons le produit de deux fonctions de la classe, ¢ du
type s et ¢ du type ¢. La dérivée n'*™ est. donnée par la formule de

Leibniz .
(@d)m = gy + _nt A _ QR=PIYP) 4 . Qin,
r.(n—1)! pl(n—p)!

En évaluant par excésla valeur absolue de chaque facteurau moyen

() S. ManoeLerOIT, Séries de Fourier et classes quasi analytiques de fonc-
tions, Paris, 1935, p. 88-8g.

(*) P. FLamant, Comparaison des classes quasi analytiques (D) (Annales
de la Société polonaise de Mathématique, t. X1V, 1935, p. 145-148).
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du type et de la norme, nous obtenons

p=n p=n

’l—l A'
|(<P¢)""|<Zm—y||<?ll/\n_n5" PIpIA = "'ﬂ‘?“‘l’llz = 1/,)|Plv“"_""'

p=0

puis, en écartant les entiers n — p et p et les amenant & n et zéro, nous
avons

(1) [ ™[ S1e L Y 1A AR (s 4+ 8"t . o+ st 4= 1),
Distinguons alors deux cas :

Premier cas : s £ ¢ et, pour fixer les idées s > ¢. (1) donne

-2

g t tn
|(q>gp)(">|§|]<p|.|up|AoA,,s"(H— <+ %— + ;l><ICPu-“q'"A0Ansn Si ’

en prolongeant indéfiniment la progression géométrique. Donc le
produit d’une fonction du type s par une fonction du type t < s est une
Sfonction du type s dont la norme vén: fie

(2) IWI< WHM:

Lorsque 2=~ A —' tend vers zéro, toute fonction analytique appartient &
tout type de la classe {A,} (17 Partie, n° 24); par suite, le produit
d’une fonction du type s par une fonction analytique holomorphe est
une fonction du type s.

Deuxiéme cas : s =¢. (1) devient

o)™ = he b4 AnAn(n +1)s7.

Le produit appartient donc au type s de la classe définie par la
suite { A, (n 4 1)}, classe quicoincide avecla premiére puisque yn -+ 1
tend vers 1; il appartient donc & tout type plus grand que s relative-
ment 4 la suite { A,,}. Soit un nombre £ > 1,

L oria 2

Le produit de deux fonctions du type s appartient a tout type plus
grand que s et l'on a

Pt delobd 1A m;"; =
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Pour k22, ce maximum, atteint pour n = o, est égal & 1. Si n était

k
variable continue, le maximum serait cTogh’ expression avantageuse

pour £ peu supérieur a 1.
L’inégalité (2) s’écrit, en changeant les notations,

(2) bo bt 225 Yo el

qui donne a fortiori la suivante, que nous utiliserons,

(3) nwuh-k II<PII 11

En effectuant de proche en proche un produit de plusieurs facteurs,
nous appliquons (3) ou (2’) lors de la premiére multiplication, et
ensuite (2'); nous obtenons ainsi

Aok n—1
(4) ﬂ?ncrz---?nﬂksé(k_,) bl 9ake - - N 9ales
ou

Ak \r1
(4" I%%...cpnﬂké(kll) "?1"&:“?2“;--.“?,:"3.

Supposons les facteurs pris dans une famille bornée en norme ().
Notons m(s) la borne supérieure des normes de ces fonctions et m,(s)
la borne analogue pour les produits de n de ces fonctions. En prenant
les bornes supérieures des deux membres de (4), nous obtenons

— ok n
® mathe) 5 [ A2

Nous aboutissons a une valeur indépendante de n lorsqueﬁ,{fﬁ——(f) <,

ce qui exige A,m(s)<1; il suffit alors de poser =*—— Ao /‘mm =1, ce qui

1
donne k= m'
Etantdonnée une famille de fonctions bornée en norme (s) dont la borne

supérieure est moindre que 1To y la famille des produits de ces fonctions,

quel que soit le nombre de leurs facteurs est bornée en norme (—————)-
1— Aym(s)
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Supposuns maintenant nos fonctions prises dans une famille
compacte du type s, il suffit de remplacer s par &'s (¥ > 1) dans (5)

Akm(k's) ]"

4/.'—[

(6) m,,(l\k’s)< A 2 [

Etant donnée une famille compacte du type s, les produits de n fonc-
tions (distinctes ou non) de cette famille constituent une famille com-
pacte du méme type.

Si ces facteurs sont variables et tendent simultanément vers des
fonctions limites, le produit tend vers le produit des limites, en norme

(s) quel que soit s> s (1™ Partie, n° 13).

4. Considérons maintenant une série entiére en o, 9 appartenant a
la famille compacte

(7) W(P)=a+ a9 + A 0" +. ..+ Q" +...

et la famille des polynomes de téte; nous pouvons, grice a (6), éva-
luer par excés leurs normes

(o) 1< 22l +|a.|m(u's)+——Zl [ A

Lasomme X est formée des premiers termes d’une série entiére ayant
pour coefficients | a;|, et par conséquent pour rayon de convergence
celui R de w(¢). Si £ et ¥’ sont tels que

A l\m(ln’s)
®) T <R
on peut prolonger cette série indéfiniment et aboulir a une limitation
indépendante de n. La famille des ©,(p) est alors bornée en
norme (k#'s). L’inégalité (8) est vérifiée d’elle-méme si R = o ;sinon,
elle revient &

A;m(k's)<R et k> R

R—A,m(k's)

Par suite, les produits k4’ ont pour borne inférieure

,.J

q= R borne mf m ’

mik’ «-|<A
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et la famille des ©,(9) est compacte du type gs (g est égal a 1
lorsque w (@) est fonction entiére).

Dans les conditions considérées, la série (7) converge numérique-
ment, car |¢ [<| 9] A SA, m(ks)<R.

Si, la fonction ¢ restant la méme, on fait tendre n vers l'infini,
@.(p) tend vers w(9) pour chaque valeur de x, donc @,(p) tend
vers w(9) en norme (s') quel que soit s’ > gs (1™ Partie, n° 13), et la
Jamille des w(9) est compacte du type qs(1™ Partie, n° 10). Il en
résulte par exemple que, si {¢,} est formée de fonctions de la famille
initiale tendant vers ¢, w(¢,) tend vers w(¢) en norme (s’) quel que

soits’ > gs.

III. — Introduction de fonctionnelles auxiliaires.

5. Soit ¢ une fonction de signe constant, positif pour fixer les
idées. Les fonctions ¢” (exposant réel quelconque), loge étant déve-
loppables en séries entiéres par rapport 4 ¢ — a, les propriétés précé-
dentes ont lieu pour ces fonctions. Nous nous proposons d’établir
effectivement les inégalités qui les traduisent. Cela fait intervenir des
fonctionnelles autres que la norme que nous allons d’abord définir et
étudier.

Pour une fonction ¢ déterminée d’un certain type s, nous avons &
choisir a et k; ce dernier nombre déterminant le type ks auquel appar-
tiennent cerlainement ¢ etlog ¢, devra étre le plus petit possible ; a est
‘& fixer en vue de ce but. Tout d’abord, les développements considérés

. . —a 3
sont des séries entiéres en ¥ —— ayant unrayon de convergence égala 1.

, . . 9—a 9
vergence numérique exige 1 bt .
La convergence numérique exige donc — <toua>*>o

Le role joué au n° 4 par l'inégalité (6) sera tenu par

o—a\*"| _k—1[ Ak ]Jo—aqa] "
2 “( a > il/m-: Aok [k—'

!
[application de (4)], et I'inégalité (8) se traduira par

Akl —aj,
(k—1)a

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 52

<I.
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Considérons les valeurs de a telles que
(r0) Ao —al.co,

b étant un nombre donuné; notre condition sera réalisée si nous avons
en outre

(11) kb <(k—1)a

qui montre que, parmi ces valeurs de a, la plus avantageuse est la plus
grande. Or, (10) équivaut a I'ensemble des inégalités

le—al<b,  AJo'ISbAs, ..., - AJon| bA.s, ...

dont la premiére (la seule ol figure @) s’écrit encore —b<¢ —a<b,
ou I’on voit que la plus grande des valeurs de a considérées est donnée
par —b=minp —«. Donc, b étant donné de facon qu'il existe
quelque valeur de 2 satisfaisant a (10), nous luiassocions @ = 0 + ming
qui, portée dans (11) donne b6 < (A — 1) ming.

Il y a doncintérét & prendre b le plus petit possible, ce qui conduit
a chercher dans la famille ¢ —a la fonction ayant la plus petite
norme. Il faut et il suffit pour cela que |9 —a| ait le plus petit
maximum possible, ce qui a lieu pour la fonction

o ()= (o) — é(minqo + maxg),

que nous appellerons fonction réduite de la famille. Cette définition
a un sens pour une fonction quelconque; elle dépend de I'intervalle
(supposé ici invariable) oti varie . On a évidemment, quelle que soit
la constante c,

o'=(e—c), (cg)=co"

Cette fonction réduite intervient par sa norme qui renseigne sur les
variations de ¢ (amplitude, rapidité et régularité) & un point de vue
plus compréhensif que l'oscillation. On peut la définir directement

par

osc. ¢ |9'| Le"] , ],

.
A,s"

| ¢*]s= borne sup. A "As’

puisque

max | ¢*|= % (max¢ — min(p):%osc.cp.
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On a évidemment, quelle que soit la constante c,
19°15le —cl  leo)|=lel-1¢"}:
De plus, ¢* + ¢* étant une des fonctions ¢ + ¢ —c, on a
(12) 1o+ Iste’+ VISte ]+ 1)

Delarésulte lacontinuité de cette fonctionnelle. En regardant ¢ comme
la somme de ¢ et de ¢ — ¢

P11+ 1o — IS+l — ¢
Cette inégalité et celle obtenue en permutant ¢ et { se résument en
(13) 1o I=1¢" 1 <le — ¢}

Ces notions introduites, la question posée se résout en prenant

b=A]¢"]s d’ou a=A,|9"|,+ ming,
et enfin
A9 |s<(k —1)ming,

A *
h>14 2t E I L,
ming
6. Frucruation. — Cette derniére formule, concernant une fonction

positive, nous conduit a introduire une nouvelle fonctionnelle. Nous
appelons fluctuation d’une fonction de signe constant I'expression

.t [ ®
fl(cp, S)—1+ m)
qui dépend de la fonction ¢, de I'intervalle de variation de z et du
type s (qui sera écrit ou sous-entendu suivant les besoins). La fluc-
tuation est (comme la norme) une fonction non croissante du type.
Ona
fl(co)="1l(9).
Considérons deux fonctions ayant une différence constante et le
méme signe constant, + pour fixer les idées; elles ont la méme fonc-
tion réduite et satisfont 4 min(¢ — ¢)=minp —¢, d’ou

fl(g)—1 c
fl{l¢ —c)—1  ming
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Prenons maintenant une somme de deux fonctions ayant méme
signe constant. Entre les normes des fonctions réduites on a I'inéga-
lité (12). De plus
(14) min |¢ +¢|{=min(|¢ |+ |¢|)2min|¢ |+ min|{].

Donc

Aol 91+ Ao
fi(e +¢)se+ min|q>|+min|q¢|.

Le rapport figurant au second membre est compris entre les deux

rapports
Ado't o AWl
min | ¢ | min ||

et, par suite, le second membre est compris entre fl(¢) et fl(¢). En
conclusion, la fluctuation de la somme de plusieurs fonctions de méme
signe constant est au plus égale a la plus grande des fluctuations de ces
Jfonctions.

Continuité de la fluctuation.

_ Aol?'l AOI‘V'

1@~ =i le] ~ min] 9]
_ A= 1¥D :

min |3 | +MNNWMM muw>

— Al —19D |, Aol I(min|¢|—min|g|)
min | ¢ | min [ @ |.min ||

Prenons les valeurs absolues des termes; au premier numérateur,
nous appliquons l'inégalité (13); au second numérateur, en pensant
aux valeurs des deux fonctions lorsque le plus petit minimum est
atteint, nous écrivons

(15) lmin|q;|——min|q>||§ une valeur de |[¢ — @ |SAq)e — ¢,

nous avons donc
_ Aole — ¢l A3|¢'M-|<P—¢ll
) == "0+ mint o min 41
_ <Asle— i Al Aofl(d) o — ¢i,
e — st (o G ) = 20




ETUDE DES FAMILLES COMPACTES DE FONCTIONS. 407
[} .
On a, d’aprés (15),

min |9 |>min|$|— A Jo — ¢ |
et, par suite,
Afl ()] e — ¢l

) = S g T = Ao — 91

en supposant le dénominateur positif, ce qui exprime la continuité de
la fluctuation.

Inégalités concernant la fluctuation. — D’aprés les définitions

mémes, | ¢ | est le plus grand des deux nombres| ¢*|et El}—im + De plus,
0

min|¢ |Smax|¢|=min|¢ |+ osceSmin|¢|+ 24, |o],
d’ou

(16) minfp| et A e |SAc @S min ||+ 2A,]¢%).

Le minimum de la valeur absolue et la norme de la fonction réduite
peuvent s’évaluer au moyen de 1'un d’eux et de la fluctuation, ce qui
donne par exemple

(17) min| | et (fI(¢)—1).min |9 |SAl@)S[2fl(¢)—1].min|p|

qui, résolue par rapport a la fluctuation, s’écrit

L ﬁzM) <fl(g)< 14 Dolel
(&) (o @)=+ e
Fluctuation d’un produit. — Supposons les facteurs tous positifs et

associons 4 chacun ¢, le nombre @, défini 4 la findun°8. Développons

91 9s... cPu:-':[]: [ai+(<Pi— a)],
i=1
P\ Pse e Pr— Ay .. .anzz aay... (9;j—a;))(¢r—ap)...,

les termes du second membre correspondant a tous les parlages des n
premiers nombres en deux catégories (les i etles j), la seconde n’étant
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pas vide. Appliquons (4) sous la forme

Aokl\?sq):---q?nnks< - AolfICPiﬂ.c
k—1 = Ak—1

i=1

a chaque terme du X précédent, en observant que

loi—ail=19/ 1,
d’ou

Ack|9,9s...9n— aia,...anfks . . Acklej s Aokloirle
k—1 :2““’“"‘ k—1 k—1

qui donne, par le calcul inverse du précédent,

i=n

Ackl(PsPs - - - 9n) ks < LAk
—1 :Hl&*‘ﬁ' — a,a,...a,.

i=1
En divisant membre 4 membre par I'inégalité évidente

min(9,9,...9,)2 miny,.miny, ... ming,,
nous obtenons

19,9 .. 9ue kS) —1] _ T {f1eus)—11| _ I
(19) [Af (?«?-k _‘?l ks) —1] 5[[ [fl(qn,s)—+— “L(/?_i)l—llj —[Ifl(% 5)-
i=1 =1

La forme développée montre que le second membre augmente si l'on
remplace quelqu'une des fluctuations par une valeur plus grande. En
employant (4') au lieu de (4), on voit que la fluctuation d’ur des fac-
teurs peut étre prise dans le type ks au lieu de s.

8. Nous rencontrerons aussi I'expression

(20) 3(9;s, A)y=min|g|— A;ﬂj"la = L= “(2’1)], minjg|
pour les valeurs de 4 qui la rendent positive [ >fi(9, 5)]; set &
pourront étre sous-entendus.

On voil directement que 3(c¢) = |c|3(9), et que, 9 et © — ¢ étant
toutes deux positives, 3(¢p —c)=13(p)—ec.
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Pour deux fonctions ¢ et ¢ ayant le méme signe constant, les
inégalités (14) et (12) entrainent z(¢ 4 $)23(¢) + 3().
Enfin, cette fonctionnelle est continue car

, . A, (o] —1 ¥
:(?)—z(q’)-_—mlnlcpl—m1n|q/|__._("cPk. Il__lllq‘ ID,

d'ot

[5(¢) —5($) 1< | min| g | — min| || + AM?}ZI_—WIH ,

I
et, d'aprés (15) et (13),

Ao —
|2(9) — 2(0) 1€ Aok — 9]+ 22—,

ou
Ajklo — Y|
(ar) 1203 5, k) — 2(4; 5, k)| s ElE WD,
IV. — Puissances quelconques et logarithmes.
9. PuISSANCES NEGATIVES D’UNE FONCTION DE SIGNE CONSTANT. — Nous

supposons la fonction positive; pour une fonction négative (exposant
entier, ou rationnel tel que la puissance soit réelle), il suffit de consi-
dérer la valeur absolue pour que les conclusions subsistent. Nous par-
tons de la série du binome, appliquée dans les conditions définies
aun°d

—‘:ZzI‘[H—:—BCP_a-f-('—p)(_p—l)(q)—ayﬂ%.,

97 P 1 a 2! a
 (=p)..{—=p—n+1) (qa—-a)" ]
-+ i p +...
“f?*a _lo —a|. _ ho*ls _fi(g,8)—1 _ f—1
a | a T A9+ ming T Agtl(p, s} T A,f ’

en posant momentanément fl(p, s) = /. L'inégalité (9) donne

(5Lt T
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valable a4 partir de n=1. Nous avons alors

I :1 k—1 . (—p)(—p—D...(—p—n+1)| kAf—1|
?’Iksona/' kT TE 2 n! l\_(/‘i—')fil
n=0

1 Ak—1 [ _I.'(f—l) 11 I A—1[ (h-Df "l
T [ —uc—ofJ ?‘A'.{a'/'gﬂ /-' [/-—J ]s

Distribuons a” aux deux termes du second facteur, remplagons dans
le dernier @ par sa valeur et appliquons I'égalité (20)

LN RPN LI el B
o k=A@ T T (g8, K

Comme az3(9;s, k),

(22)

1
T A

I l <
P s = :\05/’(?; s, k)

Les considérations du n* 4 sont évidemment applicables aux séries
doubles ou multiples. Soient ¢ une autre fonction positive, et
b=A ||+ min¢ le nombre analogue 4 a. Le développement

1 <p y—2b
de — P par rapport Al Ze = traité a la fagon précédente donne
1 < 1 1 -+ k—1
CP"\P'I| A klarb '/'(?’51 k)"q(ql s, k)]
et
(23) I I < 1
oV e = Agar (95 s, k)57 (5 8, k)

et de méme pour un plus grand nombre de fonctions.

10. Puissances posimives. — Les transformations ci-dessus se pré-
sentent de fagon moins simple, parce que I'alternance des signes dans
la série du binome n’a lieu qu’a partir d’un certain rang. On obtient,
par exemple,

197k € 3 [(3k — V)@ — (k—1)5(9; 5, k)] pour o <p<1.
[}

LocaritaMes. — En traitant de la méme maniére la série

log?_qi %<<P_a>3+.“+(—;)"-'(?;a>"_|_“',

a a n a
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nous obtenons

9 it bif—0)y]»
ﬁ[(” Z”h W? ZE[(/.-—.)_/']
n=
k- 1 */{—llu(/{—l)f

= low YT Y A T A
(h—n)f

(174N

log 3 étant une des fonctions logo + const., nous en concluons

A—1 (h—0D)fl(e,
dooorl,.. < o
(24) Jitogo e € LW3 log g ) ’

et compte tenu de la constante additive loga

] o . k—v (k=1 f
oz ¢ s s 1 [Io, a4+ — log — ]

L T ok —1 ‘_(/\'—I)“('\J,S\
~~\—[|0.—~'(,J-~‘-/‘“1“ T lox g, .

11. QuESTIONS DE PROXIMITE ET DE CONVERGENCE. — Soient ¢ et {-deux
fonctions de méme signe constant; I'inégalité (2") appliquée a

T’r_—:?' \o-#)
’TJ ? rv_( v
donne
Rt Iv-—21
Py Py by P e
et, d’aprés (23),
l o< Ay — 9
" ud’_"’ T Uk = D358, B30ps s, k)

En opérant de méme sur chaque terme du second membre,

i=m

l T ¢—
Jﬁ_‘ - ,;E _’;‘ q’iqﬂn—-i—y—l

donne

i=m

’ 1 1 o K d !
— — = <
(26) q/u (P'"Nk;: h—1 Z:i(cp;s. kysm==+1(g; s, k)
i=1

(m entier positif).
Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. 1V, 1937. 53
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Enfin, 'application de (4") el ( 22) a

/ q, )lu
- ( {D )m’
? /u "P /

(Lo st [ty st
9 = Ay LA = Ds(ezs. A |

(m entier positif), et plus généralement

2 ; —_, Yy < 1 Au/‘"q/'_?u,\-‘ "
(97) |(P/:q,'] ("l" 1’) L‘: Ath(‘?, s‘/l.\;,,(,#_ s, A - )
(p>o0:q9>o0\.

donne

Soit une fonction analytique w(«), nulle et réguliére pour u =1,
w(u)=c (u—1)+ el — 1) oo+ c(e—1)+. .,
La série

—po(H)=3 5 () ~2"‘;,%

i~

1 VRS . 1 ;
Iz @2z o,

Comme p + :2p—+ 1, nous pouvons appliquer I'inégalité (27) en
supposant p >—1, ¢ > o0, ce qui donne

donne

1 ¢ 1
|7z ()]s smmremmme
. f\n"II\P—?Ils '
xEl("!'[(/.'»—l)z((p;s,/.‘)-l
° =1
ou
oY Ky —olls
(28) ?”*P”w((?) hg (k—1)sm1(g; s, k)s7(g; s, k)

& Aklly — ol )
x)llwl-[(k——_T)—:W ’
i=o0

(p>i=134>0).

Dans les cas ou les signes des c; sont ou identiques ou alternés, la
série du second membre peut s’exprimer au moyen de la fonction .
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Voici quelques exemples :

i=m—)

EI P ITT S o SR 2

(m entier posmf),
|G = L=1C)"~
 pH—sll [ ekl el ],

(k—1)z(9; s, k) (k—1)s(e;s, k)

=151()" ]

¢p - @7 [lks ks
< Pklltl:“—@_llx . [,_ hAoklliP—ﬁOIIs ]"’,
(k—1) s ((<Pp3>:')) (k—1)5(9; s, k)
I - LI
(29) %A—O(JJw;jﬂMW ol
» k||$ —
"(%) ! -[(k—l)z(%s, k)J”[(kP—III)lP (?T»lvl By = A ko —olL]=""
#‘J‘P ¢[‘(%H "

PElIY — |l
S E Do s 05 Pk D537 5, B —AATT =i~

e ORI )

Py — ¢l
_(k—I)P[(k“‘I)z(q” S, /‘)—Aol‘”q’_q)"tl -
(0<P<l)»

ITogy —log¢fles= log

(k—1)3(9; 5. A) Ay — el

< l <
SR Bk —03(g; 5 h) - AT —ol- (A—1)3 (958 k) — Ak [¢— o]l

Soit {¢,} une suite qui converge vers ¢ en norme (s); choi-
sissons £ > fl(9, 5) afin d’avoir 5(¢; 5, £) >0; 3(9.; s, &) tendant
vers 3(9; s, k) (n° 8) est aussi positif & partir d’un certain rang. En
remplacant dans les inégalités (25) a (29) ¢ par Pn, OU €ncore ¢ par g,

Pn L ?
et § par ¢, nous voyons que, en général, <P"<P (q>> et Wm(a)
53.
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tendent vers 1 en norme (ks). En particulier, toute puissance de ¢,
tend vers la méme puissance de ¢, toute puissance de %’ tend vers 1
et logg, tend vers logo. Il en résulte que :

Si ¢, tend vers 9 en norme (s') quel que soit s' > s, ! tend vers ¢”,
(%‘)p tend vers 1 (p quelconque), log, tend vers logp en norme (s")

quel que soit
s'> borne inf.[s'{l (o, s")].
'>s

La fluctuation d’une constante non nulle étant égale a 1, si ¢, tend
vers une constante ¢ = o en norme (s') quel que soits' > s, @/ tend vers c”
et log g, tend vers logc de la méme maniére.

12. Convercence vers . — Nous dirons que ¢, tend vers oc en
norme (s) s'il existe un nombre % >>1 tel que 3(9,; s, £) tende
vers +oo; d'aprés l'inégalité (22), les puissances négatives de 9,
tendent vers zéro en norme (ks). L'égalité (20) permet de voir qu’il
est équivalent de dire que les fluctuations sont bornées supérieurement
et que min | ¢, | tend vers + < ; en partant du fait que les fluctuations
sont bornées, k sera choisi de maniére que k — fl(g,, ) reste, a partir
d'un certain rang, supérieur a un nombre positif fixe, c’est-a-dire

k> Tim fl(g,, s).
ny>w

Nous dirons que la convergence vers o est faible ou forte suivant
que cetle limite est supérieure ou égale 4 1. Le changement de s en
croissant ne peut faire changer la convergence que de faible a forte.

St ¢, tend vers c en norme (s") quel que soit s' > s, ses puissances
négatives tendent vers séro en norme (s") quel que soit

s"> borne inf. [s’ ii;fl(%, s’)].

s> "y @

En partculier, si ¢, tend fortement vers oo en norme (s") quel que
soit s' > s, ses puissances négatives tendent aussi vers zéro en norme (s').

A cet égard, la convergence faible est analogue a la convergence
vers une fonction non constante finie, et la convergence forte a la
caonvergence vers une constante finie.
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Les expressions de z(c¢) et 3(¢ —¢) (n° 8) montrent que toute
fonction linéaire de 9, a coefficients indépendants de n tend vers o
de la méme maniére que ¢,,.

Pour que deux suites { ¢, } et {{,} convergent vers o en norme ()

en méme temps, il suffit que f’—ii’“—:k; reste compris entre deux
.. 3 .‘/’ - n) ’
nombres positifs finis, et a fortiori que, pour n assez grand,

| 5($ns s, k) — 5(0n; 5, k)| <
5(9m; 5, F) S7<!

1= @nlle L gk —1)
s(on; s, A) = Ak ’

ou, d’aprés (21),

puis, d’aprés (20),
" \Pn— Pn ”c < 9 .
LA —11(@n, s)] min || = Ak

iculi | Y2 — Palls ;
Il suffit en particulier, que o k) tende vers zéro, ou, lorsque

k — fl( ., 5) reste supérieur a un nombre fixe, que N$n— enll tende

min | ¢, |
vers zéro.

V. — Compacité généralisée.

43. Dérmnirions. — Une famille de fonctions sera dite compacte du
type s au sens généralisé si les fonctions de cette famille appartiennent
a tous les types plus grands que s et si toute suite de fonctions de
cette famille admet une suite partielle convergente en norme (s') quel
que soit s’ > s, la limite pouvant étre finie ou infinie.

Toute famille bornée en fluctuation (s') quel que soit s'>s est
compacte du type s au sens généralisé.

En effet, considérons une suite {¢,} de fonctions de cette famille.
Ou bien la suite numérique {min|¢,|} admet une suite partielle
tendant vers +oc, et les fonctions correspondantes tendent vers oo
en norme (s') (n°412); ou bien la suite {min|¢,|} est bornée supé-
rieurement et I'inégalité (17) montre que pour tout s'>s, {| ¢.|. | est
bornée, et { ¢, } cst compacte au sens ancien.

Une telle famille sera dite compacte de seconde espéce; par opposi-
tion, une famille compacte au sens primitif sera dite compacte de
premiére espéce.
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14. DecomrositioN. — Dans une famille compacte au sens généralisé
les fonctions dont le minimum de valeur absolue est borné supérieure-
ment forment une famille compacte de premiére espéce, et celles dont le
minimum est borné inférieurement en forment unc de seconde espéce.

La premiére pariie est immédiate, © ne pouvant pas étre élément
d’accumulation de la premiére famille. La deuxiéme partie se
démontre par I'absurde. Nier cet énoncé, c'est dire que pour un
type s’ > s, les fluctuations ne sont pas bornées supérieurcment; il
existe alors une suite {¢,} telle que fl(¢,, s') tende vers +a0;
d’aprés D'inégalité (17), gréce a min|g,|2a, [|e.[. tend aussi
vers +». Le premier fait empéche la convergence vers « et le
second la convergence vers une fonction finie. Comme ils subsistent
pour toute suite partielle, cela contredit la compacité.

Par suite, toute famille compacte générale est décomposable en deux
sous- familles compactes, l'une de premiére, I’autre de deuxiéme espéce.

18. Critires b compaciTe. — Des fonctions dont les fonctions
réduites forment une famille compacte forment elles-mémes une famille
compacte ot la convergence vers « est forte.

Les fonctions réduites prenant toutes la valeur zéro, leur famille
est compacte de premiére espéce, ce qui se traduit par | ¢*[l,Sm(s').
Soit une suite de fonctions; si, pour une suite partielle, min | ¢, | tend

vers 4o, A (e
om(s

!
“(‘Pm-’)§l+m

tend vers 1 et ¢, tend fortement vers o en norme (s'); si cela n’a pas
lieu, min | ¢, | est borné supérieurement, | ¢, ||, est borné supérieure-
ment d’aprés l'inégalité (16) et la suite est compacte de premiére
espéce.

Des fonctions dont les dérivées forment une famulle compacte de
premiére espéce forment une famille compacte ou la convergence vers
est forte. :

D’aprés notre hypothése de régularité (n°2), la suite { A} finit
par croitre, et une famille bornée en norme (s') relativement & { A, |
I'est a fortior: relativement & { A,., }. Supposons donc que les dérivées
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satisfassent a
o' ()| Sm(s)Ay, [o"(z) | S m(s')A,s, ceey
o7 (x) | S m(s')Ars'm,

De la premiére inégalité résulte
[¢(22) —9(21) [S| 2 — 2| max | 9" (2) | S Im(s') A,

(! longueur de l'intervalle fondamental), ce qui limite I'oscillation
de ¢ et par suite || ¢*||, ; et le théoréme précédent s’applique.

La propriété de compacité des produits de n fonctions d’une famille
compacte de premiére espéce (2° Partie, fin du n° 3) ne saurait
s'étendre aux familles compactes générales, car le produit d’une
fonction fixe ayant des zéros par une fonction qui tend vers o tend
vers o sauf aux zéros du premier facteur, allure excluant la conver-
gence. Mais pour les familles compactes de deuxiéme espéce, elle
résulte de l'inégalité (19). D’aprés la décomposition d'une famille
compacte générale en familles compactes des deux espéces, si la
Samille des fonctions ¢ est compacte, la famille des o™ (m entier
positif) est compacte du méme type. '

16. Propriktis. Convergence des suites. — Si une suite de fonctions
extraite d’une famille compacte du type s converge numériquement en
un point vers « , elle converge vers « en norme (s') quel que soit s'> s.

Il suffit de voir que la suite des valeurs absolues minima de ces
fonctions tend vers -+ o . Le nier serait affirmer qu’une infinité de ces
minima serait inférieure 4 un nombre fixe; la suite des fonctions
correspondantes serait compacte de premiére espéce (n° 14), et leurs
valeurs au point considéré seraient bornées.

Les propriétés concernant la convergence des suites (1™ Partie,
n> 11 4 14) s’appliquent aux familles compactes générales, le mot

converger s’entendant vers une limite finie.

Familles sans élément d’accumulation constant. — Gréice & la
décomposition d'une famille compacte générale, il suffit de voir a
quelle condition une propriété a lieu dans une famille compacte
de deuxiéme espéce. Les propriétés des familles n’admettant pas zéro
comme élément d’accumulation (1 Partie, n* 15, 19 et 20)
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subsistent : les deux premiéres sont évidentes, la troisiéme résulte de
I'inégalité (17) et a lieu sans intervalle d’exclusion

(30) IM%)

max | ¢| Aallell
< < <afl —1.
P (=) s2fl(g) —1

Smin [¢]| = min|¢]|

Les équations ¢(x)=a (a constante arbitraire) peuvent s’écrire
cp(x)=b (c constante déterminée pour chaque fonction, b constante
arbitraire). Dans une famille compacte de deuxiéme espéce, nous
pouvons choisir ¢ pour que toutes les fonctions c¢ aient 1 pour
minimum; la famille des ¢ est alors compacte de deux espéces et ne
peut avoir que 1 comme élément d’accumulation constant; pour
qu’elle I'ait, il faut et il suffit qu'une suite de fluctuations tende vers 1.
Les limites correspondantes pour les fonctions ¢ peuvent étre les
constantes finies et oc avec convergence forte. Décomposons une
famille compacte en mettant dans la sous-famille compacte de
deuxiéme espéce les fonctions dont le minimum est plus grand que 1;
pour elles, 'oscillation de ¢ est plus grande que celle de cg. Cela
montre que les propriétés énoncées aux n® 16 a 18 (1™ Partie) appar-
tiennent aux familles compactes générales ne contenant pas de cons-
tante, n’en admettant pas parmi leurs éléments d’accumulation, et oii la
convergence vers « est faible.

17. FaMILLES DES PUISSANCES ET DES LoGARITHMES. — Nous avons vu
(fin du n° 4) que, w(u) étant une fonction analytique réguliére
pour u = o, lorsque ¢ varie dans une famille compacte de premiére
espéce, w(¢) engendre une famille compacte de méme espéce d’un
certain type. L’application a4 ¢” et a logg est impossible sans
restriction car, lorsque ¢ s’annule, ¢” et logp sortent de la classe
quasi analytique (étant infinies ou ayant des dérivées infinies). En
dehors du cas des puissances naturelles (fin du n° 13), c’est1a compa-
cité de seconde espéce qui donne des résultats simples.

Pour les puissances négatives, le calcul du n° 9 modifié en mettant
le terme constant au premier membre donne

VLt - ekl =T~

ks~ Akar || k= f {
D’autre part,

1 1

L= — —
o @

ks~

.1 1
mip— — ———.
ol (maxgq)”
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()t (Y ([

Nous avons, grace 4 (30)

Donc

maxg __ maxg, ming + A, | 9*|| <2f—-1
a mmgo ming

(31) fl(?—, ks)<1+ [2fl(qz, $)—1)? [(/-(—_—kﬁs—)yl—(my’]

Pour p =1, 'expression se simplifie

1 (k—1)[fl(g, s) —1][2fl(9, s) —1]
fl(q), k3><1+ fl(¢, s) [k —fl(9, s)]

Toute puissance positive étant le produit d'une puissance naturelle
par une puissance négative, on obtiendrait une hmltatlon analogue
par combinaison des inégalités (19) et (31).

-Le second membre de (31) est une fonction croissante de fl(o, 5)
pour 1< fl(@, s)< k. Donc, si des fonctions ¢ ont leurs fluctua-
tions (s) bornées supérieurement, en prenant £ supérieur & leur
borne et en remplacant fl(p, s) par cette borne, on aura une
limitation pour les fl(¢=7, ks). Il en résulte que :

St la famille des fonctions ¢ est compacte de deuzxiéme espéce du

type s, la famille des ? ( p fixe) est aussi compacte de deuxiéme espéce
du type
$o= borne inf.[s’ borne sup.fl(¢, s’)].

> @ varle

En utilisant de méme 1'inégalité (24) et le premier critére dun°138,
on voit que la famille des logo est compacte du méme type s,, la con-
vergence vers o si elle a lieu étant forte.

18. L’inégalité (24) a une sorte de réciproque. Le développement
en série
e‘?—lzc-? + St
nous donne
P ( Ao kIO,
(32) Aoll (€2) [lesS Ao ll €2 — 1 [as$ e =1 — l);

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 54
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d’autre part
min e? = emn®> A3l

1 AcklZ .
ePollPl\e A1 —1/.

Les fonctions = ¢e—¢? ont toutes la méme fluctuation, qui est en
particulier celle de ¢%"; d’ou finalement

Donc

fl(e?, ks)<1 + k—k—

1 Aokl 3L,
er'¢'|=: e k—1 — 1.

fl(e?, ks)<1+ "';

La série convergeant toujours, on peut prendre k arbitraire (1)
en sorte que :

Si les fonctions ¢ ont des fonctions réduites ¢* formant une famulle
compacte (nécessairement de premiére espéce), les fonctionse® forment
une famille compacte de deuxiéme espéce du méme type.

La distance de deux exponentielles peut d’ailleurs étre précisée par
une formule analogue aux inégalités (29) en écrivant

eV—e?—e"(e‘P-?_ 1) _2 e°(4‘ - ‘P)l
i=1

et en appliquant 4 chaque terme I'inégalité (4)
Ak — 9|\
le? (Y — @) [lees | €% It (___Eq’__'q’ﬂ> ,

d’ou, paraddition
Akl =2l \
lle¥ — e?lles|fe Ilh(e -

Or, il résulte de (32) que

k_ 1 An“ll@ll: I
lle? kSl €2 — x flee =[] 1 flesS W3 (e = f:‘.‘)’
3 ) -
k—l( Ao;lfnl 1 ( Anlz‘f_—lt’ul )
A\ =)\ !
et, a fortior:

AkIlY =%k /7 AdklIT, .
le¥— e lucsliy — glle *=" ( = +—>-

h—1

d’on

lle¥ — €2 [less

—————eR O E—



