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Étacle des familles compactes de fonctions

dans les classes quasi analytiques(D);
pAR PAUL FLAMANT.

INTRODUCTION.

Les questions traitéesici concernentles classes quasi analytiques (D)
et m’ont été suggérées par l’analyse générale. Je suis heureux de
dédier ce Mémoire en hommage à M. Jacques Hadamard, au Maître
à qui je dois de m’être orienté vers l’analyse fonctionnelle et l’analyse
générale, et dont l’influence a contribué aussi à m’intéresseràla quasi
analyticité. ' '

Les familles compactes de fonctions d’une classe quasi analytique
sont tout à fait analogues aux familles compactes de fonctions holo-
morphes connues sous le nom de familles normales, mais il n’y a pas
de critères très simples comme pour ces dernières. Toutefois, même
pour les fonctions analytiques, ces critères simples ne s’appliquent
que dans le domaine complexe : la famille des sinon: (a variable) '

également bornée dans le domaine réel n’y est pas compacte.
Ce Mémoire comprend deux parties. La première, qui s’applique à

toute classe quasi analytique (D), traite des familles compactes dont
tous les éléments d’accumulationsont finis; elle est basée sur l’emploi
d’une norme (distance de la fonction à zéro) dont la petitesse signifie
que la fonction et toutes ses dérivées restentpetites; dans cette partie,
les fonctions interviennent linéairement. Les résultats essentiels ont
été présentés à l’Académie des Sciences le 27 novembre 1933 (‘ ). 

(1) P. FLAMANT, Convergence et compacité dans les classes de fonctions
quasi analytiques (D) (Comptes rendus Acad. Sc., t. 197, Paris, 1933,
p. 1282-1284).
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La seconde partie exige une certaine régularité de la suite de
nombres définissant la classe quasi analytique; sauf dans la première
section relative au cas où les dérivées appartiennent à la même classe
que la fonction, les fonctions n’interviennent plus linéairement. La
norme d’un produit peut être limitée, connaissant les normes des
facteurs; ce fait sert de base pour atteindre au moyen des séries de
Taylor les fonctions analytiques des fonctions de la classe; j’ai consi-
déré surtout les puissances quelconques, les logarithmes et les
exponentielles. Cela m’a conduit à définir la convergence vers l’infini
et à généraliser dans ce sens la notion de compacité. Dans cette étude
intervient à côté de la norme un élément nouveau, la fluctuation d’une
fonction de signe constant, caractéristiquede sa ressemblance à une
constante; la fluctuation est analogue au rapport du maximum au
minimum de valeur absolue, comme la norme est analogue à la valeur
absolue maximum, ces deux nombres tenant compte en outre des
dérivées de tous les ordres. La convergence vers l’infini a fait l’objet
de ma Communication au Congrès international des Mathématiciens
à Oslo le 17 juillet 1936; les résultats de la seconde partie ont été
présentés à l’Académie des Sciences le 12 octobre 1936 ( ‘ ).

PREMIÈRE PARTIE.
PROPRIETES AYANT LIEU DANS TOUTE CLASSE QUASI ANALYTIQUE.

I. — Convergence.

1. Une classe quasi analytique (D) est définie par la donnée d'un
intervalle fermé (a] b) et d’une suite de nombres positifs A,, A., . . .,
A,., . . . telle que la série EÎ/_iÎ diverge. Une fonction de variable

réelle <p(æ) appartient à cette classe si elle est définie et indéfiniment 
(‘) P. FLAIANT, Sur la compacité dans les classes de fonctions quasi analy—

tiques (D) (Comptes rendus Acad. Sc., t. 203, Paris, 1936, p. 652—654).
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dérivable sur l’intervalle (al b) et s’il existe un nombre le tel que les
inégalités

l‘P'(-fi)
\ 5 /\'A1; | cp”(:v)

l é k’Az,» ---,
|
<P""($)

| S ”Ar,

aient lieu dans tout l’intervalle (a
|
b).

2. TYPE ET NORME. — Nous appelons type 3 de cette classe, s étant
un nombre positif, l’ensemble des fonctions pour chacune desquelles
les quotients

|?(æ)l , |<P'(û«")l , I<P”(w)l , ___, l<P"’($)I___,
A0 A1 s Azs’ A,s' 

admettent une borne supérieure finie. Cette borne supérieure sera
appelée la norme de la fonction <p dans le type 3; nous la noterons || cp ||,
ou || cp” ||, lorsqu’il sera nécessaire d’indiquer explicitement le type.

Il est clair que le type 3 est un ensemble croissantavec s; autrement
dit, toute fonction du type 5 appartient aux types s’> s.

Connaissant la classe, le type et la norme, la fonction et toutes 'ses
dérivées sont limitées par les inégalités

(!) l?(æ)lâll?lle, I?’($)lêll?llAl—S l?"’(æ)lâll?llArsfii---—

Abstraction faite de la première, ces inégalités expriment que
«p’(æ) appartient au type s de la classe définie par A., A,, . . .,
A…… . . .' et que sa norme y est au plus égale à 5 || <p ||. Cette nouvelle
classe est quasi analytique (D) en même temps que la Classe donnée,
d’après la comparaison des séries correspondantes (‘). La remarque
s’étend aux dérivées de tous les ordres.

Les inégalités (1) permettent de vérifier que le type s d’une classe
quasi analytique (D) constitue une multiplicité de vecteurs abstraits,
l’addition et la multiplication ayant le sens algébrique habituel (’). 

(‘) T. CARLEMAN, Les fonctions quasi analytiques, Paris, 1926, p. 106.
(2) P. FLAMANT, La notion de continuité dans l’étude des transmutations

distributivesdes fonctions d’une variable complexe et ses applications (Bul—
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. LI], 1928, 1" partie, p. 32-34).
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Les différencesfinies satisfont aussi à des inégalités, car
.l‘+/t

Aw(x) = … + h) — <p<w> =f <p'<y> dy,
;L‘+h

A}.Q"‘l(w)=f qa"‘“'(y)dy,

d’où
(°) \Ah?(æ)lâll?HA1$h» ---, IAIL<P"'(Œ)lÊH‘? llA,—+ls"“h, ---,

pour a: et a: + le tous deux dans (a| b).

5. Dénsmon DE LA CONVERGENCE. — Dans le type s, le mode de
convergence le plus naturel à considérerest celui qui s’exprimepar la
norme; nous l’appellerons convergence en norme (s). La suite p,,(æ)
converge vers &]J(æ) si || cp,,— 4; || tend vers zéro. D’après la définition
de la norme, il faut et il suffit que les fonctions

%<æ)—+<x> <PL(w)—+’(æ) v£"(w)—4u"’(w)
A., ’ A,s ’ ’ Ars” ’

tendent uniformément [quel que soit a: dans (a | b)] et également[quel
que soit l’entier r] vers zéro pour n infini. En particulier, les fonctions
et les dérivées de chaque ordre tendent uniformément vers la fonc-
tion limite et sa dérivée du même ordre.

On voit aussi que cp',,(_æ) converge en norme (s) vers \]/(æ) dans la
classe définie par { A,. = A… }, et de même pour les dérivées sui-
vantes.

4. L’ensemble des fonctions du type 3 constitue une multiplicité
complète.

Cela signifie (') que toute suite intrinsèquement convergente en
norme (s) converge de même vers une fonction du type considéré.
Par hypothèse, à tout nombre positif h correspond un rang q tel que
l’on ait ,

llvn—vplléh Pour n, @@ 
(1) Ibid., p. 36.
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c’est—à-dire

1%“(1')- <?X"(Œ) lëhAr8" pour "« PËQ-

Pour les fonctions, ou pour les dérivées d’un ordre déterminé, en
un point déterminé (r et a: fixés), c’est le critère de convergence de
Cauchy, d’où l’existence d’un nombre

up,.(æ): lim (p},’"(æ).
p+=o

Dans l’inégalité précédente, faisons tendrep vers l’infini
(3) ICPÏÎ’(Œ)— &Pr-(J»')lâ’lAr-S" POUr "2%
a: décrivant l’intervalle (a | b), cette inégalité traduit la convergence
uniforme de goîÇ’(æ) vers xp,.(œ). De là résultent deux conséquences :

I° chaque fonction $,(œ) est continue; 2° ces fonctions sont les déri—
vées les unes des autres, car

vtt-“(w) — vtt—”(a) =f ’

<p$£°<ï> dy

et, en passant à la limite sous le signe [,
+… … — up,—_; (a) =j +.… dy,

remplaçant alors «p,.(æ) par 41""(æ), les inégalités (3) se traduisent par

“(Pn—‘PHÊ/L pour nêq. C. Q. F. D.

5. DISTRIBUTION DES zÉnos. — Les fonctions quasi analytiques étant
continues, si la fonction limite n’a pas de zéro dans un intervalle
fermé, sa borne inférieure en valeur absolue n’y est pas nulle, et par

. suite de la convergence uniforme, il en est de même des fonctions de
la suite. Donc : Si la fonction limite est sans zéro dans un intervalle
fermé, la fonction de la suite convergente est, à partir d’un certain
rang, sans zéro dans ce même intervalle.

Considéronsmaintenant un intervalle fermé à l’intérieur duquel la
fonction limite admet un zéro, sa dérivée en étant dépourvue. Les
valeurs de la fonction limite aux extrémités de l’intervalle sont de
signes opposés, il en est de même pour les fonctions de rang élevé de

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937.

,

49
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la suite qui admettent donc chacune un nombre impair de zéros. La
convergence uniforme des dérivées premières entraîne pour elles
l’absence de zéro, d’où un zéro simple et unique pour les fonctions.
Ceci est valable pour un «intervalle arbitrairement petit autour d’un
zéro simple de la fonction limite. Donc :

Un zéro simple de la fonction limite intérieur à l’intervalle fonda-
mental est limite d’un zéro et d'un seul (le la fonction variable. Si la
fonction limite n’admet que des zéros simples tous intérieurs à l ’intervalle
fondamental, la fonction de la suite convergente jinit par en avoir
exactement le méme nombre (simples et intérieurs).

Prenons maintenant un zéro double de la fonction limite, et un
intervalle fermé l’entourant sans contenir d’autre zéro de la fonction
ni de la dérivée première. La fonction limite a même signe aux deux
extrémités, il en est de même des fonctions de rang élevé de la suite
qui ont donc dans cet intervalle un nombre pair de zéros. Leurs déri—
vées premières ayant un zéro simple et unique, elles ont exactement
0 ou 2 zéros; les deux cas sont effectivement possibles, comme le

. _. ! . _, . . . ,
montre la suite x-i l—, qui tend vers æ-; Il peut y av01r au551 un zero
double. On peut raisonner de même par l’examen direct des signes
aux extrémités d'une part et l’emploi d’un raisonnement récurrent
qui renseigne sur les zéros de la dérivée d’autre part. On obtient ainsi
le théorème suivant :

Si la fonction limite a un zéro p-uple intérieurà l’intervalle; à partir
d’un certain rang, la fonction de la suite a au voisinage un nombre
total de zéros au plus égal à p et de mêmeparité.

6. Supposons maintenant qu’une extrémité de l’intervalle fonda-
mental soit zéro de la fonction limite, nommons p son ordre. Nous
pouvons prendre à partir de cette extrémité un intervalle assez petit
pour que la fonction et ses 1) — 1 premières dérivées n’y possèdent pas
d’autre zéro et pour que la p“°'“° dérivée n’en ait aucun. Alors la p‘““°
dérivée de la fonction de rang assez élevé dans la suite n’a aucun zéro
dans l’intervalle en question; la (p — 1)‘°'“° dérivée a un zéro simple au
maximum; la précédente a 2 zéros au maximum, et ainsi de suite; la
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fonction elle-même a }) zéros au maximum. Naturellement, les consi—
dérations de signes aux extrémités de l’intervalle disparaissent.

Si une extrémitéde l’intervalle est zéro p-uple pour la fonction limite,
les fonctions de la suite à partir d ’un certain rang ont au maximum
1) zéros a‘ son voisinage.

Les théorèmes précédents admettent les corollaires suivants :

Si la fonction limite d’une suite convergente n’est pas identiquement
nulle, le nombre total des zéros de la suite est, à partir d’uncertainrang,
borné par celui de la fonction limite; si cette dernière n’a pas de zéro
aux extrémitésde l’intervalle, il est de même parité.

Si la fonction limite n’est pas identiquementnulle, le nombredes zéros
des fonctions de la suite est borné.

Si une suite convergente est formée de fonctions dont le nombre de
zéros n’est pas borné, sa limite est identiquementnulle.

'

En appliquant ce résultat aux dérivées d’un certain ordre, on
obtient : Si le nombre des zéros des dérivées p’èmes des fonctions de la
suite n’estpas borné, la fonction limite est un polynome de degré 1) — 1 .

7. POINTS FAIBLES. — La comparaison de ces résultats à ceux que
donne la convergence uniforme des fonctions holomorphes dans un
domaine complexe fait ressortir une différence essentielle : au lieu de
l’égalité entre le nombre des zéros de la fonction limite et celui des
fonctions de la suite convergente, on a une inégalité, la fonction
limite pouvant avoir plus de zéros. Un zéro de la fonction limite
pouvant n’être pas limite de zéros des fonctions de la suite, les raison—
nements où l’on conclut de la fonction limite aux fonctions conver—
gentcs ne peuvent subsister qu’en introduisant une notion nouvelle.

Appelons point faible d’une fonction toute valeur de la variable
minimant la valeur absolue de la fonction. Pour une fonction quasi
analytique (D), un point faible ne peut être qu’un zéro de la fonction,
un zéro de la dérivée ou une extrémité de l’intervalle fondamental.
Les points faibles d’une même fonction sont donc en nombre fini.

Dans la convergenceuniforme des fonctions continues, toute valeur
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minimante propre de la fonction limite est limite de valeurs mini—
mantes des fonctions de la suite.

En effet, soit
f(ûf) = Ilifllfn(æ),

toutes les fonctions étant continues et la convergence uniforme dans
un certain intervalle. Soit a:, une valeur minimante propre de f(x),
il existe un intervalle (x.,— [| x.,+ !) dans lequel le minimum

f(J'u) =.ÏH

n’est atteint que pour x,. Excluons un intervalle concentrique arbi-
trairement petit (æ.,— !’ |œ.,+ I’); dans la réunion des intervalles
fermés (x.,— [| .1‘,,— l’) et (J:,,+_l’ |.1:,,+ I), la fonction continue [(se)
atteint effectivement sa borne inférieure, et celle—ci est par suite
supérieure à y,, soit y,,+ 3Ir. Par suite de la convergence uniforme,
à partird’un certain rang, |f,,(æ) —f(æ)|êk; dès lors, on a dans les
intervalles latérauxf,,(æ)2y,,+ 2_k, tandisque f,,(æ.,)ây,+k, ce qui
prouve que la borne inférieure de f,,(æ) pour tout l’intervalle

(£,,—l\.r,,+l)

est nécessairement atteinte dans la partie centrale (x,,— [’ |x,+ l’).
Bien entendu le minimum n’est pas nécessairement propre pour les
fonctions f,,(æ).

Revenons à nos fonctions quasi analytiques et considérons leurs
valeurs absolues, ce sont des fonctions continues, et la convergenceest
uniforme car

||cp…<æ) |
—

|
…) llâl%(w) — +<x>t

L’applicationdu théorème précédent montre donc que :

Toutpoint faible de la fonction limite est limite de points faibles des

fonctions de la suite convergente.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple suivant :

3-L
n=

polynome limite æ°+ 1 n’admet pas zéro pour point faible.

 le polynome æ“— +1 admet pour point faible
'Il—;

tandis que le
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Il. — Compacitè.
_

8. FAMILLE BORNÉE EN NORME (s). — Considérons une famille de
fonctions du type s dont les normes soient bornées supérieurement:

H‘?Hêlïh

L’application des inégalités (1) et (2) donne
(4) l<?""(x) lë "lAr—S"; |A}. ?'”‘($) l é "lA,—+..sr+'h.

Ces fonctions sont donc également bornées et égalementcontinues,
et pour chaque ordre de dérivation leurs dérivées sont aussi également
bornées et également continues. '

Considérons une suite de fonctions de la famille; l’égale borne et
l’égale continuité de ces fonctions garantissent l’existence d’une suite
partielle uniformément convergente. Prenons les dérivées premières
des fonctions de cette suite partielle; leur égale borne et leur égale
continuité entraînent l’existence d’une suite partielle uniformément
convergente; cette suite étant extraite de la précédente, les fonctions
convergent aussi uniformément. Continuant ainsi, chaque extraction
de suite partielle réalise la convergence uniforme pour les dérivées
d’un ordre plus élevé. Le procédé diagonal classique (') donnant une
suite extraite de toutes les précédentes, les fonctions de cette suite et
leurs dérivées d’un même ordre quel qu’il soit convergent uniformé—
ment dans l’intervalle fondamental. Il en résulte, par le raisonnement
du n° 4, que les limites sont une fonction et ses dérivées successives.

En appliquant les inégalités (4) aux fonctions <p,,(æ) et passant à la
limite, on voit que la fonction limite L]J(æ) appartient au type s et a
une norme au plus égale à m.

De plus, quel que soit s'> s, la convergence a lieu en norme (s’) Il
s’agit de montrer que, étant donnés deux nombres s’> s et h > o, les
inégalités
(5) |<P‘Æ’(æ) —\P‘”’(æ)lëhAr8'r 

(‘) Cf. par exemple P. MONTEL, Leçons sur les familles normales de fonc—
tions analytiques et leurs applications, Paris, 1927, p. 15—17.
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ont lieu pour toute valeur de r a partir de n suffisamment grand.
Toutes les fonctions étant bornées en norme (s), les inégalités (4)
donnent

| <?Sï’($) lé mA:-S')
] +"" (I‘)

| 5 mA,-s",
et, par suite,

l%”’<£l — + ”($)
‘. ê 2mArS”,

les inégalités(5) ont donc lieu dès que

2ms”ê hs’” ou ("—,),‘S
-IL »

8 " 2 m

ce qui a lieu, indépendammentde n, pour r suffisammentgrand. Il ne
reste à envisagerque des valeurs de r en nombre fini. Pour chacune
d’elles, l’inégalité (5) a lieu, par suite de la convergence uniforme de
la dérivée correspondante, à partir d’une certaine valeur de nèp(r);
ces entiersp(r) étant en nombre fini, il suffit de retenir le plus grand
d’entre eux.

9. DÉFINITION D’UNE FAMILLE commun: ou 1'va s. — C’est une famille
de fonctions bornée en norme (s’) quelque soit s’> s. Une famille
bornée en norme (s) satisfait évidemment à la condition, car les iné-
galités (A) subsistent afortiorisi l’on augmente s. Mais la condition
est plus large, les fonctions de la famille pouvant appartenir ou non
au type s. Cette définition se justifie par les deux théorèmes suivants :

Dans une telle famille, toute suite infinie admet une suite partielle
convergenteen norme (s’) quel que soit s’> s.

Étant donné un nombre s, > s, la famille est bornée en norme (s, );
d’après le numéro précédent, il existe une suite partielle convergente
en norme (s’) quel que soit s’>s.. Donnons—nous une suite de
nombres {s,,} tendant vers s en décroissant constamment, et appli-
quons cette propriété avec la valeur s. à la suite de fonctions donnée,
avec la valeurs, à la suite partielle extraite, etc. La suite diagonale
fait partie de chacune des suites extraites, elle possède donc la
convergence en norme (s’), s' étant supérieur à quelqu’un des s,,,

autrementdit, quel que soit s’ > s.
Réciproquement, si une famille de fonctions appartenant à tous les
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types plus grands que s est telle que toute suite de fonctions de cette
famille admette une suite partielle convergente en norme (s’ ) quel que
soit s’ > s, cette famille est bornée en norme (s’ ) quel que soit s’ > s.

En effet, si pour une valeurparticulières' > s, elle n’était pas bornée
en norme (s'), on pourrait y choisir une suite de fonctions dont les
normes dans ce type s' croîtraient constamment et indéfiniment,
caractère subsistant dans toute suite partielle. Or, c’est incompatible
avec la convergence en norme (s’) vers une fonction limite qui, par
hypothèse, a lieu pour une suite partielle; car, dans toute convergence
définie par une norme, la norme de l’élément variable tend vers celle
de l’élément limite (').

D’après la remarque faite au n° 2, si une famille de fonctions est
compacte du type s dans la classe definie par {A}, la famille de leurs
dérivées est compactedu même typedans la classe déjzmepar { A'_—A,,+l }.

10. La norme d’un élément d’accumulation étant la limite des
normes (de même espèce) des fonctions convergeant vers lui, elle ne
dépasse pas leur borne supérieure. Donc, en adjoignant à une famille
compacte du type s ses éléments d’accumulation, la famille obtenue est
aussi compacte du type s. En outre, c’est un ensemble fermé. Cela tient
à ce que la convergence considérée peut se définir au moyen d’une
distance (2), savoir

H<p—— 41H;“"’ V>‘=f…. +Hœ«D_Ttd“
Tout d’abord, le nombre défini par cette eXpression est bien une

distance. Il est évident que sa nullité équivaut à <p = il»; il reste à voir
que l’inégalité

(%‘lJ)Ë(%X)+ (XAlJ)

& lieu pour trois fonctions; cette inégalité résulte immédiatement de
l’inégalité analogue pour les fonctions sous le signe f— Or, si trois
nombres positifs a, b, c satisfont aux inégalités caractérisant les trois 
( ) P. Fumnr, loc. cit.,.p 35.
(- ) M. FnFcaer, Sur quelques points du calcul fonctionnel(RendicontidelCircolo matemattco di Palermo, t. XXII, 1906, p. 18).
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a I)a—:1+a 1+b côtés d'un triangle, il en est de même des trois nombres
(: , . . , .—- Il suffit en effet d’ecrire que le plus grand nombre est lflf€l‘l€Ul‘

1 + c ’ ’
à la somme des deux autres; la croissance de la fonction homogra—

. .Z‘ .ph1que —— montre que les nombres des deux suites se rangent dansI + $
le même ordre de grandeur; si a est le plus grand, il est clair que
aîb+c entraîne

a b ('
S + ,|+a—i+b l+(‘ 

puisque le diviseur du premier membre est plus grand que chacun de
ceux figurant au second membre.

Pour voir quelle est la convergence définie par cette distance, nous
utilisons le fait que, pour une même fonction, la norme est une fonc-
tion non croissante du type. Partageons l’intervalle d’intégration en
deux parties au moyen du nombre intermédiaire s’, nous voyons que,
pour sétâs’,

H9—+W <Hv—+W_ _'.g __ et, arsuite _ <h"? “l’" -"? “l’”! P l+ll<P—‘i‘lls'_l+ll?—‘Hll
et, pour s’êtâs+ !,

/ — H@—@W ,lw—+m— ; —
_.r et, ar suite 0 < > .

Il en résulte que

<f—nuç—+m<H%$%<{_Œ+xs+r—fmç—vw;FHM-lb HW?-@M
s’ étant fixé, l’inégalité de gauche montre que, la distance tendant
vers zéro, la norme dans le type s’ tend vers zéro. Si, quel que
soit s’ > 3, la norme dans le type s’ tend vers zéro, l’inégalité de droite
permet de rendre la distance arbitrairement petite en choisissant
d’abord s’ assez voisin de 3, puis s’ une fois fixé, en rendant la norme
assez petite. La convergence définie par cette distance est donc bien la
convergence en norme (s’ ) quel que soit s’> $.
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III. —— Propriétés des familles compactes.

“. CONVERGENCEDES SUITES. — Si une suite de fonctionsd ’une famille
compacte du type s converge en tout point de l’intervalle fondamental
ainsi que la suite des dérivées de chaque ordre, il y a convergence en
norme (s’ ) quel que soit s’ > s.

Tout d’abord, il y a en chaque point une limite des fonctions et une
limite des dérivées de chaque ordre, limites qui restent les mêmes
pour toute suite partielle. Or, il existe une suite partielle qui con—
verge en norme (s’) vers une fonction de la classe et ses dérivées; les
limites considérées sont donc les valeurs d’une fonction quasi ana-
lytique <l;(æ) et de ses dérivées. Affirmerque la suite donnée converge
en norme (s’), c’est dire que, s’ et h étant donnés, l’inégalité (5) a
a lieu quels que soient r et a: à partir de n assez grand, ou encore que
les valeurs de n pour lesquelles elle n’a pas lieu sont en nombre fini.
Nier cette convergence, c’est donc dire qu’il y a une infinité de valeurs
de n pour lesquelles l’inégalité n’a pas lieu, c’est-à-dire à chacune
desquellescorrespondent une valeur de w et une valeur de r telles que
(6) lcPli'"\(xn) _ ‘l“(r"’ (x") l > hArnslr"'

La suite cp,,(æ) réduite à ces valeurs de n admet une suite partielle
ayant la convergence en question, et la limite ne saurait être diffé—
rente; autrement dit, parmi ces valeurs de n, il y en a une infinité
pour lesquelles a lieu l’inégalité (5) quels que soient a: et r, ce qui est
contradictoire avec (6).

12. Si une suite de fonctions d’une famille compacte converge ainsi
que la suite des dérivées de chaque ordre en un seul et même point de
l’intervallefondamental, ces suites convergentpartout etpar conséquent
à la manièreprécédente.

Tout d’abord, les-valeurs des fonctions ou des dérivées d’un certain
ordre étant bornées, leur ensemble n’a que des valeurs d’accumulation
finies; la suite des valeurs considérées converge si elle a une seule
valeur d’accumulation. Il suffit donc de prouver l’impossibilité de

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937.
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deux valeurs d’accumulation distinctes pour les fonctions ou pour les
dérivées d’un même ordre en un même point. Imaginons ainsi deux
valeurs d’accumulation, chacune est limite d’une suite extraite de la
suite donnée, d’où deux suites de fonctions qui admettent chacune
une suite partielle convergeant vers une fonction quasi analytique de
la classe; ces deux fonctions, égales ainsi que toutes leurs dérivées au
point où la suite primitive converge par hypothèse, dilféreraient soit
par elle-mêmes, soit par leurs dérivées d’un certain ordre en l’autre
point, ce qui est impossible. '

'15. Si une suite de fonctions d’une famille compacte converge en une
infinité de points de l’intervallefondamental,cette suite converge partout
ainsi que la suite des dérivées d ’un même ordre, et par suite converge à la
manièreprécédente.

Le mode de raisonnement est le même; on aurait deux fonctions de
la classe quasi analytique coïncidant en une infinité de points sans
être identiques, puisqu’elles différeraient soit par elles—mêmes, soit
par leurs dérivées d’un certain ordre en un autre point, ce qui est
impossible.

'

14. Dans cet ordre d’idées, on peut généraliser un peu :

Etant donnée une suite de fonctions d ’une famille compacte, si la
suite des dérivées de chaque ordre à partir de r converge en un seul et
même point, ou si la suite des dérivées ([ ’ordre r converge en une infinité
de points, les éléments (! 'accumulationde la suite ne peuvent diflérer que

V

par un polynome additif de degré r — 1 .

En effet, prenons deux suites partielles convergeant à la manière
indiquée, leurs limites respectives sont deux fonctions d’une même
classe quasi analytique, leurs dérivées r”°mes également;or, ces dernières
sont égales ainsi que toutes leurs dérivées en un point, ou bien sont
égales en une infinité de points, ce qui entraîne leur coïncidence. La
différence des deux fonctions limites a donc sa dérivée r“°"‘e nulle, et est
par suite un polynome de degré r— 1. Tout système de r conditions
permettant d’affirmer sa nullité identique entraîne la convergence de
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la suite donnée; les plus simples sont la convergencedes fonctions en
r points, celle des fonctions et des dérivées des r— 1 premiers ordres
en un point (qui peut varier avec l’ordre de dérivation); mais ce ne
sont pas les seules; par exemple, pour r: 3, la convergence des fonc—
tions en deux points et celle des dérivées premières en un point autre
que le milieu des deux précédents produisent le même effet.

15. FAMILLES SANS ÉLÉMENT D’ACCUMULATION CONSTANT. — Siunefamille
compacte du type : n’admet pas de fonction identiquement nulle parmi
ses éléments d’accumulation, le nombre des zéros des fonctions de la
famille est borné supérieurement.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Formons alors une suite de fonc—
tions de la famille dont le nombre des zéros aille en croissant cons-
tamment et indéfiniment, ce caractère subsiste dans touteqsuite par—
tielle. En vertu de la compacité, il existe une suite partielle conver—
gente et, d’après le n° 6, la fonction limite est identiquement nulle,
ce qui est contraire à l’hypothèse.

16. Une famille compacte qui n’admet pas de constante parmi ses
éléments d’accumulation ne peut contenir qu’un nombre fini de fonc—
tions constantes. En effet, la famille étant bornée en norme (s’), les
valeurs prises par les‘fonctions sont bornées. Imaginons alors une
infinité de fonctions constantes, leurs valeurs appartiennent à un
intervalle fini, elles admettent au moins une valeur d’accumulation
vers laquelle converge une suite partielle; or, pour les fontions cons—
tantes, la convergence ordinairea aussi lieu en norme, il y aurait donc
au moins un élément d’accumulation constant. On ne restreint donc
pas la généralité en excluant, lorsque c’est commode, les fonctions
constantes de la famille.

Si une famille compacte du type s ne contientpas de constante et n’en
admet aucune parmi ses éléments d’accumulation, le nombre des racines
de toutes les équations cp(æ) = a dans l’intervalle fondamental admet
une borne supérieure indépendante de la fonction cp(æ) de la famille
et de la constante a.

Les fonctions étant bornées, les équations considérées n’ont pas de
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racine dès que a sort de l’intervalle des valeurs prises par les fonctions.
Considérons alors la famille des fonctions cp(æ)—a, o(æ) fonction
quelconque de la famille donnée, a constante quelconque prise dans
l’intervalle considéré. Cette famille est compacte; soit, en effet, une
suite de fonctions lui appartenant : ou bien une même fonction <p(æ)
y figure une infinité de fois, nous prenons la suite partielle corres-
pondante; ou bien chaque fonction :p(æ3 ne figure qu’un nombre fini
de fois, il y a une infinité de fonctions cp(æ) distinctes, et la famille
des <p(æ) étant compacte, il y a une suite partielle convergente que
nous prenons. La suite partielle ainsi prise met en jeu une infinité de
valeurs de a (distinctes ou non) admettant une suite partielle (peut-
être formée de valeurs égales) qui converge vers une valeur finie; la
suite correspondantedes ep(x) — a convergevers limp(æ) — lima. La
convergence a bien lieu en norme (s’) quel que soit s’> s, puisqu’il en
est ainSi pour les ç(æ).

La compacitéétant établie, montrons qu’aucun élément d’accumu-
lation n’est identiquementnul. Si, pour une certaine suite, les cp(æ)— b
tendaient vers zéro, on pourrait considérer une suite partielle' dans
laquelle les a tendraient vers une limite finie, les <p(æ) figurant dans
cette suite tendraient vers la limite des a; ce seraient ou bien des
fonctions distinctes de la famille, et il y aurait une constante parmi les
éléments d’accumulation, ou bien la même fonction répétée, et elle
serait constante, éventualités toutes deux contraires à l’hypothèse.

La famille des ç(æ)—a est alors justiciable du n° 15, ce qui
démontre le théorème énoncé.

17. Si une famille compacten'a aucune constanteparmi ses éléments
d’accumulation, le nombre des zéros des dérivées des fonctions de la .

famille est borné.

Imaginons une suite de dérivées, la suite des fonctions correspon-
dantes admet une suite partielle convergeantà la manière adoptée, la
suite partielle correspondante des dérivées tend vers la dérivée de la
fonction limite, et cette limite est la même que pour la suite complète
imaginée. Si une suite de dérivées tendait vers zéro, il y aurait donc
un élémentd’accumulationconstant,contrairementà l’hypothèse. Les
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dérivées n’admettant pas zéro comme élément d’accumulation, le n° 15
leur est applicable.

COROLLAIRE. — Si une famille compacte n’a aucune constanteparmi
ses éléments d’accumulation, le nombre des points faibles des fonctions
de la famille est borné.

18. Considérons une famille compacte ne contenantpas la fonction
identiquementnulle et ne l’admettant pas parmi ses éléments d’accu-
mulation. Prenons pour chaque fonction de la famille la borne supé—
rieure de sa valeur absolue. Ces bornes sont supérieures à un même
nombre fixe; sinon il y aurait une suite de fonctions de la famille dont
les bornes supérieures tendraient vers zéro, ces fonctions tendraient
vers zéro dans tout l’intervalle fondamental et (n° 15) convergeraient
suivant le mode utilisé vers la constante zéro qui serait élément
d’accumulation. '

'

Supposons de plus que chaque fonction de la famille prenne la
valeur zéro en quelque point de l’intervalle fondamental (ce qui
exclut la présence de constantes dans la famille), alors l’oscillation de
chaque fonction est au moins égale à sa borne supérieure, et par
suite ces oscillations admettent pour toute la famille une borne
inférieure non nulle.

Soit maintenant une famille compacte ne contenant pas de cons-
tante et n’en admettant pas parmi ses éléments d’accumulation. For—

mons la famille cp(æ) — <p(c), cp(æ) fonction arbitraire de la famille
donnée, 0 nombre fixe de l’intervalle fondamental. Cette nouvelle
famille, faisant partie de la famille cp(æ) — a considérée au n° 15, est
compacte et n’admet pas la fonction identiquement nulle comme
élément d’accumulation. Les fonctions <p(æ) — <p(c), s’annulant pour
a: = c sans être identiquement nulles, la propriété précédente a lieu.
Comme <p(x) et <p(æ)— <p(c) ont la même oscillation, on a le théorème
suivant :

Si une famille compacte ne contientpas de constante et n’en admet
pas parmi ses éléments d’accumulation, les oscillations de toutes les

fonctions de la famille sont supérieures à un même nombrepositif.
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. 19. Considéronsune famillecompacte dontles éléments d’accumu-
lation ne prennent pas la valeur zéro. Dans toute suite convergeant à
la manière indiquée, en particulier uniformément, la borne inférieure
des fonctions de la suite tend vers la borne inférieure de la fonction
limite; cette dernière n’étant pas nulle, la borne inférieure des fonc-
tions de la suite est à partir d’un certain rang supérieureà un nombre
positif. La mêmepropriété alieu pour toutes les fonctionsde la famille,
sauf peut—être pour un nombre fini d’entre elles. Sinon, on pourrait
former une suite infinie de fonctions dont les bornes inférieures ten-
draient vers zéro, suite qui admettrait une suite partielle convergente
pour laquelle il y aurait contradiction avec la propriété précédente.

Si les éléments d’accumulation d’une famille compacte ne s'annulent
pas, les fonctions de la famille qui s’annulent sont en nombre fini et les
valeurs absolues des autres admettent une borne inférieure non nulle.

20. Considérons une famille compacte sans élément d’accumula—
tion constant. Soit q: une fonction de la famille; entourons chacun de
ses points faibles d’un intervalle d’exclusion de longueur 2l’, soit J(ç{)
le reste de l’intervalle fondamental après ces exclusions et b(q>) la
borne inférieure de |q>| sur J(<p). Les b(cp) admettent une borne infé-
rieure non nulle. En effet, dans le cas contraire, il y aurait une suite
de fonctions pour laquelle ces nombres tendraient vers zéro en décrois—
sant constamment, caractère subsistant dans toute suite partielle, en
particulier dans la suite convergente {ç,, }. Soit il; la limite de cette
suite (non constante et par conséquent non identiquement nulle).
Entourons chacun de ses zéros d’un intervalle d’exclusion de lon-
gueur l’, soit 3 le reste de l’intervalle fondamental et b’(cp) la borne
inférieure de |<p| sur 5… Tout zéro étant un point faible, chaque zéro
de \l/ est limite de points faibles des (p,, (n° 6); il y a donc un rang à
partir duquel chaque intervalle d’exclusion entourant un zéro de q;

contientun point faible de <p,, et se trouve ainsi englobé dans l’intervalle
d’exclusion de longueur double attaché à ce point faible; par consé-
quent, à partir de ce rang J(<p,,) fait partie de ;, ce qui entraîne
l’inégalité b(cp,.)êb’(cp,). Or, d’après la convergenceuniforme, b’(o,,)
tend vers b/(K1J) qui n’est pas nul, ce qui est incompatible avec le fait
que b(cp,.) tend vers zéro.
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Le nombre des points faibles étant borné pour toutes les fonctions

de la famille (n° 16), une longueur arbitraire létant donnée, il est
possible de choisir l’ de façon que la longueur totale des intervalles
d’exclusion ne dépasse pas l.

Reprenons maintenant une famille compacte ne contenant pas la
fonction identiquement nulle et ne l’admettantpas parmi ses éléments
d’accumulation. Les bornes supérieuresen valeur absolue des fonctions
de la famille sont supérieures à un nombre fixe (n° 17 ), et par suite de
la convergence uniforme, le même fait est vrai des éléments d’accu-
mulation.Ainsi, s’il y a des constantes soit dans la famille, soit parmi
les éléments d’accumulation, elles sont supérieures en valeur absolue
à un nombre fixe a. Partageons les fonctions de la famille en deux
catégories, celles qui satisfont dans tout l’intervalle fondamental à
l’inégalité |ç(æ)|êa, et celles qui prennent des valeurs de l’inter—
valle (— a] + a). Considérons d’abord la dernière sous-famille; elle
est compacte comme la famille totale et ses éléments d’accumulation
font partie de ceux de la famille totale; les constantes étant au moins
égales à a en valeur absolue ne peuvent figurer ni dans cette sous—
famille, ni parmi ses élémentsd’accumulation. Les fonctionsconsidérées
possèdentdonc la propriété établie plus haut. Quant à celles de l’autre
catégorie, d’après l’inégalité |c(x)lêa, elles ont la même propriété
sans intervalle d’exclusion.

Étant données une famille compacte n’ayant pas la constante zéro
parmi ses éléments d’acceumulatz‘on et une longueurl arbitrairement
petite, il leur correspond un nombre positif auquel la valeur absolue de
toute fonction de la famille reste supérieure, sauf peut—être dans des
intervallesen nombrefinidont la longueur totale ne dépassepas l (et dont
la position dépend de la fonction considérée).

En résumé, les fonctions de la famille admettent en valeur absolue
une égale borne supérieure B et, hors des intervalles d’exclusion, une
égale borne inférieure b. Prenons les valeurs d’une même fonction en
deux points, le second hors des intervalles d’exclusion,nous avons

< ? .lcp(æ.)àâB, l?(æz)lëb, d‘où M=b‘P(œz)

Dans les conditions précédentes, il correspond à la famille et à la
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longueur 1 un nombre le tel que l'on ait pour toute fonction de la

famille $}; 5 k, saufpeut-être lorsque æg se trouve dans un des inter—

valles signalés.

21. Comme pourles fonctions analytiques, il y a bien des procédés
pour exclure les fonctions constantes, ou la fonction identiquement
nulle, de la famille et de ses éléments d’accumulation. Par exemple,
la fonction identiquement nulle est exclue en imposant aux fonctions
de prendre une même valeur non nulle en un point soit fixe, soit quel-
conque; les fonctions constantes sont exclues en imposant aux fonc—
tions de prendre deux valeurs distinctes ou aux dérivées une même
valeur non nulle, etc. Les théorèmes précédents sont ainsi susceptibles
de diverses particularisations.

IV. — Remarques diverses.

22. CLASSE ANALYTIOUE. — La classe analytique est ordinairement
définie par l’une des suites {n !} ou {n"}. Montrons d’abord que la
notion de compacité est indépendantede la suite employée.D’après la
formulede Stirling, n ! est un infinimentgrand équivalentàn"e"‘ 21m.

Quel que soit (1 > 1 , l’inégalité JÎTî< q” a lieu à partir d’une certaine
valeur de n, il existe donc un facteur [: tel que l’on ait \/2.Tn < kg”
pour tout entier n; d’où

(6) (fi)”<nl<k((l—n)n.e e

Considérons une famille compacte du type s relativement à la
suite {n"}; elle est bornée en norme (s’) quel que soit s’>s, ce que
traduisent les inégalités

lq;("l(æ-)
| S—

n”s"‘m

qui, jointes à (6), entraînent

(7) l?‘"’(æ)lên !(88’)"M;

la famille est donc, relativementà la suite { n ! } bornée en norme (es’),
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nombre arbitraire supérieur à es. Réciproquement,une famille com-
pacte du type es relativementà la suite { n ! } satisfait aux inégalités (7)
qui, jointes à (6), entraînent

l<P"“($) \ â n"(qs')"k'n;

la famille est donc bornée en norme (qs'), nombre arbitraire supé—

rieur à s.
Il y a donc identité entre famille compacte du type s relativement

à la suite {n”} et famille compacte du type es relativement à la
suite {n ! }.

25. Définissons la classe analytique par la suite {n ! }. Une fonc-
tion du type 3 satisfait aux inégalités (1) qui deviennent ici

la(w)lêlvlb |<P'(æ)lËl-Sl<Pls lv‘"‘(w)lën!8"llal»

La série de Taylor en un point a de l’intervalle fondamental est
donc dominée par

|}cp}|[r+slx—al+(slæ—al)M—.…+(slæ—al)"+.…],

série géométrique de raison s| a: -— a |, convergente pour la: — a| < :; ;

les fonctions du type : sont donc holomorphes dans le domaine formé
1 . ,.par les cercles de rayon ; ayant leurs centres aux pomts del intervalle

fondamental, domaine que nous appelleronsbande de rayon
%-

Dans
une bande de rayon moindre r, le module de la fonction est en outre

lvl!
I -— Sl'

.

Une famille bornée en norme (s) est donc formée de fonctions holo—

limité par

morphes dans la bande de rayon
-E

et bornées en module dans tout
domaine fermé intérieur. Considérons maintenant une famille com—

pacte du type 3 et un nombre r< %, nous pouvons intercaler un
, I - ; 'nombre 5 entre 5 et ; - La famille etant compacte du type 5 est bornee

en norme (s"), ses fonctions sont donc holomorphes dans la bande de
l , .rayon ;, et bornees en module dans la bande de rayon momdre r.

Journ. de Math., tome XVI. —— Faso. IV, 1937. 51
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Réciproquement, prenons une famille de fonctions holomorphes dans
la bande de rayon

%
et bornées en module dans toute bande de rayon

moindre; soit m la borne supérieuredans la bande de rayon r. Évaluons
la fonction et ses dérivées aux points de l’intervalle fondamental par
les formules

1

ccp___(z)dz
…

()d»?(Œ)=—— —1 ---)
ÇPl

(x )_2filf(“_Æ)lH—l ...,
21l'l Z—Œ

8 étant le cercle de centre a: et de rayon r; nous en tirons
I."!l?($)lê"fi lv’(æ)lS—,» °", \?        

  
La famille, au point de vue de la classe analytique réelle, est donc
bornée en norme <%), et

;_
est un nombre arbitraire supérieur à 3.

Il y a donc identité entre famille compacte du type s et famille
normale dans la bande de rayon

%
n’admettantpas ce comme élément

d’accumulation (les fonctions de cette dernière étant réelles sur l’axe
réel).

24. COMPARAISON DES CLASSES DÉFINIES PAR DEUX SUITES. — Le raisonne—
ment du n° 22 se généralise aisément. Soient deux suites { A,.} et {A2}
telles que le nombre

L : lun —,Ï
Il > a: A Il

soit fini. A tout nombre a > L, correspond un entierp tel que l’on
ait A,,gA'na" pour n2p. Les autres valeurs de n étant en nombre fini,
il existe un nombre !: tel que l’on ait, quel que soit il, A,,g A;,a"k. Soit
alors une famille compacte du type 5 relativement à la suite {A,,}, elle
est bornée en norme (s’) quel que soit s'>s, soit m la borne; toute
fonction de cette famille satisfait à

tcp”) (a:) gA,.s'rmg A} (as')"ml—=

as’ étant un nombre arbitraire supérieur à Ls, l’inégalité obtenue
exprime que la famille est compacte du type Ls relativement à la
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suite {A,,}. On voit en même temps que la classe {AZ,} contient la
classe {A…}. _

On peut échanger les rôles des deux suites. Donc, lorsque la limite
inférieure l n’est pas nulle, la classe _{AÇ,} est contenue dans la
classe {A,}, et toute famille compacte du type t relativement à {A',,}

t . .est compacte du type
?

relativement a { A,}.
. . n A, . . .

Lorsque les ltmttes extrêmes de \/Epour n mfint sont finies et non
Il

nulles, les deux suites {A,,} et {AZ,} définissent la même classe quasi
analytique et les familles compactes sont les mêmes par rapport à l’une
ou à l’autre suite.

Si L=o, a est arbitrairement petit, et as’ également. Donc,
" A , . .lorsque \/%‘ tend vers zero par n tnflnt, la classe {A'‘ Il Il } contient la

classe {An}, et toute famille compacte dans la classe {An} est compacte
du type zéro dans la classe {AL,}.

Un raisonnement classique de la théorie des séries à termes positifs
u . . n —

_ . . .rouve ue lors ue -"—‘“‘ a une limite u,, a la meme limite. En disso-P 7 un ’
ciant dans ce raisonnement les doubles inégalités, on voit que : la
limite supérieure (inférieure) pour n infini de 'Ç/uî est au plus (moins)
' u . ' . . I .egale a celle de "—“- Par suite, les énonces cz—dessus subszstenta fortiori( Il

.. E A. A:,
en remplaçant \/XZpar A,.X’ .

n+l
 

SECONDE PARTIE.
PROPRIETES AYANT LIEU DANS LES CLASSES ASSUJETTIES

A UNE CERTAINE RÉGULARITÉ.

I. — Dèrivèes.

l. Comparons à la classe {A,,}, la classe {AL=A,…} à laquelle
appartiennentles dérivées des fonctions de la première. Tout d’abord,
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'en supposant la suite {A,,} non décroissante, la seconde classe contient
la première. En effectuant la comparaisonsuivant le procédé précédent
(I" Partie, n° 24) l’inégalité A,,g A'” entraîne L51. Nous allons voir
que L est exactement égal à 1. Soit en effet un nombre a > L, on a
l’inégalité  

 
II*7 a" ou __ > _A,, <

An+1
< A" pour n =])

Posons
-L : kai+2+...+(p—lh

,, ’

il en résulte
!

(n — | )"

_Â_
< l\.al+!+.n—HIl—H= l\.a 2

POU!“ "«êp
Il

et
! ll—l| _ _

"__ <k"a ‘ pour nëp;
\/An

le premier membre étant le terme général d’une série divergente, il
!

en est de même du second; or, k" tend vers 1, donc la progression
%géométrique de raison a

être plus petits que 1 .
De cette valeur L = 1 résulte que lorsqu’une famille est compacte

relativement à {A.}, cette même famille et la famille des dérivées
premières sont compactes du même type relativement à { A'”= A,… }.

est divergente; a et par suite L ne peuvent

.. ' o 0 | , . Il ALes deux classescomc1dent lorsque la limite 1nfer1curcde
\/X—?

n’est
Il

. . , . n A;, .
pas nulle, ou lorsque la hm1te superieure de ‘/:\—: est fime; en posant

— " A .— " A: l1m —'—‘ : lun ""’,
11%» Art n-> :: An

la compacité du type s relativement à {A},} entraîne la compacité du
type qs relativement à {A…};

 
Lorsque le nombre q est fini, les dérivées de tous les ordres appar—

tiennent à la même classe que la fonction, et lorsqu’une famille est
compactedu type s, la famille des dérivées r‘"”‘“ est compactedu type q"s.
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II. — Produits et séries entières.

2. La condition de régularité que nous utiliserons désormais est
. . A,,_. .la non crozssance de la suite

{EA—‘ }-
Cette expression tend alors pour n

infini vers une limite positive ou nulle; celle—ci sert à comparer la
classe considérée et la classe analytique définie par {nl } (i" Partie,

' n° 24). La classe considérée est la classe analytique si la limite est
positive, et contient la classe analytique si la limite est nulle. Dans ce
dernier cas, un beau résultat de M. S. Mandelbrojt ('), sous la forme
nouvelle que je lui ai donnée (2), permet souvent d’affirmer qu’elle

. . . . . Ancontient ausm d’autres fonctions. D’a res notre h othese — vaP YP ,
An—1 en croissant; l’une des inégalités A,,<e‘"" ou A

" <e"" réalisée à
n—1 *

partir d’un certain rang suffit alors à affirmer que la classe {A,} est
plus étendue que la classeanalytique.

Voici sous quelle forme notre condition de régularité va intervenir.
Pour n >p on a

A,,_1 A,,
<

A,,_1 _A,, A,… A,,
_ __ A,, A,,.1

(n_1)!'îzî=(p—I)rfi (n—1)1'p1 _'nl (p—1)!. ê

. A A ,
En d’autres termes, un produit —£,‘ —',’ ne peut qu augmentera‘evaleur

P - q -

lorsqu’on écarte également les deux entiers}) et q.

5. Considérons le produit de deux fonctions de la classe, ça du
type s et q; du type t. La dérivée n‘ème est. donnée par la formule de
Leibniz .

n !' n!(Q+)(nl= (P(nlq) + ÎÇÎl)—! <P(n_hq/+ _ _ _+W <P(n—IJ)4,IIJ)+ _ _ _+ ?“P"”°

En évaluant par excès la valeur absolue de chaque facteurau moyen 
(’) S. MANDELBROJT, Séries de Fourier et classes quasi analytiquesde fonc—

tions, Paris, 1935, p. 88—89.
(2) P. FLAMANT, Comparaison des classes quasi analytiques (D) (Annales

de la Société polonaise de Mathématique, t. XIV, 1935, p. 145—148).
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du type et de la norme, nous obtenons
p: n [::/t

lL—l A}|(W>”“I<EWMIM -ru+nmw=n!uq>u
ME}…{__—r,,î'!“”"‘”

puis, en écartant les entiersn —p et p et les amenant à n et zéro, nous
avons
(1) l(cp+)"“[êlcp |_”; |A0An(s"+ s"—‘ t + . . .+ st".1 + t").

Distinguons alors deux cas :

Premier cas : s 7£ t et, pour fixer les idées : > t. (1) donne
.!' t . t" s

|(ç+)<hi\ïflç|.|+|A……æ([+ ; +
;— +...+S—n)<|cpu.utnAoAnsns_ , 

en prolongeant indéfiniment la progression géométrique. Donc le
produit d ’une fonction du type 3 par une fonction du type t< s est une
fonction du type : dont la norme vérifie
(2) l<P\PIÎ,A_Î,s-l°?lllflle 

Lorsque"+: tend vers zéro, toute fonction analytique appartient à

tout type de la classe {A,,} (1"’ Partie, n° 24); par suite, le produit
d’une fonction du type 3 par une fonction analytique holomorphe est
une fonction du type :.

Deuxième cas : s: t. (1) devient
l<e+)‘"'lîlelI-llllAnAn(n+ 1)s"-

Le produit appartient donc au type s de la classe définie par la
suite { A,,(n + i)}, classe qui coïncide avec la première puisque 'Ç/n + !
tend vers 1 ; il appartient donc à tout type plus grand que 3 relative—
ment à la suite { An}. Soit un nombre k

>n+
!,

l__(W)”'
A,, (ksl          

  
Le produit de deux fonctions du type : appartient à tout type plus

grand que s et l ’on a
n+:mnswn…ww…_k
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Pour kg 2, ce maximum, atteint pour n = 0, est égal à 1. Si n était

variable continue, le maximum serait ?]îÛç’ expression avantageuse
pour lc peu supérieur à I.

L’inégalité (2) s’écrit, en changeant les notations,

A k(af) mu“; ,.1, ms…” 
qui donne a fortiori la suivante, que nous utiliserons,

A.,/:@) n<p+ukék_, ncpnswns- 
En effectuant de proche en proche un produit de plusieurs facteurs,

nous appliquons (3) ou (2’) lors de la première multiplication, et
ensuite (2’); nous obtenons ainsi  A0k n—l
(4)

l°Pl°P:n--ŸnlÆsê<k_l> ll?1llsl?=lls--'l?nlln

Oll-
, A l; …(ll) “Ÿ1?2---<Pnhsî(kll> “‘P1uksllçæusn-Hçnus-

Supposons les facteurs pris dans une famille bornée en norme (s).
Notons m(s) la borne supérieure des normes de ces fonctions et m,,(s)
la borne analogue pour les produits de n de ces fonctions. En prenant
les bornes supérieures des deux membres de (4), nous obtenons

" k—1 Aokm(s) "
(5) mn(ÀS)Ê'ÂÎk—[——k—î] '

Nous aboutissonsà une valeur indépendantede n lorsque—'°‘—‘Ë—ÊQ51 ,

ce qui exige Aom(s)< [; il suffit alors de poser A—°k—I‘ÎLIs—) : 1, ce qui
[donne [€ = [__—m'

Étantdonnée unefamille defonctions bornée en norme (s) dont la borne
, . . 1 . . .superieure est mozndre que E’ la famzlle des produits de ces fonctions,

quelquesoit le nombre de leurs facteurs est bornée en norme —-——s—— -
[ _ A0 m (s)
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Supposons maintenant nos fonctions prises dans une famille
compacte du type s, il suffit de remplacer s par k’s (k'> 1) dans (5)

À'—l
[Aokr)t(k’s)]"

,. : <(6) IN,.(luk s):
Aok '/\__l
 

Étant donnée une famille compacte du type s, les produits de n fonc—
tions (distinctes ou non) de cette famille constituent une famille com-
pacte du même type.

Si ces facteurs sont variables et tendent simultanément vers des
fonctions limites, le produit tend vers le produit des limites, en norme
(s’) quel que soit s’> s (i” Partie, n° 15).

4. Considérons maintenant une sérieentière en <p, go appartenant à
la famille compacte
(7) m(cp)=a.,+a,o+a,o'—’+.…+aw"+.…

et la famille des polynomes de tête; nous pouvons, grâce à (6), éva—
luer par excès leurs normes

et“ , À'—li=n ' AJm(k’s "

flux,.(ç)flî% +la,|m(kk S)+ Û2|a,l[—kî_—l—)] ’

La somme Z est forméedes premiers termes d’une série entière ayant
pour coefficients |a,-|, et par conséquent pour rayon de convergence
celui R de w(ep). Si k et [s’ sont tels que

. .I
(8) M < R,

/\ — l

on peut prolonger cette série indéfinimentet aboutir à une limitation
indépendante de n. La famille des m,,(go) est alors bornée en
norme (kk’s). L’inégalité (8) est vérifiée d’elle-même si R : œ ;sinon,
elle revient à

Aom(k’s)<R et k> R
B — Aom(lf’s) .

Par suite, les produits kk’ ont pour borne inférieure
À.Iq = R borne Inf. mnt—(AT) )

mlk’s)<A£
0
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et la famille des m,.(go) est compacte du type qs (q est égal à 1

lorsque œ(cp) est fonction entière).
Dans les conditions considérées, la série (7) converge numérique-

ment, car |ç|î|]oflAéA,m(ls’s)<fi.
Si, la fonction :p restant la même, on fait tendre n vers l’infini,

m,,(cp) tend vers w(p) pour chaque valeur de a:, donc GI,.(Çp) tend
vers œ(go) en norme (s’) quel que soit s’> qs (I“ Partie, n° 15), et la
famille des œ(cp) est compacte du type qs(1'° Partie, n° 10). Il en
résulte par exemple que, si {:p,,} est formée de fonctions de la famille
initiale tendant vers (9, œ(cp,,) tend vers œ(cp) en norme (s’) que] que
soits'> qs.

III. — Introduction de fonctionnelles auxiliaires.

5. Soit ça une fonction de signe constant, positif pour fixer les
idées. Les fonctions <p” (exposant réel quelconque), logo étantdéve-
loppables en séries entières par rapport à :p — a, les propriétés précé-
dentes ont lieu pour ces fonctions. Nous nous pr0posons d’établir
effectivement les inégalités qui les traduisent. Cela fait intervenirdes
fonctionnelles autres que la norme que nous allons d’abord définir et
étudier.

Pour une fonction <p déterminée d’un certain type :, nous avons à
choisir et et lc; ce derniernombre déterminant le type ks auquel appar—
tiennent certainement <p" et logo, devra être le plus petit possible;a est

_à fixer en vue de ce but. Tout d’abord, les développementsconsidérés ' ' ' \ _ a .sont des series ent1eres en (P

a ayant un rayon de convergenceégal a 1 . ' ' ‘ “"' a ?L conver en numer1 ne en e donc ’° 1 a — .a g ce q g a < ou > 2 > o

Le rôle joué au n° 4 par l’inégalité (6) sera tenu par

«<t“>" … J”;…
= A., A' k — (

[application de (A)], et l’inégalité (8) se traduira par

(k —— 1)a
Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 52

<P-—-d
a
    

    

<1.



404 PAUL FLAMANT.

Considérons les valeurs de a telles que

(10) Aoll(P—alsîbv

b étant un nombre donné; notre condition sera réalisée si nous avons
en outre
(…) À'b<(k—l)a

qui montre que, parmi ces valeurs de a, la plus avantageuseest la plus
grande. Or, (10) équivaut à l’ensemble des inégalités

|ç_a|gb, A,|q/|5bA,s, ...,-A,]cp'”|ij,sf,
dont la première (la seule où figure a) s’écrit encore — bâcp — aîb,
où l’on voit que la plus grande des valeurs de a considéréesestdonnée
par — b: mine — (1. Donc, [) étant donné de façon qu’il existe
quelque valeur de a satisfaisantà ( l 0), nous lui associonsa = I) + min :?
qui, portée dans (I 1) donne 6 < (l: — 1) minç.

Il y a donc intérêt à prendre b le plus petit possible, ce qui conduit
à chercher dans la famille <p — a la fonction ayant la plus petite
norme. Il faut et il suffit pour cela que le — a] ait le plus petit
maximum possible, ce qui a lieu pour la fonction

ç°<w>= cp<æ)— â(mincp + m…),

que nous appellerons fonction réduite de la famille. Cette définition
a un sens pour une fonction quelconque; elle dépend de l’intervalle
(supposé ici invariable) où varie a:. On a évidemment, quelle que soit
la constante c,

ç*=(ç—c)‘, (cç)*=ccp'.

Cette fonction réduite intervient par sa norme qui renseigne sur les
variations de <p (amplitude, rapidité et régularité) à un point de vue
plus compréhensif que l’oseillation. On peut la définir directement
par    . Aosc. <p |<p’| l‘P…l|]<p I,=borne sup.

. 2A.,
, A,s’ ..., Ars", ,

puisque
max | cp*|=

%
(maxcp — mincp)=

%
osc.cp.
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On a évidemment, quelle que soit la constantec,

l‘?’lîl? _ Cl l(C<P)*l= | f l-l?’l-
De plus, cp* + u]:* étant une des fonctions cp + nl»

— c, on a

(12) l(q>+Wlêlq>*++*lflv‘ll+Wi-
De là résulte la continuité de cette fonctionnelle. En regardant <p comme
la somme de t.]; et de q; ——Lll

l?’lêl4”l+l(?— +)‘lîll’l+l?—H-
Cette inégalité et celle obtenue en permutant q: et a]; se résument en

(13) llv*I—WII île—«H-

C.es notions introduites, la question posée se résout en prenant
 

!) =Aoucp*u,, d’où a=Aoucp*ls+ mine,
et enfin

A0 “ cp*“,<(k — 1)mincp,

[:> 1 + ——A°!ÇP*IS-mmq:

6. FLUC‘I‘UATION. — Cette dernière formule, concernant une fonction
positive, nous conduit à introduire une nouvelle fonctionnelle. Nous
appelons fluctuation d’une fonction de signe constant l’expression

_ A0l°P*ls"(CP, 8)- I + ms
qui dépend de la fonction <p, de l’intervalle de variation de a: et du
type s (qui sera écrit ou sous-entendu suivant les besoins). La fluc—
tuation est (comme la norme) une fonction non croissante du type.
On a

fl(ccp)=fl(cp).

Considérons deux fonctions ayant une différence constante et le
même signe constant, + pour fixer les idées; elles ont la même fonc-
tion réduite et satisfont à min(cp — c)= mincp — c, d’où

fl(q>)—-r c
fl(cp—c)—r —l— mincp'
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Prenons maintenant une somme de deux fonctions ayant même
signe constant. Entre les normes des fonctions réduites on a l’inéga-
lité (12). De plus

(14) min|cp++i=min(|<p|+lÿl)îminlol+min|uÿl.
Donc

“OI?” ‘ AOll‘l”ll< .fl(o+uÿ)_l+
i ,

| i lll
Le rapport figurant au second membre est compris entre les deux
rapports

Aol<fl , Aowu,
min

|
(pl min | L]; |

  
et, par suite, le second membre est compris entre fl(cp) et fl(ala). En
conclusion, la fluctuation de la somme de plusieurs fonctions de même
signe constant est au plus égale à la plus grande desfluctuations de ces

fonctions.
Continuité de lafluctuation.

_ Aol‘fl Aol"l"ûl"‘”""…‘_minwu “
mi'n' |+î

_Ao(lq>‘l—WI) . . 1_
minl<?l +A°lw<minl@l—minlll>

=A.<lqf|—Wt>+Ao|+*l<minlw—minlçl>_
min|ç| min|cpl.min|uÿl

Prenons les valeurs absolues des termes; au premier numérateur,
nous appliquons l’inégalité (13); au second numérateur, en pensant
aux valeurs des deux fonctions lorsque le plus petit minimum est
atteint, nous écrivons

(15) |min|tH——minlqællî une valeur de |sl;—<plêAfllcp——ÿll,

nous avons donc

|fl(ç)—fl(tp)|gAol°P—ll+ A3lfll‘ll-læ—uÿ“
min|.p| min]cp|.min|çÿ|’

|fl<<p>—fl<+>l:A°"P—‘ll(l+w)_wätfi.min|cp| min|tl&| minlcp]
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1 \On a, d apres (15),

min]cplêmin|uÿl—Aoicf_q”u
et, par suite,

A,f| —|fl<cp>—“<Wî minl+lW—)lfl\ÎllflpŸ—uiui

en supposant le dénominateurpositif, ce qui exprime la continuitéde
la fluctuation.

Inégalités concernant la fluctuation. — D’après les définitions
max\cp|mêmes, “cpl est le plus grand des deuxnombres

||
<p*

{|
et - De plus,

min|<plîmax|ç|=min|o|+oscçîmin|cpl+zA,WII",
d’où

(16) minlÿl et A«ll<P"llîAoll<Pllîmi“I<Pl+21’ïoll‘P’ll-

Le minimum de la valeur absolue et la norme de la fonction réduite
peuvent s’évaluer au moyen de l’un d’eux et de la fluctuation, ce qui
donne par exemple

(17)minl<?l et [fl(<P)—r]-minlr\ëAonænê[zfl(cp)—I]-minWI

qui, résolue par rapport à la fluctuation, s’écrit

_£ AJ?“ < < A_°__“ÇP“(’8’- 2([+minl<Pl)=fl…=l+minlel

fluctuation d’un produit. — Supposons les facteurs tous positifs et
associons à chacun (p,— le nombre ai défini à la fin du n°8. Développons

(?1<P2 - - - %=H [az+(<Pi— …)],
i=1

cplcp= . . . cp,,— a,a2 . . .a,.=2 dial—'. . . (cp;— a,-) (<p,r-— a,v) . . .,

les termes du second membre correspondantà tous les partages des n
premiers nombres en deux catégories (les i et les_] ), la seconden’étant
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pas vide. Appliquons (4) sous la forme

Aoklxplçg-oocplluks<
_

A0klcpil.‘
k—1 : ["—l!=!

à chaque terme du 2 précédent, en observant que

|<Pi— ai|s=l<?î ln
d’où

A0klçlçl' . .?n— a,a, . . .a,.|k_,< Ao/\l?;“5 1\0I‘.IÇP;'1c
k—i =Zaiai"°° [.“—i [.”—1

qui donne, par le calcul inverse du précédent,

Aokl(çlçzc - . çn)‘lk$ <
i=" _

Aoklç: ls-T_zl—llai+Î —a,a,...a…
i=1

En divisant membre à membre par l’inégalité évidente

min(q>,cp, . . . <p,.)2 min .p,.minp, . . . mincp,,,
nous obtenons

(19) [IcfI(<P«?=À.-_?:.
ks)— l<[i l…%s) + Mél—J_nam” 

La forme développée montre que le second membre augmente si l’on
remplace quelqu'une des fluctuationspar une valeur plus grande. En
employant (A’) au lieu de (4), on voit que la fluctuation d’un des fac—

teurs peut être prise dans le type ks au lieu de s.

8. Nous rencontrerons aussi l‘expression

(zo) :(<p; 5, If) : min
\ a: |

——
AA‘flçil‘: lk _ ”(?. s)] min] (Pl

‘ —I A —1

pour les valeurs de A' qui la rendent positive [lc > fl(ç, s)]; s et [:
pourront être sous—entendus.

On voit directement que z(ccp) : |c ]
z(<p), et que, cp et cp — 0 étant

toutes deux positives, z(cp — c): z(<p) — c.
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Pour deux fonctions q: et a]; ayant le même signe constant, les

inégalités (14) et (12) entraînent z(cp + 41)êz(<p)+ z(nl;).
Enfin, cette fonctionnelle est continuecar

masæwvm,s(?)—Z(l)=minl@l—minlll—

lz(?)—5(El‘)lglmin|çt_minltp”+Ak0ll‘Pl——1*W
et, d'après (15) et (13),

ld®—%@HëMW-+ttA°W_“,
ou

A0 [(
||co |uçn,k)—u+wkH<——Œ—ÊZ-

IV. — Puissances quelconques et logarithmes.

9. PUISSANCES NÉGATIVES D’UNE FONCTION DE SIGNE CONSTANT. — Nous
supposons la fonction positive; pour une fonction négative (exposant
entier, ou rationnel tel que la puissance soit réelle), il suffit de consi-
dérer la valeur absolue pour que les conclusionssubsistent. Nous par-
tons de la série du binome, appliquée dans les conditions définies
au n° 5     l—- I __P°P_a_P<'““P)(* _1) <P—-—a

*

ŸI'—äîlîl+ ! a 21 ( a )+…
.

(—Pl(——p—n+l)

((P)—a

u_{__|— nl a
o…a =H@—au= |wn _flw,s _f….a,

..— a :\'0“cp ||+mincp_ A0fl(cp),_s) Ai,of    

en posant momentanément fl(cp, s) =f. L’inégalité (9) donne

l<°Pz“>”——[Æl 
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valable à partir de n: I. Nous avons alors

[1 il k—l . (—p)(—p—i).…(——p—-it+il‘ l.“(f—i)"‘
l? ksgAoa” + k 2 l:0Ir al —(k—i)f

__ 1
_1_

[\”—l ' _k(f—ll —/"_ l l [\”—l (Aw—1)f/‘}\—
r…h— + T [‘ —…_ .>fl î— A——…,,{;

+ ——,.. l—A-_ f ] s'

Distribuonsa" aux deux termes du second facteur, remplaçonsdans
le dernier a par sa valeur et appliquons l’égalité (20)

 

_|_ < | | + k—l
9°" ks=Ao/—' .il—" 5”(<?;s, /—‘)

Comme aèz(<p; s, lc),
| 1_ <___.(22) |CPI'Ik$=Ï\Os/’(çis, A.)

Les considérations du n° 4 sont évidemment applicables aux séries
doubles ou multiples. Soient 4; une autre fonction positive, et
b=A,|ul/|,+mingÿ le nombre analogue à a. Le développement

<? 4*
— b  

  [ "‘ a ' r \ r rde W par rapport à T et b traite a la façon precedentedonne

|
1 1

[
1 k— 1

]—— s — +
?"£P" k..“ A,k al'b'l :"(cp; s, k)z’ï(t]a; :, k)

et
(23) I—I-I S

I ,
?”‘lfl k.t— An:/'(Ÿi S, Â")Z"(Ll); si k)

et de même pour un plus grand nombre de fonctions.

10. PUISSANCES vosmvns. — Les transformations ci—dessus se pré-
sentent de façon moins simple, parce que l’alternance des signes dans
la série du binome n’a lieu qu’à partir d’un certain rang. On obtient,
par exemple,

!
|?"lhêA k l(2k—l)a”—(/f—I)SP(?; 8, k)] pour O<p<h

0

 
Locmrrumss. — En traitant de la même manière la série

lo.æ_î:_a_i î__“ ”+ +L—;E(w>g-°a_ a 2 a n a ""
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nous obtenons

2

.… .f-_—' 1 …… "
j‘“a

/_._.=\ .\.—,_If n >(/.‘—l)f
__I.'——l »

| _/.‘—l (d‘)—ll]“
A../.- '°* /.-._/'……n— A../.

'°g /.-—f’_ «lv—1)!

    
log

%
étant une des fonctions logcp + const., nous en concluons

k—l (I.—l)il(cp.fi" £" * '\‘S "‘(243 "\ ". ?‘ ill» —
_\{_/.—

°'- /. .— ”up. 33 
et compte tenu de la constante additive loga

_

,. l ,__ (I.—H/
“IO,CP"A—sg Î.. {lo a+ _/._lo_-ÎT]

[ 'l/-'—l
(A'—l)f|t?,8l] : — | low :( o: s. /.'h —+— lo:\..1 '“ ' lc ‘ /.'—f|(<p/,$)

'] '1. QUESTIONS DE HOMME ET DE CONVERGENCE. — Soient cp et «l)-deux
fonctions de même signe constant; l’inégalité (2’) appliquée à 

      _’__ J—'L)
'? ° a+ -

donne
II A:— _— —— . vl._,
|Î ? /.—..=/. . .J_,.Pb_llf .eu

et, d’après (23),

(25) “©” ks:(/\ —1)-.g 3 Alit'—P;$ I.“)
  

En opérant de même sur chaque terme du second membre,
i=m

'_ _ ‘? _ Y
|… ?" (Pi q)…_i+l

i —|
donne

I:"!’

. « HW— q>.u- '__ —- <(26)
“©… <PmiiÀ-s= /\—-l z-i(œ. S‘./ilC"'—i+’(LP' 8 k\i-l
  

(m entier positif).
Journ. de Math., tome XVI. —- Fasc. lV, r937. 53
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Enfin, l’application de (4') et ( 22) à
, | …Ï _ |): _I(Pnl‘l’_ fÛ)'”,

“?

(Lu)” _'_ MkW—- @1L—

cp A0 (A‘—|):(Qg:3.lfl_

(m entier positif), et plus généralement

- _rr ’" ‘ A"/.lid{ __?H"i ’“
(27) |q,',_,qfl(‘l' fl lkeSAAoz,l(_P s/\.:_,_,,.,J s A“) ( /_…_l

(I) > o: (, > ul.

donne

Îll/\

Soit une fonction analytique w(u), nulle et régulière pour u = 1 ,

œ(u)=c,(u — |) + "._.lll — |): +—. . .+ l',(ll —— 1)i+. . ..

La série
‘ ‘l" ' mI«—”)’W“(5l=ËwMî “'l 2—43-

"(PI—‘il;"; “(%)ÊZl"fi°
Comme p+ iÊP+ 1, nous pouvons appliquer l’inégalité (27) en

supposantp > —— | , q > 0, ce qui donne

 
donne

     

] .Wl lai} » ?)!
k€.

  
  1 t.]; '

ll?"«W°‘<$l *«»=/'tms …"W
_ AMII+—9ll« '

><Ëlw!°[(k——nz(:;s,Mi
. t:!
0“

__'_ $ k|l+—<plh(28)
Wv‘”<æ> h= (,_l,z…(,; s, /.-) =v<+: s, …    

2 . Ao"'ll‘l‘“‘?lls "'
xiz_lll”'l'l(k—l)=(ms,lv) ’

(P>È"H'I>°)-
Dans les cas où les signes des c,- sont ou identiques ou alternés, la

série du second membre peut s’exprimer au moyen de la fonction w.



(29)
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Voici quelques exemples :

“<%>"_‘

  

w+—wr Èï” MMM—@… f

(kz—1) (<p;s,A) %; [[+(k—I)Z(CP;S,IÇ)]
(m entier positif),

ll/\
  

    

      

    u<æ>
—1

k=u<ïë>-"—

È“à kk= àl(Ë>_p“‘l kk
,

<p>!)-

”($) f‘ k=ll(ï)_"
_

pur—vu
<(/f—l)z (<P;S /1)—-A [kW—<?”

Pkll‘P—CPll.ll(%)”n
  @

Il EP”-

Illogv—logrllks=

bill/\
 

 [<k—x)z<cp;sk k>JP[<k—1>s<msk>—Akk||qk—<pukr—N-
_ _ _ $ "_+”l‘ (a)]

PÀI|‘P—?"
gl(’f——I)Z(Clüs /f)z (EP 8 /f))'l"l(/t—I)Z(<Päs [f)—Ao—kll‘l/ ‘Plls‘l“”’

wuk=nk—:k[<—>"—IJ

I
q;Pk

    ks  

  ks 
 

    

p«IW—all
=(k—I)”[(k—I)Z((ÿ;8, k)_A0/‘ll+_ÇPII—‘J—w

(°<P<*%
| __
og‘Plçs

(If—1): (<P;s l—) klltP—9ll« gilog -_Ao (k—I)Z(<P;skk)—Ao/flllkP—<Pll.g« (Â'5—1)(S°;sak)—Aokfl‘l— <Plls

Soit {cpu} une suite qui converge vers (9 en norme (s); choi—
sissons Ic>fl(cp, :) afin d’avoir z(<p; :, k)>o; z(cp,,; :, lc) tendant
vers z(<p; s, lc) (n° 8) est aussi positif à partir d’un certain rang. En
remplaçant dans les inégalités (25)a‘ (29) a]; par cp… ou encore <p par (p,,

et ar nous vo ons ue en énér:11,(l><Ÿ—")et—lœ<—ÇP—)‘l‘P ?» y q ) g
‘P—’;—ŸZ ? <Î‘Pçfl (p,,

53.
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tendent vers 1 en norme (ks). En particulier, toute puissance de (p,,

tend vers la même puissance de (9, toute puissance de
%”

tend vers 1

et logo,, tend vers logcp. Il en résulte que :

Si (p,, tend vers ça en norme (s’ ) quel que soit s'> :, pjj tend vers cp",

<%)” tend vers 1 (p quelconque), logo,, tend vers logp en norme (s”)
quel que soit

s'> borne inf. [s’fl(qa, s’)].
s'>s

La fluctuation d’une constante non nulle étant égale à !, si cp,, tend
vers une constantec 75 o en norme (s’) quel que soit s' > s, (pf; tend vers c"
et log (p,, tend vers loge de la même manière.

12. CONVERGENCE vans œ. — Nous dirons que go,, tend vers ce en
norme (s) s’il existe un nombre [:> 1 tel que z(cp,,; s, I:) tende
vers +œ; d’après l’inégalité (22), les puissances négatives de cp,,

tendent vers zéro en norme (ks). L’égalité (20) permet de voir qu’il
est équivalent de dire que les fluctuations sont bornées supérieurement
et que min | cp,,| tend vers + oo; en partant du fait que les fluctuations
sont bornées,_k sera choisi de manière que Ic— fl(v,,, s) reste, à partir
d'un certain rang, supérieur à un nombre positif fixe, c’est-à-dire

À'> li_mf|(cp… s).
nÿœ

Nous dirons que la convergence vers ce est faible ou forte suivant
que cette limite est supérieure ou égale à 1. Le changement de s en
croissant ne peut faire changer la convergence que de faible à forte.

Si (p,, tend vers ce en norme (s') quel que soit s’>s, ses puissances
négatives tendent vers zéro en norme (s”) quel que soit

s"> borne inf.
[s’

li_mfl(cp… s’)].s'>s n->œ

En particulier, si (p,, tend fortement vers ce en norme (s') quel que
sait s' > s, sespuissances négatives tendent aussivers zéro en norme (s').

A cet égard, la convergence faible est analogue à la convergence
vers une fonction non constante finie, et la convergence forte à la
convergencevers une constante finie.
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Les expressions de z(ccp) et z(cp —-—c) (n° 8) montrent que toute
fonction linéaire de <p,, à coefficients indépendants de n tend vers ce

de la même manière que cp…

Pour que deux suites {cp,,} et {%} convergentvers ce en norme (s)
en même temps, il suffit que %Çp"+,{; reste compris entre deux

*" n7 »

nombres posxt1fs finis, et a fortiori que, pour n assez grand,
l=(%; 8. k) _Z(CPni

Z(<Pn; s, lc“)

nvn— <Pnlls<
q<k— 1)

:(cp,,; s, l\”) : A0/f
’

 s, k)] Sq<1
ou, d’après (2 1),

puis, d’après (20),   "+"—(Pn… <
q

_

[k — fl(cp… s)] min |<p,,| : A0k

- - llkl/n— <Pnll»
,Il suffit en part1cuher, quem tende vers zero, ou,

”lorsque' - « "$a—‘ (Pn sk—fl(cp… s) reste superieur a un nombre fixe, queM tende
vers zéro.

V. —— Compacité généralisée.

15. DÉFINITIONS. —- Une famille de fonctions sera dite compacte du
type s au sens généralisé si les fonctionsde cette famille appartiennent
à tous les types plus grands que s et si toute suite de fonctions de
cette famille admet une suite partielle convergenteen norme (s') que]
que soit s'> s, la limite pouvant être finie ou infinie.

Toute famille bornée en fluctuation (s’ ) quel que soit s'>s est
compacte du type s au sens généralisé.

En effet, considérons une suite {cp,,} de fonctions de cette famille.
Ou bien la suite numérique {minlcp,,|} admet une suite partielle
tendant vers +00, et les fonctions correspondantes tendent vers 00

en norme (s’) (n° 12); ou bien la suite {min |<p,,]} est bornée supé—
rieurement et l’inégalité (17) montre que pour tout s’> s, {|| <p,,||,} est
bornée, et { cp,,} est compacte au sens ancien.

Une telle famille sera dite compacte de seconde espèce; par opposi—
tion, une famille compacte au sens primitif sera dite compacte de
premtèm espèce.
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14. DÉconmsmon. — Dans une famille compacte au sens généralisé
les fonctions dont le minimum de valeur absolue est borné supérieure-
mentforment une famille compacte de première espèce, et celles dont le
minimum est borné inférieurement en forment une de seconde espèce.

La première partie est immédiate, ce ne pouvant pas être élément
d’accumulation de la première famille. La deuxième partie se
démontre par l’absurde. Nier cet énoncé, c’est dire que pour un
type s’>s, les fluctuations ne sont pas bornées supérieurcment; il
existe alors une suite {<p,.} telle que “(ça… s') tende vers +oo;
d‘après l’inégalité (17), grâce à minlcp,.|êa, || (p,, |} tend aussi
vers +oo. Le premier fait empêche la convergence vers ce et le
second la convergence vers une fonction finie. Comme ils subsistent
pour toute suite partielle, cela contredit la compacité.

Par suite, toutefamille compacte générale est décomposable en deùæ
sous—familles compactes, l’une de première, l’autre de deuxième espèce.

15. CRITÈRES nr. councnÉ. — Des fonctions dont les fonctions
réduitesforment une famille compacte forment elles-mêmes une famille
compacteoù la convergence vers ce est forte.

Les fonctions réduites prenant toutes la valeur zéro, leur famille
est compacte de première espèce, ce qui se traduit par ||ç*|},ém(s').
Soit une suite de fonctions; si, pour une suite partielle, min |<p,, | tend
vers +00,

A (,),m s/ < ___—"f|(çn,s)=l+…in|çnl
tend vers 1 et <p,, tend fortement vers ce en norme (s’); si cela n’a pas
lieu, min|cp,.l est borné supérieurement, || <p,, |}, est borné supérieure-
ment d’après l’inégalité (16) et la suite est compacte de première
espèce.

Des fonctions dont les dérivées forment une famille compacte de
première espèceforment une famille compacte où la convergencevers ce

est forte. '

D’après notre hypothèse de régularité (n° 2), la suite {A,} finit
par croître, et une famille bornée en norme (s') relativementà {A,}
l’est a fortiori relativementà { A… }. Supposons donc quelesdérivées
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satisfassent à

l@'($)lêm($')An l<?”($)lêm(8')Azs', ---, .

l
cP‘”(âï)

| 5 m($')Ar$'r“’a

De la première inégalité résulte
lî°(æ2) — v(xl)lâlæe—xxl-maXlv'(æ)lâlm(s’)A.

(! longueur de l’intervalle fondamental), ce qui limite l’oscillation
de cp et par suite ||q>*”; et le théorème précédent s’applique.

La propriété de compacité des produits de n fonctions d’une famille
compacte de première espèce (2° Partie, fin du n° 5) ne saurait
s’étendre aux familles compactes générales, car le produit d’une
fonction fixe ayant des zéros par une fonction qui tend vers oo tend
vers oo sauf aux zéros du premier facteur, allure excluant la conver—
gence. Mais pour les familles compactes de deuxième espèce, elle
résulte de l’inégalité (19). D’après la décomposition d"une famille
compacte générale en familles compactes des deux espèces, si la
famille des fonctions <p est compacte, la famille des <p'” (m entier
positif) est compacte du même type.

.

16. PROPRIETES. Convergence des suites. — Si une suite de fonctions
eætraite d’une famille compacte du type s converge numériquement en
unpoint vers oo, elle convergevers ce en norme (s’ ) que! que soit s’> s.

Il suffit de voir que la suite des valeurs absolues minima de ces
fonctions tend vers + oo . Le nier serait affirmer qu’une infinité de ces
minima serait inférieure à un nombre fixe; la suite des fonctions
correspondantesserait compacte de première espèce (n° 14), et leurs
valeurs au point considéré seraient bornées.

Les propriétés concernant la convergence des suites (1" Partie,
n°“ 11 à 14) s’appliquent aux familles compactes générales, le mot
converger s’entendant vers une limite finie.

Familles sans élément d’accumulation constant. — Grâce à la
décomposition d’une famille compacte générale, il suffit de voir à
quelle condition une propriété a lieu dans une famille compacte
de deuxième espèce. Les propriétés des familles n’admettant pas zéro
comme élément d’accumulation (1'° Partie, n°5 15, 19 et 20)
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subsistent : les deux premières sont évidentes, la troisième résulte de
l’inégalité (17) et a lieu sans intervalle d’exclusion

(30) l°P(%)
mî“|<P| Aollcpll< < S fl — .(P…) 2 (<?) !=min [cp] : minlcp\ '“

 

Les équations cp(æ)= a (a constante arbitraire) peuvent s’écrire
ccp(æ): b (c constante déterminée pour chaque fonction, !) constante
arbitraire). Dans une famille compacte de deuxième espèce, nous
pouvons choisir c pour que toutes les fonctions ccp aient 1 pour
minimum; la famille des ccp est alors compacte de deux espèces et ne
peut avoir que 1 comme élément d’accumulation constant; pour
qu’elle l’ait, il faut et il suffit qu’une suite de fluctuations tende vers 1.
Les limites correspondantes pour les fonctions <p peuvent être les
constantes finies et ce avec convergence forte. Décomposons une
famille compacte en mettant dans la sous—famille compacte de
deuxième espèce les fonctions dont le minimum est plus grand que I:,
pour elles, l’oscillation de <p est plus grande que celle de c<p. Cela
montre que les propriétés énoncées aux n°s l6 à 18 (r” Partie) appar-
tiennent aux familles compactes générales ne contenant pas de cons—
tante, n’en admettantpasparmi leurs éléments d’accumulation, et où la
convergence vers ce est faible.

17. FAMILLES DES runsssucas ET nes LOGARITHMES. — Nous avons vu
(fin du n° 4) que, w(u) étant une fonction analytique régulière
pour u=o, lorsque cp varie dans une famille compacte de première
espèce, w(cp) engendre une famille compacte de même espèce d’un
certain type. L’application à cp" et à logo est impossible sans
restriction car, lorsque cp s’annule, p” et logo sortent de la classe
quasi analytique (étant infinies ou ayant des dérivées infinies). En
dehors du cas des puissances naturelles (fin du n° 15), c’estla compa-
cité de seconde espèce qui donne des résultats simples.

Pour les puissancesnégatives, le calcul du n° 9 modifié en mettant
le terme constant au premier membre donne

ll(àÏ ..ëä'm‘ (î+‘}fll
D’autre part,

I |<...—
?” af'ks

:
      

. l 1mm—<pfl=W'
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< ks)-1ë"î‘<mï‘P>”{l(îî3fÏ—1%—
Nous avons, grâce à (30)

Donc   maxcp__maxcp mincp+AMlcpl|=2f—1_’a _mlD
CP

mmcp

(31) fI<—, ks)<1+"î‘[zfl(çp,s)_1]p[(/ÎÉ‘ÎÎÜ)”_<È)”].
Pourp = I, l’expression se simplifie

_ (I‘—1) [fl(<Pa3)_’l [2fl(<va)_ll_
“<cp’ '“><‘+ …, s) [Ir—ficp, s)]

Toute puissance positive étant le produit d’une puissance naturelle
par une puissance négative, on obtiendrait une limitation analogue
par combinaison des inégalités (19) et (31).

Le second membre de (31) est une fonction croissante de fl(<p, s)
pour 1<fl(cp, s)<k. Donc, si des fonctions cp ont leurs fluctua—
tions (s) bornées supérieurement, en prenant le supérieur à leur
borne et en remplaçant fl(cp, s) par cette borne, on aura une
limitation pour les fl(qr", ks). Il en résulte que :

 

Si la famille des fonctions <p est compacte de deuæième espèce du
type s, la famille des cp" ( p fixe) est aussi compacte de deuxième espèce
du type

s0= borne inf.[s’ borne sup.fl(<p, s’)].s'>s <p varie

En utilisant de même l’inégalité (24) et le premier critère du n° 15,
on voit que la famille des logo est compacte du même type so, la con-
vergence vers oo si elle a lieu étant forte.

18. L’inégalité (24) a une sorte de réciproque. Le développement
en série

!
e9—1=

—l-G

8

nous donne
k__—1 (

Aa“l@llx
(32) A0ll(eç) llksê A0||e°P—1"h_ e k—1 —1>;
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d’autre part
min 69: e“""@_>__ e'AollŸlln_

, Aokll—Ÿll.
(,)AollŸll: e k_1 _1 _

Les fonctions et”: e“"e°P ont toutes la même fluctuation, qui est en
particulier celle de e“°‘; d’où finalement

Donc   fl(e?, ks)ât +
k—k_

]
A:)"llŸ'ilu

eA,|ç-|z,<e k—n _, fl (e<P, ks) 5: + k ;
La série convergeant toujours, on peut prendre [: arbitraire(> I)

en sorte que :

Si les fonctions cp ont des fonctions réduites cp* formant une famille
compacte (nécessairement de premièreespèce), les fonctionse‘P forment
une famille compacte de deuxième espèce du même type.

La distance de deux exponentiellespeut d’ailleurs être précisée par
une formule analogue aux inégalités (29) en écrivant

eV—e?=eï’(e‘l‘—?—1)=Ëe—Î—Î!——(ÿ_ç)l:: |

et en appliquant à chaque terme l’inégalité (4’)
Aok _ s [

|bfl+—çH…ÿkflæ(——%Ë:Ëï),
d’où, par addition

/ A,kl'«lf—Çl,
\næ—ænflæmv L‘—«

Or, il résulte de (32) que
À._ [ An£"llŸllt ]

«> < a_ . .< '—l"emae HM+WWæAM<e +,_j,
. . ul «*k—l ( A.;1îll. ! (MHz:—ly". )

Aol; f + I:—1 e _'
et, a fortiori

A../HH au. mm. ,
lleŸ—eŸllhêllkli—CPllse "" (€ ""

+—/_._l>'

   
d’où  lle'i' — €? llké

——co>———


