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La géométrisation des équations aux dérivées partielles

du second ordre;
Pu G. VRANCEANU.

Dans l’étude des équations aux dérivées partielles, ou peut distinguer
deux problèmes importants. Le‘problème d’intégration, problème qui
a fait l’objet d’importantes recherches de M. J. Hadamard, en particu-
lier en ce qui concerne les équations linéaires hyperholiqnes. L’autre,
c’est le problème d’équivalence, ou bien la recherche des invariants
de l’équation par rapport à des transformations, de contact ou plus
générales.

_

Ce second problème, qui est en même temps un problème de classi—
fication des équations aux dérivées partielles, peut aider lui aussi à la
résolution du premier problème. En effet, on connaît les contributions
que M. Ed. Goursat a portées au problème de l’intégration des équa—
tions du second ordre
(‘) F(.’L‘,)’,5,1),(],I',S,l):0.
en conduisant la recherche des intégrales de cette équation a celle des
multiplicités intégrales M, à deux dimensionsdu système de Pfafl‘

ds'=dz —pdæ—qdy=o,
(S) ds’= dj: — /' d.1: — s dy : o,

ds"=dq —sd.1; —— ld_)' : 0,

où les trois dérivées du second ordre r, s, t de la fonction 5, sont consi—
dérées comme des fonctions de deux variables u, v et des x, y, z, p, q
satisfaisant à l’équation (I). M. Goursat s’est occupé en particulier
des équations (I), qui possèdent une famille de caractéristiques du
premier ordre, pour lesquelles la recherche des intégrales peut être
conduite à la recherche des multiplicités M, d’un sous—svstème du
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système (5) de deux équations à six variables ('), ou à cinq variables.
Ce dernier cas peut se présenter seulement si les caractéristiques de
l’équation sont confondues, et nous avons une étude complète de ces
systèmes à cinq variables et des équations correspondantes, au point
de vue de l’équivalence par une transformation de contact, due à
M. E. Cartan (“). Dans un Mémoire qui va paraître, j’ai considéré le
problème d’équivalence des systèmes de Pfafi‘ de deux équations à six
variables à caractéristiques distinctes, comme application d’une
méthode d’équivalence,qui cherche à géométriser le système, ou bien
à lui associer une connexion affine. On peut classer ces systèmes
suivant que leurs deux résolvantes de première espèce sont des équa-
tions de Monge—Ampère ou des équations ayant une seule famille de
caractéristiques du premier ordre (“) qu’on peut appeler équations
de M. Goursat. Ainsi, si les deux résolvantes sont des équations de
M. Goursat, les formules d’équivalence peuvent contenir au plus
six constantesarbitraires, et si une ou toutes les deux sont des équa-
tions de Monge—Ampère et si les systèmes des caractéristiques ont des
combinaisons intégrables, il peut y avoir, dans les formules d’équiva—
lence, une ou deux fonctions arbitraires.

Maintenant nous allons démontrer que si l’équation (1) est à carac-
téristiques distinctes et du second ordre; ce qui revient à dire si
aucun des sous-systèmes de deux équations de S

ds“: 0, a als= + @ ds“: 0,

où a et Bsont des fonctions convenablement choisies des variables
x, y, z, p, q, u, v, n’est pas de classe six, ce qui est évidemment le cas
général, le système S est aussi géométrisable et les formules d’équi-_ 

(‘) En. Govnsn, Le problème de Bäcklund (Mémorial des Sciences mathé—
matiques, Vol. VI).

(3) E. CARTAN, Les systèmes de Pfafl à cinq variables et les équationsaux
dérivées partielles du secondordre (Annales de l’École Normale Supérieure,
3° série, XXVII, 1910, p. 109).

(“) On sait qu’une équation aux dérivées partielles du second ordre peut
avoir: les deux familles de caractéristiques du second ordre, une famille du
second ordre et une autre du premier ordre et enfin les deux familles du premier
ordre (Monge-Ampère). Voir En. Gounsn, Équatz‘ons aux dérivées partielles
du second ordre, t. I, p. 197 (Hermann, Paris, 1896).
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valence contiennent au plus 9 constantes arbitraires ('>. Nous allons
déterminer aussi toutes les structures des covariants bilinéaires des
systèmes S, qui admettent un groupe continu de transformations en
eux-mêmes, à huit ou à neuf paramètres, de même que les équations
aux dérivées partielles (I) qui admettent un groupe continu maxi—
mum de transformations en elles—mêmesà 9 paramètres. Nous allons
voir que ces équations dépendent d’une seule constante arbitraire,
deux de ces équations étant équivalentes, si les constantes correspon-
dantes sont égales et que ces équations peuvent se mettre, d’une
manière très simple, en relation avec une famille de cubiques planes.

!. En effet, on sait que, si les deux familles des caractéristiques de
Monge de l’équation(I) sont distinctes, ce qui arrive si l’équation

àF dF ()F
/ _ 2_ _ —— =… ar’ ds)‘+dt °

a deux racines distinctes en X, les covariants bilinéaires de ce système
peuvent se réduire par des combinaisons convenables des équations
ds2: ds” = o à la forme canonique
(z) As‘=o, 2=ds5ds°, As“:ds‘ds’ (mod ds‘, ds’, cis-‘),

où ds“, ds5, ds“, ds’ sont des nouvelles formes de Pfaff formant avec
ds', ds“",ds“, sept formes indépendantesdans les sept variables a:, y, z,
p, q, u, v et où l’on indique avec A l’opérateur 8d— dB et par ds“ds“
l’expression ds“8s"—ds°äs“. Cette forme canonique nous montre que
le système S possède les deux systèmes invariants à deux équations

S,(ds'=ds’=o), S,(ds'=ds“=o),
les transformations des formes ds', ds2, ds“, qui conservent la forme
canonique (2), étant données par les formules
(2’) d31=ads‘, dE*=Çds’+ads‘, dE“:yds“+bds‘.
Si l’on considère les covariants bilinéaires du système S, , ils s’écriven1

As‘= ds°(a,ds‘+ a5ds5+ a.;ds°+ oc,ds7)
As*= d.f:*“‘afl<;6 + ds“ (Ç3,_ds‘+ fiädsi'+ 56 ds6 +fi7ds7) (mod dsi’ ds”),

(‘) Voir aussi G. VRANCEANU, Sur un théorème d’équivalence (C. R. de
l’AC. des Sc. de Roumanie, t. I, 1936).

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 47
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mais si l’on tient compte des identités fondamentales

000go dm:d à_a_wdb(abcd)=
dsd

+
—d—sÎ-+ T8“ + ‘”hf-.0)£1+0)(.f..û)dh+ mdf. (J)-£” :O, 

auxquelles satisfont les coefficients 0126 des covariants
As“: m5‘cds” 63“

-

de n formes de Pfaff à n variables, on trouve pour les valeurs (1547)
et (1647) des a, b, c, d que a,: a,: 0. De même, en observant que
ds“, ds“ sont déterminées par la forme canonique (2), abstraction
faite de termes en ds”, on peut se servir de ces termes pour annuler
B., B.. Cela fait, comme les deux formes
(a”) a.ds‘+ a,ds", B.ds‘+ @,ds7

doivent être indépendantes, autrement le système S serait de classe
six, on peut prendre des nouvelles formes

dE‘=a,ds‘+a,ds’, Bdîfl=fi,ds‘+@,dsï

de façon à écrire les covariants de S. sous la forme
(3) As“: ds’ds‘, As”: ds‘ds‘+ B ds“ds’ (mod ds’, ds”),

et ce changement conserve la forme canonique de As3 si l’on choisit B
égal à a. B,— a, B..

Si l’on considère maintenant les covariants du système 82 et si l’on
tient compte aussi des identités (1456), (1 756), puis qu’on ajoute à ds“,
ds’ des termes convenables en ds2 et que l’on fasse un changement
convenabledes ds‘, ds‘, on peut écrire ces covariants sous la forme
(3’) As': ds’dfi, As“: ds‘ds7 + C ds’ds" (mod ds‘, ds“),

où C est comme B une certaine fonction des variables æ,y, . . ., u, 9.
Cela fait, le covariant As‘ (mod ds'), qui est aussi un invariant de notre
système S, l’équation ds'=o étant la seule équation du système
dérivé S', doit avoir la forme
(3”) As‘: ds°ds‘+ ds‘ds‘+ A ds’ds3 (mod ds'),

mais de l’identité (2647) on trouve que toi,: 0 et puis de l’identité
(1247) on trouve que A=o. De même, on peut réduire B et C à



; ; , : ; P
GEOMETRISATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 360

l’unité, en prenant d’autres formes de Pfafl'
d?=ads‘, dä’=fids’, d?=7ds“, dê‘=lds‘,
dE‘= p. ds‘, dE“: 1: (13°, dE’= p ds",

'

où les coefficients or, (3, . . ., 9 sont choisis à satisfaire aux équations
a=yÀ=fip, Ç=p.v, 5B=ïp, T=Àp, yC=ôv,

ce qui revient à prendre
.*—

"
p.Cv=(BC-‘)“, 9=(B*C)": 7—= T’ “=”?) fi=wa Y=l'—P-

Il en résulte que si les deux systèmes invariants S,, S, de notre
système S sont de classe sept, ou peut réduire les covariants de ces
systèmes, de même que le covariant du premier système dérivé S’ de
S a la forme canonique

As1: ds3ds" + ds2 ds“ (mod ds‘)
(4) < As’= dsäds°+ ds*ds7 (mod a's1, ds’)

As*= ds”ds"+ ds” ds“ (mod ds1 , ds“).

Cela étant, si l’on considère les deux systèmes singuliers, ou bien
les deux systèmes des caractéristiques de notre système 8

21(ds‘=ds’= ds“: ds-“*= ds°=o), E,(a‘s1: ds’= ds”: ds*= ds’=o),

on trouve des identités fondamentales (2547), (3456), (3756) que
(02, : œ;6: w‘Î6= o, et comme nous avonsaussi wî7: o, les premiers! il

systèmes dérivés Z.}, Z'2 sont donnés par les équations
E', (dsl: ds’= ds5= 6136: o), E’é (ds' : ds“: ds‘= ds”: 0).

Il en résulte que les covariants du système 2; seront donnés par les
formules de la forme

As‘= ds”ds‘, As’= ds“ds7, (mod ds‘, ds’, ds‘, ds")
As**: A ds" ds" + B ds“ds7, As6: C ds“ds‘ + D ds“ds",

mais parce que dsä, ds° sont encore déterminéesseulement abstraction
faite des termes en ds‘ et ds“, on peut se servir de ces termes pour
réduire A, B, C, D à zéro, de façon que le second système dérivé E';
du système 2. est donné alors par les équations ds°= ds“: 0. D’une
manière analogue on peut s’arranger de façon que le système Z."_, soit
donné par les équations ds“ : ds’ = o.
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Cela fait, le groupe de transformations des formes de Pfaff, qui
conserve cette situation, doit conserver les trois systèmes

S(ds‘=ds*=ds“=o), 2'{(ds5=ds“=o), Eg(dst=ds7_o),

systèmes qui n’ont pas d’équations communes, ce qui nous dit que
notre groupe possède une connexion affine, ou bien que notre système
8 est géométrisable ( ' ). En général, on peut affirmer que la connexion
affine est complète, seulement si les systèmes tels que S, E',’, ZÎ_', n’ont
pas de combinaisons intégrables, ce qui revient à dire, dans notre cas,
si les systèmes des caractéristiques ou bien les systèmes E':, Z'__, n’ont
pas de combinaisons intégrables. Mais si l’on remarque que parmi les
coefficients du groupe de transformations de nos formes, qui con-
servent la forme canonique (4) et les systèmes E',', ZÎ__

dE'=ads‘, (E’: {3ds’+ uds‘, dE"=7d3"+ bds',
(E‘: )\ ds‘, (E‘: p. (lS‘,
(E“: v ds“+ c ds", ds“: (; 1/37+ [ ds‘,

ou doit avoir les relations

a=fl=5y, fi=p.v=yp, y=lp=fiv, a=Yfl b=fic,
on trouve que ce groupe peut être écrit sous la forme

d.î'=k’ds‘, d.î’=lds’+ ).ads‘, dê“=lds”+lbds‘,
(5) dî‘=Â cls‘, (IE$=)\ds‘,

dÏs°= ds°+ [) ds“, dE’= ds’+ et ds‘,

où X, a, b sont des fonctions des variables æ,y, . . ., u, v. Ce groupe
possède une connexion affine complète, même dans le cas où les
systèmes E:, X; ont des combinaisons intégrables, et cela à cause du
fait que les coefficients 7\, a, b n’interviennent pas seulement dans les
transformations des équations de E',', 23, mais aussi dans les transfor-
mations de S, ce qui a comme conséquence qu’on obtient alors, en
tous cas, toutes les dérivées des X, a, b en fonction de cage et âge. Nous
pouvons énoncer ainsi le théorème suivant : 

(‘) Voir G. Vnmcnmu, Les espaces non holonomes (Mémorial des Sciences
mathématiques, fase. 76, p. 14—18).
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Si l'équation aux dérivéespartielles du second ordre (1) est à caracté—

ristiques distinctes et les systèmes S, et S2 sont de classe sept, on peut
associer à cette équation une connexion affine complète A7 qui opère
dans l’espace des sept variables ce, y, z,p, q, u, v.

2. Il en résulte que le problème d’équivalence de deux de ces équa—
tions par une transformation de contact, se réduit ainsi au problème
d’équivalencedes espaces à connexionaffine correspondants,problème
qu’on sait qu’il dépend de la résolution d’un système d’équations aux
différentielles totales, de façon qu’on peut affirmer que les formules
d’équivalence contiennent seulement des constantes arbitraires, dont
le nombre ne peut pas être supérieur à 7 +3: 10, le nombre des
variables et des trois fonctions X, a, b du groupe (5).

Mais, si l’on considère aussi les covariants
As5:

œËa
dsl3ds“

As6::
œËæds5

ds“
As‘: œça dsY ds°‘

_
As7: œ%a dsY ds“

(mod ds5), (B=1,2,6;a=1,2,.…,7)
(6)

.

(modds‘), _(y=x,3,7;a=1,2,….,7)

qui sont aussi des invariants de notre groupe (5), on trouve des iden-
tités (1264) et (1357) que wii,: 1 et œ‘;5= 1, et si l'on se sert dea et b
pour annuler œfi, et (0%, les a et b du groupe (5) qui conservent cette
situation, doivent satisfaire aux relations

b=œ3,.a, a=œä,,.b,

qui nous disent que a et b doivent être nuls, sauf le cas où nous avons
003, -°°ia: [,

quand elles sont liées par une seule relation, ce qui nous montre que
le nombre des constantes arbitraires dans les formules d’équivalence
est au plus égal à 9. Nous allons voir que ce nombre est effectivement
atteint.

En effet, on peut remarquer que si 7\ était égal à l’unité on pour—
rait réduire a, et par conséquent aussi 6, à zéro, en annulant dans le
covariant As“ le terme (925 à l’aide du coefficient a. Cela signifie que
pour avoir a, !) différents de zéro, on doit avoir )\ # 1, et par consé-
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quent les systèmes pour lesquels on ne peut réduire a et b à zéro se
trouvent parmi ceux pour lesquels 7\ = 1, a = b = o, et l’on ne peut
pas réduire )\ à l’unité. Or, il est facile de voir que pour ces systèmes
on doit avoir dans les formules (6) tous les coefficients nuls, sauf to:“,

5 5 5 _ c h !. '. . _ 7 A ‘.
w… w.… w…_ 1, (ou,, w… w… w,__,, w,ü_ 1, w et de meme on d01t
av01r mg,: 0 (ac 56 2), to:“: 0 (« = 3).

51 l’on tient compte des identités (1237), (1236), (5637) qui nous
donnent mg,: mg“: 0, œâ,= oui“, on peut écrire nos covariants sous
la forme

76’

As‘: ds“ds‘+ ds’ds‘+ A,,alsl ds“,
As=: ds“ ds“ + ds"ds7+ B,, ds= ds“,

(6') As”: ds‘ ds7 + ds‘ds" + Cads“ ds“,
As‘: — ds“ds’+ A ds"aü;G+ B a's“ds7+ Fads‘ds“,
As“: —— ds‘ds" + B ds=a'sG+ (] ds’ds7 + Ga d55ds“,
As“: … ds“rls’, As7= n ds“ds’,

et ces covariants seront conservés par le groupe (5) (a;£o) seule-
ment si mn +1 = A = B = C = o. Pour avoir maintenant d’une
manière plus vite les autres identités que nous n’avons pas considérées
et qui sont satisfaites par les coefficients A, B, C, m, n, A… Ba, C… F…
G… on peut se servir de la méthode connue du calcul symbolique de
M. Cartan, que les dérivées extérieures d’un covariant sont identi-
quement nulles. On trouve alors, en égalant à zéro les

dAs°‘ (mod ds’) (a = I, 2, 3), dAs‘ (mod ds“, ds‘), dA55 (mod ds’, (135),

les relations suivantes en termes finis :

Aa—Fa—Ca=o (a=2,5,6,7), Aa—Ba—Ga=o (a=3,4,6,7),
Ga—Bz=o (a=l,3,4), Ga—Ba=o (a-=I,4,5),

(7) 'Fa—Ca=o (a=x,z,5), Fa—Ga=o (a=|,2,3),
G,—B,+m=o, B,—C7+m=o, F,—G,+m=o,
C°_B°_Ïl =(), F°_Cg_n=o, G6—FG—n=0.

 

 

Si l’on tient compte de ces relations, l’identité (4423) s’écrit

0F=_Æa_o% ds’— ’

ce qui nous montre que si l’on prend X comme solution commune des
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équations

01 01
d—sz+lF2=o, d—ss+lF3=o,

les nouvelles F2, F3 sont nulles, et en vertu des relations (7) nous
avons aussi A2= Cg—_ G,—_A,: E,: G,: 0. De même, à l’aide des

01 01 à] 01 01
às“âs‘ 0—55 d—s° âs7

G., G,, A,, B., C., F,, A.,, B,, C,, A“ et A,. Cela fait, les dernières
identités («on 67), (a = 1, 2, 3, 4, 5), (4367), (5267) nous donnent les
relations

autres dérivées , on peut aussi annuler F., B., C,,

ân+à_m ——C_A— àn_â__m_ A— C+2+2mn- 0Î' ds°— 2 _0’
ds—7 ds"

_ '

(7!) g_sA7_
Z—SB“

+4Am+2Bn=0,
dB 60
ds-—7 —ds—ê+2Bm+4Cn=o,

1 devient alors une constante, si a est égal à zéro, et nous avons la
composition

Asl: ds—‘ds‘+ ds’ ds=,

As2: ds5 ds“+ ds3 ds" ——
ê—Ë

ds= ds“+ -Ë ds‘ds”,

As“: ds’* ds"+ ds’ ds6 — fi ds3ds“+ % m ds3 ds",
(8)

{
2 2

As*=— ds5ds7+ Ads“ds°+Bdsads7+ %ds‘ds°— â—m
ds‘ds’,

As==— ds"ds°+ Bds’ds“+ Cds’ds7+
3—23

ds“ds°— ?ds‘ds",
 

As°: m dsü ds’, As": n ds“ ds”.

\ IDans le cas ou A = B = C = o, n=— 3, m est une constante et le

système admet un groupe continu de transformations en lui—même à

9 paramètres,carles coefficients de la composition sont des constantes,
et les deux fonctions 71 et a (b=ma) satisfont au système complè-
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tement intégrable
(D‘ =0 (“=1:2:316'7); “dl—£ 01

‘I-8? ds‘” $: 2

%:o (a=1,2,3), %:ma‘,
d_a—aï da—.3_g_ .d_‘î—_ds°_ ’ ÔÎG—Qm’ ds7_2ma

Si ces conditions A = B = C : mn + 1 = 0 ne sont pas satisfaites,
le système admet un groupe à 8 paramètresseulement si A, B, C,m,n,
qui sont des invariantsdu système, sont des constantes, autrement ils
constituent des relations entre les deux variables, disons u et v, du
système complètement intégrable ds“ = a's7 = 0. Si ce sont des
constantes ils doivent satisfaire aux équations

(7") A:C, A—r—mn=o, 2Am+Bn=o, 2An+Bm=0,
qui possèdent deux séries de solutions dépendant chacune d’une
constante arbitraire

m=n=o, A: C=I, B quelconque,
n =im, A=l im”, B=i2(iiflü).(S’)

5. Nous avons déterminé ainsi la structure(8) qui admet un groupe
de transformations en elle-même à 9 paramètres et deux structures
(8’) qui admettentun groupe à 8 paramètres.Chacunede ces structures
dépendent d’un seul invariant constant, deux structures d’une même
catégorie étant équivalentes, si les invariants ont la même valeur. Les
structures qui nous restent encore à déterminer, au point de vue
des invariants, appartiennent,soit au cas (6’) où les invariants ”A, B,
C, m, n, ne sont pas tous des constantes, le groupe de transformations
en lui-même du système étant alors un groupe intransitif ayant 7 ou
6 paramètres, suivant qu’un ou deux de ces invariants sont indépen—
dants, soit au cas général où le groupe (5) peut être réduit à l’identité,
quand nous avons comme invariants tous les coefficients mZ, des
covariants des formes ds“ de ce groupe (5) réduit à l’identité et la
connexion A7 est alors riemannienne. En ce cas le groupe de trans—
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formations en lui-même du système, est un groupe simplement
transitif, si les œZc sont des constantes, autrement il est un groupe
intransitifayant au plus 6 paramètres. Dailleurs, il est facile de déter—.
miner les équations auxdérivées partielles ayant la structure (8),
car si u, v sont les variables des formes ds“, ds’ et si l’on considère
ds‘ réduit à la forme canonique '

(7”) ds‘= ds —pdæ — 'qdy,

on peut prendre

ds“=A“dp+ B°‘dq + C°‘dæ + D“dy (a = 2, 3, [., 5),

où les coefficients A“, B“, C“, D“ sont des fonctions de u et 9 seule-
ment. Cela nous dit que r, s, t seront elles—mêmes fonctions de u et v
seulement, de façon que par l’élimination de ces variables on a une
équation de la forme
(S”) F(r, :, t)=o.

La réciproque est vraie, car ces équations admettent, quelle que
soit la fonction F, un groupe de transformations en elles—mêmes à
six paramètres

!z=ac‘*z+a,æ+ô,y+n, œ’=aæ+a, y'=ay+b.
Pour satisfaire maintenant à la composition (8), avec

' IA=B=C=œn=——,
m

on remarque que 110118 avons

Tn—
+ mA87=0,

. . d 6 _ . , .ce qui nous dll. que la forme % + mds‘ est une d1fi'erent1elle totale
exacte, de façon qu’on peut poser

ds“ du— +mds7= , ds’=udv.m u
 

De même, comme nous avons
, - 3 ds6

712 As + As°=— ë(mds‘+ ds‘). — + mds" ,
m

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 48
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on peut poser
.i-;-(dy — V dx),\.'|;:m ds‘+ ds"= u— dac, ds‘: u—

et de cette manière on satisfait aux quatre covariantsAs‘, As“, As“, As’.
Cela fait, on peut écrire ds' sous la forme (7’”), et si l’on considère le
covariant As‘ on trouve que

ds’= llî(£[[) + v (lc/) + } ds“ + pt ds“,
:_ Lds“: u'-'m(dp + vdq) + u”dq + p ds‘+ lds“,

où 1, p., 9 sont des fonctions quelconquesdans les variables x,y, . . .,
u, 0. Si l’on tient compte des coveriants As2 et As" on trouve que ces
fonctions, qu’on peut supposer fonctions de u et v seulement, doivent
satisfaire au système aux différentielles totales

dl 21 01 dpi 311Ê=P+Îrî, ÎS7=P+2)\m, æ=l+î’
. ô%:2).+nzp, %_=;%+21, 0%=1+3pm.

En intégrant ce système, on trouve que les formes ds“, ds“ sont don—
nées par les formules  1 = —31ds==u"(dp+ vdq)+ (— %f

+ “((—;)) ) u “Jr/J“

m’ a(uv)" —_1 _(9) +<Î+T)“ ’(dy—vdæ) (a—l—"l‘>a

: ’- _î ”l…
a_(ÏV)')u aæ+(—m°+auv)tt ”(dy—vd“),

' 1
ds* — mds”: "2 dq + (T +

\

et nous avons ainsi un système de sept formes ds', . . .,1/s7, satisfai—
sant à notre composition.

Pour arriver à l’équation (1) correspondant à cette composition, il
faut introduire dans le système ds”=ds“=o, au lieu de dp et dq,
rdæ + sdy, sdæ + td_y, et puis annuler les coefficients de dx et d'y, ce



GÉOMÉTHISATION DES ÉQUATIONS mx DÉRIVÉES PARTIELLES. 373
qui nous donne trois équations entre r, s, t et u, v qu’on peut écrire

‘

ut : m’-—acuv,
m2 a: uv ’

(9') 4u’s=—Î—m3uv+——(——li
. m a:uJr= Î + m*uv+ m“(uv)’—

?;
(at))”.

Ces équations nous permettent de tirer r, s, t comme fonctions deu
et de v et l’équation (i) s’obtient en éliminant u, 0 entre ces équations.
Si la constante m satisfait à l’équation m“— 1=o, par exemple si
m = 1, on peut faire immédiatement cette élimination et l’on trouve
l’équation
@) —————=m

et si l’on fait une transformation de contact d’Ampère, cette équation
se réduit à la forme plus simple (')

1RT-‘+ — :o.
12

. ‘ IS! «#0, on peut prendre m“—ocuv comme parametre Î’ et l’on
peut écrire

s m2 1 r m(1+m") m2Il —=-——À’ — —=—-———À“——À’ -—-( ) t: 201
+ acc, t-’ 3013 a” +

30:=

En faisant la transformation de variables x’= ax, y’= by, z’= cz,
et en imposant aux constantes a, b, c la condition ace: : b“, on peut
faire disparaître au de ces formules, de façon qu’en éliminant 1 entre
les deux équations (i 1), on trouve notre équation sous la forme

(…) î_l’+_£Ë;_£_i 2’_
t’ 2 8(l+mb)z t“ ts+'ä _“0

. , . S I‘ ,qui represente, Si l’on prend ? et Fcomme des coordonnees dans le
plan, l’équation d’une famille de cubiques unicursales, ayant le point 

(‘) Sous cette forme l’équation a été intégrée par M. de Boer (voir E. GOURSA'l‘,
Equations aux: dérivées partielles, déjà cité, t. II, p. 130).
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S_l Î'_l
z=—2’za—3
cette famille de cubiques prend la forme simple

. . s 1 rcomme pomt double. 81 l’on pose X =
T‘
_ ;,Y= Ï-1— %

(n’) X’ 9mi )=(X—2Y)2=o,+ 8(1+m‘

la constante m‘ étant différente de zéro et de l’unité. Il est intéressant
_ : a

de remarquer que le pomt double 3 = %, r= % représente deux
équationsen involution qui possèdentun groupe maximum de transfor-
mations en elles—mêmes à 14 paramètres(‘ ).

On peut appliquerà ces équations aux dérivées partielles (12),
ayant un groupe d’applicabilité maximum à 9 paramètres, la méthode
d’intégrationde Darboux, chaque système des caractéristiques ayant
deux combinaisons intégrables. Nous reviendrons sur ces questions,
de même que sur la détermination des équations (S”) qui admettent
un groupe continu à 8, ou à 7 paramètres. Nous —allons observer
seulement que toutes les équations aux dérivées partielles, qui
, . . S I‘ ' r r '

s obtiennent par une relation entre ? et ;;; ont la propriete importante
de posséder un groupe de transformations en elles-mêmes à 7 para-
mètres donné par les formules
(m’) œ’=aæ+a,, y’=bx+b,, Z'=CZ+a,x+b,y+c,,
qui transforment% et% en elles—mêmes, si nous avons entre a, b, c la
relation ac: b“. En posant t: V, := v’u, r: v” cp(u), notre groupe
conserve la même valeur pour la variable u et par conséquent il est un
groupe intransitif par rapport à l’espace A,, ce qui nous montre que
toutes ces équations, si elles sont à caractéristiques distinctes, et les
systèmes S. et S2 sont de classe 7, ce qui est le cas général, appar—
tiennent à la composition (8), pour laquelle un au plus des inva—
riants A, B, C, m, n est une fonction indépendante des variables u, v.
Une propriété analogue est vérifiée aussi pour les équations qui sont

, . s r ,
donnees ar une relation entre —. , .—, )\ etant une constante.

tA t2A—I 
(‘) Voir E. Gunn, Les systèmes de Pfafl à cinq variables, déjà cité.
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