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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 329

Sur les solutions élémentaires des équations
aux dérivées partielles a caractéristiques multiples ;

Par N. THEODORESCO.

1. Intropuction. — Les travaux de M. Hadamard surla théorie des
équations aux dérivées partielles ont mis en lumiére le réle que
doivent jouer le conoide caractéristique et la solution élémentaire dans
les problémes aux limites, surtout dans ceux que l'on rencontre dans
les applications physiques des équations et des sysiémes d’équations
linéaires.

Dans ses Lecons sur la propagation des ondes, il montre que I'inter-
vention du conoide caractéristique est imposée par des raisons d’éco-
nomie naturelle, vu que la connaissance des données a I'intérieur de
cette variété suffit pour la détermination de la solution au sommet. En
méme temps, c’est i I'aide de la solution élémentaire, singuliére sur le
conoide issu d’un point arbitraire, qu'on obtient la solution satisfai-
sant aux « conditions définies » (*).

Dans ses Lecons de Yale sur le probléme de Cauchy, il applique ces
idées 4 la résolution du probléme de Cauchy pour les équations
linéaires du second ordre du type hyperbolique normal, en montrant
que pour cette classe d’équations, le type de solution élémentaire,
qui est utile et qui s'impose comme une généralisation naturelle des
propriétés du potentiel élémentaire et de la fonction de Riemann, est

() Terme que M. Hadamard propose de substituer a celui plus restrictif de
« conditions aux limites ». Voir sa Conférence sur les équations aux dérivées par-
tielles (L'Enseignement mathématique, t. 35, 1936).
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celui qui posséde une singularité algébriqgue. Le cas des équations
d'ordre supérieur n'y est traité qu’en passant, mais les deux livres
sont pleins de remarques et suggestions sur ce sujet.

Dans un mémoire publié dans la Revue mathématique de I’Union
Interbalkanique ('), nous avons repris les idées de M. Hadamard, dans
I’espoir de pouvoir contribuer, selon son désir, exprimé dans la préface
de I'édition francaise de ses Legons de Yale, a l'extension de ses
méthodes aux systémes d'équations linéaires. Nous y avons cherché des
solutions élémentaires & singularité algébrique pour une classe de sys-
témes jouissant d'une particularité qu'on rencontre dans toutes les
applications physiques : la forme caractéristique n’est pas la plus géné-
rale, mais décomposable en deux facteurs simples ou multiples, dont 'un
est quadratique en les dérivées partielles du premier ordre.

Dans le cas ou ce facteur quadratique est simple, la recherche de la
solution singuliére sur la nappe caractéristique conoidale qu'il four-
nit en chaque point se poursuit de la méme maniére pour les systémes
comme pour les équations d’un ordre supérieur. Si, par contre, ce fac-
teur quadratique est multiple, des dissemblances assez graves appa-
raissent, conduisant & ce résultat que, si pour les systémes aucune dif-
ficulté nouvelle ne se présente, une équation d’ordre n n’admet pas en
général de solution singuliére sur les nappes caractéristiques données par
le facteur quadratique de la forme caractéristique.

Ce résultat est une conséquence immédiate d’une remarque de
M. Hadamard (?), remarque qui est & la base du présent travail dans
lequel nous nous proposons de montrer sur une équation linéaire du
quatriéme ordre sous quelles conditions on peut entreprendre la
recherche d’une solution a singularité algébrique, dans le cas ou la
forme caractéristique est le carré d’une forme quadratique générale en
les dérivées partielles du premier ordre. Nous donnerons ensuite le
calcul du premier terme de la solution élémentaire algébrique, afin
d’esquisser la marche a suivre pour parvenir a cette solution.

(1) N. Tugoooresco, Les solutions élémentaires d’une classe de systémes
d'équations auzx dérivées partielles (Revue mathématique de !’Union Inter-
balkanique, t. 1, p. 59-81, 1936).

(%) Legons sur la propagation des ondes, N° 347, p. 34o0.
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EXPRESSION DE LA FORME CARACTERISTIQUE. — Commengons par
montrer que si une forme caractéristique A est décomposable en deux
formes P et Q, dont P quadratique & discriminant # o, il faut, pour
que les caractéristiques données par cette forme quadratique soient
doubles, que le facteur P soit double dans le produit.

: \ . oG
En effet, soit la forme A(%,, %,, ..., %y), o 'on a posé ;= ——>»

d..l)i
G(z,,®. ..., x,) étant une fonction analytique des variables x|,
&y - .., L, G=o0 sera une caractéristique d’'une certaine équation.

Supposons que A =P. Q, avec
P=Y pymr,
i

Q étant une forme algébrique de I'ordre n — 2 en =,.
La caractéristique G étant double, on aura sur G=o0, P =o et

A _ 9Q 9P oP

—=p = — =0 — =

JIn; - O or; Y dm

. . _dpP .
Par conséquent, ou bien >~ = o, ou alors Q = o. Mais dans lepre-
T

mier cas le systéme linéaire homogéne Y p;;=;= o0 n’a d’autres solu-

tions que ;= 0, soit G = const., parce (llue, la forme P étant supposée
générale, le discriminant A de P qui est aussi le déterminant du sys-
téme ne peut s’annuler. Par conséquent, en admettant que la méme
circonstance se présente non seulement pour G mais aussi pour toutes
les caractéristiques voisines, on aura Q =P. R et A=DP?R. Nous
admettrons donc dés le début que la forme caractéristique de ’équa-
tion que nous allons étudier est de la forme A =P*.

3. La ForME DE L’EQuaTiON. — Considérons l’équation homogéne
du K du
= i bi ik Ci —+ —_—
Flu)= Za s ()‘c,dmt).r/—‘—z " 0102 0r +E ’(LL d‘L, Zd e
ijkl ijx ij

(6, kyl=1, 2, ... m),

les variables indépendantes étant x,, x,, ..., Z,, les coefficients étant
des fonctions analytiques, holomorphes dans la région R de I'espace o1
I’on veut calculer la solution.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1939. [;3
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G(z,, x,, ..., x,) étant une fonction réguliére des x; (finie, con-
tinue et dérivable un certain nombre de fois), posons — =,

().L'[ -
A =2auufcmmm, B =2szx~7fm/1rx~,
4kl ok

C:ZC,/ﬁm/, I):Zdiﬂ[.
ij i

La permutation de deux indices d'une méme lettre sera sans effet
sur les coefficients respectifs (par exemple @,;,= a;,;/), de sorte que
les termes seront comptés autant de fois qu'il est possible de faire des
combinaisons distinctes avec les indices respectifs. Les quantités A,
B, C, D seront donc des formes algébriques des variables ;.

A est la forme caractéristique de ’équation, lesintégrales G =ode
'équation A = o aux dérivées partielles du premier ordre et du qua-
triéme degré en =7;, étant les caractéristiques de I'équation (1).

Nous supposerons

(3) A=Dr avec =Y pymir;
ij

(2)

i

Dans ces conditions, les caractéristiques seront évidemment doubles.
Cherchons pour I’équation (1) une solution de la forme
(4) u=UF(G),
ot F(G) est une fonction admettant une singularité¢ G = o, la fonc-

tion U(x,, x,, ..., r,) étant réguliére méme sur G.
Calculons les dérivées partielles de u en posant

Jdu . e du " Jdiu
U — — W;;— —————— W;  — ——————— T —— .
0z’ U dride;’ R P N VT UM )20 0k 08y
On aura

w;=— U, F 4+ UnF’
w;;=UyF+ (2U;7;+ Ury) F' + U K7
Ujje=— U,/;‘.F —+ (.‘; U,’,’ﬁ‘- + .‘:-Ul"ﬁ,‘k—F U Tfijk) F’
=+~ (ZUiﬂ/TEk+ UETEUTL}) F" - UTE,"IT,’TL’ka
= UiiurF + (ZUyjemi~+ ZUmp+ 2Uimju+ Unyn) F/
+ (U mem + ZUmpmy + UZ wm+ UZmgem) FY
-+ (ZU[ﬁ/‘ﬁmrj—l— UEm,-mm) F" + U'n:.-'n;mmF”’
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les sommes étant étendues a toutes les combinaisons possibles entre les
indices pris 4 deux, a trois, ou 4 quatre, suivant le cas, les permuta-»'
tions des indices d’'une méme lettre n’étant pas distinctes. (Ex.
Ujjn=Uyj, nj= i)

Ces valeurs introduites dans 1'équation (1) donneront des termes
qui se répétent, par exemple des expressions de la forme

-
Z‘auufm/mﬁc U,
ikl

qui devront étre considérées autant de fois qu'il y a de termes dansles
sommes X sans indices. On aura donc

Z agjrl zﬂjﬁkﬂlU:: 5 2 aum i Up
1kl ik

Par conséquent, il faudra écrire

AUFY 4 (-/;Zaijklﬁjﬂkmui—i— 6 Uzat;‘klﬂi/'ﬁkr-l + U Zbi/kﬁiﬁjﬂk) F7:

ijkl ijkt ijk /

—+ (62 ajumemiUy + 12 Eaz,‘/‘lﬂ'/kmUi—k— 3U Zﬁ;/‘nu

ikl ikl ik
-+ [;Uza,lu‘r“k‘l‘[—}— 326,,/:1',1" U;+U 217,,( 1!1,1!,(+U ZQﬂfﬂt,)F

ijkl ijk ifk 17]

+ (-’l 2 aijriUje+ 6 zaiﬂclﬁuUi,‘—’r- 4 Z a;iuTin Uy

ijkl ijkl tjkl

+U Z A Tijr—+ 3 Z b Uy

ikl 1k
W
—+ 3Zb5/kﬁ,‘kU[+ Uzbi/‘kr-i/k"— 2 ZC,-/TE,'Ui
ijk ijk ij

+U 2 ¢+ UX d;-m) F/ -5 (U)F =o.
ii
En remarquant que

Jr A
= QijrI T T4 T -——-—:luZa“znn
dTl 12 ifklT Tk ’)ﬁid‘n/’ jhLIVKTV

jkt kl

d* A o 2 T v A A
o s = 2. i/ v/ —_— 2 A;;
om, 07,074 ' AR Om,0m;0740m, Lkl
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la méme observation s'étendant aux autres formes B, C et D, le
résultat précédent se met sous la forme suivante :

. oA U nA A
4 a3 1 L. N4
3) AUF +< 5 Ut 5 D gmam, UB)I
ij
1 3\ A
< Z ()r,()rr, i 24 Or, 0707 Uirj
/L3

A )7 A
Ty Z Iz, 0medm, M § Z ooz

0B U 9B
— . o —_— 3 1 W]
+2()r11,,+ X Z(h_ J=, T (‘L>l<

i

1 A . A )
- [_ 24)1:,4)1',4)77 ikt 4 2 dr07 ,r)ru)rll ik

A 1 B
6 2 07007, 0707 ’“L Z J707, L

ikt

l l)lB ()C .
-+ Zl)/,l).,l);‘(TMLI“FE_l’—+ l‘ ‘r((’)_(("]]l‘

ijk
+ F(U)F=o,
et doit avoir lieu sur la variété G =o. En prenant F(G)=G*, ou p
est un exposant constant donné, afin d’avoir des solutions a singularité
algébrique de la forme

(6) nw=1Gr,

on voit que si les cas de p=1, 2, 3 sont exclus, le premier terme du
développement (5) est dans le voisinage dc G de 'ordre p — 4, c’est-
a-dire d’un ordre supérieur aux suivants. La somme (5) ne peut
par conséquent étre identiquement nulle, que si le coefficient de ce
premier terme est nul sur G.

Par conséquent, il faudra avoir A =o, donc G = o doit étre une
des caractéristiques de I'équation, soit une intégrale de P =o.

Dans ce cas, cette caractéristique trouvée, on aura

p (dG dG aG

—y — e e =DP2G
(7) 01_1,(,112,...0&,’") P'G et A=D"G

P’ étant une fonction réguliére.
Dans le développement (5), le premier terme sera, par conséquent,
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de ’ordre p — 2 en G et pourra étre englobé parmi les termes de cet
ordre.

Le second terme devient maintenant le premier. Son ordre de gran-
deur est supérieur a celui des termes suivants. 1l sera donc nécessaire
que le coefficient en soit nul sur G = o, soit

JA

U J* A
(8) o7, Uit 5 2 g, Tt UB=o.
i iy

Mais puisque A = P?,

oA _ LoP A 0*P  oP P
or, 2" omy  omomy ( omdn,-+d_m5E}>
FPA P Il PN P 0P
Om,0m;0ms - 4w O,0m; Onx’  OmOm,; 0ncOm; - 4 OT,0m; OTs 0T

les sommes s'étendant comme précédemment & toutes les combinaisons
distinctes des indices. Cela étant, la condition (8) devient par un
calcul élémentaire

D
(8 oP oP

s+ B=o
or; or; Y ’
i

les autres termes contenant P en facteur et s’annulant sur G = o.
Considérons les courbes caractéristiques de 1'équation P = o, qui
sont données par le systéme différentiel

1 0P du,

oP _ dr,
20r;  ds’

1
2 0w, ds

(9) -
La surface G = o pourra étre envisagée comme lieu d’une famille de
ces courbes ot s est un paramétre fixant un point de la courbe.
Sur chacune des courbes (g), qui sont en fait les bicaractéristiques

de 'équation (1), on pourra tenir compte du systéme (g) et écrire
JoP 0P oP dr; oP\ dx . oP dz;
o o= 2\ 0 52 T P A
ij ij
_dP P oP
=2 FS 6_.;61 dTEi
i

Le symbole ¢ désignera dans ce qui suit des dérivations portant uni-
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quement sur les coefficients p;; de la forme P, qui sont des fonctions
des x; et, par conséquent, sur chaque bicaractéristique, des fonctions
de s (et de certains parameétres).

En remarquant que P est une forme quadratique en ;, on peut
écrire

27‘ op =2 9G d= donc P = di
U Om, Tt 0, ds —ds’

i
et

AP dP'  dG [ dP

=% Vg --"(' + —g)'

ap ) .
Le terme — contenant G en facteur s’annule et la condition (8) se
réduit &
~JP oP
B “201:, =

ce qui revient i dire que dans I'espace extérieur & G le premier
membre doit contenir G en facteur. Comme c’est une forme cubique
des variables =;, nous poserons nécessairement

) )
(10) —a P+Z i ol

I oxi

& étant une forme linéaire en =, soit 3= Xf;w;, et une fonction
réguliére des ;.

Par conséquent, si I'on veut que I'équation (1) admette une solu-
tion 4 singularité algébrique sur G, le groupe des termes du troisiéme
ordre ne peut plus étre donné arbitrairement.

Posons
10* J
A:Zl);,'-—-—-———-d‘[i()‘rj el (2] _zﬁi;};l,
7]

auxquels opérateurs on peut associer les formes

P :El)i/’;r,n,- et LB:E@JL’,-.
i i

On aura

ot Opy J* o2 P pu d
—21)“, M t.0x,;0.5 01 dujduy 0y 2 2[’:‘/ O0ui dujlaiday +112H[ s duidwj dupdry
Tkl ikt
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et
T

d[)u
8 —%Pt,ﬁk dur; ().L d.pk ZB‘ dxy dxzd-z/
i

opérateurs auxquels on associe les formes

. OP P 1y 9P &P o5 3P
P +2 R RO F vt r R SO =5 -t
l/' {
En remarquant que les groupes d’ordre 4 et 3 sont précisément ceux
qui résultent de la forme de A et B, nous sommes conduit & la propo-

sition suilvante :

Pour que U'équation (1) a caractéristiques doubles admette une solution
a singularité algébrique, elle doit étre de la forme

(11) Au+08Au+Qu=o

avec
tu du
Qu— E cij T idI, E d,-(—):_i +eu,

les coeficients c;j, d; et e étant des fonctions holomorphes arbitraires
des x;.

4. L& conoibe caractérisTiQue, — Le conoide caractéristique étant
le lieu des bicaractéristiques issues de M, nous prendrons, avec
M. Hadamard ('), un systéme de m quantités p,,, Pozy - .., Poms
remplissant la condition P (p,,, pos, - . ., Pon) = 0 et, avec les valeurs
initiales p;=— p,; pour s=o0, nous formerons l'intégrale du systéme

dz; 1 JP dp 1 OP .
4 —_— - = "—"l —_—— = = 2y 4 o0 .
(14) ds — 2 dp/ ds 2 0z, (F=1,2 » m)

Les rapports mutuels des quantités p,, dépendant de m — 2 para-
métres, le lieu de la courbe obtenue sera une surface.

(') Voir J. Habamaro, Le probléme de Cauchy et les équations aux dérivées
partielles linéaires hyperboligues, p. 115 et snivantes,
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Mais, en laissant de coté la condition P(p,,, posy - - . Pon) =0, les
intégrales du systéme (14 ) peuvent étre interprétées comme les géo-

désiques de I’élément linéaire 11 = ZZmudxidx}-, ou o;; sont les
4

mineurs des éléments p;; dans le discriminant A de P. Aussi longtemps

qu'il sera possible de joindre un point N(x,, ., ..., x,), 4 M par

une de ces géodésiques, les considérations précédentes restent valables

et nous supposerons que, le point M étant donné, la région R ol se

trouve le point N est telle que cette validité persiste.
Ceci fixé, posons

Pi=sp;, Gi=SPy. (Fr=1,2,...,m)
et formons I'expression

L=, P, ..., Py, sy ooy )

I est le carré de la distance géodésique du point N au point M, cal-

’ . . L e Ve . , _* )
culée a 'aide de I'élément linéaire II. On aura % ==,=2P,=2sp;
i
et la fonction I' sera une intégrale de '’équation aux dérivées partielles

. . . -y
S N ...,.‘c,,,)_.‘ﬂ,

/

(12) ( Jor oJr ol

T, e,
du, du, oy,

I' = o est I’équation du conoide caractéristique.
Nous utiliserons la premiére série d’équations des géodésiques sous
la forme

P e
(13) I-)E = 'ISTJ,; .

8. La SOLUTION ELEMENTAIRE. — Supposons maintenant qu'il s’agisse
de trouver une solution élémentaire pour I'équation (11), que nous
écrirons d’ailleurs sous la forme (1), en tenant compte de la condi-
tion (10). La forme de la solution sera

-

(14) U=UI»

p étant un exposant constant donné, J étant une fonction réguliére.
En introduisant I’expression de cette solution dans ’équation et en
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tenant compte de ce qu’on peut remplacer partout P par 4T, on aura

p(p—n><p~z)rp—3[v T UB]

. arP ()P
+p(p— V)T [ = U,,+8<p—2>2(,

apP oP JB
+2k (_dﬂidﬂ.'/ ()—Tl'/c —+.. .>7E/;[~Ui+z —dﬂ'lU
i

2 P
+16(p—2) (P— U +i(p—NUY, 520 -,

i

U . ) .
- ,2 omom; omon; Toij Tkt

P ()P
+3 2 (dn’,()rr, om ')“"’*

ijk .
/ U 2B

d () ﬂ'i,—i— CU]

-+ termes d'ordre supérieur en I' = o.

Un calcul facile a faire montrera que

UZ op ’" g, T+ UB= 8P+ &P)U,

de sorte que le terme en I’ est en réalité de 'ordre de I'-?, dont il
enrichit le coefficient de la quantité

[B32(p—2)+4(p—2)B3]U.

En répétant un raisonnement déja fait, on trouve que sur I on doit
avoir.

D> 2 D> 1
09 S e 3 [st0 0 2 (e 2
om; om0m; Oy Jn

ijk !
+[32(p—2)+h(p—2)B+16(p—2 (p—e»>+2,,,“,,r ™

a

4 2 (dn,dﬂ, Jneom, +-- ')mi Tl

P ()P L B .
3 2 (()11'1()71', d“k .)ﬂijk —+ 2 Z mﬂi,—l— C] U=o.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. 1V, 1937. 44
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L’avantage de I'introduction des géodésiques dans ces calculs appa-
raitra plus clairement encore, si 'on adopte de nouvelles coordon-
nées Ay. Ay, ... Ap_,ets.

Les A; définissant la direction ipitiale de la géodésique, a chaque
valeur de s correspondra un de ses points.

Calculons le long de chaque géodésique les termes en U;;, U, et U.
Terme en Uy
JaP oJP de dxj dU // 1,
7 or, 011: Uyj=165" ZU" ds — 1651 ds? Z )
i
Termes en U;
dU
8(p~2)2 ll,_3'»(p . 2)sZU —-—_3)(,)»~))971?

Remarquons que
atp ()l’ AP\ drn; dorg
Edmdn, o " ’*Zon, (F)FT
, d 7 oP 3 [ oP
——";z.e(,ﬁ,) ’a( )

— 16 d 1)1)7 ,56 oP
=05 5 (s%) to5(57)

= 16525 1165 'd‘L‘ —~ a.c(%(.d_l-).

ds Jn;
De méme
Z ar  Jar - l‘”tl.L, 165 NS ] 0 ( oy
ondrg dn; ! k= ds ds? Y OT;
Jk

On a, et en vertu de la relation de réciprocité entre les coefficients
des deux formes P et II,

oP 4
z Jrom T = QEI;MﬁM.: K' 2/;,‘.(53,-&—%. )= qdm+ s£(s),
/ & k
la fonction £(s) étant holomorphe ®n s.
Cela permet d’écrire :

2 er 0P, (11, 0P
0

L[J'i
0Tk Tk on, =S dr P Tir=hs[hm + 5% (s”W’
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et finalement

oP_oP N\ o
Z(o—‘_”mdn,d—m o )l
ijk

d /dP: du
—3257 +325’2 U, 75 —8s27&<£l)Uz+4s[4m+sf(s)]Td?

Onserend compte que I'équation (15)revient sur chaque géodeSIque
a une.équation différentielle - ordinaire, 4 condition de pouvoir
exprimer le terme

JB ) LAz
(16) Z[()Tcl 8s 6—3'(!) )+ 6 ds? ]U'

4

en fonction de L;—ISJ On a

JB o 0P 0P oP oP 4§ /0P
o =" om " dedﬂ:, 3= 2%,5,(&,)
/

et
8 _ dz; IP b (0P
—8% (E)—*S ZM (dr,) @ % o sz(o—n,)
J
Donc
JB g /0P Y 3] oP o:P oP JoP & (/0P
or; 85&(07:,-) Ll ~s ed 07,07 Ouk; _25}? 67:,(07:,)
/ /
Mais, en méme temps,
P op P or P
35— oz, Ek‘ﬂ'/k—ﬁﬁi d — =47 20_” Tjks
k

et, par suite,

7P aoP
- or0n; dx; 42 or; (dr,) z or; (dm) ome "k

—4P g P op .
~ " om, T i O, I
-
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Un calcul analogue donne

dP L) aP JoP 0P
()T', o (()71',) Zd.L, (1)1‘, Jr; Z 0% 00T, Tik

opP r)l’ op
(()T{> Z()T,( ()71'107'/ Tk

_aa ([.l, apP 0P -
=16s* dst ds y e J1; OT,0T; ik
Finalement, on peut écrire
JB 3 (9PN _ 08 0P A
< _gs 2 (4L el 60 tH
om0 3s (dm) ! om, "% om 165

et, compte tenu du fait que sur I'= o, P = o, I'expression (16) se
- dU
réduit 4 4s @ "

Termes en U. — Nous calculerons maintenant les premiers termes
des développements suivant les puissances de s des termes du coeffi-
cient de U.

2 75 S T 6
— ——— T T =16m*+ . ..
om,0r; drngorm,

ke

7P 0P I
_— — T Tu=16m+ ...
Jridry o0 K

Lkt
P 0P

?)‘E,Tﬂ[ mﬁu’ﬂu: 16m ...

ijkl
Les autres termes commencent par des puissances plus élevées de s.
% (s) et 2(s) désignant des fonctions holomorphes de s, 'équation

différentielle qui détermine les valeurs de U sur le conoide sera

(17) lﬁ.&“ild—[j-f-lﬁs[z(p—l)—l— m—i—sff(s)]-(:[—U

+[16(p—2)(p—3)+32(p—2)
+16(p —2)m +8m + fm* + s2(s)|[U=o,

donc une équation du type de Fuchs.

En posant

a=2(p—1)+m et b:(p—-z)!—f—(p—z)(m+1)+wv
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on aura comme équation caractéristique r(r — 1)+ ar-+ b =o dont
les racines sont

m . » — m b
r,—_——;——p—|—1, lﬂ_—7—1)+3.

Or, nous avons besoin d’une intégrale particulicre finie et réguliére a
l’origine, ce qui nous permettra de prendre r,—o0 ou r,=o. Par
conséquent, ’exposant p sera de I’une des formes

(18) [),:——,—;—l—}-l ou pr=— 5 o

6. Concrusions. — En conclusion, nous avons obtenu la forme des
équations du quatriéme ordre a caractérisliques doubles, qui
admettent une intégrale a singularité algébrique, et avons montré
ensuite comment il convient de conduire les calculs pour réaliser une
solution élémentaire de ces équations, notre méthode étant, bien
entendu, applicable aussi & d’autres cas plus généraux. 1l est 4 peu
prés évident que I'opération définie par la formule (17) est invariante
par rapport a toute transformation ponctuelle effectuée sur les
variables indépendantes.

On peut néanmoins montrer qu’elle s’exprime a l'aide des para-
métres de Beltrami A, (U, T").

En effet, on a, comme I’a montré M. Hadamard ('),

Al(U,I‘)zz.s'%-
Par conséquent
A,[A (U, r),rJ:zs;{é (os‘%) 45t (i/sl +,as%,
donc
4st d_l-) —A,[A,(U,T), T]— 24,(U,T).

S

D’ailleurs, nous aurions pu mettre dés le début I'équation (11) sous
forme invariante par rapport 4 toute transformation ponctuelle et
donner a nos calculs un nouvel aspect. Nous nous réservons cette
tache pour un mémoire ultérieur. '

(') Le probléme de Cauchy, p. 126.
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