JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

JOSEPH PERES
Sur diverses décompositions d’un noyau de Fredholm

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 16, n° 1-4 (1937), p. 1-14.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1937_9 16_1-4_1_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1937_9_16_1-4_1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL
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MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur diverses décompositions d’un noyau de Fredholm ;

Par Joseprn PERES.

Le début du présent article (n>* 1-3) avait été écrit en 1913, mais je
ne I'avais pas publié. Il se rattache aux points de vue étudiés par
M. Volterra dans sa théorie de la composition. J'y ai ajouté (n° 6)
quelques mots pour faire un rapprochement avec les travaux que
M. Goursat a consacrés a I'équation de Fredholm et, enfin (n*7-12),
I'exposé d’une méthode pour établir la décomposition si importante,
due & M. Goursat, d’un noyau principal en noyaux canoniques.

La méthode en question ne fait aucun appel a la théorie de la
réduction des substitutions et me semble assez directe et assez simple.

1. Soient deux équations de Fredholm homogénes associées

b

(1) (p(w)«-f K(z,§) ¢(5) dg=no,

b
(") Yo = [ 4 K di=o,
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2 JOSEPH PERES.

qui, en utilisant les notations de la composition de seconde espéce ('),
peuvent s’écrire

(1) (;“— f\');):o,
(1) \TJ(;“ -R):O.

Nous dirons que I’expression
(:n _ f(),

oti 1° est I'unité de composition (*), est un binome de Fredholm.

Nous donnerons d’abord quelques résultats concernant la décompo-
sition d'un binome de Fredholm en produil de composition de binomes
analogues (*).

2. Tousles noyaux considérés seront supposés tels que les théorémes
de Fredholm leur soient applicables. Pour abréger nous dirons que le
binome 1°—K est régulier si les équations homogénes (1) et (1") n’ont
d’autre solution que zéro. Dans le cas contraire le binome sera dit
singulier.

Si I'équation (1) a n solutions linéairement distinctes [ il en est alors

(1) Rappelons que, étant donnés deux noyaux K(xz, »), H(x, 3, M. Volterra

définit leur produit de composition (de seconde espéce) Kil par la formule

b
l'\'lvl:[ Ko, 2YN(Z y) d:

-
-

(cf. V. Vouterra, Lecons sur les fonctions de lignes, Chap. XI1). Pour écrire (1)
et (1’) en utilisant cette notation il est indispensable, comme nous le faisons
dans le texte, de noter .r et ) respectivement les variables des fonctions inconnues
¢ et .

(*) 1° est un symbole qui, composé par un noyau quelconque, reproduit ce
noyau : on a donc, par définition :

PK=Kr= K(z, y).

(*) Dans un Mémoire récent (Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa,
1936), j'ai utilisé des décompositions du méme type pour des binomes de
Volterra. -,
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de méme de (1')], nous dirons que le binome est de rang n. On peut
dire qu’un binome régulier est de rang zéro.

3. Soit alors un produit de composition de n binomes

(2) (f—K,) (1= K,)...(*—K,)

(ou I'on ne peut en général pas changer I'ordre des facteurs), ces
binomes ayant les rangs respectifs w,, w,, ..., w,. Il est clair qu’en
effectuant les compositions ce produit se met sous forme d'un binome

(:0_ ]:()»
dont le rang sera désigné par n. Je dis que I'on a les inégalités.

(3) nLw 4+ wy+. ..+ w,,
(4) o <n,  w<n, ceey @Sn.

Pour s’en rendre compte, il suffit évidemment de traiter le cas ou
I'on compose deux binomes

(:0* f(’) (:0.._ ]c(z): (1304 lc().
Or désignons par
#P(z), YA () (=12, ..., %)

des systémes de fonctions fondamentales du noyau K; (i =1, 2) (*).
L’équation homogéne

ou bien

(*) Les ¢}/) pris pour les diverses valeurs de I'indice j sont linéairement indé-
pendantes et donnent par combinaison linéaire toutes les solutions de I'équa-
tion (1) formée avec le noyau K;; de méme pour les /! et I’équation (1’).

Quand nous aurons & distinguer entre les deux sortes de fonctions fonda-
mentales [solutions respectives de (1) ou de (1')], nous parlerons des fonctions
fondamentales en z ou en y.
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entraine d'abord
) (o— R)§ = G g+ Cog 1.+ Covgin,

ou les C sont des constantes arbitraires. C'est une équation de
Fredholm non homogéne de noyauK,. La condition connue d’existence
des solutions (orthogonalité du second membre avec les fonctions §7")
peut entrainer la valeur zéro pour quelques-unes des constantes C (ou
méme pour toutes ces constantes). La solution de (6) introduit
d’ailleurs w, nouvellesconstantes arbitraires. De toutesfaconslerangn
du noyau K ne peut dépasser w, + w, et I'on a forcément

w,S n.

Pour prouver que ’on a aussi w,<n, on reprendra le raisonnement
précédent sur I'équation associée de (5), laquelle s’écrit

$(io - K,) (1P = K,) =o.

4. Le résuliat sur lequel nous voulons attirer I'attention esi le
suivant : ¢l n’y a pas, entre les nombres n,w,, w,, ..., w,, d’autresrela-
tions générales que les inégalités (3) et (4) précédentes.

On a en effet le théoréme suivant :

Soit un binome (i"-—K) de rang n et p nombres w,, w,, ..., w,
choisis de fagon quelconque de maniére a satisfaire les inégalités (3)
et (4), on peut toujours trouver p binomes

(i*—K,), (i°--K,), ..., (1,—K,)
de rangs respectifs w,, w,, ..., w, et tels que I’'on ait identiquement
(,—K)=(—K,)(1*—K,), ..., (1*—K,).
Ici encore nous traiterons d’abord le cas de p=2. L’identité a
satisfaire .
(:o_ f() = (;o_‘ ﬁi) (:o“ ﬁ:)

s’écrit, en effectuant,

K -K,=(1"—K,)K,
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ou, encore, )
(7) K:(z, ) ‘—f K, (z, ) K, (& ) e =K(z, ) — K, (2, y).

C’est une équation de Fredholm pour déterminer le noyau K, quand
on a adopté une valeur de K, (équation de Fredholm ou y joue leréle
de paramétre). Le choix de K, doit d’ailleurs étre fait de fagon que
I’équation (7) ne soit pas impossible. Il en sera ainsi si les fonctions
fondamentales en y du noyau K, () appartiennent aussi au noyau K,
puisque, dans ces conditions, on aura

b h
f¢<z>K1<z,)f>dz:f LK G ¥,

¢(y) étant I'une quelconque de ces fonctions fondamentales.
Nous choisirons donc, dans le systéme de fonctions fondamentales
en y du noyau K, o, fonctions

(8) YUYy P, e PO

et nous leur associerons, ce qui ne présente pas de difficultés, w, fonc-
tions

(9) bx), ®¥(=z), ..., ®(x),
de maniére a former un systéme biorthogonal

b PO
e [ enpa=| ot 7k
a 1

si (=K.

Nous prendrons enfin pour noyau K, :

w, .

Ki= 3 09() 44,

qui est évidemment de rang w, avec les sytémes de fonctions fonda-

(") Cf. note du n°® 3. On a, pour 'une de ces fonctions Y(y),

&(; - ﬁ,) —o.



6 S : -JOSEPH PERES.-

mentales (9) et (8) et qui est tel que 'équation ( 7) ait des solutionsen
K, (@, 7) ().

K,(x, y) étant une solution particuliére de(7), toute autresolution
s’obtiendra en lui ajoutant

(1) @U@ F(y) + BN (@) () o D) POy,

ou les r(y) sont des fonctions arbitraires de y. Il reste a vérifier que
I'on peut disposer de ces fonctions de fagon que 1 — K, ait le rang w,.

Or les fonctions fondamentales en x du noyau K,, c’est-a-dire les
fonctions u(x) qui vérifient I'équation

(:o—ﬁ:);:()

doivent étre aussi fonctionsfondamentalesde K. Sigp!'!(x), ' (x), .. ., .
¢ (x) désignent un systéme de fonctions fondamentalesde K, on doit

avoir
u—= a{il ¢Ill —+- ai!!q;l!(+ PR Sy n ¢4/u1

ou les « sont des constantes convenablement choisies.
Remarquons d’autre part que, pour toute fonction fondamentale,
du noyau K, I'équation
(- K)o=o,
entraine
(1o~ K,)o=A" @Y 4. Aor o,

les A étant des constantes. Soient en particulier AY les constantes
définies par les équations

(fo_ f\'!)q,u.: APOU 4 AD@N 4, 4+ AT,

il est immédiat que les fonctions fondamentales u(x) du noyau K,
seront données par

u(z)y=oa'eV4+ a4 ... +amen,

(') Il y a évidemment un arbitraire dans le choix du noyau K,, mais il nous
suffit d’avoir montré qu'on peut obtenir un noyau ayant les propriétés indiquées
dans le texte.
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les constantes « vérifiant le systéme linéaire

alliA(ll) _’_al‘!.)Ag)_i_'.._*_am)Agll} —o,

(il) P ceey

VAL @ AP 4@ A= 0.

Pour.que le noyau K, soit de rang v,, il faut et il suffit que le déter-
minant principal du systéme (11) soitd’ordre (n — w,) [on a

osn —w,<w,Sn

d’aprés les inégalités admises dans I’énoncé du théoréme]. Or, quand
on modifie K, en lui ajoutant I'expression (10), le coefficient général
AY augmente de

- = ‘b
;"3'(9’5':/ I‘"(Z,) (Pm(g) d&

Les fonctions ¢ étant linéairement indépendantes, il est bien clair
que ces expressions peuvent, par un choix convenable des r**, prendre
des valeurs arbitraires. Il en est donc de méme des A" et il est donc
possible de choisir leurs valeurs pour que le déterminant principal du
systéme (11) soit d'ordre n — w,.

3. Le théoréme énoncé au début du n° 4 est ainsi établi pour p==2
(cas de deux binomes). Le cas général en résulte par récurrence.
Choisissons un nombre »’ vérifiant les inégalités

n'zn— o, n'zm,, . n'z2w,

et
n'sn, RS 4 W+ .+ ®,
inégalités compatibles d’aprés les precedentes (3) et (4). Nous

pouvons, d’aprés le n° 4, obtenir pour 1°*— K une décomposition du
type o
k= (oK) (P,

ou les deux facteurs ont des rangs w, et '. Il reste a mettre (1°—K’)
sous la forme

(o k)= (- k) (P &.)... (i~ &,)



8 JOSEPH PERES.

et I'on est ainsi ramené a établir le théoréme pour le cas ol le nombre
des binomes est seulement p —1.

Bien entendu les décompositions envisagées ne sont pas déterminées
de fagon unique.

Signalons un cas particulier, dont I’étude directe est d’ailleurs trés
simple : un binome régulier étant mis sous la forme d’un produit de
composition de p binomes, on peut affirmer que chacun de ces binomes
est régulier (les déterminants des équations de Fredholm correspon-
dantes sont tous différents de zéro).

6. Les travaux de M. Goursat sur la structure du noyau mettent en
évidence de notables décompositions du type précédent, décompo-
sitions dans lesquelles les noyaux composants K, K,, ..., K, sont
pris orthogonaux deux a deux (').

L'intérét de la condition ainsi posée vient de ce que I'égalité

(12) (t—K)=(i* -k,)(i*- K,)...(\"—K,)
entraine alors

13) K=K, +K,+ ...+ K,

il y a a la fois décomposition du noyau K en une somme et du binome

1*—K enun produit de composition de binomes, lesquels sont permu-
tables.

Si, d’ailleurs, on introduit le paramétre A qui joue un rdle impor-
tant dans la théorie de I'équation de Fredholm, une décompostion (12)
subsiste, sous la condition qui vient d'étre dite, quel que soitA : on a

(1o —2K) =(r*—2K,) (' —2K.)...(i*-- 2K,,).

La permutabilité entre les divers binomes (;‘«’— K,) implique
d'ailleurs que les fonctions fondamentales (en z ou en y) de K,,
K., ..., K, appartiennent toutes au noyau K. Dans le cas général ou
les binomes ne sont pas permutables, on pouvait seulement affirmer le

(*) Rappelons que deux noyaux K, et K, sont orthogonaux lorsque

K,R.=K.K,=o.
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résultat pour les fonctions fondamentales en « dunoyau K, et en y du
noyau K,. ‘ )

Observons enfin que, dans le cas ou K, K, ..., K, sont orthogo-
naux deux a deux, les fonctions fondamentales (en x ou en y) de ces
divers noyaux sont forcément linéairement indépendantes. Soient en
effet

P (x)y, @), ..., Pp(x)
des fonctions fondamentales respectives de K,, K,, ..., K,, une
“relation

0 () = A gy (&) +- Boy(x) + ...

entrainerait

%:Aﬁic;,—}—Bﬁlw:“ y
c’est-a-dire

91=0,

puisque

K;i: I:(,l:(it;,:o pour Z1.

On a alors l’égalité
R== 0 A 0yt @),

au lieu de l'inégalité (3).

7. On doit en particulier 4 M. Goursat la notion fort importante
de noyau principal et 1’élégante décomposition d’un noyau principal
en noyaux canoniques. Nous indiquerons ici comment on peut établir
cetle décomposition sans faire intervenir la théorie de la réduction des
substitutions.

Pour simplifier I’exposé il convient de détacher quelques remarques.

Imaginons données deux suites de p + 1 fonctions

(14) (), uy(x), ..., up(x),

(14") (V) (), ooy ()

qui vérifient respectivement deux chaines d'équations de Fredholm :

==
g uy— Ku,—=o,
o O
(15) wu, — Ku,—— u,,
.............. ,
-]
up— Kupy—=— u,_,

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937. 2
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et -
< =
vo— v, K=o
. . . . L. - e i~}
(157 nonR=s
Y . © . I )
=]
V/;—fo(—_ VI'—(

On constate immédiatement, a partir de (15) et (15'), que : les fonc-
tions u; sont linéairement indépendantes; de méme les v;..
Portons alors notre attention sur I'intégrale

- :
Vt“/:[ (@) wj(3)
Ya

(nulle quand les fonctions considérées sont orthogonales). En prenant
¢ inférieur A p et tenant compte de I'une des équations (15'), on a

s S < E = < ©
i =— v i+ v Kuy;

d’ou, grice a I'une des (15),
;1 ;/: ;,‘1_1 li/—l .

I’tntégrale o ; ne dépend donc que de la somme des indices ct
pour i+ j < p elle a la valeur zéro (orthogonalité des fonctions u;
et o) ("). )

Admettons que, pour i + j = p, v,u; ait une valeur différente de séro,
valeur que nous pouvons toujours prendre égale a un en multipliant
les u; par un facteur constant.

- Pour ¢ +j supérieur a p et égal & p+r, on aura

V1= 0ty
Or on peut ajouter a u, la fonction Au, (ou A est une constante),
au.,,, la fonction Au,, etc., sans que les (15) cessent d’étre satis-

. ° ° ) . o . .
faites : v,u, augmente alors de A. En modifiant ainsi les diverses fonc-

. . - . ¢ ¢
tions u, on pourra toujours faire en sorte que les quantités v;u;, calculées
pour i -+ j > p, prennent des valeurs arbitrairement choistes.

() Cela résulte aussi des théorémes de Fredholm.
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8. Etant données deux suites (14) et (14')-vérifiant (15) et (r5) et

telles que ;,-zotj;éo pour i{-j=p, on pourra donc supposer, sans
restreindre la généralité, que

e °

Pil;=1 pour i+j=p et I[+j=—p+1,

o

(16)
piU;=—0 pour les autres valeurs de { + ;.

Le noyau
K=uy(2)v,(y) + s (2) 0py (¥) +...+ up(z) vy (y)

est:dit -alors noyau canonique extrait du noyau donné K. Des calculs
trés simples montrent que les conditions (16) entrainentles ¢onclusions
suivantes :

1° Les systémes (15) et (15') restent vérifiés quand on y remplace K
parK’; i
~2° Comme conséquence immédiate, on a les égalités

e (R )=,
(K — k) =o,

quel que soit ¢
3 Sil'on forme I'équation de Fredholm

b
q)(._z-)—)\f K'(x,8) u (&) dg = o,

avecle noyau K’ et le paramétre A, les fonctions fondamentales corres-
pondantes sont des combinaisons linéaires des u;. 1l s’ensuit que la seule
valeur fondamentale est A =1, avec la seule fonction fondamentale
enx, u,(x);

4° Les noyaux K' et K — K’ sont orthogonaux.

9. Considérons alors un noyau L orthogonal 4 K’ et admettons
que 'on en ait extrait un noyau canonique L’ défini par les suites

Us(z), V(») (s=1,2,...,9).
Il vient :

S0

Ijl;\[:-— Lu,'_‘-!— idf{,

i
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et le dernier terme au second membre disparait. Donc

< : <
Luy=Lu_,—...=Lu,,

mais
d’on

et, de méme

Il en suit enfin, par un calcul trés simple, I'orthogonalité des u;
et des V,, des ¢; et des U,, quels que soient les indices

Viu,=o,

=
=

e

d’ou enfin l'orthogonalité des noyaux canoniques K’ et L.

10. Reprenons maintenant un noyau K tel que le binome 1*—K
soit singulier et admettons connu un noyau canonique correspondant
que nous écrirons (en changeant trés 1égérement les notations)

K'= 0y (2) v () oot U (2) 94 ().
On peut poser
K=K +K,,
avec orthogonalité de k, et K’ (n° 8). Si I'on peut trouver un noyau
canonique de K, soit K”

K'=ug(x) v (y) + ...+ up ()05 (¥),
on aura
K=K+ K"+ K.,

K’ estorthogonal a K"+ K,,de méme K" et K, et aussi, d’aprés len° 9,
K’ et K”. Les trois noyaux K’; K”, K, sont donc orthogonaux deux a
deux. Si dans K, on peut mettre en évidence un nouveau noyau cano-
nique K”, on aura de méme

K=K +K'+K"+K,,

avec orthogonalité deux & deux des noyaux au second membre, et
ainsi de suite.
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11. Nousavons donc i examiner la possibilité de mettre en évidence,
dans un noyau K, un noyau canonique. Il faut pour cela que le
binome 1°— K soit singulier.

Posons qu'il en est ainsi. Les fonctions u,(x), ¢,(y) doivent étre
prises solutions des équations
u

K

o

o,

(17) w -

<o

o,

(17") v —

ce seront des fonctions fondamentales de K. Si I'on peut trouver deux
telles solutions fondamentales non orthogonales entre elles, on les
prendra pour u,(x) et ¢,(y) et le noyau canonique cherché pourra
étre pris égal &
u(2)vo(y)  (p=o0).
Dans le cas contraire, quelles que soient u(z) et ¢(y) solutions
de (17) et (17"), on pourra résoudre en u'(x) et ¢'(y) les équations

4

z,
I

(18) - w —
(18,) o —

—u,

!

o
Il

<o

—- V.

Si 'une des fonctions u'(x) définies par (18) n’est pas orthogonale
a I'une des fonctions ¢(y), on prendra ces fonctions pour u,(x) et
¢4(y), on en déduira u,(x)et ¢,(y) et le noyau canonique

o (2) 93 (¥) + 4y () 0o () (p=1).

Sinon on peut affirmer que, quel que soit le choix de ¢(y), toute
fonction ¢'(y) solution de (18') est aussi orthogonale a toutes les u(z)(').
On pourra donc introduire des équations

(19) w—Ku'=—u

(19") o' K= ¢

et, si I'une des «” n’est pas orthogonale & toutes les ¢, on aura p =2,
etc. :

(') Parce qu'on doit avoir (¢f. n® 7)

c/
',

<o

3’9
v u—=
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.- 42. Il reste & savoir si le procédé ainsi suivi se termine nécessaire-
ment. Envisageons un zéro du déterminant D(A) d’une équation de
Fredholm (A étant le paramétre habituel). Admettons, ce qui ne
restreint rien, que ce zéro soit A =1 et que K soit le noyau principal
correspondant. Il est élémentaire que K s’exprime de fagon bilinéaire
au moyen de fonctions de x et de y (que I'on peut toujours prendre
linéairement indépendantes) :

(20) K= Xi(2) Yi(»).

Mais il clair que des solutions u, «’, ¥’ ..., d’équations (17), (18),
(19), ..., sont des combinaisons linéaires des X; et linéairement indé-
pendantes (n° 7) : le procédé du n° 41 s’arrétera donc pour une valeur
de p inférieure a N.

La fin est trés simple. Chaque noyau canonique a le rang unité, et
il introduit le seul pdle A = 1. Si le rang du noyau principal est r on
aura une décomposilion en noyaux orthogonaux

K=K +K'+...+ K"+ K,,
K’, K", ..., K" étant des noyaux canoniques. Le noyau résiduel K,
n’a plus aucun péle : sa résolvante est fonction entiére de A donnée par
le développement en série bien connu. Or celte résolvance doit tendre

vers zéro pour A =oc parce qu'il en esl ainsi des résolvantes de K,
K/, ..., K™ : c’est impossible 4 moins que K, ne soit nul. On a donc

K= K'+ K'+...+ K=,

décomposmon du noyau prmcnpal de rang n en n noyaux canoniques.



