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Sur quelques points de la théorie des fonctions et sur
un nouveau critérium de normalité d'une famille de
JSonctions analytiques;

Par Sivio MINETTI.

INTRODUCTION.

Ce Mémoire contient plusieurs résultats concernant la théorie des
fonctions et celle des familles de fonctions analytiques. Ils sont étroite-
ment liés les uns aux autres, mais je crois toutefois que méme en se
bornant 4 considérer chacun d’eux isolément ils puissent rendre,
séparément, beaucoup de services dans des questions les plus variées
des deux théories tout & I’heure rappelées.

Ce qui va jouer ici un réle tout a fait fondamental c'est toujours une
double inégalité qui contient comme cas particulier I'inégalité bien
connue de M. Carathéodory; mais ce sera la partie de cette double
inégalité qui est de sens opposé aux inégalités utilisées généralement
dans les recherches modernes de la théorie des fonctions et en parti-
culier celle de M. Carathéodory qui sera utilisée constamment ici et
qui nous permettra d’obtenir tous nos résultats.

Dans le Chapitre I de ce Mémoire je fais remarquer tout d’abord
une relation qui donne les valeurs que la partie imaginaire V(p, )
d’une fonction holomorphe pour |ge#| <1 et continue pour |pe®| <1,
acquiert dans le cercle unité C en fonction de la valeur V(o,¢) qu’elle
acquiert a 'origine et des valeurs U(¢) qu’elle acquiert surle contour
de ce domaine. Je prends ensuite 1'occasion de donner une nouvelle
forme de la condition nécessaire et suffisante nour aue [J(L) et V(L)
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étant deux fonctions continues et périodiques de ¢ pour o<{Zax,
I'expression U({)+ V() représente les valeurs qu'une fonction /(z)
holomorphe a I'intérieur de C et continue dans ce cercle fermé acquiert
sur le contour de C. Dans cette condition, d’ailleurs, on ne fait pas
intervenir d’aucune facon I'hypothése de la dérivabilité de 1 ({)
et V().

Dans le Chapitre II j’établis I'inégalité fondamentale dont nous
avons parlé tout a I’heure. Je passe ensuite aux applications.

C’est ainsi que dans le Chapitre 111 j’expose, en premier lieu, un
théoréme qui va nous donner le rayon d’un cercle ayant pour centre
un point P, a I'intérieur duquel une fonction holomorphe dans le voisi-
nage de P et qui n’est pas nulle en ce point, ne peut pas s’annuler.
On en déduit aussitol, de méme, que dans ce cercle elle ne peut acquérir
une infinité de valeurs qui satisfont a certaines conditions bien déter-
minées.

On passe ensuite aux familles de fonctions analytiques il suffit alors
d’appliquer & une telle famille le dernier théoréme cité pour obtenir
un critérium qui permet de juger au moyen d’une condition bien
simple si, dansle voisinage d'un point donné, une certaine valeur a3
est ou non exceptionnelle pour la famille envisagée.

On parvient ainsi, et tout naturellement, 4 un nouveau critérium
de normalité d’une famille de fonctions analytiques. Ce critérium qui
va se présenter sous une forme trés simple et maniable est beaucoup
plus général que le critérium fondamental de normalité, a savoir celui
des deux valeurs exceptionnelles.

On verra bien qu’on pourrait ’appeler critérium des valeurs
exceptionnelles au point de vue local; toutefois nous 'appellerons
tout court critérium de normalité M, car les conditions qu’il impose
aux fonctions de la famille envisagée se rapportent aussi aux valeurs
maxima des modules d'une des deux parties réelle ou imaginaire des
fonctions dans le voisinage de chaque point du domaine C. Il est bon
de remarquer & ce propos que, contrairement a ce qui arrive pour tous
les critéres de normalité que I’on connait jusqu'’ici, il se rapporte sim-
plement 4 des conditions locales et pas du tout a des conditions qui
doivent étre satisfaites dans tout le domaine oui I'on considére la famille
des fonctions gu’on va envisager.
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Le Chapitre IV, trés bref, est consacré a son tour a quelques appli-
cations du nouveau critérium de normalité établi au Chapitre III.

[l sera appliqué tout d’abord au probléme de 1'allure d’une fonction
analytique dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé et 'on
en déduit ainsi une nouvelle propriété des suites de cercles de Julia
en obtenant un nouveau théoréme du type de celui de M. Picard;
on passe ensuite a I’application aux suites de fonctions, et I'on a ainsi
['occasion de démontrer un nouveau théoréme sur la convergence uni-
forme. Celui-ci se rapporte aux suites convergentes de fonctions holo-
morphes dans un méme domaine et va nous donner une condition
suffisante bien simple pour qu’un point P de ce domaine soit, pour la
suite envisagée, un point de convergence uniforme. Je crois que par sa
simplicité il est destiné a entrer dans 'usage courant, et que par consé-
quent c’est un théoréme remarquable.

CHAPITRE 1.

1. Il est bien connu que si une fonction f(z) est holomorphe dans
un domaine C et continue dans le domaine fermé C+ (C) elle est
enliérement déterminée par les valeurs qu’elle acquiert au contour du
domaine.

C’est la conséquence la plus profonde, au point de vue conceptuel,
de la célébre formule de Cauchy.

En méme temps les conditions de monogénéité de Cauchy, a savoir

oU 9V U 9V

it D e ¥
U-+iV=f(3), s=w -+ Iy

ont montré que 1’étude d’une fonction holomorphe se raméne a’étude

d’un systéme de deux solutions conjuguées U et V de ’équation de

Laplace
- #P 9P
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de sorte que la théorie des fonctions holomorphes vient a se trouver
intimement liée a celle des fonctions harmoniques de deux variables
réelles indépendantes et, en conséquence, au célébre probléme de
Dirichlet.

Mais il faut bien remarquer, comme observe aussi M. Hadamard
dans son Cours d’Analyse (*), que la formule de Cauchy

L A AC))
f® -.’.m/(c) —z

fait connaitre, en tout point intérieur de C, la valeur de la fonction
holomorphe qui prend sur le contour (C) la succession de valeurs
données U + &'V « si cette fonction existe », et qui en général ce n’est
pas ce qui a lieu si la succession de valeurs au contour est donnée
arbitrairement.

D’autre part on peut aisément s’assurer que la valeur d’une fonction
holomorphe a I'intérieur d’'un domaine C et continue dans le domaine
fermé C+ (C), est aussi déterminée par les valeurs que sa partie
réelle U(x, y) acquiert sur le contour (C) et par la valeur que sa
partie imaginaire V (x, y ) acquiert en un point intérieur au domaine.

Si I'on considére, pour plus de simplicité et comme nous ferons &
partir de ce moment, le domaine constitué par le cercle unité on a en
effet la formule

Y= iV 1 MU )Z_F:dd;
Sz =i 0"’21‘[ (qJZ-z 1

ou 3 est un point intérieur au cercle envisagé, U({) est la valeur que
la partie réelle U(x, y) acquiert en un point générique Z =% du
contour et V, est la valeur que la partie imaginaire V(x, y) acquiert
a l'origine.

Mais comme on déduit cette formule de celle de Cauchy, elle aussi
aura un sens « seulement dans le cas ou la fonction f(Z)=U+:V
existe ».

D’ailleurs cette formule est bien équivalente 4 1a formule de Cauchy.

(*) Voir Havamaro, Cours d’Analyse professé a I’Ecole Polytechhz’que, t. 11,
§ 182, p. 184, Rem. II.
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Ayant en effet
Q) f(s )-zVo+——f Uy

on aura aussl

/J+A-

dy

if ()= (U, — /vup)Zi’.dq,, U,=U(o, 0),

c’est-a-dire

- 27 Z
(2) s =V [ Vg,

En additionnant les deux relations (1) et (2) on obtient alors

& =11+ k[T Jn=uw - V),

ce qui va nous donner, comme il est d’ailleurs bien connu
) b

() fer=3 [ rwa,

d’ou en substituant dans la relation (3)
" " Z+ 3
fo=g [ rwa g [ e

e[ [ | f

qui est bien la formule de Cauchy.

Réciproquement de cette formule on pourrait déduire la relation (1),
[voir pour cela Goursat, Cours d’Analyse, 3° édition, t. II, et aussi
S. Mixertt, La geometria degli olospasii e i suot legami colle equaziont
differenziali ordinarie (Atti Reale Accad. d’Italia, vol. 1V, 1933,
n° 17, p. 483-583)].

Cela posé nous allons tout d’abord présenter une nouvelle forme de
la condition nécessaire et suffisante pour que, U(J) et V({) étant
deux fonctions continues et périodiques données dans l'intervalle
o<¢y<an, Pexpression U($)~+ iV () représente les valeurs qu’une
fonction holomorphe a l'intérieur du cercle unité C et continue dans
le domaine fermé acquiert sur le contour (C) du domaine envisagé.
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Mais ce n'est pas cela qui nous intéresse principalement; nous
établirons ce résultat, si I'on peut dire, en passant; ce qui nous
intéresse surtout c’est d’établir une formule qui va nous donner les
valeurs de la partie imaginaire d'unc fonction holomorphe dans C ct
continue dans C—+(C) en fonction de la valeur que cette partie
acquiert a l'origine et des valeurs que la partie réelle de la méme
fonction acquiert au contour (C).

On rencontrera bien cette formule, qui joue ici un role tout  fait
fondamental, dans la démonstration de la condition nécessaire et suffi-
sante dont nous avons parlé toul a I’heure.

2. Je démontrerai précisément le théoréme suivant :

Tukorime. — Pour que étant données deux fonctions U () et V(1)
continues et périodiques pour o<y <2w Pexpression U({)+iV(d)
représente les valeurs qu’une fonction holommorphe dans le cercle unité C
et continue dans ce domaine fermé acquiert sur le contour (C) du domaine
envisagé, il faut et il suffit que l'on ait

’”5’ ad 1— 0%
(a) f 'U("'J)F+Vl'1’¢) pen ‘cl"b:consl.,

ot .= e" est le point générique du contour (C), ¢ =2+ y* est le
carré de la distance de l'origine au point générique 3 = g e+ de 'intérieur
de C; |d|=|¢sin(y —9)| est ladistance du point 5 au rayon qui vade
l'origine au point Z. du contour, et, enfin, r* = (cosy — x)* + (sin — y)?
est le carré de la distance du point 7. au point 5.

Remarque. — 11 faut tout d’abord remarquer que ce méme probléme,
dans le cas ou I'on suppose de plus que les fonctions U({) et V(¢)
soient aussi dérivables pour 0S¢ <2x, a déja été résolu. Dans ce cas
en effet, de la formule bien connue (),

dlog -

( 1
f lU r . log—l ~d—U ds = 2mu,,
©) dn rodn

(') Pour la signification des symboles adoptés dans cette Remarque, voir
P. Levy, Cours d’Analyse, 1. 1.
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en posant
U :f(:):l)—i— oQ
et en I‘emarquant qu’on a

dU _ df(z) . df(3)
dn "~ dn - ds

on parvient 4 la formule de Cauchy. Par conséquent, si a est un point
quelconque extérieur au domaine C, on pourra écrire

s

et alors a cause de certaines propriélés du potentiel de simple couche
et du potentiel de double couche on conclut que la condition nécessaire
et suffisante que I’on a en vue d’établir est la suivante :

d log - L dU
—log— —\ ds
“r dn

_f—(i ds—o,
o= e
pour tout point a extérieur au domaine C.

Supposons en effet que
JGE)=U(e. v) +iV(x, 1)

soit une fonction holomorphe a l'intérieur de C et continue dans
C+ (C); comme U(x, y) est, al'intérieur de C, une fonction harmo-
nique, on aura en appelant U({J) les valeurs qu’elle acquiert au
contour de C

V=g [ v S,

D’autre part, on a aussi

(5) fz >_tvo+—j U EEa, V= Vio 0.

En posant alors Z = e, 5 =ge®®, {3 < 1) et en observant qu’on a suc-
cessivement

Z+s__ et4pe® 14peteh (- p 12d
- -—,

Z -z e¥—pele T 1 —pee ¥ T re

(6)

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. II, 1937. 21
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ou

pr=at+4 ) =z, rr=(cosy - x)+ (sing — »)?, s=x 4y,
d=psin({ — ¢),
on obtient

() f(:.\:_»;ﬁf U(¢»—d¢+zg\' __f. U2 d¢$

relation qui nous donne

I 27 2{’
) Ve =Ve- 5 [t iTay.
Mais on a aussi

27 o
] N1 1—p*
(9) V(m)——“[ Vi) ——dd

et I'on obtient en conséquence

(10) f ;L(\P)—, +V(<.P) ;(/v,pzvozconsl.

Si donc une fonction holomorphe a I'intérieur de C et continue dans
C + (C) acquiert sur le contour (C) de C les valeurs (continues)
U(¢$)+iV(J), alors ces deux fonctions (continues) U(¢) et V()
satisfont bien & la condition (a) énoncée dans notre théoréme.

Réciproquement, supposons que U(¢{) et V({) soient deux fonc-
tions continues pour o <Y <2 qui vérifient en outre la condition (10)
et considérons la fonction

t " LY
(ll) V(xv.")—vo" ;"‘zl U(’w}l);d&!}

En conséquence de la relation (10), qu'on suppose vérifiée par hypo-
thése, cette fonction est bien une fonction harmonique a 'intérieur
de C, elle est méme « la » fonction harmonique dans C qui acquiert
au contour (C) les valeurs V(¢).

D’autre part en vertu de la relation déja démonlrée, a savoir :

(12) _f U(q;)—lq/~~»—f U¢)l‘f(l¢_—f Uw)ﬂ—”dgp,
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on aura
(13) —f U(v.!))—-dv]/—l—l‘v — —f U(l.l))—d&[}}

Z+ s

=iVt [ U 22y,
tout au moins pour tous les points intérieurs au domaine C.

Mais le deuxiéme membre de la relation (13) est bien une fonction
holomorphe de z a l'intérieur de C : il en sera de méme du premier
membre, mais ce premier membre tend vers la valeur U($) -+ iV ({)
pour z e, cest-a-dire pour 5 tendant a un point Z=¢" du
contour (C) de C, car la relation («), ou bien (10), nous donne bien

I “’" 'zd
(1) Voo gs [ U ——f Vi) Ly,

Le deuxiéme membre de la méme relation (13), & savoir I'expression

zVo—+—f U(¢)ij“ dy,

tendra donc aussi vers la méme limite.
Sous les hypothéses ol nous nous sommes placés il existe donc bien
une fonction holomorphe a I'intérieur de C et qui acquiert sur le

contour (C) de C les valeurs données U(¢}) + V() : c’est la fonc-
tion

w o e v L T Um—dxp,
La condition (a) énoncée dans le théoréme est donc aussi suffisante.

3. De ce que I'on a dit on conclut que 'étude des fonctions holo-
morphes a l'intérieur d’un domaine et continues dans le domaine
fermé, le cercle unité par exemple, revient & I'étude des couples des
fonctions U(¢), V({) d’une seule variable réelle, continues et pério-
diques pour oS¢ <2m, qui satisfont & la condition

(a) A/O‘ { 2{1 [:ipe}dqz:const.
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Cette condition va jouer, par rapport aux couples de fonctions conti-
nues d'une variable réelle, le méme réle que jouent les conditions de
monogénéité de Cauchy par rapport aux couples de fonctions U(x, y)
et V(z, y) de deux variables indépendantes continues en méme temps
que leurs dérivées partielles a I'intérieur d’'un domaine.

Et comme chaque couple U(¢) et V() de fonctions du type
indiqué satisfaisant a la condition («) donne naissance a une fonction
bien déterminée, holomorphe & I'intérieur de C et continue dans le
domaine fermé C+ (C), j'appellerai un tel couple de fonctions
« couple de fonctions holomorphogénes ». La condition («) sera
appelée « condition d’holomorphogénéité ».

4. Remaroue. — La relation (8) résout par une formule trés simple
et maniable le probléme de connaitre les valeurs que la partie imagi-
naire d’une fonction régulicre dans le domaine fermé C—+(C)
(cercle unité), acquiert dans ce domaine en fonction des valeurs que
la partie réelle de la méme fonction acquiert au contour du domaine
et de la valeur que cette partie imaginaire elle-méme acquiert a I'ori-
gine.

C’est la relation dont nous avons déja parlé et qui nous intéressait
surtout d’établir. On peut de méme dire qu’elle permet de connaitre,
a une constante prés, les valeurs que la partie imaginaire d’une fonc-
tion réguliére acquiert dans le domaine en fonction des valeurs que la
partie réelle de la méme fonction acquiert au contour du domaine.

3. De la relation («) énoncée page 160 on déduit aussi qu’une fois
données les valeurs V(¢) que la partie imaginaire d'une fonction régu-
liére dans le domaine C + (C) acquiert au contour (C) du domaine,
les valeurs U({), que la partie réelle de la fonction acquiert sur
ce méme contour satisfont a I'équation intégrale de premiére espéce

27 9 l B
(16) [ i ay=rie, 9,
ou

- " 2psin(y —- ¢) _
(17) [ Uy) 1+p'~’—2pcos\¢—cp)d¢_‘f(‘o’ 9,
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(18) f(p,qo)—m{V - = f vig)—£& d‘#}—ﬂ*{" —V(p.9)}

est une fonction connue.

Il serait bien intéressant de connaitre les conditions sous lesquelles
cette équation intégrale est résoluble. On peut presque stirement
s’attendre que cela n'arrive pas, si I'on choisit tout & fait arbitrai-
rement la fonction V({); elle devra étre assez vraisemblablement
assujettie a certaines conditions qualitatives qui peut-étre devront se
rapporter a des coefficients de Fourier.

Ici en effet, pour chaque valeur bien déterminée de p <1, ona
affaire avec une équation intégrale de premiére espéce bien déter-
minée dans laquelle, toutefois, ce que I’on appelle le terme connu, a
savoir la fonction f(p, 9), est toujours la série de valeurs qu'une
fonction harmonique dans le cercle unité acquiert le long d'un cercle
intérieur & ce domaine et concentrique a sa frontiére.

Il s’agit donc d’un systéme d’une infinité continue d’équations inté-
grales de premiére espéce qui doivent avoir une solution commune.

Pour chaque équation de ce systéme

i

2% .
) 2psin(Y — @) .
(t9) .[ U#) 1+ p*—apcos(Y — ) ay=f(p, %), const.,

on a affaire 4 un noyau

. sin($ — @)
(20) K(e, 4)= 1+ p*—2pcos(y — @)

ul est borné, mais qui n’est pas symétrique car
q ) q pas sy q

Mais si I'on se donne au contraire les valeurs U(¢{), alors on
obtient, au lieu de I’équation (19), I'autre équation

(21) f VO By =1(p,9)  p=const,

ou cette fois on a

e m:m f Ug)22 d¢§
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et ou I'on a affaire 4 un noyau

I
1+ p*—2pcos(y — @)

(22) Ko, )=

ui est borné et symétrique. Pour ce dernier noyau donc les deux
systémes de fonctions orthogonales fondamentales de M. Schmidt
sont identiques et ils seront complets si le noyau (18) est fermé.
Ce serait comme I’on voit une question trés intéressante a résoudre
mais, occupés & présent par d’autres recherches tout a fait différentes
nous ne pouvons que la signaler.

CHAPITRE 1L

1. Dans ce deuxiéme chapitre nous nous occuperons d’établir
les inégalités dont on a parlé dans I'Introduction. Reprenons & cet effet
la relation (8) que nous écrirons maintenant sous la forme suivante :

. 1 iR 2ps8in(y — @)
(23) Viere)=Vo - E;rf“ U 1+ p*—apcos(y —9) dq)

et appelons A la borne supérieure des valeurs que la fonction U({)
acquiert sur le contour (C). On aura alors la double inégalité

f”U(‘«P) 2psin(Y — @) i

IV, |- = T —
2T I+0 2p cos(§ — @)

/ 1 " 2psin(Y — )
.S_lv(Pa ?)l gl\n‘ + :”;lv/o‘ U(\.P) e 92—29005(4’—-?) d¢]’

ou encore, en supposant p= const.,

- Ap : [sin(d - @)]
(24) I\OI_— A l+p-_)__,‘pcos(4)__q))(l¢

I3
[sin(y—9)|
1+ pt—2p cos(q;—qJ)dLP’

A 2T
IV @SVl + 22 [

vo

car I'expression 1+ p? — 2p cos(y — ¢) est toujours positive.
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Pour obtenir les inégalités cherchées il suffira donc de calculer la
valeur de l'intégrale :

(25) u/ﬂﬂ sing — @)l g

1+ p?—apcos(d—- o)

Supposons pour cela ¢ = const. et posons ¢ — ¢ = 6, d’ou d = «);
en outre au lieu de faire décrire a la variable ¢ les valeurs deoa an
on peut faire varier ¢ de la valeur ¢ 4 la valeur ¢ + =, et puis de la
valeur » + = & la valeur ¢ + 27. La variable  décrira alors successi-
vement les deux intervalles 0™ = et =™ 2%. On s’apercoit alors aisé-
ment qu’on peut écrire

27 .
Isin(y — @) \5"191
(26) j‘: 1+ p*— 2pcos(Yy—9) = [ pcos()d6

sin § sinf
f dj + .df
(1+ p*) — 2pcosh s (140 2pcosh

Tout revient donc a déterminer la valeur de I'intégrale

T sinf
—_ e df
_/0‘ a+bcos€dj’
ou I'on aura une premiére fois b—— 2¢, une deuxiéme fois b= 2p, et
toujours @a =1+ p”.
On a immédiatement
[‘" sinf 16— lo beos It — loe L0 & p—
T hoosh " r——{o(a—f— cosf) [T} = ;0,.,(_9 si b=—2p

et

" sin6 1 1—p .
[{——l+bc059d9_—§logl+9 si b=ap,

et I’on obtient ainsi la relation

fﬁfﬂt sin(¢ — @) _
n ), (1+0*) —apcos(d—q) dy =

I I I p
“log - log —%
p Ti—p p gl+p§.
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On en conclut, par conséquent, la double inégalité

O

Y — 1\ o
(26) [ Val 71:'0”1— P—
Si en outre I'on suppose que la fonction réguliére que I'on a envi-
sagée soit nulle a l'origine, ce qui donne, en particulier, V,=o,
I'inégalité & droite nous donne
+p
’

-0
[

2\ 1
(37 V(9115 2 log

et I'on retrouve comme cas particulier de la relation ici établie une
inégalité qui est déja bien connue et qui a joué un rdle trés important
dans plusieurs recherches modernes de la théorie des fonctions.

Mais 'on obtient aussi 'inégalité a gauche qui, a ce qu'il semble,
est tout & fait nouvelle, et qui va nous donner, comme nous allonsvoir,
des propositions tout a fait remarquables.

2. Remarquons a cet effet que I'inégalité a gauche, a savoir

StV o 2 e
(28) , V(e ) 121Va! = = log i—

aura un sens non trivial si

VoI~ 2o «—9>o,
7 p

c’est-a-dire si

RVl

e M g
(29) P< T’

e A

expression qui garde toujours une valeur positive.
Remarquons encore qu'a coté de l'inégalité (26’) on doit aussi
considérer I'autre inégalité

(30) Uyl = 2 1og T Up, 9151 Uyl + 37 log 1F

B étant la borne supérieure de|V |, qui s’obtient par le méme procédé
mais en considérant au lieu de lafonction donnée f(z)I'autre fonction

P(5)=if(s)=—V + (U,
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inégalité qui garde un sens non trivial méme a gauche, si

B
(31) P

Il est en effet bien évident que méme dans I’hypothése f(o) %o
I'inégalité 4 gauche de la relation (26) serait triviale si 'on avait
V,=o0; dans ce cas on devrait s’attacher aux inégalités (30). Si,
enfin, on a en méme temps U,5£ 0, V,5£ 0 on pourra se servir indif-
féremment de I'une ou I'autre des inégalités

(1061210, — 2 1og i 5

s
~

1 —

(32)

© o

A -
EIV(P,WZIVoI— 22 og -

)

qui seront a partir de ce moment tout a fait fondamentales.

3. Remaroue. — On pourrait penser qu’on pourrait obtenir les
inégalités (32) directement de l'inégalité déja connue (inégalité de
Carathéodory)

(27) |V(p9) 1< 2 log L8

I—p

qui se rapporte a une fonction nulle a 'origine, et cela en considérant
4 cOté de la fonction donnée

f(z)=U+7V,
Pautre fonction
F(z2)=f(5) — (Uy+iV,)

qui s’annule bien pour z=o0, et en se servant, ensuite, d'inégalités
tout & fait élémentaires. Maisil faut observer a ce propos qu'en suivant
cette voie on parviendrait, il est vrai, 4 des inégalités du type des
inégalités (32) ou, toutefois, on aurait en général pourles valeurs des
constantes A, B des valeurs différentes de celles qu’on y aurait suivant
le procédé qu’on a ici esquissé.

Ceci, qui dans certains cas peut étre avantageux, peut étre, au
contraire, désavantageux dans d'autres cas.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. II, 1937. 22
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Je préfére en tout cas de suivre mon procédé sans négliger toutefois
ce que je viens de faire remarquer méme afin de pouvoir I’exploiter
dans les cas ou cela est utile; mon procédé, qui conduit & un résultat
qui n’est donc pas équivalent a ce que I'on pourrait tirer de I'inéga-
lité (27), a en effet aussi 'avantage de montrer comment les inéga-
lités (32) vont découler directement de la formule fondamentale de
Cauchy :

I f(7)
f(z)_‘;.[—’. “Z g IL)

car la relation
7+ s

f(z)=1iV, +—f Ud) g— 44,

ou 'autre, équivalente, qu’on obtiendrait en considérant au lieu de la
fonction f(3) I'autre fonction ¢(3)=1if(3), et qui est mon point de
départ, découle elle-méme directement de la formule rappelée tout
a I'heure.

Il peut donc bien se passer de toute considération sur la représen-
tation conforme et sur le lemme de Schwarz.

-CHAPITRE III.

1. Passons maintenant 4 donner quelques théorémes. Voici le
premier :

Tueoreme 1. — St f(3) = U+ iV est holomorphe a Uintérieur d’un
domaine qu'on pourra toujours supposer étre le cercle unité C; si
pour |3| <1 0on a|U|A,|V|<B alors, si Uy5£ o0, elle ne peut pas
s'annuler & Uintérieur d’'un cercle C,, de centre origine et de rayon

LRV
e v

(33) P< o —

e ™

et plus généralement elle ne peut prendre dans ce cercle aucune valeur
imaginawre pure; si au contraire V.54 0 elle ne peut pas s’annuler a
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Dintérieur d’un cercle C, , de rayon

(34) P =T

e M 1

et plus généralement elle ne peut prendre dans ce cercle aucune valeur
réelle.

Dans les hypothéses oli nous nous sommes placés, et de ce que
I'on a dit aux paragraphes précédents, il résulte en effet qu’a I'inté-
rieur des cercles envisagés, on aura :

: 2B 1+
|G(p, ) 121U, ] — ?]0g17#2>0
ou bien
2A I+
Vi @121Va |~ 7logl,_—g>o.
Tuiorime I1. — Sous les mémes hypothéses que précédemment, et st
o+ 13 est tel que

(35)  borne sup.|U - a| pour |z|<<1<borne sup.|U| pour |s| <1
et
(36) [Vo—BI21Vols

la fonction f(3) a Uintérieur des cercles C,, ou C,, ne pourra jamais
prendre aucune des valeurs a + i 3.

I1 suffit en effet de considérer la fonction auxiliaire
¢ () =[(5) — (a+1B).

En effet cette fonction, en vertu des hypothéses que I'on a faites sui-
vant la valeur qu’elle a & I'origine, ne peut jamais prendre la valeur
zéro & 'intérieur du cercle C,,, ou C,,, ou & 'intérieur de tous les
deux pour le précédent théoréme. A I'intérieur de ces deux cercles on
ne peut donc jamais avoir f(3) = o + f3.

Comme on voit ce théoréme permet d'affirmer qu'a U'intérieur des
cercles C,, ou C,, ou a Uintérieur de tous les deux suivant les cas, la
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fonction f(3) non seulement ne peut prendre la valeur zéro mais encore
ne peut prendre d’une maniére générale aucune des valeurs o+ if3
correspondant a tous les points d’une partie infinie du plan complexe.

2. Cela posé supposons maintenant que l'on considére un point
quelconque z = a intérieur au domaine C. En posant fF=z—ala
fonction /() devient une fonction de & que nous désignerons toujours
par le symbole f(£); en outre la valeur de f(£) a l'origine sera la
valeur de f(3) au point ¢ et comme dans un cercle C,, de rayon R,
centré au point a, et complétement intérieur au cercle unité on a
toujours

B 7 43
U@ 7= ay,

. 1
f(:):l\,,-@-;‘?[v[

ou maintenant V, est la valeur que la partie imaginaire V de la fonc-
tion donnée f(s) acquiert au point a et U(J) sont les valeurs que la
partie réelle de la méme fonction acquiert au contour du cercle C,,
on pourra répéter les raisonnements déja faits au paragraphe 2.

On obtient ainsi

R +
R=

R+p
R—p

. 2A , 2 A
| Val = % log g=E<1V (5, 9011 Val + - low
ot évidemment on peut prendre pour la constante A la m¢me valeur
qu’auparavant.

L’inégalité a gauche, & savoir

2A R+p
> 2% 100
(37) |V(P’ <P)|=|Val T ]O”R—p’
aura un sens non trivial si
. 2A R+p
|\,,]—-?log“—_—9>u,
c’est-a-dire si
e
(38) p<Rgmr—
e 4

Tout cela, évidemment, si V,>£ o; si, au contraire, en supposant,
toujours comme on le doit pour le but envisagé, f(z) différent de
zéro pour 5 =a on a V,=o mais U, > o, on parviendra de la méme
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facon a l’autre inégalité

sl

. i 2B R+
(39) (Ulp, 91121 Va] — == log g7

qui aura un sens non trivial si
=10,

(40) s<RE

On voit bien d’aprés cela comment autour de chaque point ou la
fonction f(3) ne s’annule pas on peut trouver en suivant la méthode
indiquée, un domaine circulaire bien déterminé dans lequel I'’équation
Jf(3)=o0 ne peut avoir aucune racine.

3. Des deux théorémes établis plus haut on peut faire découler
béaucoup de conséquences. Remarquons tout d’abord le critérium
suivant qui permet de reconnaitre trés aisément si une certaine
valeur «+ (3 est ou non valeur exceptionnelle pour une famille de
fonctions analytiques donnée.

Sott J une famille de fonctions f(3)=U(x, y)+ ¢V (2, y) holo-
morphes dans le cercle unité C, et sotent A, B les bornes supérieures de
|U| et | V| pour 35| <1, A et B étant finis pour chaque fonction f de
la famille envisagée.

Toutes les fors qu’'on veut s assurer st cette famuille admet une valeur
a + i3 comme valeur exceptionnelle dans le voisinage, par exemple, de
Uorigine O, il suffira de constater s'il existe ou non un nombre m > o
tel que, quelle que soit la fonction f de J on ait|U(o, 0)—a| >mB
ou bien |V(o0, 0) —B|>mA. Si en effet ce nombre m existe, la valeur
a + if et, plus généralement, toutes les valeurs o + v, ou bien p.—+ 18,
quelles que soient les valeurs \ et ., sont bien exceptionnelles dans ce
voisinage.

Ll est aisé de le démontrer. Si en effet la condition
|U(0, 0) —at| > mB
est satisfaite, aucune des fonctions

o(N=f(3) —a={U(z, y) —a]+iV(z,y)
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ne pourra s'annuler a l'origine; et, en outre, en vertu du premier
théoréme énoncé au premier paragraphe de ce chapitre, a I'inté-
rieur du cercle C, ,, de centre 4 I'origine et rayon

ll_li
‘ e?
(4v) P<—=m

2

e 41

— 1

aucune des fonctions p(5) ne pourra jamais s’annuler.

Il s’ensuit qu’a I'intérieur de ce cercle aucune des fonctions f(z) de
la famille de fonctions J qu'on a envisagée ne pourra jamais acquérir
les valeurs o + /7. quelle que soit la valeur de i. Il en est de méme si
I’'on considére I'autre condition | V(o, 0) — 3| >mA et le théoréme
est démontré,

4. Voici maintenant un nouveau critérium de normalité.

Soit toujours J une famille de fonctions f(z)=U(z, y)+iV(x, y)
holomorphes dans le cercle unité C et sotent A et B les bornes supérieures
de |U| et | V| pour || <1, A et B étant finis pour chaque fonction f
de la famille envisagée.

Supposons maintenant qu'a chaque point P(z,, y,) de C corres-
pondent un nombre réel a(x,, y,) et un autre nombre m(x,, y,)>o
tels que quelle que soit la fonction f de J, l'une des inégalités suivantes
soit satisfaite

(42) | U (g, .)'o) —a(ry, o) | > mlxy, 3o) B
ou bien
(43) IV (g, ¥o) — a(Lay o) | > m(eg, 1) A

Dans ces conditions, que nous appellerons conditions M, la famille J
est normale dans C.

Supposons en effet que, par exemple, la condition (42) soit
remplie. En vertu alors du précédent critérium d’exceptionnalité et
de ce que I'on adit au n° 2du Chapitre I1I les fonctions ¢(2) = f(3) — a
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ne pourront jamais s’annuler a l'intérieur du cerle C, ., de centre au
point P (x,, y,) et de rayon

T m

e? +1

Il s’ensuit que les fonctions f(z) de la famille J admettent bien
dans ce cercle toutes les valeurs exceptionnelles finies telles que & + A
quel que soit A. La famille J est donc une famille normale au
point P(x,, y,) et comme ce point P(x,, y,) est un point quelconque
de C le théoréme est démontré.

Méme procédé si I'on suppose vérifiée 1'autre condition (43).

On voit bien qu'il s’agit ici d’un critérium de normalité tout a fait
nouveau et qu'on pourrait appeler des valeurs exceptionnelles au
point de vue local en remarquant qu'a ce point de vue ces valeurs
peuvent étre exceptionnelles pour I'une seulement des parties réelle
ou imaginaire des fonctions de la famille.

8. Onpeutde méme donner a ce critérium une aulre forme un peu
moins générale, mais peut-étre plus compréhensive. La voici :

St l’on suppose (un peu motns généralement) que la borne supérieure
M, de | f(2)| dans C est finie pour chaque fonction f de J, aux inéga-
lités (42) et (43) on peut substituer dans I’énoncé précédent I'inégalité
suivante :

(46) 1 U (%o, po) — al(xo, yo) i+ V (2, Yo) — al(&yy Yo)| > m (g, yo)My.

Ces conditions étant remplies il est clair en effet que 1'une au moins
des deux expressions | U(z,, y,) — a(@,, y,)| et |V{(zo, y,) — a(zy, ¥,)]

sera plus grande que ém(x,,, Yo)M;, donc aussi plus grande

queé m(x,, y,)A et que—; m(x,, y,)B. On retombe donc en tout cas

sur une des inégalités précédemment considérées et la proposition
est tout pareillement établie.

6. Derivition. — Une famille J de fonctions holomorphes a I'inté-
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rieur de C et qui satisfait au critérium de normalité que nous avons
donné tout a I’heure sera dite famille normale M (').

7. RemarQuE MpoRTANTE. — Dans toutes les inégalités précédentes
les bornes supérieures A, B, M, au lieu de se rapporter au cercle unité
peuvent aussi se rapporter plus simplement & un cercle intérieur ou
cercle unité et d’ailleurs quelconque entourant le point P. C’est tout
a fait évident.

CHAPITRE 1V.

1. Passons maintenant 4 appliquer notre critérium de normalité
soit au probléme de I’allure d’une fonction analytique au voisinage
d’un point singulier essentiel isolé, soit aux suites normales de fonc-
tions analytiques. '

Rappelons & ce propos qu’en suivant une méthode bien connue de
M. Montel on peut réduire I'étude d’une fonction analytique dans le
voisinage d’un point essentiel isolé & celui d’une famille de fonctions
analytiques considérées dans un méme domaine D, et rappelons
aussi que chaque critére conduisant a affirmer qu’une famille de fonc-
tions est normale conduit 4 un nouveau théoréme du type de celui de
M. Picard.

Cela rappelé, soit y une couronne limitée par deux cercles
quelconques C, et C, de centre a I'origine. '

Soit en outre f(5)= U+ {V une fonction holomorphe dans le
voisinage de ’origine y comprise la couronne v, et ayant 41’origine O
un point singulier essentiel isolé. Envisageons la suite de couronnes
Y=Y, Ya=Y3? ..., Ya=7Y5", .... Nous entendons par la,
suivant un usage courant, que les affixes des points de la couronne v,
sont ceux que l'on déduit des affixes des points de la couronne y en
les multipliant par ¢, o1 ¢ est par exemple un nombre réel plus
grand que 1; par exemple ¢ = 2.

Si I'on pose alors f.(3)=f(¢"3) il revient au méme de consi-

(*) Je l'appelle ainsi car il se rapporte aux valeurs « mazima » des parties réelle et
imaginaire des fonctions.
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dérer f(z) dans v, ou f,(3) dans y. On a ainsi ramené, suivant un
procédé bien connu, I'élude de f(z) au voisinage du point O & celle
de la famille des fonctions f, (=) dans la couronne y. On sait d’ailleurs
que la famille { /,(3)} ne peut pas étre normale dans y et dans ce
domaine il y aura donc au moins un point 3, ou la famille n’est pas
normale. Soit alors D, un cercle arbitrairement petit ayant ce point
pour centre.

La famille { f,(z)} n’étant pas normale dans ce cercle, les fonc-
tions f,(3) ne peuvent pas remplir, au point z,=x,+ Ly,, les
conditions que nous avons appelées conditions M, et I'on peut par
conséquent énoncer le théoréme suivant :

Takoreme. — St les points 38 =& + 1y\" sont les centres d’une suite
de cercles w,—D,c™ de Julia, qui se rapportent a une fonction
J(3)=U—+1iV qui a a Uorigine un point singulier essentiel isolé;
st A} et BY ont les bornes supérieures de |U| et|V | dans w,, pour
chaque nombre m > o et pour chaque valeur réelle a, il existe au moins
une suite d'indices n: n,,n,, ..., n, ... pour laquelle l'une des
conditions suivantes .

FU (=), yi) — a| > m B,

ou bien
Vi), yirr)y — a| <mAQr.

ne peut pas étre vérifiée.

Si en effet il n’en était pas ainsi, il y aurait un nombre réel a et
un nombre m>> o tels que pour tous les indices » on ait, par exemple,

U, ) — a| > mBp.

Mais dans ces conditions la famille { £,(3)}, en vertu des théorémes
précédemment démontrés, serait normale dans D, ce qui est absurde.
Le théoréme est démontré.

2. Considérons maintenant les suites convergentes de fonctions
holomorphes a 1'intérieur d’un domaine donné qu’on peut toujours
supposer étre le cercle unité.

Remarquons tout d’abord que dans beaucoup de questions d’Ana-
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lyse il est tout & fait essentiel de reconnaitre si un point dece domaine
est ou non, pour la suite, un point de convergence uniforme, autre-
ment dit s'il existe un voisinage de ce point ou la suite envisagée soit
uniformément convergente.

A ce sujet nous allons donner ici une proposition qui donne des
conditions suffisantes pour qu’il en soil ainsi. Elle est d’application
trés maniable; 4 cause de cela elle me semble donc tout a fait remar-
quable et susceptible de devenir par la suite d’un usage courant.

CRITERIUM DE CONVERGENCE UNIFORME LOCALE D’UNE SUITE CONVERGENTE DE
FONCTIONS. — SI une suite de fonctions holomorphes pour |z | <1 est
convergente a lintérieur du cercle unité C et satisfait en un point
P(z,, y,) de ce domaine aux conditions M, ce point P(z,, y,) est,
pour la suite, point de concergence uniforme.

Si en effet la suite donnée satisfait au point P(x,, v,) aux condi-
tions M, précédemment énoncées, elle est normale en ce point, et
comme elle est, par hypothése, convergente dans C, elle converge
uniformément dans un voisinage du point P(z,, y,). Le théoréme
est démontré.

Mais on peut aussi donner le rayon ¢ d’un cercle centré au point
P(x,, y,) ol il y a convergence uniforme. Pour la valeur ¢ de ce
cercle, en vertu de ce que I'on a dit au n° 2 du Chapitre 111, on a en
effet

~m

e? —1
) —
|/ ~m
-y

e 4

oli m est le nombre >> o qui intervient dans les conditions M qu’on
suppose vérifiées au point P, et R est le rayon d'un cercle centré au
point P et complétement intérieur a C.



