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42 fin: CARTAN.  
La géométrie de l’intégralefF(æ,y,y’,y”)dæ;

Pan Énm CARTAN.

Etant donnée une intégrale!F(a:, y, y', y”) dx, dans laquelle y'
et y” désignent les deux premières dérivées d’une fonction arbitrairey
de a:, nous nous proposons de définir dans le plan (a:, y) une géomé-
trie généralisée qui soit liée intrinsèquement à cette intégrale : le mot
« intrinsèquement » est entendu par rapport au groupe infini des
transformationsde contact du plan. Il s’agit en somme d’une générali-
sation de la géométrie riemannienne et de la géométrie finslérienne,
intrinsèquementliées à une intégrale fF(æ, y, y’) dx; mais ces deux

dernières géométries sont invariantes par rapport au groupe des
transformations ponctuelles (‘).

L’élément d’intégrale F(x, y, y’, y") dx, considéré sur une ligne
donnée, peut être regardé comme définissant un arc élémentaire de
cette ligne. Les arcs de cette sorte, faisant intervenir les éléments du
second ordre d’une courbe, ne sont pas nouveaux en géométrie; en
coordonnées cartésiennes l’élément d’HI‘C naturel d’une courbe en

7
4

géométrie affine unimodulaire a précisément la forme y”“dæ. On 
(‘) Il serait plus exact de dire que deux intégrales de la forme fF(æ,y,y')dæ,

équivalentes par rapport au groupe des transformations de contact, sont aussi
équivalentes par rapport au groupe-des transformationsponctuelles. Sur la géo—

métrie finslérienne, voir mon' ouvrage : Les espaces de Finsler (Exposés de
Géométrie, Il, Hermann, 1934).
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pourrait penser, d’après cet exemple, qu’à toute intégrale

fF(æv y, }", J’”) dx

on peut attacher intrinsèquement une géométrie à connexion affine
dont l’élément générateurserait l’élément linéaire ou élément de cantact
de 'Lie (ac, y, y’). Mais il n’en est rien et les choses sont plus com-
pliquées. Il faut faire appel en général à un espace d’éléments du second
ordre (a:, y, y’, y”). Dans certains cas on peut introduire un espace
d’éléments linéaires comme en géométrie finslérienne : ce sont en par—

ticulier ceux où l’intégrale donnée est réductiblepar une transforma-

tion de contact à l’une des formes fe°dx, f@’dx, (Il désignant une

fonction linéaire en y” et p un exposant constant. Dans le dernier de
ces deux cas on a une géométrie à connexion affine fondée sur un
groupe dont la structure dépend de l’exposant 11; la connexion est
déterminéecomplètement dans les paragraphes5 et 4 de ce Mémoire.

L’intégralefF(a:, y, y’, y”)dæ peut être regardée comme un cas

particulier des « objets géométriques », dont la notion générale a été
introduite par M. Veblen (‘). A cette intégrale, considérée par rap—
port au groupe des transformations de contact, comme à tous les
« objets géométriques » qui ressortissent à la géométrie différentielle,
on peut associer d’une manière intrinsèque un système de formes
de Pfafi‘ définies à une substitution linéaire près appartenant à un
groupe linéaire donné; dans le cas où « l’objet géométrique » est une
forme différentielle quadratique définie positive à n variables, consi-
dérée par rapport au groupe des transformations ponctuelles, on peut
lui associer n formes de Pfafi° œ, , œ,, . . . , ce,, dont la somme des carrés
représente la forme quadratique donnée et qui par suite sont définies
à une substitution orthogonale près. La théorie de l’objet géométrique
est, dans les cas de cette nature, la recherche des invariants du sys—
tème de formes correspondant. Si l’on applique à la résolution de ce 

(1) Voir 0. VEBLEN; Modern diflerential Geometry (The Rice Instit., pam-
phlet XXI, 1934, p. 237-255).
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problème la méthode générale que j’ai indiquée en 1908 ('), on est
conduitdans de nombreux cas à associer d’une manière intrinsèqueau
système de formes donné une géométrie généralisée fondée sur un
certain groupe, de sorte que les invariants qui caractérisent l’objet géo-
métrique donné sont susceptibles d’une interprétation géométrique ne
faisant appel qu’aux notions d’une certaine géométrie de Klein (en
géométrie riemannienne, les notions de la géométrie euclidienne). Il
peut y avoir un certain arbitraire dans le choix du groupe sur lequel
est fondée la géométrie généralisée associée à l’objet géométrique
donné. Il peut aussi arriver qu’il faille distinguer différentes classes
lorsque l’objet géométriquedépend d’élémentsarbitraires(paramètres,
fonctions, etc.); le groupe sur lequel est fondée la géométrie généra-
lisée dépend alors de la classe : c’est précisément ce qui se passe dans
le cas qui nous occupe. La classe générale est celle des fonctionsF qui,
considéréescomme fonctions dey” , ne sont pas linéaireset ne satisfont
pas à une certaine équation différentielle du troisième ordre;la classe
de celles qui satisfont à cette dernière équation est traitée dans le
paragraphe 4; le cas où F = (DP, (1) étant linéaire eny”etp# o, 1 , %?
rentre dans la classe générale, mais peut être aussi regardé comme
constituant une classe particulière, traitée dans le paragraphe 5, et
conduisant à un groupe différent du groupe de la classe générale et
rendant mieux compte des propriétés géométriquesde la classe parti-
tulière considérée. Comme on le verra en détail dans ce paragraphe,
la géométrie à connexion affine attachée à l’intégrale donnée est en
quelque sorte imposée par la nature des choses et la méthode appli—
quée y conduit tout naturellement (”). 

(*) E. Guru, Les sous—groupes des groupes continus (Ann. Éc. Norm., 25,
1908, Chap. I).

(') La même méthode avait déjà été appliquée à l’intégralefF_(x, y, y’)dx
dans un Mémoire de Mathematica, la, 1930. p. 1 14—136. Sur la notion des espaces
généralisés, voir mon ouvrage : La méthode du repère mobile, la théorie des
groupes et les espaces généralisés (Eæposés de Géométrie, V, Hermann, 1935).
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I. -— Généralités.

!. Donnons-nous une intégrale [F (a:, y, y’, y”) da: étendue à un
arc de courbe arbitraire, y’ et y” désignant les dérivées première-et
seconde de y par rapport à x. Nous supposons la fonction F posséder
des dérivées partielles jusqu’à un ordre convenable par rapport à ses
quatre arguments.

Si l’on effectue une transformation de contact, l’intégrale donnée se

transforme en une intégrale analogue fÎ*‘ (.Îc,ÿ,ÿ’,ÿ”) dE. Nous

allons attacher à l’intégrale donnée trois expressions de Pfafl', m, «n,,
m, jouissant de propriétés covariantes par rapport au groupe des
transformationsde contact, à savoir :

°° = F(æ,y, y’, y”)dæ+ ac(dy'—)"'dæ) + Ô(dy —y'dx),
(!) œl=l(dy -—y’dæ),

œ,=p[dy’—y”dœ+ y(dy — y’dæ)].

Dans ces expressions figurent cinq variables auxiliaires nou—

velles a, (3, 7, X, p.. Si les deux intégrales fF(x, y, y’,y”) de: et

fÎ(5,ÿ,ÿ’,ÿ") d£ sont équivalentespar rapport au groupe des trans—

formations de contact, il est clair qu’on peut trouver pour 573, ;,?,ÿ”,

a, ?, y, 1, y. des fonctions de a:, y, y’, y”, a, B, y, X, p. réalisant les
trois égalités (”= (c), œ1=œ,, &):=û),,

où les oÎ, sontconstruitesavec les variables surlignées (et la fonctionF)
de la même manière que les m; avec les variables initiales (et la fonc—
tion F). La réciproque est évidente : en effet, l’égalité

î(dÿ_ÿ'dæ)=l(dy —y’dæ)

montre qu’on passe de a:, y, y’ à Îv, }, ÿ’ par une transformation de
contact; d’autre part l’égalité

ÏL[dÿ — ÿ”dî+Ÿ(Ëy—ÿ’ dî)l= #[dy'— y”dw + y(dy —y'dw)]
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montre que si y, y’ , y” désignent une fonction de x et ses deux pre—
mières dérivées, et si la transformée de la courbe qui représente la
variation de y est la courbe qui représente la variation de ;, ;’ et?”
sont les dérivées première et seconde de cette fonction par rapport
à 5. Enfin pour ces deux courbes les deux intégrales[F(æ,y,y'y”) dx

et fÎ(:Î:, ;, ÿ’, }”)dæ sont égales.

2. Nous introduironsencore une quatrième forme œ3 qui sera pro—
visoirement une forme linéaire quelconque en dæ, dy, dy’, dy” . Nous
allons chercher à réduire le nombre des variables auxiliaire‘s intro—
duites en imposant aux formes w,— des conditions de nature invariante.
La première condition est (‘)
(a) w'.=..[w,œd (mod…)

ou, en développant les calculs,

dF
dy,[dy”dx] + a [dædy”]

+ [da(dy’—y”dw)] + 6[dwdy’]= n[(dy’— y”dæ) °°3] (modwa).

 àF ,

Le premier membredoitmanifestements’annulersi l’on fait dy=y’dæ,
dy’ =y”dx, ce qui donne
( 2) a: Æ '

dy”,
il vient ensuite

[(dy’—y”dæ) <%dæ—dæ—Çdæ—pœ,)] EO (modœ,),

ou
! ôF ôF ' , ,, ,,(3) w3_
Î'—iî_ da—y—,,

+ (W —
@) dx+ p(d_} —_y dæ)+a(dy—_y dæ)].

5. Imposons maintenant les conditions invariantes :

m', E [mm,] (modm,),(b)
 m',5 s[wœ,] (modœ,, m,); (e=i:l). 

(‘) Pour les notations et la notion de dérivation extérieure, voir E. Gunn, '

Leçon: sur les invariants intégraux (Paris, Hermann, 1922).
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,

La première relation donne immédiatement
(4) ,

)‘: l‘LF,

et la deuxième
, :_ a=F(°) F —— 3F5)—,r

. d*F . .
On prendra e=—— 1 ou & =+ 1 suivant que F d_y”5 est pos1t1f ou

. . ' , . 2F
’

. ,
négatif. Nous la15sons de côte les cas ou 6—— — 0, parce qu’alors l’inte—dy” _
grale peut par une transformation de contact se ramener à ne plus
contenir y”.

Les équations (4) et (5) déterminent } et p. au signe près.
Les variables auxiliaires «, )\ et pa sont ainsi remplacées, d’après

une loi de caractère invariant, par des fonctions déterminées de x, y,
yl’ yll.

4. La première relation (b) montre que la dérivée extérieure (n'! est
de la forme

m’,: [com] + a\[wmi] + b[oo1 cc,] + k[m1 m3],

ce qui peut s’écrire

œ'4: [(m + bas,) (“a+ etc…)] + k[‘°1°°3)-

On peut prendre les formes œ+bœ. et w,+aœ. pour nouvelles
formes (» et (u,; c’est possible en disposant des variables auxiliaires
{3 et 7. On arrive ainsi à la relation invariante

,

(°) œ}=[œœ,]+k[m…d.

Le coefficient k est un invariantdfiérentz‘el. Pour obtenir sa valeur, il
suffit dans la relation précédente de considérer les termes en [dydy” ],
ce qui donne

 
di_ } =F_ 02F
W—këafi—”äÿff

ou
à-‘*F ôF

F 5? dr”6 = _() k
d‘F dïF F

2 —€F f/._.
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Remarquons maintenant que si la forme m, est parfaitement déter-
minée, il n’en est pas encore de même des formes w, (02 et (93, car on
n’a imposé que deux conditions aux variables auxiliaires B, 7, p, a.
Posons
(7) œ=œ+uœ,, Æ,=œ,+ vco1, 53=œ3+wœî+rœ,+sœ;
pour que les relations (a) et (c)

m’ E [a), cos] (m0dœ1)!

m'.: [coco,] + k [001 ma]

soient conservées, il faut et il suffit qu’on ait
[“’2 m3] + u[‘°‘”zl: [“’z (“03 + 3œ)]i

[(m + uœ1)(œ,+ vœ1)] + k[œ1(œ3+ rœ,+ sœ)]=[œm,] + k[œ,m,,],
d’où
(8) s=—-u, v=—ku, u+kr=o.

5. La seconde relation (b) nous permet d’écrire

m'2 _=_ e[œm;,]+ a[œœ,]+ b[m2 m3] (mod (01 ),

les coefficientsa et b n’ayant pas la même signification que précédem—
ment. Le coefficient 6 est égal à I:, comme le montre la dérivation
extérieure de la relation (0),

[œ’œ,] — [moi,] + k[œ; %] —— k[œ1œ'3] + [dk (»1 m3] = 0,

où l’on ne conserve que les termes en [œw,œa]. En passant alors des (n.-

aux (a,—, on obtient

s[œœ3]+ a[œœ,] + k[m.2 003] + 9 [mm,] =e [co (&)3 + moi)]+5 [com,]+ Ir [a), (oo3 +sœ)],

d’où
(9) E=a+v+ks—sr=a+(zlÊ—e)r.

Si donc 2k“’ -— a # 0, on peuts’arrangerpour annuler le coefficienta
dans œ'2, ce qui donne la nouvelle relation invariante
(d) œ'2 E e[œœz] + k[w,œ3] (modou).

Le coefficientr, ainsi que les coefficients u, v, s des formules (7), sont
doncnuls, et la seule modificationqu’onpuissefaire subir aux formesen,—,
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de manière à respecter les relations invariantes (a), (b), (c), (d), est
donnée par '

œ=œ, m,=w,, m,=œ,, mz,=m3+ “No,.

6. On peut enfin achever la détermination des formes ca,—, sans
intervention d’aucune variable auxiliaire, en partant de la dérivée
extérieure œ’. On a, d’après (a),

m': en, ma — l[œœ,] — It [mm,] — m [m,œ;,].

On peut alors disposer de l’indéterminée w pour annuler b.
On arrive ainsi à la conclusion suivante.
THÉORÈME. — Si l’invariant [t° est di érent de 5, on eut trouver uatre

2 P 9
formes invariantes w, w., w2, ou3 satisfaisant à des relationsde la forme

w’ : [œ2œz,] —— l[mœ.,] —— m[cn1 m,],

(A) m',: [mm,] + k[œ1w:,],
ml,: s[œw;,] + li[cn2 m,] —— n[wœ,] —. p[œ,œ,] —— q [m1 m,],
w',=— r[ww,] '— s [mm,] — t [mwa] — u [mm,] — v[œ,œ,] — w[œ2œ3];

les coefieients I:, l, m, n, p, q, r, s, t, u, v, W sont les invariants dfié—
rentiels fondamentauæ. Néanmoins les formes en; ne sont pas complète-
ment dé/inies, en ce sens qu’onpeut remplacer ou, et œ.,par— w. et — (c,,
ce qui change le signe des invariants ls, l, m, p, r, s, v, W.

' r . € ‘7. Dans le cas general lc”# ;, ou nous venons de nous placer, les
formules (A) permettent d’attacherà l’intégraledonnée une géométrie
généralisée. Nous nous bornerons au cas a: I. Considérons d’abord
le cas où tous les invariants fondamentauxsont nuls : cela se produit
par exemple pour F = \/y_”, qui correspond à

(s.) = \/57” d.L‘ +
:Î’5JÏ

(d)'_ "',”d'bla

w., = ;—(d_)' — )Jdæ)a

I œ._,= _” (d)" ——_y”dæ),
2\/J’

1 ”(:): — ÿd)’ .

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. I, 1936. 7
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S’il en est ainsi, les équations (A) sont les équations de structure
d’un groupe G, à savoir celui qui laisse invariantes les quatre formes
précédentes œ,-. Un calcul immédiat donne ses équations finies

/ .}.l + (.E=aæ+b, ;=j’+cæ+d, Î= [ ”_."—
9 _) —— ;y . 

C’est le groupe d’une géométrie affine caractérisée par la propriété
d’admettre une direction invariante (celle de l’axe des y), avec inva—
riance des longueurs des vecteurs parallèles à cette direction. Dans
cette géométrie l’élément d’arc naturel d’une courbe est précisément
Jÿ”dæ; si M et M’ sont les points d’abscisses x et æ—|—dx, et si P
désigne le point où le parallèle à Oy menée par M’ coupe la tangente
en M, la quantité \/ÿ7dæ est égale .à \/2 PM’. Le rappor

!
').
 

peut être appelé la courbure de la
couçbe.Cela posé les formules (A) peuvent s’écrire dans le cas général

0)’: [es, ma] —— Q.
cn', : [mm,] —— Q,.
(02: [mm,] — Q:.
mix: '— Q,,,

où les 9,— sont des formes quadratiques extérieures en (o, (O,, w._,, (03.

Cela signifie que le plan des (a:, y) dans lequel est donnée l’intégrale[F dx peut être regardé comme un espace généralisé d’éléments de

courbe du secondordre (a:, y, y’ , y” ) fondé sur le groupe G précédem-
ment indiqué. Les formes Q,— définissent la courbure riemanniennede
cet espace, et la géométrie définie dans cet espace est intrinsèquement
liée à l’intégrale donnée.

Si les formes 9,- ne contenaientpas wa, l’espace généralisé serait un
espace d’éléments linéaires (en, y, y’). Il faut et il suffit pour cela que
les invariants I:, m, q, t, v, w soient nuls; tous les invariants autres
que s sont alors nuls. '

Nous n'examinerons pas davantage le cas général; nous allons
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passer au cas particulier intéressantoù l’invariant I:2 est une constante,

égale ou non à °—-
2

II. - Les intégrales dont l’invariant I: est constant.

8. Les fonctions F pour lesquelles l’invariant le est constant sont
données par l’équation différentielle du troisième ordre (6). On peut
intégrer directement cette équation dont la solution générale est
(mo) F= (Ay”+ B)" «Cy”+ D)‘—f',

où A, B, C, D sont des fonctions arbitraires de w, y, y’, et où p
désigne l’une des racines de l’équation_
(u) (4+À'28)11(1—1))=1;

il y a exception pour s =— [, [c‘-’: 4; dans ce cas la solution générale
est

Ay”+ll
(12) F: (C)”; + D) e“-“"+”,

A, B, C, D étant des fonctions arbitraires de w, y, y’.
On peut, par une transformation de contact, réduire les courbes

intégrales de l’équation différentielleCy” + D = 0 aux pointsdu plan;
la fonction F prend alors la forme plus simple
(m’) F: (AJ-”+ B)”,

_(1 l ,
) l:: eÂ_\'"—f—li.

Mais il faut remarquer que, dans le domaine réel, la forme (10)
n’existe que si l’équation ([ I) a ses racines réelles, ce qui exige soit
e=1, soite=—1, [c‘-24.

9. On peut retrouver directement les formes réduites (m’) et (1 1’)
sans avoir à intégrer l’équation (6). Cherchons en effet si l’on peut
trouver une famille à deux paramètres de courbes, liée d’une manière
invariante à l’intégrale donnée. Elle sera constituée par les courbes
intégrales d’un système différentiel de la forme
(12) @+ Mm,.—.:o, m,=o,



52 ÉLIE CARTAN.

où M sera un invariant différentiel. Prenons pour M une constante
absolue. En tenant compte des relations invariantes (a) et (d), la
condition pour que le système (12) soit complètement intégrable est

œ’+ Mmî,= o (modm,, m + Mai,),
011 encore '

Mgœ+(1+M/:)œ,=o (modœ+Mœ,),
d’où enfin

sM’— /:M — 1=0.

Si l’invariant Ir est une constante, cette équation du second degré
en M admet deux racines qui sont réelles sik”+ 4520. En réduisant
alors aux points du plan, par une transformation de contact, les
courbes intégrales du système (la), on voit que ou + Mm2 doit être
linéaire en da: et dy, et par suite, en annulant le coefficient de dy’ , on
a, d’après (1), (2) et (3),

dF d’F.
d-—)'”

”'l' M\/_ ÊF
—dvy”2

——07

la solution générale de cette équation, si M‘*’e # — 1, est

F: (A)/”+ B)”'E+';

elle est bien de la forme (m’).
Remarquons enfin que le cas singulier k’=+ âcorrespond aux -

‘_
3

la fonction F à la forme i/Ay”+ B.

2 -
_ ‘ .valeurs et 5 de p, ce qui ramene, par une transformationde contact,

10. Nous allons, dans ce qui suit, traiter directement le cas [:
constant; néanmoins nous nous bornerons à la forme (1 o’) de F, avec
l’exposantp réel. Le résultat essentiel est qu’on peut attacher à l’inté—
grale donnée une géométrie de caractère affine, l’espace étant un
espace d’éléments linéaires (a:, y, y’), au lieu d’être, comme dans le cas
général, un espace d’éléments de courbes du second ordre. Ce résultat
s’étend du reste à tous les cas où l’invariant lc est constant; mais le
caractère affine de la géométrie disparaît si [:“—*= 4, e = — 1. Aj0utons
que le groupe de la géométrie n’est plus, sauf si k=o, le groupe
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indiqué dans le cas général où I:2 est une fonction, constante ou—n0n,

différente de £
-

III. — La. géométrie de l’intégrale (A)/”+ B)P dx. -

l l . Nous supposeronsd’abord I.:2# â» c’est—à—dire11 différent de %, ;
(et aussi de o, 1). Nous poserons, en changeant les notations,

(y” + G)”
(13) F:

H3fl—l A=llu",
//'

. . _v + G , .en indiquant par u le rapport —Î, et nous procederonsdirectement
à la recherche des formes invariantes.

Introduisons les trois formes

“m,:
llu/‘[dæ+«(dy —J"dÆl],
[ _,

, m._.= —- u-l'—' (dj —- )" dx),
— [(Il!)

( 633: li! al'—' [dy’+ GdJ: + Ç(d_y — y'dæ)],
\

avec deux variables auxiliaires a et 3. La forme 55. n’est autre que la
forme invariante œ+ Mug; la forme 132 est, à un facteur constant
près, la forme co.; enfin la forme 53—13. n’est autre, à un facteur
constant près, que la forme wa.

Nous allons d’abord introduire une forme invariante m,, par la con-
dition *

(a:) m', _=_p[wiw.] (modm,);

on trouve
du [ dll et , “

'

,(15) m‘:—Î—;Î+Fdi'+ydx+o(dy—ydx),
avec deux variables auxiliaires nouvelles «;, 3. On peut ensuite satis-
faire à la relation
(5) wii: (2!) _ ') [Üzmtl + [51653],
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a=dlogH,
(16) dy’

__ . _
()logll 1-— 311 dlogll ,dlogH@_(zlJ—1)/+G ())/, +

P (dac +) ?)
Exprimons ensuite la relation invariante (7) . m'sE (P —1)|_wfiw.J (m0dwz)-

On trouve
fi=(1—1))7

+37?
—— 2Gid

103%“
+ 3Pp—

[
(dlâîu + )"d—lâî—H>y

d’où B et Y par les relations
() log” '

, ()G
_ .

(3p—2)B_(zIJ—l)ôÿ —1—(1—3p)G à)"
u  ‘ dlogll ',ôlogll

+(5p«—1)<0x +)
de" );

0G . 010 H
(31)“2)7=W—5GÛ—Î'

231)——1 dlogll
J,ôlogll)1) 0.1:

+)
()ü1'

'

(17)  +
Enfin la relation invariante

(â) w',=l)[w1wi] ”' h[Œ1573]3

donne
…_ _

1 : do: 1 du _,âoz(‘8’ °_“/_EG<“ +«î7>+fi(zü+v‘ âî->'

{

On voit que les coefficients «, @, y, 3 ne dépendent que de x, y, y';
d’autre part ils ne font intervenir que les dérivées partielles des

deux premiers ordres de la fonction H et la dérivée
”3%“

On aurait pu substituer à la relation invariante (8) la relation
1325 o (mod 132), qui aurait conduit à

3—fi_l Êî‘- ,,ôoc .
_dJ" 1)<dw+) 5} ’
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mais alors 8 aurait fait intervenir des dérivées partielles du second
ordre de la fonction G.

La forme a: ne fait intervenir que les difl'érentielles dæ, dy, dy’
et l’on vérifie facilement qu’il en est de même de l’expression
arf, -— (p— 1)[m;m.]. On peut donc écrire

m.: ;) [mm.] — h[m.ma,],

(B) m',=[m,m]+ (ap —1)[mm,],
m',,=(p — 1) [mm.] —— ! [mm,] — m[m,m],
m',= — 11 [mm,] — q[m,m,] — r [mm—_].

Les coefficients h, !, m, n, q, r sont des invariants différentiels, fonc-
tions déterminéesde a:, y, y', y”.

-l2. Des formules (B) nous allons déduire une géométrie affine
attachée intrinsèquement à l’intégrale donnée. Remarquons d’abord
que si G = 0, H =:1, les coefficients «, @, y, 8 sont tous nuls ainsi que
les invariants h, !, m, n, q, r, et l’on a

dum,: u" dx, m, = u””-' (dy -- )"dæ), Œ;,= al‘—1d)" , un: —
—u—-

Les formules (B), qui ne contiennent plus alors que des coefficients
constants, sont les équations de structure du groupe G à quatre para—
mètres qui laisse invariantes les quatre formes ex,-, groupe dont les
équations sont

52 : al' .L' + (', ;: a”*"y -1—
[):/D + il,

(‘9l — =al ! ,+ b — u
.-I‘ I—

"'n.
__ Il : __ .‘ al‘, a

C’est un groupe linéaire caractérisé par la double propriété que la
direction de l’axe des y est stable (invariante par les transformations
du groupe), et que dans un parallélogramme dont l’un des côtés est
parallèle à l’axe des y, le rapport de la puissance (3p— I)…” de la
longueur de ce côté à la puissance (2p — I)”…lc de l’aire est un inva-
riant. L’élément d’arc naturel MM’ d’une courbe, à savoir

ds =y”Pdx,

est précisément, au facteur 2" près, la valeur de cet invariantpour le
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parallélogramme MPM’ Q dont M et M’ sont deux sommets opposés,
le point P étant l’intersection de la tangente en M avec la parallèle à
l’axe desy menés par M’

(aie d‘y — af)“ d’ xV'ds:
dæll/I—l

Les calculs précéde-nts montrent du reste que le groupe (19) est le
plus grand groupe de transformations de contact laissant invariante
l’intégrale fy”"dx.

15. Revenons au cas général. Les formules (B), qui peuvent
s’écrire

m', =p[m,w.] —— Ill,
(B')

'

:_l=
[67153] + ("‘I' _ Û lw'zwbl _ “:s

m'a: (P _ ‘) [573555] '— “:n
a

I
m!» _ HH

où les IL(IÏ2= 0) sont des formes quadratiques en ca,, 552, w,,, c’est-à—
dire en das, dy, dy’, sont les équationsde structured’un espaced‘éléments
linéaires généralisé fondé sur le groupe (19). Si un tel espace est rap-
porté à un système quelconque de coordonnéesx, y et si l’on attache
à chaque point (x, y) le repère carte'sien naturel par rapport auquel
les coordonnéesdu point (a: + de:, y + dy) sont dxet dy, la connexion
affine de l’espace est définie par quatre formes difl‘érentielles

m{ E Î{, d.)? + I‘{2 dy + Cé dy’,

qui servent à définir la dfiérentielle covariante d’un vecteurde compo-
santes contrevariantesX, Y, et doué d’un élémentd’appui(x,y,y’)(') :

DX:dX+œ} X + œ; Y,(2°)
DY=dY+ofiX—|—œäY.

Les coefficients I‘,’, et C{ sont des fonctions de a:, y, y’.
Dans les formules (B), tout se passe comme si l’on avait attaché à 

(1) Cf. l’ouvrage déjà cité : Les Espaces de Finsler (Exposés de Géométrie, Il,
Hermann, 1934).



LA GÉOMÈTRIE n’on: INTÉGRALE. 37
'+ +

chaque pomt M un repère cartésmn (e., e,) avec les formules (')
+ +dM= unel + me,,

+ + +(il!) Deî=P5381 + 5382,
+ +

\ De,= (ap — |)w‘ez.
+ .La direction stable est celle du vecteur e, qu’on obt1ent en donnant

à das, dy des valeurs qui annulent w. .

14. Avant de calculer les quantités I‘fj et C{ , nous allons changer
un peu de notations et introduire des coordonnéeshomogènes a:, y à

la place de y’= 1. Nous poseronsx

(22) {Ê(x,y; ic, ê)=%ziû(æ’y;y,)a
ll(æ’ ).; æ7 y)=æ ll(æ, ),;J'l).

Les formes (Î et ÎÎ sont donc homogènes par rapport à à:, _ÿ, la
première du troisième degré, la seconde du premier degré. Les for-
mules (14) et (16) donnent

diî afiw1_ (U (î£ dæ+ äÿdj),
Ædy—_ÿdæ_

ÎÎ ’
(23)

E': =_u2p—l

nous écrirons, avec un petit changement de notations,
(24) œ{=l‘{, dæ+l‘{._,dy+Cç(àdÿ—ÿdi),

les C! étant homogèneset de degré — 2 en ai, ÿ. 
(') Dans le cas examiné au n° 12 où G = 0, H = 1, ces formules sont faciles à

vérifier : le vecteur :, est celui dont les composantes (x,_}') ou (du, dy) rendent
la forme ml égale à 1 et la forme a, égale à zéro; le vecteur e: est celui dont les

composantes donnent à ces formes les valeurs zéro et l. Le symbole DË, désigne
. | . . . +alors la dufi'erent1elle ordinaire de el.

Journ. de Math., tome XV. — Faso. 1, 1936. 8



58 ÉLIE CARTAN.
.}

Par rapport au repère naturel, les vecteurs e, (w,=1, mg=o)
_>

,

et e,(œ. = o, m, = 1), ont pour composantes
“* (L‘" . u-I'—.Z‘ -=—, 11 u(20)

Rappelons enfin que la différentielle logarithmique de l’aire du
parallélogramme construit sur les vecteurs unités du repère naturel
est ou: + (03.

15. Cela posé, nous allons calculer les formes (vif par une suite de
caractérisations géométriques.

En premier heu, le nombre qui mesure, par rapport au repere
+ —>

naturel, l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs e., e2 est
égal à u'““". La variation élémentaire relative de la mesure absolue de
cette aire est, d’après (21), (3p —1)w,, d’où

(3p —— 1)m,=(1— 31))% + m‘, + (.)â.

…)

D’autre part la variation élémentaire relative du vecteur e, est,
d’après (21),

2 — 1 _,

—p_——i (m} + 0); ).l) _ )du+<zp— m……2pÎ 3,,

On a donc, d’après les formules (zo) appliquées aux compo-
.)

santes (25) du vecteur eg,

()ll’ ()lfl ()H
:.- l—‘.‘ ; __ 1—2 : ! 1—2 ,

_ .|)d(lt ,
dÿ) ” là)" &), + ” la c' r’- d 2 _ -)

____un_ep[(l_zp)—Ë + 3£_ ;
(«»: +œ;)] W,

dH dll dll1—2 I__. _ 1—2]; 2 1—2/) 2d(lt la,.) n —dyw,+u —d.w._,

du 2p—1=+ (t‘—!” [(I— ap)Î + 3p—l (œ: +wâl]—
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En simplifiant, il vient

IdÆ+—-(I_zp)œl+PœäÆ—œîfi=o,
(I)“ 0.1: 3p — [ d.c_ dy

àlÎ |dÎÎ' pm}+(t—2p)œâfi_dd—y_°’2äî+__—3p—n ay—°- — _,

16. La torsion de l’espace est définie par le vecteur
-> —> +

Hier—l‘“ “ze:= niet;
ce vecteur est porté sur l’élément d’appui (ab, _ÿ). Par rapport au
repère naturel ce vecteur a pour composantes [dæw}]+[dyw3] et
[dxœî]+ [dyœâ]. On a donc

[dæw1]
-*_—

[dywäl : [dæœî] + ldywâl_
$ )"

On en déduit en particulier
g _ Cï C; cg
.5c "‘3>" ?

D’autre part la forme Il, est égale à h[tï;2 133]; elle s’annule donc
quand on fait “%”: “% d’où «ac: +yc; =a‘cCî+ÿCî=o. on a

ar suite ‘
…

P
C‘;‘ c 202C: =——=7..—sy—_y=—æ= .ty

IJ—  
Pour avoir la valeur de l, tenons compte des équations (I) en

remarquant que la fonction ÎÎ étant homogène et du premier degré
en ab, y, on peut poser   

 
d=l o=fi a—' |
d.L‘ du? dy dy” -—.—

* — . . —- = l\.
.

)" —— …cy .ü
On en dédu1t
(Il) .C—Ë=Ë=(Ëë=EË=£.

— w)" —f’ —c’ »'èÿ H

On aurait pu retrouver le même résultat en exprimantque la diffé-
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rentielle covarianted’un vecteur de composantescontrevariantesfixes,
lorsque son origine reste fixe et que son élément d’appui tourne infi-
niment peu autour de cette origine, est parallèle à l’élément d’appui
et s’annule quand le vecteur & la même direction que son élément
d’appui.

17. La condition pour que l’élément d’appui se déplace parallèle-
ment à lui-même est

.t(dy + $œï+ywä) —jf(di: + .tœ: +_ÿw.}):o;
en vertu des valeurs (11) des C{ , cette condition est de la forme
(26) ;èdÿ—ÿd£+Ldx+MtÙ'=o,
en posant

L =i:"l‘î,+iÿ(l‘â, ”ril)_)flr‘in
(27)

{ M : Ïzl‘i2 + àÿ(râa“ riz) _.ÿ2Pi2'
+ >

D’autre part cette condition exprime que De, est proportionnelàe, ,

ce qui donne, d’après (21), un = 0. Cette équation ma: 0 n’est donc
autre que l’équation (26).

Cela posé, si l’on se déplace le long d’une courbe en prenant en
chaque point l’élément (à:, y) tangent à la courbe, l’équation ax; = 0
se réduit, d’après (14 ), à y”+ G = 0, c’est-à—dire

.icd_ÿ —_ÿd{fc+â(æ, y; .fr, y) =().

On a donc, en vertu de l’équation (26),
(28) Li:+My:Ë,
ou encore, d’après ( 27),
(III) 'Ïzlri|+ f‘_ÿ(l‘Ï,+l‘ä,—ri |) + ‘ilÿ2(rä2 "‘ ri2 " Pin) —ÿ“l‘._‘,2=—G.

18. Revenons àla torsion H. :, . Comme Il. s’annule avec tu,, il en
résulte que le vecteur de torsion associé à un parallélogramme infini-
tésimal construit sur deux côtés le long desquels le vecteur d‘appui se

déplaceparallèlement à lui—même, est nul. Si l’on pose

(of: C{(â:dÿ—_ÿdà + Ldæ+ M dy) + I‘{î dæ+ l‘{; d)’,
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cela signifie que les coefficients I‘{,: sont symétriques par. rapport}
leurs indices inférieurs. On a donc '

»

rt…- rg,: MC‘, _ LCE_.,

d’où, en tenant compte de (II) et (28 ),

m— ra.=— % Gau,

(IV) __

1‘2 — r2 =- —Ë— ”®.4 2 24 H

19. — La déterminationdes coefficients I‘f, peut s’achever par les
considérations suivantes. Considérons un champ de vecteurs donnés,
en chaque point, par leurs composantes contrevariantes X, Y, et
déplaçons l’origine du point (a:,y) au point infiniment voisin (cc + dx,
y + dy). La différentiellecovariante des vecteurs, si l’on suppose que
l’élément d’appui (à:, _ÿ) choisi au point (a:, y) se déplace parallèle—
ment à lui-même, a pour composantes

DX=dX+xm; dæ+ P13dy)+ Y(1‘31dæ+rg; dy),
DY=dY + X(I‘ïî dæ+ r;—';, dy) + Y(_1‘f—3ç dx + rg; dy).

Changeons infiniment peu l’élément d'appui initial (à, y) en
(al—+ 3.23, ÿ+ Êy). Posons

5PË'=Yä(—* 3)" -— )" 533);
on aura

8DX= [XiTi | "‘” + Ti2 dy) + Y(Y‘il dx + Tite dÏ)l (-” ôf' _ ÿôäc),
6 DY = [XkY‘fl dæ + YÎ—.» d.") +'Y(Yîa dx + YâaidJ’)l (i“ 3)" —— ÿ 3—73”)-

On obtient ainsi la variation élémentairedu vecteur (X, Y)'dans le
déplacement associé à un parallélogramme infinitésimai construit,
dans la variété à trois dimensions des éléments linéaires, sur les deux
côtés

dx. (ly, (li-, dy (avec &" djf —— jf d.i' + L dæ + M dy: o),
o, o, 6.L", d_ÿ.

Cette variation est d’autre part définie par les deux formes II: et II.,
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d'après les formules (‘)

—>
' -> « —>

8 De, =pll,_e,+ II_,e,,
-> ->

. ôDe,=(2p—1)fl,e,.
101 on a

' mg,(d)=o, m,(ô)=w,(ô)=o,
d’où en particulier IL: m m,(d) Œ;:(Ô).

Si donc on assujettit dæ et dy à la relation mg(d)= 0, c’est—à—diresi
, dx dy “* . . . , ,l on prend -; =

-)—,-1
le vecteur e, restera parallele a lut—meme et l on

aura pour ce vecteur
XâDY- Y6DX=o.

+ I o ' . .Comme les composantes X, Y de e2 sont proport1onnellesàæ,y, ams1
que dæ et dy, il en résulte la relation
(29) ”"'—'Y‘i1 + i'2uÿ(Yi2+ 731 "‘ ‘.": il + 'i'j'2Wg—a'“ l'i2 _ l-i1l _ ’l22=0

Or la relation (111), comme on le voit facilement, ainsi du reste que
les relations (27), reste valable si l’on remplace les I".‘j par les I‘f;
Cettenouvelle relation (Ill), différentiée par rapport à a':,y, donne, en
tenant compte de (29),

'

3æ:r::+my:l‘::+l‘f—::——P::>+yfi<Pâ:—H:—I‘::>="°
(So)

' t ‘)‘k ‘ * * * * dGæ-:(rï2+rg,—1:,1+…;»(1‘? _1‘;_r',)—3wr…_dy
Ces formules sont encore valables si l’on remplace les F:", par les l‘,’.‘j
On a donc finalement les deux relations

3»: I‘%4+ 2âry‘Œî,+P._. — I‘:.:+y (raq—r:,—r:.)=ô—Î’
(V)

àGÉ’(PÎ2+I‘â4—Pj,)+2i‘_}"(I‘â._,—— l‘ig— I‘Â.)—3_ÿ2I"2 =d—y- 
( ) Rappelons que les f01mules (21), où l’on remplace les formes m,- pa1 les

formes ll, co1respondantes, définissent le déplacement associé à un cycle infini-
tésimal. ‘
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Ces deux équations entraînent du reste l’équation (III).

20. CONCLUSION. — Les composantes C{ de la connectionaffine sont
donnéespar les relations (Il), les composantesF:“, par les relations (IV),
(V) et (l’ ) : àgÎÏ (l—2plr:,+[)rä, dE

Im
ÛH didæ+ 3p—1 lîZ_ "d—y=0’

d’ÎÏ u—2p')l‘}._,+pl‘â._,dfi_ ,_, _dlÏ_
(I’) dj,—dur + 3p — ! cÎÏ I‘… dy _0’

021—1—
1 d_ïi_—+ Pri4 +(1_2p)râl dE_Oôÿàæ_ “d£" 3p—l dÿ_ ’

.

d’ÏÎ | ()__’_i + Pri2+(1 _2Plr32 ÊE_O' ôj'()_i'
_

"“à-L" 3p—r d£)”
— '

Enfin la condition de transport parallèle de l’élément linéaire (à:, y)
est donnéepar (26), avec les valeurs (27) de L et M.

On peut vérifier que le déterminant des coefficients des incon-
nues I‘f‘, dans les huit équations (IV), (V), (I’) est différent de zéro si
p;.£o, 1, 2/3.

21. Un cas particulier simple est celui où la fonction Ü est indé-
pendante de x et dey et où la fonction ë est nulle. Les coefficients F:",

sont alors tous nuls. Ce cas se présente pour l’intégrale f-ËÊ, dans
' : o . [laquelle ds est l’element d’arc ord1na1re d’une courbe,

—0—

sa courbure;
on a alors, en coordonnées rectangulaires, 

fi=\/.i'!—i—ÿ2.
.;

Le vecteur e2 1ntr1nsèquementattaché à l’élément (à:, j) est perpen-
diculaire à cet élément, au sens ordinaire du mot.

22. On aura un espace ponctuel à connexion affine si les Cf sont
nuls, ce qui signifie que la fonction fi est linéaire en à:, y, et si les F:}
sont des fonctions des seules variables x,y. Les équations (I') et (IV)
ont d’elles-mêmes pour coefficients des fonctions de (a:, y), mais il
n’en est pas de même des équations (V), qui doivent rester exactes
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quand on les difiérentie deux fois par rapport aux variables à:, y. La
fonction Ü doit être alors un polynome entier du troisième degré en
En, y; de plus les formules (V) dilÏérentiéesdonnent quatreéquations,
c’est-à-dire deux de trop, pour les I‘Ïj. Il y a donc des conditions
supplémentaires de compatibilité. Si l’on revient aux formules (B),
les conditions pour que l’espace soit ponctuelsont h = m = q = r= 0;
elles se réduisent à trois, parce que l’équation h= o entraîne d’elle-
même r= 0.

IV. — La géométrie de l’intégralefÏ/g(fl+G) dx.

25. On pourrait essayer d’appliquer à l’intégrale donnée la même
méthode que dans le paragraphe précédent. Le cas où l’exposant p

' l \ 2 ‘ 1 .
sera1t egal a ë se ramene du reste au cas p =

3 par la transformatmn
de contact de Legendre; nous le laisserons de côté.

Nous allons pour abréger employer ici une méthode axiomatique,
fondée du reste sur les calculs auxquels conduirait la première
méthode. En employant tout de suite une notation homogène, nous
partirons de l’élément différentiel :: _
(31) da:“ê(æ, _)'; d£, ((i')[dædî}'—- cl_yd'—’æ+ G(æ, _y; d£, dy)],

êétant homogène de degré zéro et € homogène de degré trois en dx,
dy.

Nous partirons de la remarque que y”%dx= Ï/dæa‘”y -— dyd’æ
représente l’élément d’arc naturel en géométrie affine unimodulaire,
æety étant des coordonnées cartésiennes. Nous allonspar des axiomes
de nature intrinsèque, attacher à l’élément (31) un espace d’éléments
linéaires à connexion affine unimodulaire, c’est—à—dire admettant une
mesure absolue de l’aire du parallélogramme construit sur deux vec-
teurs ayant même élément d’appui.

24. Voici quels sont les axiomes d'où nous partirons :

Amour. A. — Un vecteur de composantes contrevariantes données
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conserve sa direction quand on fait tourner infinimentpeu son élément
d’appui autour de son origine laisséefixe.

'

Cela veut dire que la difi‘érentielle covariante du vecteur (X, Y)
donné, dans les conditions indiquées, a ses composantesproportion—-
nelles à X, Y. Or cette différentielle a pour composantes

(XC: + YC;) (d'djf —_ÿdà),
(XCÏ+ YC;) (a,—dy _ydæ).

On adonc
(I) C:=Cg, CÏ=O, C;=o.

Amon B. — L'élément d’arc naturel d’une courbe, considérée comme
le lieu de ses éléments linéaires tangents, est l'expression donnée de: {1}… y; dæ, dy) [dæ d2y _ dy aux + ë(æ, y; dæ, ap].

_

Or l’élément d’arc naturel, en géométrie affine unimodulaire, est
l’aire du parallélogramme construit sur le vecteur (dx, dy) et sur la
difl‘érentiellecovariante de ce vecteur, dont les composantes sont

d*x + dxœ} + dyœâ,
d’y + dxœï+ dycoâ.

Le déterminantformé avec ces quatre composantesest

dx d'{y — dy dix + dæ‘-’œî+ dx dy(œä — col) —- dy*œ3

et, d’après (1), tu?, œâ — w} et wé ne dépendentque de da: et dy.
De là, il résulte :

1° Que l’aire du parallélogramme construit sur deux vecteurs
contrevariants (X, Y) et (X’, Y’) et admettant l’élément d’appui
(al‘, y) est

é'(‘ra J’; “i", y) (XYI_ YX/)i
2° Que l’on &

dx‘*œî + dx dy(œâ —- col) —— dy%fl_,=ë (æ,y; da), dy).

La première condition entraîne

du0_ | 2.—_ _œ,+œ2,
:?

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. 1, 1936. 9
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ag . a}

 
d‘où, d'après (I), en posant Æ =— yy,

@
= ycb, on tire

(I') c:=cg= l_, ca=c;—_—o
25“

et
ôlogfê 010 3(Il) Î=r:.+rg,, àygv =r;2+rg,.

La deuxième condition entraîne
(HI) .i:-‘I‘Ï4 + .i"_ÿ(l‘Ï2+ râl “" Pi 4) +-'Ï.Ÿ2(I‘ä2 _ ri2'“ PÎ_,,) '“ _ÿ”f.‘_,2=

_

Amour: C. — La torsion attachée à un parallélogramme infinitésimal
construitsur deuæ côtés le long desquels l’élément d’appui reste parallèle
à lui—même est nulle. '

L’élément d’appui (a:, ÿ) reste parallèle à lui—même si l’on &

.z“(djf + .z“œï +ÿœâ) —— ÿ(dst‘+ 35m} +ÿœâ): o,

relation de la forme
ædy—ydæ+Ldæ+Mdy=o

avec
L =È2PÎI +æÿ(râi _ril)—Ï'2rin
M:ætI‘i2+ .i‘ÿ(l‘â2" rie) "')”ri2-

Si la relation précédente est vérifiée, on a

œ{= l‘{,'_dæ+ l‘{2 dy — C{(L dæ + M dy) ;

nous pOSCI‘ODS
_ .I‘ll: I‘{, _ CiL’

r{;=rg2_ cçm.

L’axiome énoncé revient à affirmer la symétrie des coefficients I‘:}‘
par rapport aux deux indices inférieurs
(IV) r:,fi— r;—g*: 0.

On remarquera que la relation (Ill) reste vraie si l’on remplace les [‘S-
par l";‘;.

AXIOME D. La difl”érentielle covariante d’un vecteur de composantes



LA GÉOMÉTRIE D’UNE INTÉGRALE. '

67
contrevariantes données, lorsque son origine (w,y) subit un déplacement
infiniment petit (dac, dy) et que l’élément d’appui se déplace parallè—
lement à lui—méme, reste constante si l’on fait tourner infiniment peu
l’élément d‘appui, le déplacement (dx, dy) se faisant dans la direction
de cet élémentd’appui.

Les composantes de la différentiellecoveriante considérée sont
dX+X(I‘Hdæ+l“,; dy) +Y(I‘âî dx+l‘;; dy),
dY +X(I‘Îî dæ+l’î; dy)+Y(l‘âîdæ+l‘â; dy);

leurs variations infinitésimales lorsque &: et y subissent les variations
3.13, 8_ÿ, sont

[X(Yl4 dx+YladJ') +Y<Y;, dx+vhdy>1(c@ôÿ—ÿôæbt
[X(Yi4 dæ+Ti2 dy) + Y<Yâ4 dæ+Yâ2 dy)](Æâÿ—ÿôæ),

où l’on a posé
arf; arg-*

_ dac. : d__}/ 273— .Z‘
 

L’énoncé de l’axiome se traduit par les relations
Tl.cè+‘rhÿ=o, Yâ4È+Yâaÿ=°,
Yîlâ’+Yï2ÿ=ot Tâtâ’+Yâ2ÿ=o'

. En tenant compte de la symétrie des YÎj par rapport aux indices
inférieurs, on en déduit

« _ -z t _. | _ -Yu-“Ya Y42—_a*LÏ’ Y22—“æ2,
Yît=fiÿ2a Yî2=_ Ô-’£)’, Yâ2=fiæz

Amour. E. La variation de la différentielle c'ovariante d’un vecteur
de composantes contrevariantes données dont l’origine subit un dépla—
cement infiniment petit (dx, dy) et dont 'élément d’appui se déplace
parallèlement à lui—même, estparallèle à l’élémentd ’appui lorsqu’onfait
tourner infinimentpeu cet élémentd’appui.

L’énoncé se traduit par les relations

“Iii—fil“.a'v“y‘
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Combinées avec les précédentes elles donnent
(V) Yi2=Piär _Yi2=Tâ2=Pæzÿa Yit=_Yî2=Piiÿzî "l'i4=PÎ3-

Tirons les conséquences de ces deux derniers axiomes. On a,
d’après (III) et (IV ),

ë= É3Ï'ÎÎ+ i”ÿ(2rîâ— 1‘1î>+ iÿ’fl‘äâ — 2Flâ) —- )""flâ-

Les relations (V) entraînent

fifi. + Æ’ÿ(2T%-TL) + aéy"(vë—27h) — ÿ“ïâa=o;
d’où

dG .: ,2, . ., ,.), “ -.
1124: lui:ÎJî‘=3æ 14,+2æy(2112—r44)+y‘(22—2 42),

3—î'=$’(2Îîâ—— m > + myd‘ââ— mg,) — 3y‘21‘;;.

Les relations (V) donnent de nouveau

3È2YÏ4 + 2Îÿ(ZYÎ2'— Yi4)+ÿ’(Yä2—2Ti2) =07
'Ï=(2Ïi2_ Yi4)+ 2Éÿ(Yä2_ 2Yi2) "' 3)”Y‘ia=°; d’où

à=G ‘ * ' * *dj,: =6ærï4+zy(2rîfl_ril)s
ôzG ' * * ' *

.

*

_Û-i‘âÿ
=2æ(2l‘h— ri4 ) + 2)'(râ2 "‘ 2ri2)v

ô’G . , . . *

6—9}!
=2J(I‘â2'— 2r:2)—6yrâ2.

Enfin les relations (V) donnent

6È'Yi4 + 2ÿ(2TÏ2_ Yi 4) = 07

2$(2YÎ2—Ylql+2ÿ(Yîa—-2Yla)=0,
2É(Yâa—ZÏi2)—' 6.ŸYia=oi

d’où
d“G3; 61‘21,

03G ( °)t .*m: ql‘;2—2I‘:,,
(VI)

à°’G ,_ *_— = 21‘2 _— 41‘4
d.SÉ‘Ô_}”

22 42’

d"G : _ 61‘;;.
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Réciproquement ces quatre équations entraînent (III) et (V).
On vérifie facilement qu’elles peuvent encore s’écrire

d"G ,,Ü ôrÎli
d’G .,

d—:Ëêô_ÿ=
2(r%2+rël_ril)t

VI'( ) { 03G ? l 1W: 2(r22_r12—r21)1

ô“G
äy—_—5

=—6Pâg.
 

CONCLUSION. — Les axiomes A, B, C, D, E déterminent d’une manière
univoque la connexionafine de l’espace. Les coefficients C{ sont donnés
par les équations (I’) Les coeficients I‘?) sont donnés par les deux
équations (Il), les quatre équations (VI’ ) et les deux équations

r:2—r;.= l_[æ*r%2+ æy<1‘ä2—r:a> —y=r;a,
(N’) ’:ra—râ,=—

Êtâfil‘î.
+æ'y<l‘â. —P:.> —y=ra.1;

ces huit équations sont toujours compatibles.
La condition de transportparallèle de l’élément linéaire (x, y; x, _ÿ)

est xdÿ—ÿdx+Ldx+Mdy=o
avec

L : È’PÏ, + 'Çbj/(I‘âl ’“ ri4 ) ”“.Ï’2rin
M= Î2PÏ2+ '”Ï(râ2_ Pi2) “YZF—ie-

Si êne dépend que de x, y, les coefficients F:} sont symétriques
par rapport aux indices inférieurs, les Cf sont tous nuls; de plus on a

L—‘àGM—IÛGL" t tl” t @ t 1__ ?, Ü, _ ?, @. espace es ponc ue 51 en ou re es unpo y—

nome homogène du troisième degré en x, y.
On pourrait indiquer sans difficulté la courbure affine le d’une

courbe dans la géométrie obtenue. Il suffirait d’utiliser les formules
de Frenet

.): kT.
—> —>=T, =N,

a—|% %l
Èv

%
———‘OÔ——


