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CONVERGENCE DE CERTAINES SUITES DE POLYNOMES. 345

Sur la convergence de certaines suites de polynomes ;

Par Seree BERNSTEIN.

1. 1l est connu que f(x) étant une fonction continue quelconque
dans l'intervalle O 1, les polynomes

(1) B.[f(2)] :Ef(%) Cram(1— x)—m,

n!

ou C)'= —>» convergent uniformément vers la fonction f(x)
" m)!

m!(n-—
sur tout le segment O 1.

La rapidité de convergence de ces polynomes sur O 1 ne dépend que
relativement peu de la nature de la fonction f(x), puisqu’on a

lim By f()] - [(2) | =5 2(1 — @) (=)
en tout point x du segment, ou la dérivée seconde est finie et con-
tinue ('). Il est d’autant plus remarquable que, comme I’a montré
M. Kantorowitsch (*), la suite des polynomes B,.[ f(x)] converge
uniformément vers la fonction f(x), lorsque celle-ci est analytique,
au moins dans la méme région complexe, ou a lieu la convergence du

() E. Vonronovsgaya, Détermination de la forme asymptotique de 'approzx:-
mation des fonctions par les polynomes de S. Bernstein (Comptes rendus de
U’Acad. des Sc. de 'U.R. S. S., 1932); S. Beanstein, Complément a l'article
de E. Voronovskaya (1bid.).

(*) J. Kantorowirscn, Sur la convergence de la suite des polynomes de
S. Bernstein d lextérieur de lintervalle fondamental (en russe) (Bull. de
U'Acad. des Sc. de U'U. R. S. §., 1931, p. 1103-1115).
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développement de f() en série de polynomes de Tchebycheff, c’est-
a-dire 4 l'intérieur de D'ellipse de régularité E de la fonction f(x),
ayant pour foyers les points O et 1. Pour arriver & ce résultat
M. Kantorowitsch utilise, d’une part, le développement mentionné de
f(x) en série de polynomes de Tchebycheff, et remarque, d’autre
part, que d’aprés un théoréme classique, la convergence des poly-
nomes B, [ f(x)] vers f(«) est assurée dans tout domaine D (compre-
nant une partie finie du segment O1), o les polynomes B, [ f(x)]sont
bornés. Il indique lui-méme, d’ailleurs, des exemples o1 le domaine D
est encore plus étendu que Uellipse E.

Je me propose de compléter ici sur certains points 1’étude du
domaine D, en utilisant la représentation de B,[ fx)] par des séries
de puissances ('). Cela nous aménera ensuite 4 envisager des poly-
nomes tels que

Anlf(@)])=f(0) + 2f (0) +...
+ 2”—?(1—% (;-’%-‘) FE(0)+. ..+ %f‘"’(o)
qui permettent de faire le prolongement analytique d’une fonction f(x)

donnée par son développement de Taylor au deld de son cercle de conver-
gence en tous les points réguliers de sa circonférence.

2. Démontrons en premier lieu le théoréme suivant :
TukoreME A, — St la fonc;tz'on
flz)=a,+a,(x—c)+...+ar(x—c)+...
admet en un point ¢ du segment O1 un cercle de convergence C de

rayon R contenant le segment O1 et si 2 |ax| R*<M, on a aussi sur C
[

(') Ma Note des Comptes rendus : Sur le domaine de convergence des poly-
nomes B, f(z) = E cm (%) Zm(1 — )™, ou j'emploie une méthode diffé-
m=0

rente, résume une partie des résultats de ce travail et en contient d’autres plus
généraux.
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(et 4 son intérieur) | B,[ f(2)]|SM pour toute valeur entiére de n2o.
(Le cercle C appartient donc au domaine D de convergence de

Blf(2).]
I1 suffit évidemment de montrer que
(2) | Ba[(z —e)]|S RS,

quel que soit le nombre entier s si |z — c| =R, en supposant ¢<R et
1—c<R.
Or,

B.[(x— c)*]=ic,":(% - c)'zm(x— zym.

Donc, en posant

b{1—c) _ be n " (m—nc)b
®(b, z)= [ze"(r—c>+ (1—=z)e n(z—cl] = Cire " ==T zm (1 — @),
(]

on voit que

(z—c) [‘;—;}?]b:ozéc,’{‘ (—’:— — c>s'jx"'(x — z)m=B,[(z — c)*).

i

Par conséquent, l'inégalité (2) sera démontrée si I’on aura prouvé
que

(3) |%;»£:b=o§"
Or,
L e e
S o SR
De plus, je dis qu’on a
(4) |z(1— )+ (1— &) (— e)*| S| @ — c|[f = R4,

si|@-—c|2c et|x—c|21—c. En effet, en supposant, pour fixer les

* Yz 1 .
idées, que c< - et en posant & — ¢ = u, nous pouvons mettre (4) sous

la forme
[(1—e)(u+c)+(—c)(1—c—u)|slul
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c’est-a-dire

(B) Nult= )= (=Y ]+ (1 —ec)e[(1—e)=t —(— )] <]t

Or, le coefficient de u et le terme libre étant non négatifs dans le
membre gauche de (5), celui-ci atteindra son module maximum pour

|z| =R donné, lorsque u sera réel et positif; il suffit donc de vérifier

que
RE—R[(1—e)f— (=] — (1—c)e[(x— )7 — (— )] 20

lorsque R 21 — ¢. Mais, en remarquant que la dérivée

R — [(1—c)f— (— )] 2 k(1 — )~ — (1 — ) + (—o)*
=(k—r1+e)(1—cy+ (— ey ze[(t— eyt — (—e)i] 20

est non négative, nous n'avons qu'a constater que pour R=1—¢
on a
(—cYf—(—c)[(1— Y= (=] —(1—c)e[(1— )it — (—e)~1]=o.

Par conséquent, la fonction ®(b, ) considérée comme série sui-
vant les puissances de b admet comme série majorante

b b2 bk n byn ;
I+ =+ =+t 77 +... ] =le" ] =€
[+n+2n’+ MY ] :

dont les dérivées successives pour b= o sont égales a 1, d’ou résulte

I'inégalité (3).
Il résulte en particulier de ce théoréme que si la fonction f(x)

possédant au point'—; un cercle de convergence de rayon R > 2 admet un

seul point singulier A, il présente sur la frontiére L du domaine D un
point anguleux rentrant (') de L.

En effet, le domaine D contiendra nécessairement deux cercles C,
et C, passant par A et ayant pour centres respectifs certains points

c,<§etcﬂ>idusegment01.

Pour la méme raison, quelle que soit la fonction f(x), aucun
point M régulier sur I'ellipse E de Tchebycheff-Kantorowitsch ne

(*) Cette conséquence est précisée et généralisée dans la Note citée.
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peut appartenir 4 la frontiére L du domaine D, sil’on a
' MN>ON et  MN2IN,
ot N est le point d’intersection avec ’axe réel de la normale en M a
ellipse E; alors le cercle C de centre N et de rayon un peu supérieur
a NM étant intérieur & Dellipse, sauf le voisinage du point M (et son
conjugué) satisfera aux conditions du théoréme A. Ce cas se présen-

tera, en particulier, pour tous les points del'ellipse, lorsque son grand
axe est au moins égal a 3.

3. Tuioreme B. — Sila fonction f(x) est réguliére a l'intérieur de
la région bicyclique convexe S,, limitée par la circonférence C de
centre O et derayon g, par la circonférence de centre 1 et de rayon p, et
par leurs tangentes extérieures communes, cette région appartient au

domaine D pourvu que l'on ait () 2p2¢,2 5

Pour la démonstration, nous aurons i faire une nouvelle transfor-
mation des polynomes B,[ /()] et 4 considérer les polynomes

(6) B.[(z); b]:if(b ';n> cm (j—j)<1_ §>n—m

relatifs 4 un segment quelconque Ob; ainsi

B.[f(2); 1] =Ba[f(2)].
De plus, en posant

Af(z)h]l=f(z+h)-- f(£),
A, [f(z), h]=f(z+2h)—2f(z+h)+ f(x),

nous écrirons, pour abréger,

A (f(2) ) =Acf ()

I
lorsque &= —-

(*) Par I'emploi de la méthode indiquée dans la Note, on peut se débarrasser
de cette restriction.

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. 1V, 1936, 45
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Ceci posé, nous aurons

m(m

(7) B,,[f(x)]:Z[ (0)+mA f(o) + I)A . f(0) +.. ]CﬁxM(l—x)n—m

=f(o)+nrAf(o)z+...

n(p—1)...(n—k-+1)
k!

Arf(o)zt+...+ A, fo)z™,

Admettons & présent que la fonction f(x) soit analytique et régu-
liére a I'intérieur de la région bicyclique S, , ol P«> Eet| f(z)|<M

sur son contour (pour fixer les idées, nous supposons p2p,). Dans
ces conditions, en un point ¢ du segment O 1 on aura

'M
lf""(c)|<k—pk’ ou 9c=P<l—§)-
4

Donc,
fM“z) K'M

I

|Akf(o)|<Max

o<x<—

Par conséquent [d’apreés (7)],

nn—1...(n—k—+1)

Er.—_M"Zbk
p k=0

= ) ()

I — —

2n

®  Baj@ <MY 2l
k=0 e

Or,

\ k . i e aap e o e
d’ot en posant ~ =a et en faisant croitre n indéfiniment, il vient

%logbk__ log(x———) 210g<1——>
(9) N;h/o 10g(l—-x)dm—log<1—%)

_(a— Nlog(1—a)--a log(x _ tg)_

a
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k
Dong, pourog - = a1,

1—a e—!

(10) lim(VITk:

a Lé"
I—— —

ou le signe d’égalité n’a lieu que pour a =o, car |'expression (9)
décroit de o 4 log2 — 1 puisque sa dérivée est

¢

I I
— log(t — a) 4+ - + <o.
~log(1 —a)+ - <

2--a

Ainsi, d’aprés (8) et (10), B,[ f(«)] reste borné pour (x)<p.
Donc, en vertu du théoréme de Stieltjes, B[ /(x)] converge vers
f(z) a l'intérieur du cercle C de rayon p.

4. D’autrepart, en effectuant la méme transformation sur B, [ f(), b]
nous aurons

o was =S ()Y (-)”

:i [f(o)—i—mA(f(o),g)

T oS er () (- 3)

b
:f(o)+nA<f(0),Z>§+...
—1...(n—k b &
+n(" D k!(n +”Ak(f(o),;><§> +....

T . !l .
En particulier, si = —~, ot /<n est un nombre entier, nous aurons

BLf ()i 0]= 1)+ 18(f 00, 1) 7 + L2 a (10,2 ) 5o+

donc, en utilisant la notation abrégée Ak<f(w), I;) = A, f(x), nous

aurons aussi, pour b = —,

h
B[ Acf(0); 6] = Acf(0) + LBy f(0)F +... + C}Arn f(0) (g) +..
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k
» ON aura

o . n—
ainst en posant C,—=¢C

(tt bis) B,,_‘.(A;,f(ck);n;k)
=Aif(0) + (n— k) A f(0)e +. ..+ Ch_ Apin f(O) e . ...

Par conséquent, quel que soit ¢, on a [d’aprés (7) et (11 bis)]
(12) Bu[f(2)]=f(0)+nAf(o)[z —c~+c]

+ MDA, f(o) @ — oot +

=Bulf (@) + n@— )| Af(0) + (n ~1) &, f(0)e
-+ (l%(!"—_z)-Asf(o)c2+...+...]
-+ Cl(z — ) [Arf(0) + (n— k) Ay f(0) € 4ot CP_ 1 Agyn f (0) Pt ] ..
=B,[f(¢)] + n(z — ¢)B,_, [Aj(ci); i ‘] +...

-+ C’ (x — ) B,y [Akf(ck), A—] “+ ...

Supposons & présent o < ¢ < 1; alors, en tenant compte de
m nx \m nx \n—k—m
weoon 2 0) T2 4o () (- )
nous voyons que
*Cm, ( nz )"‘( nx \rkom
n_k)| Mi! @~ \ 7w —F I—n——x>

< , —>
P ! _m
R e |
car

i k M#i!
auf| % (1= 3)] |8 e Maxl @) < P T T
e SO T R ]

—k(Akf(x);

:‘Done

com ( I — c)n—k—m

r m /n—ky 1%
n.—__.
2

Bn_k(Akf(wc); — k) | < | ( _ f) ,,J",,,zo
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Puisque pour £ fini et n croissant infiniment le coefficient de (z — c)*

f®(e)
k!

ces conditions, il est aisé de voir que

dans (12) tend vers nous pouvons supposer que k — o ; dans

=— e (1 — ¢)r—hom 1
(13) m ./ Yo, ‘m n)_ - .
- ) I:I ) —( )] o
2n k 2
n— -
\ 2

C’est évident d’abord pour le cas, ou n— k est borné, car alors,

— k\
pour n assez grand, 1 — —2% (n Ili ) tend vers 1.

A

2/
Or, en posant m = (n—k)(c+c)etk=an,on a

L m n—k — (c+8&)(n— k)2
" 2n k>— T n(2n—k)

E :,,wzo_g)(x-a%

2
2 —a

e(1—a)*— ac(g — a)'

c

(=)o

ainsi ¢ < o pour ¢ < 0, nous n’avons donc pas a nous préoccuper des

termes correspondants; on voit, d’autre part (en calculant le rapport

du terme suivant au précédent) que les termes dans la somme (13)

vont certainement en décroissant, lorsque e 2a(1— @) c¢(1 — ¢). Mais,
c(i—c¢)

lorsque 0 < = < ——ona

log[ G e (1 — e)r—F—"m]

n—k

< mlog ! +(n—k—m)log I <_ge’(n——k).
1+ p— F c(r—c)
< I—c¢
De plus,
Ay a2 ko
— klog(x o)_k(6+§+"')<1—6,’
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ol
8 — (1—a)c(i—c)- 2ac(3 — 2a)
t= 2(2—c)(2—a) )
Donc
Py a(l—-a)’e——a’c<§—a>
—o c 3 - (1—area—o
1 (1—;)(1——a)+ac<§ »—a)-T

Il suffit ainsi, pour démontrer (13), de vérifier que

3
5. 1-a a’c(;—a)—ea(l—a)’
>o0

8° c(l_c)+(1—2)(2—a)+ac(z—a)——-——(l—a)’[‘c“_—c) ’

ce qui résulte de 'inégalité

5(%’“) (1— a)

2(1—ec) -
2—a—c+ac(2—a)—

(1—a)tec* (1 — o)’

4

ui (4 cause de ¢c(1— ¢)< 1) est une conséquence de
q =% q

5(2 ——a) [2 —a—c+ac(z2 - a)— c_(;;sa)’] >a2(t—c¢)(1—a)’

Donc, quel que soit £,

| 9

Ainsi, & cause de (10) et (12), B,[ f(x)] reste borné pour

z—ci<p(1—%)

et, par conséquent, larégion bicycliqueS,, qui pourp2p, > g comprend

n—wo

tous les cercles de rayon p(l — g) et de centre c(o < ¢ <1), appar-

tient au domaine D des polynomes B,[ /()]
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TakoreMe B*. — Si f(x) est réguliére dans I’aire commune

P
Z, (Gseee)

de deux régions bicycliques S,, , et S, ., le domaine D contient l'aire.

Pour le voir, il suffit d’observer que 'on peut décomposer f(x) en
une somme de deux fonctions

S (z)=fi(x) + fu(=),

ou f,(x) posséde des singularités seulement a l'extérieur de S, ,,
et f,(x) ne posséde de singularités qu’a extérieur de S,,, ..
Remarquons que la région X, est limitée par le contour convexe
composé de l'arc extérieur de rayon p et centre o, de I'arc extérieur
de la circonférence de rayon p, de centre 1, par les deux tangentes
menées du point d’abscisse — 1 a la premiére circonférence et par les
deux tangentes a la seconde circonférence menée du point (2,0).
Ainsi, pour qu'un point M(z, y) (et son conjugué M') appartienne
au domaine D, il suffit, lorsque o <2 <1 que la fonction f(x), soit
réguliére dans la région Z,, (et sur son contour) ayant des points
anguleux en M et M’; dans le cas, ou <o, il suffit que f(x) soit
réguliére dans la région Sp " ou o =vya*—+ y?; dans le cas, ou 21, il
’2

suffit que f(z) soit réguliére danslarégion S, oo’ oup=y(x—1)"+ .

Il en résulte, en particulier, que si 'un des sommets réels de
ellipse de Tchebycheff est un point régulier de f(x), il est intérieur
au domaine D.

5. Considérons a présent nos polynomes B,[ f(z), b] en y faisant
tendre b vers zéro.
Posons

(1) As[f(2)]=NmB.[f(x),b)]

=lim [f(o) + nA(f(o),%) L e Ch Ak<f(o), g) (%)Z...]
T0) 4z f'(0) +.. .+Cf‘;f"“(o)(§)k+....
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Puisque les coefficients du polynome A,[ ()] sont inférieurs aux
coefficients de Taylor le domaine de convergence D, de ces polynomes
comprend évidemment le cercle de convergence. Pour étudier ce
domaineil est utile de présenter A, [ /()] souslaforme d’une intégrale,
en utilisant le théoréme de Cauchy. En supposant que f(z) est holo-
morphe dans une certaine aire limitée par le contour C entourant
'origine nous aurons

f""(o) f

27” ,-A+1

Done

(14) An[f(x)]zé%(;f_)k
'mf 3 e (3) L
BELL ( ) 2/&( ) (z,.)j"

ooy (35 sy e

En appliquant la formule de Stirling, on en déduit I'égalité
asymptotique pour n - @ :

. n(3-1)

k4 . s 1
Posons — =u=a+br et considérons la courbe F, ayant pour

équation

(16) ‘e“"‘:\/a’-t— b2,

qui aura une boucle F entourant I'origine avec le point double (1,0),
ou les tangentes forment des angles i}—: avec l'axe des x, car en

posant a — 1= «, on met (16) sous la forme

(2a)? (20)"
31 ... Py

br—e** — a— 2o —1=a®+
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~a

On a manifestement

=—1
&<

x
pour ~ extérieur a la boucle F, si « = a—1Z0. Or, parle changement

u= 2, la formule (15) se transforme en

nu—1 d
(12) Lf ()] ~ \/Mfe EALLILLN

ou C, est le contour transformé de C. Donc, si le contour C, est exté-
rieur 4 la boucle F pour « <o et, n’ayant avec I d’autres points
communs que son point double, se réduit dans le voisinage de ce point
a un petit segment perpendiculaire a I'axe réel, on voit que

i~ /B [ e e,
—&i

i 27

enll
_\/:rf ey an(x—}—xtt)dt

e >0 étant un nombre donné. Il ne serait pas long a présent de
montrer que A,[ f(x)] ~ f(x), mais puisque cela résultera déja du
fait A,[ /()] est borné, il suffira d'observer que si | f(3) <M sur C,

le second membre est inférieur en module &
n > dt 1.3...2m—1 /ntm
l\l -—_— S pu— M —_— N“
an ) _ (14 gy 2.4...2m 2
| n —1
ou m=[ ]
2

Donc, en observant que la distance ya®-+ b* des points de la

boucle F a I'origine augmente de gauche a droite, nous arrivons au
théoréme suivant :

TukoreMe C. — St le rayon du cercle de convergence a l'origine est
égal a R, le point réel R étant un point régulier de f(3), les polynomes
A.[ f(x)] convergent uniformément vers f(x) pour toute valeur réelle
de x> R, telle que la boucle ¥, homothétique a ¥ avec le rapport
d’homothétie x ne contienne pas de singularités de f(z).

Journ. de Math., tome XV, — Fasc. IV, 1936. 46
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En particulier, si f(3) ne posséde dessingularités que sur son cercle
de convergence et que f(3) soit réguliére pour 3 =Re®, ou — 0, <6 <6,
le point réel z, > R, le plus éloigné, ou la convergence de A,[ f(x)]
est assurée, sera déterminé par I’équation

Rcos0,
zqse T —Re.
U1
Par exemple, pour 8, = - on ax,= Re; on trouvera la plus grande

valeur pour z,, lorsque 8,—= =, dans ce cas on a

R
z,e ==Re; dou 23,61,

Bien entendu la conclusion est la méme pour toutes les directions.



