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EXPRESSION GENERALE DU "™ ITERE. ab1

Une expression générale du n*" itéré
d’un noyau de Fredholm en fonction de n;

Par Mavaice FRECHET.

Hommage. — La théorie des probabilités en chaine nous a conduit
a revenir sur quelques points particuliers, comme celui qui est traité
ici, de la théorie des équations intégrales. Il nous est agréable de pou-
voir dédier ce petit Mémoire en hommage 4 M. Goursat, qui a su
apporter une contribution importante & cette théorie que les mémoires
fondamentaux de Fredholm semblaient avoir épuisé.

Introduction. — Dans un Mémoire récent ('), nous avons montré
que, grice a la notion de noyaux orthogonaux due & MM. Goursat,
Heywood et Lalesco, il est possible d’étudier le comportement asym-
ptotique de la suite des noyaux itérés, sans connaitre I'expression
précise du n*™itéré en fonction de n. Toutefois, nous observions qu'’il
serait cependant souhaitable pour d’autres buts d’obtenir une telle
expression. Ce probléme était déja résolu dans le cas des noyaux
symétriques; il est aussi résolu aux pages 120-123 de notre Mémoire
cité ci-dessus dans le cas des noyaux principaux. L’objet du présent
Mémoire est de le résoudre dans le cas général (?).

A cet effet, nous utiliserons la méthode due a Erhardt Schmidt,

(') Sur Uallure asymptotique de la suite des itérés d’un noyau de Fred-
holm, The Quart. Journ. of Math. (Oxford Series), vol. 5, p. 106-144.

(%) Le présent exposé est la premiére partie du développement d’une note,
Sur une expression générale des noyaux itérés (Comptes rendus, 199, 1934,
p-. 1008). : '
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qui permet de passer d’un noyau dissymétrique & un noyau symé-
trique.

Il est d’ailleurs possible que d’autres méthodes fournissent, soit le
méme résultat, soit méme d’autres formes de développement (').
Mais I'essentiel était de trouver au moins une expression générale des
noyaux itérés.

Afin de mettre d’abord en évidence le principe de la méthode et
d’éviter de la compliquer de difficultés accessoires, nous nous conten-
terons dans le présent Mémoire de considérer le cas d’un noyau continu
et d’'un domaine d'intégration borné. Mais la méme méthode s’étend
au cas d’'un domaine d’intégration quelconque sur lequel le carré du
noyau ou de I'un de ses itérés est « doublement » sommable. Il résulte
seulement de cette extension quelques restrictions en ce qui concerne
la nature des convergences des séries utilisées, comme nous le mon-
trerons dans un Mémoire ultérieur.

Il 'y a lieu de noter que c'est le Calcul des Probabilités qui nous a
conduit a nous poser le probléme actuel. Dans le probléme des proba-
bilités en chaine, on a en effet & déterminer une suite de densités de
probabilités qui ne sont autres que les itérés de certains noyaux (*).

Rappel des propriétés des fonctions auxiliaires de E. Schmidt. — En
nous limitant au cas d'un noyau réel et continu sur un domaine V borné
et fermé, ceci nous permettra de renvoyer pour les démonstrations -
des propriétés des fonclions auxiliaires de Schmidt au 3° volume du
Cours d’ Analyse mathématique de M. Goursat, p. 470 de la 2° édition.
Nous supposerons toutefois, pour plus de généralité, sans plus de
complication, que le domaine d’intégration est un ensemble V de
points de I’espace R, a4 v dimensions et que le noyau K(M, P)dépend
des positions de deux points M, P variables sur V. Introduisons avec

(') C’est, en effet, ce qu'on peut réaliser en appliquant 4 I'équation d’itération
des noyaux les résultals que nous avons obtenus pour I'équation plus générale de
Chapman-Kolmogoroff [voir M. Frcrer, Solution générale de [’équation de
léquation de Chapman-Kolmogoroff (Annali R. Sc. Norm. sup., I'isa, 1936)].

(*) Voir, par exemple, M. Fricner, Sur ’allure asymptotique des densités
itérées dans le probléme des probabilités en chaine (Bull. Soc. math. France,
69, 1934, p. 68-83). '
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E. Schmidt, relativement au noyau K(M, P) et au domaine V, deux
fonctions associées X(M), Y(P) telles que I'on ait simultanément

(o) X(M):p.fK(M, PYY(P)dP,
v

(9
(ou) Y(M):pr(P, M)X(P)dP,
v

ou p est une constante non nulle. Nous appellerons ces fonctions X, Y
les fonctions auxiliaires correspondant a la constante auxiliaire ..
De telles fonctions sont respectivement solutions des équations

(1) x(m:mfk (M, P) X(P) dP,

avec

(2) KoL) —_—fK\M,Q)K(P, Q) dQ,

.

et

(3) Y(M):p![K(M, P)Y(P)dP

avec

(%) KM, P= [K(Q, MIK(Q, P)dQ.
M E=

Il est clair que K(M, P) et K(M, P) sont deux noyaux continus
symétriques. Ce sont de plus des noyaux « positifs », ceci signifiant
que, pour toute fonction Z(M), on a, par exemple, pour K,

ffK_(M, PIZ(M)Z(P)dM dP 2o,
v v

Il en résulte que K (M, P ) a au moins une constante fondamentale,
que ses constantes fondamentales c,, c¢,, ... sont toutes réelles et
positives et que, par suite, le systéme (o) ne pent étre vérifié que -
pour w==\c,, e, .... On peut toujours supposer p > o0, en
changeant, au besoin, de signe Y(M).

On démontre alors que les valeurs positives de . pour lesquelles (o)
est vérifiée sont toutes les quantités

Bi=Ne, =V
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et que les constantes fondamentales de K(M, P) sont les mémes que

celles de K(M, P). Tout systéme de solution X(M), Y(M) de ¢
correspondant i 11;= y/c; est formé d'une fonction fondamentale X(M)

de K(M, ) associée & c; et d'une fonction fondamentale Y(M)
de K(M, P) associée & c;. Soit X,(M), X,(M), ... un systéme ortho-

normé sur V fournissant par ses combinaisons linéaires toutes les

fonctions fondamentales de K(M, P), et tel que X;(M) corresponde
a c; en admettant au besoin I’égalité d’un nombre fini de constantes c;,
avec |¢, [<]ey'Sles[<. ... Sil'on pose en appliquant 5,

5) Y,(M):yc—,fmp, M) X;(P) dP,
.

les Y (M) formeront un systéme orthonormé et toute fonction fonda-
mentale de K (M, P) sera combinaison linéaire d’'un nombre finides Y.

On démontre que

n=+x
(6) ffK‘(M Pyamar= Y L
A\ v g

et comme

/fsl\(\i Py V’L’:}Yﬂsdm P

i=n

—fszm Pyavdp — ¥ L

il en résulte que la série
IEwX,»(M)Y((P)
248 1A

(7) py

i=1

sans étre nécessairement convergente au sens ordinaire, converge
vers K(M, P) « en double moyenne quadratique » sur V, c’est-a-dire,
ici, que

(8) lim /
ny e v Vv

D’ailleurs, bien entendu, s’il existe des coefficients constants a;,

/ 1=n it
K(M, P)—Xw; dM dP = o.

i=1
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tels que la série

=+
3 aXi(M) Y,(P)
i=1
converge uniformément vers K(M, P), ces coefficients sont bien

. s x . . a1
déterminés et égaux respectivement aux quantités &
i
On démontre aussi les égalités

i=+=»

— X(M)YX(P)
KM, P)— A LN
(9) (M, ; e
. T YAM) Ya(P)
(10) l\(M,P):z (—H;_,.(—.;

i=1

mais on démontre, cette fois, que les seconds membres sont des séries
absolument et uniformément convergentes.

Enfin, on démontre que si 2( Q) est une fonction de carré intégrable
sur V et si 'on pose

(1) . f(M):fK(M,Q)h(Q)dQ.

la fonction /(M) est développable en une série absolument et unifor-
mément convergente sur V, série qui est une combinaison linéaire de
fonctions X;(M) et qui se réduit nécessairement a4 une somme d’un
nombre fini de termes quand K(M, P)n’a qu’un nombre fini de
constantes fondamentales.

De méme, si {(Q) est une fonction de carré intégrable sur V et si
P'on pose

£(P) :fK(Q. P)1(Q) dQ,

la fonction g(P) est développable en une série absolument et unifor-
mément convergente sur V, série qui est une combinaison linéaire de
fonctions Y;(P) et qui se réduit nécessairement 4 une somme d’un
nombre fini de termes quand K(M, P) n’a qu'un nombre fini de
constantes fondamentales.
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Application aux noyaux itérés. — Dans le cas ou
h(Q)=K,(Q, P),

f(M):KnH(Ms P).

on a

Donc, on peut écrire

(12) Koot (M, P):Zu}"*“(P)X,(M),

i

le second membre étant alors une série absolument et uniformément
convergente sur V, pour P> fixe. IEn multipliant par la fonction con-
tinue X,(M), on peut donc intégrer terme a terme et 1’on a

fk,,Hm, P)XHM)d\’[:Zu}”*“(P)/X,-(M)XA.(M)(IM.
Ay R v
D’ou
(13) u;'“f(P):j Kooy (M, ) X2(M)dM
v
et, par suite,

u(knm(P):f‘[fK,‘(I\l, 0) X4 M) dM ‘ K(Q, P)do :fzw)m(g, P) do.
v v . v

En vertu du dernier théoréme cité, il en résulte que uf{*"(P) est "
une combinaison linéaire absolument el uniformément convergente

des Y, (P):

(14) ux,’“”(l’):Zyk,-(n+1)Y/(P).
J
Dés lors,
(15)° Kuvi (M, P) :2 [ EY:’A" + 1 Y/(P)] e
i j

On a ainst exprimé K, . ,(M, P) sous la forme d’une série double
dans laquelle la dépendance de K,., (M, P) relativement a n est
reléguée dans les termes y;;(n + 1), qui sont indépendants de M etde I’.
Pour déterminer ceux-ci, il suffit d’observer qu’on a, en vertu de (14)
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et (13),
-f,-,-(n+l):fv,(1>>u;"+”(1>)dp,
v

(6) vii(n +|')—_—ffK,,H(M, P)X;(M)Y,(P)dM dP.
\ A4
On est parti, pour obtenir (15), de la formule
(17) Kun (M, PY= [K(M. Q) K(Q, P do.
v

Mais on a aussi
Knvy(M, P)sz-(Q, P) K. (M, Q).
\ '

En opérant de la méme maniére, & partir de cette formule, on
aurait obtenu le développement

J

(15 bis) Kuiy (M, P)IZ[ZW("+I)X:(M)] Y;(P)

»

dans lequel les deux séries

o (M) = W 1is(n + DX(M), Koy (M, P)=3, o0 (M)Y,(P)
i i
sont chacune absolument et uniformément convergentes sur V, la pre-

miére quand M varie, la seconde quand M restant fixe, P varie. Ceci
conduirait a considérer la série double

ZY,'/'(II -+ I)X,(M)Y,(P)
i
sans s’assujellic comme dans (i15) et (15bis) 4 la sommer d’abord

par ligne ou d’abord par colonne. Nous envisagerons successivement
plusieurs procédés de sommation de cette série double

Convergence en double moyenne quadratique. — On peut étre aussi
conduit a la considération de la série double
ij=m=
3, 1) Xd(M)Y(P)
Lj=1
Journ. de Math., tome XV. — Fasc. 111, 1936. 33
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par une autre voie. Considérons la somme

i=r j=s

(18) S,..(M, P):Z Ea,.,-x,(M)Y,(P)

=1 j=1

et cherchons a déterminer les coefficients réels arbitraires a;; de sorte
que l'intégrale double

(19) U:ff{ K, (M, P) —- S, (M, P) 2 dM aP
A A )

soit minimum. On a

_ff]( (M, P) dM dP
— zza,,f/v'K,,(M, P)X(M)Y,(P) dM dP-+ 3 (@)%
y M i

r,s rys

(20) U=L— Y [1s(n) ]+ X [a— vy (n)]

Donc U est minimum pour a;=17;;(n). La valeur minimum est
nécessairement 2o. Donc,

Y,,(n J:< I"—f 3 (M, P) dM dP.

nMn
||[\/u

Par suite, la série double des [y;;(n)]* est convergente et sa somme
est au plus égale 4 I,..
On peut méme montrer qu'elle lui est égale. On a, en effet,

In:jv'fvaj;fvax(M, Q)K,;_;E(Q,B)K(B,P)K(M, S)

< Kn_s (S, TYK(T, P)dQ dR dS dT dM dP
:f. : .fqu, $)Kn—s(Q, R)Ku—s(S, TYK(R, T) dQ dR dS dT
v v
et, d’aprés (9) et (10), ou la convergence est uniforme et absolue,

‘n=2f~--f3i%}.¥@xw_<q, R)Kn—z(s.yT))(i(—P‘fl._f&QdeRdeF.

J
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En remplacant les X; et Y; au moyen des expressions correspondant
ageto,ona

L= [ [XODKM, QXi(UK(U, $)Kns(Q, R)Knoa(S, TIY;(P)
. i v v

< K(R, P)Y,(V)K(T, V)dQ dR dS dT aM dP dU dV
= [f fX,(M)Kn(M, P)Y,(P)deP]
ij VY v
< [ff'xi(U)K,,(U, V)Y;(V).dU dV]
“vyVvy

=X T
i

D’ot finalement

(21) fjv'[xn(M, ) aMdP = [y,(n)]",

i

ou
(22) Y,«i(n):f fK,,(M, P)X,(M)Y,(P)dM dP.
vvy
La démonstration de cette formule est valable évidemment
pour n —221. Elle est aussi valable pour n = 2 en remplagant dans
les calculs K,_, par 1 et diminuant le nombre des intégrations d'une
unité & chaque fois. Enfin, pour n =1, elle reste valable en écrivant

L= [ [KMQK(M, Q)M dQ = [ KM, ) au
vYy v

et remplacant K(M, M) par son développement (g), ce qui donne la
formule connue (6). Or, celle-ci peut s’écrire sous la forme (21)
pour n =1, si I'on observe que

Yi,(l):fl:fK(M, P)Y,(P)]X,-(M)dM:l{;fX;(M)XKM)dM:%
A\ v v

en posant
6:/‘_‘( 0 si (7],

Tl osi i=y.
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En définitive, la formule (21) est valable pour toute valeur entiére
den2r.
En vertu des formules (18), (19), (20), (21), on voit qu’en posant

ol (M, P)_Z 2 Ty (n)X{(M)Y,(P),

on a
lim ff[k,.(M P)— o' (M, P)]*dM dP = o.

r>—+w
S>>+ o

C’est ce qu’on exprimera en disant que la série double

=+ =
J=+=

2 () X((M)Y,;(P)

1
1

-
Il

converge vers K,(M, P) EN DOUBLE MOYENNE QUADRATIQUE sur V,
— résultat déja connu pour =1 —, et ce qu’'on représentera par
la notation

(23) Ku(M, P) & ¥ 70;(n) Xi(M) Y, (P).

19

Calcul des coeﬁczents du développement de K., 1l est clair que la
formule d'itération qui définit les K,,, soit

(24) Koir(M, P):fKn(M: Q) K,(Q, P)dQ,

doit se traduire par une formule correspondante reliant les coeffi-
cients v;;(n). Cependant, un premier calcul fait avec les y;;(n) montre
qu’on obtient un résultat plus simple en considérant au lieu des v, les
quantités « définies par

(28) . aj(r) =V pipYii(n + 1).
On a alors

(a5 bis) @y (P +P) =y f f [ f Knet (M, QK,(Q. P) dQJ
vVvy v
< X,(M) Y, (P) dM dP.
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Or, on a le droit de remplacer dans I'intégrale K., par son déve-
loppement en double moyenne quadratique

(26) Knis(M, Q) ~2 2ail xL.(M)Yk(Q»
et d'intégrer terme a terme (').
On a donc
ay(n + p) = »W,Z“;*"”[fxmvx <M)dW]
Melrk

x [ f f YA(Q K, (Q, P)Y;(P)dQ dPl

—V;TIZ““('” Lf [w AL Q)xk(mda] K,(Q, P)Y,(P)dQdP

Vi i
:Zd,'/‘(n)z\/‘u./fl.‘./ K,,_H(R, P)Xk(R)Y/(P)dR di)}
& v

D’ou, finalement, la relation de récurrence entre les a (?)

k=+ =

(24 bis) aj(n+p)= X, au(n)ax(p)-

k=1

Ainsi la détermimation de K ,,(M, P) en fonction de n[ou K, (M, P)
dépend, en plus de n, de deux variables continues M, P] est ramenée
par la formule (26) d la détermination de a;(n) en fonction de n
[ou a;;(n) dépend, en dehors de n, de deux entiers ¢, j variant de 1
a + o |. Et de plus, la relation d’itération (24 bis) entre les a est exac-
tement du type correspondant a la relation (24) d’itération entre les K.

(') En effet, si 'on substitue dans (25 bis) 4 K,,,, le commencement de son
développement {26), on constate que le carré de la différence des valeurs du
second membre de (25 bis), aprés et avant la substitution, peut, en vertu de
I'inégalité de Schwarz, étre rendu aussi petit que 'on veut. ,

(*) On observera que cette relation (24 bis) est aussi celle qui se présente
dans le probléme des probabilités en chaine, dans le cas ol un point aléatoire A
peut occuper un ensemble dénombrable infini de positions distinctes connues

d’avance A,, A,, ... et olt &;;(n) est la probabilité qu'en n épreuves A passe
de A;a A '
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On pourra calculer les a;;(n) de proche en proche au moyen des
relations obtenues en faisant dans (24 bis), soit n =1, soit p =1, c’est-
a-dire, en posant

(27) o= 2k (1),
(28) oz,»/(n+l)zzaika“(n)zzaik(n)ak/.
k k

I1 faul alors connaitre les valeurs des a;. Or,
aik:\/mff[fK(J\l,Q)K(Q, l’)dQ]X,-(M)Yk(P)del’
vvy L
ST KM, Q)X;(M)dM K ,I)Yl’dl"d
wmf[f( Q)Xi(M) ][fv (Q, PYYa(P) JQ
. X
_\/P'Ff (Q) k(Q)dQ
D’ou
JRICHAMER

Vit VP-IW

Wi

(29) =

Convergence de la relation de récurrence entre les o;(n). La démons-
tration précédente établit du méme coup la convergence du second
membre de (24 bis) et son égalité a a;(n+ p).

On peut démontrer séparément la convergence d’une facon qui’
prouve que la convergence est absolue et fournit en. méme temps un
autre résultat utile par ailleurs.

Considérons la somme partielle

p,, 2 ak,(n)

de la série

R _2 [ak,(n)]’.

k=1

Pour établir la convergence de cette derniére, nous montrerons que

¢~ est infiniment petit avec ﬁ, quel que soit 7 >r. A cet effet,
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écrivons

k=r’

> mn)mp‘ffxwm P)Xi( M) Y,(P) dM dP

k=r

= ,'I_ i ) 3 K hly am
S e [roomon o
x[fK,,(Q, P)Y,(P) dPI a’Q;in(R)X,-(R) dR]
. v

ar(n)

[ e

D’aprés l’inégali'té de Schwarz

nn)y, (R;Yk(Q)J [ fK,,(Q. PYY(P) dPJ X.(R) d0) dR.
Jy

[Sir]*SpiRl,

avec k
k=r" . —
R:\[‘/‘:[/‘:“’/ﬂ(ﬂ+I)XI(R)Y/&(Q)] deR:E‘lY“(n_*_”]g.

Or, on a vu, en établissant la formule (21) que la série double

3
{

»
£

i
++

[Ye(n—4-1)]*

~

Il

est convergente. Comme elle est & termes 2o, il en résulte que R et
. . . o 1
par suite ¢, est infiniment petit avec --
r
Ainsi la série

k=+m»

N [eu(n)]
k=1

est convergente; de la méme facon, on montrerait que la série

k=4+=

2 [a(n)

k=1
est convergente.
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En vertu de I'inégalité
1 ) .
Z,Mkbk%é 5 [ Z:ai;+ Z,bi;J,

il en résulte que la série

2“//:(”)0‘/:,-(17):“/1'(” +p)
k
est absolument convergente.

En méme temps, on a réduil I'étendue du champ de recherches de
la solution du probléme : trouver I'expression générale en fonclion
de n des solutions «;.(n) du systéme (24 bis) d’équations d’itération
en nombre infini, a une infinité d'inconnues, ou plus précisément du
systéme (28) précisé par (29). Dans ces systémes, en effet, non seule-
ment on doit supposer, pour qu'ils aient un sens, que les séries qui y
figurent soient convergentes, mais les quantités a;(n) sont soumises a
la condition restrictive que les deux séries

k= k=+=
D lewmE Y [ap(n)]?
k=1 k=)
soient convergentes.
Remarque. — De la formule
K(M, P) zz——-X’(M’Y"(P’,

i

i

on pourrait déduire
fK,(M, M)dM:ffK(M, PYK(P, M)dM aP
A\ vvy

N /fxi(M)Y,-(P) Xi(PYYAM)
fj‘ vJy i .

i
:Z_’fx,-(M)Y,-(M)dex,-(pi)Y,-(p)Pd.
r il Jy v
D’ou la valeur de la seconde « trace » de K

K, (M, M) aM =¥ L,
fv v gww
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Mais il existe une expression plus simple de cette trace donnée par
la formule, due 2 B. Hostinsky ('),

ffk(M P)K(P, M)d\ddl’——z o

olt les 2, sont les constantes fondamentales de K(M, P); cette formule
est a rapprocher de la formule de Schur

KM, P)y2dMdP >
fv[ (M, P) _}_I]

/

Cas de convergence uniforme du développementde K ,. — Retournons
au développement de K, en série double. En ’écrivant sous la forme

_
2
i

nous avons vu que les séries s,_z U, Zs,, ,-_2 U, 20 sont

absolument convergentes. 1l n’en resulle pas de facon unmedlate que

la série ZUU soit absolument convergente (*). Nous avons vu aussi
y

que s; et Zs; sont uniformément convergentes, I'une quand, M étant

fixe, P’ varie, I'autre quand P étant fixe M varie ; il n’en résulte pas

immédiatement que la série ZU converge uniformément quand M

. . , ij
et P varient simultanément.

(') Notes sur U'équation de Fredholm (Public. de la Fac. Sc. Uniyp.
Masaryk, Brno, 1921, n° 1, p. 14).
(*) Clest ce que montre l'exemple suivant emprunté a Bromwich. On prend
pour tableau des U;; :
O+ 14+0+40+0+...,

I +0+1+0+0+...,
O- 1+0+1+0+..,
O0+0 -t~+ 0+ 1-4-...
0O+0-+0—1+40--...,

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. 111, 1936. 34
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Nous allons indiquer un cas trés général ot I'on est assuré que 2 U;;
ij
converge absolument et uniformément quand M et P varient llnde-
pendamment sur V. Dans ce but, nous allons déterminer des majora-
tions utiles des quantités y;(n), X;(M), Y;(P).
On voit d’abord que la solution générale des équations d'itéra-
tion (28) peut s’écrire sous la forme

o (n) = 2, 7T 7 TR T - 7 WA
Eiyeerknes

ol le second membre est une série multiple & n entrées, qui est abso-
lument convergente. Dés lors, en vertu de (29), on aura

(2) = ——
vt ML/

et, pour n22,

;i (n) 1 Wip, Uk, ) LUy i
RTINS S AT W TS TR

Viap, M S T

Or
()= [fx,.(M)Y,(mdM]’g[x,a(M>dM/'Y;’.(M>dMgI
v vV v

Donc |u;;|<1 et, alors,

' 1
11'1'/(2)\§W—W
et, pour n22,

Wu(n+r)l<— Z IW o w_]’

pourvu que la série multiple du dernier membre soit convergente. Or,
-t
celle-ci n’est autre que le développement formel de [2 i I - Donc
. . I
si la série ¢ :2 7, converge, on a

ri—1

b

u(r+ 1)<
Dés lors, la série formelle

(30) Koos (M, P) & Y yy(n -+ 1) X M) Y, (P)

i
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est majorée par la série formelle

"lz‘x(m

laquelle est le développement formel du produit

{EIY,-(I.’H,,_

F - )

o XM
a-u—! \ '
% i

On peut déja montrer que les termes des deux séries en accolade
sont toujours bornés. Car on a, en vertu de I'inégalité de Schwarz et
de la définition de X, Y,

/ — — :
IX(M) [ ) / [ &eon, pyap, IY;(M)iéw\/j K(P, M) aP
v v

et, puisque K et V sont bornés, il existe un nombre T indépendant
de i, j, M, P, tel que

| Xo(M) ST, | Y;(M) ]S, T.

Finalement : si la série o _2 — est convergente st, de plus, les séries

IX(MY | \I)I [Y;(P)]

sont uniformément convergentes, il en sera de méme du développement
(30)de K, ., (M, P)pournzr.
Par exemple, c’est ce qui aura lieu quand V se réduit a l'inter-

valle (o, ), quand X;(M), Y,(P) deviennent

Xk(w): Slnk:’ Yk()') = COS/,CT__:”
2 Vs

, . N . ,

pourvu que la série 2‘ i, SOIt convergente. Dans ce cas, le développe-
k

ment de K,., sera méme « normalement » convergent au sens de

Baire, c’est-a-dire majoré par une série convergente a termes indé-
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pendants de M et P, a savoir la série double

2071 2
3 = 2 gnst,
" T 1 T
/]

Exemple. — Considérons le noyau
j=+w
2 ;e e .
K(z,y):; 2 q/sinjx cosj y (o << g <)
j=1

et le domaine d’intégration V réduit I'intervalle (o, 7).

La série qui définit K est normalement convergenle; par suile
K(z, y) est continue en x et y sur V.

Pour le vérifier directement, on peut écrire

K(z,5)=~[A(z +2) +A(x — )]

et calculer facilement la somme de la série A(9) = qu sinje. On en

i

déduit de la forme explicite de K

K(.Z'.‘}’):%gl sin(.z-*—_}’) Sin(.Z'-—")’\) ‘%.

—agcos(z+y)+q* 1—2gcos(x —y)--q?

Les fonctions auxiliaires sont définies par le systéme o de la
page 253, qui devient ici

X(2)= ZnH Z‘I’Si“l'“”f\’()') cosjy dy,
. v
j :

Y(y)= 3_;—* qucosjny(x)sinj'xd.v.
° v
j

Ainsi X et Y sont de la forme

(31) X(x):ZA,sinjx. Y(y):EB,-cosj}'
j j
avec
(32) A= %"q/fY(_y)cosjydy, B,= %qif)((x)sinj.rdw.
v v

Sil'on se limite aux fonctions auxiliaires de carrés inlégrables ces
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deux séries seront normalement convergentes (de sorte que les fonc-
tions auxiliaires seront méme continues). Car en vertu de I'inégalité

de Schwarz
2 T
lAiié—;fq’\/gj Y:(y)dy=Hg/
[}

|B;|<Lgi.

et de méme

Il est alors légitime de remplacer dans (32), X(x) et Y(y) par
leurs développements (31) et d’intégrer terme & terme. On a ainsi

T
A= Z—qu 2 ka cosky cosjydy—pq/B;
et de méme ‘
B,— ung/A,.
D’ou, par substitution, A ;= (g¢’)? A, c’est-a-dire
) (rg)r=1 ou Aj—o.

Les A n’étant pas tous nuls, w (qui est positif comme ¢) est égal

a I'une des quantités (—;-, é, ---» par exemple qik; on aalors
B= — Aj—=o pour jFk, B,—o0 pour jZAi et Ay=B;

On aura ainsi un couple fonctions auxiliaires

Xi(x) = Aysinka, Yi(y) =Aicosky,

et puisque X, () est normée Ak=i\/3- On peut prendre par

exemple A, = \/ :: D’oti finalement les deux systémes de fonctions

auxiliaires et de constantes auxiliaires

X,(.z*):\/;;sinw, cees Xk(x):w‘sinkw, ceny
Y1()'):\/§rcos.z', Yk(vy):\/%coskvy, ceey

Br= —> ceey I.Lk:qlk,

ENIC
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Et I'on peut écrire
K(s, ) =3 @),

& H

ou le second membre converge vers K (z, y), non seulement, comme
dans la théorie générale, en double moyenne quadratique, mais en
particulier, ici normalement.

Dans le cas actuel, la série 2 Ii :Z ¢" est convergente et les deux
k

séries

Xi(z) . ;_ . ; Yk(y) . 2 .
ZT_\/ﬂqusmk.ﬁ, }K: ™ __\/;T;chosk}

k

sont normalement convergentes. D’aprés la page 267, il en résulte
qu’on pourra représenter K, sous la forme d’une série double

Ka(@, )= 2,11/ (1) Xa(2) V() = = ¥, Y1y (n) sinha cosjy
Wi hj

normalement convergente quand x et y varient simultanément de
maniéres indépendantes.



