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Une expression générale du n’“"e itéré

d’un noyau de Fred/wlm en fonction de n;

?… M….ca FBÉCBET.

Hommage. — La théorie des probabilités en chaîne nous a conduit
à revenir sur quelques points particuliers, comme celui qui est traité
ici, de la théorie des équations intégrales. Il nous est agréable de pou—
voir dédier ce petit Mémoire en hommage à M. Goursat, qui a su
apporter une contribution importante à cette théorieque les mémoires
fondamentaux de Fredholm semblaient avoir épuisé.

Introduction. — Dans un Mémoire récent ('), nous avons montré
que, grâce à la notion de noyaux orthogonaux due à MM. Goursat,
Heywood et Lalesco, il est possible d’étudier le comportement asym-
ptotique de la suite des noyaux itérés, sans connaître l’expression
précise du n“"“° itéré en fonction de n. Toutefois, nous observions qu’il
serait cependant souhaitable pour d’autres buts d’obtenir une telle
expression. Ce problème était déjà résolu dans le cas des noyaux
symétriques; il est aussi résolu aux pages 120—123 de notre Mémoire
cité ci—dessus dans le cas des noyaux principaux. L’objet du présent
Mémoire est de le résoudre dans le cas général (°).

A cet effet, nous utiliserons la méthode due à Erhardt Schmidt, 
(‘) Sur l’allure asymptotique de la suite des itérés d’un noyau de Fred—

holm, The Quart. Journ. of Math. (Oxford Series), vol. 5, p. 106—144.
(=) Le présent exposé est la première partie du développementd’une note,

Sur une expression générale des noyaux itérés (Comptes rendus, 199, 1934,
p. 1008). -

'
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qui permet de passer d’un noyau dissymétrique %! un noyau symé—
tr1que.

Il est d’ailleurs possible que d’autres méthodes fournissent, soit le
même résultat, soit même d’autres formes de développement (').
Mais l’essentiel était de trouver au moins une expression générale des
noyaux 1térés.

Afin de mettre d’abord en évidence le principe de la méthode et
d’éviter de la compliquer de difficultés accessoires, nous nous conten—
terons dans le présent Mémoire de considérer le cas d’un noyau continu
et d’un domaine d’intégration borné. Mais la même méthode s’étend
au cas d’un domaine d’intégration quelconque sur lequel le carré du
noyau ou de l’un de ses itérés est « doublement » sommable. Il résulte
seulement de cette extension quelques restrictions en ce qui concerne
la nature des convergences des séries utilisées, comme nous le mon-
trerons dans un Mémoire ultérieur.

Il y a lieu de noter que c’est le Calcul des Probabilités qui nous a
conduit à nous poser le problème actuel. Dans le problèmedes proba-
bilités en chaîne, on a en effet à déterminer une suite de densités de
probabilités qui ne sont autres que les itérés de certains noyaux (2).

Rappeldes propriétés des fonctions auxiliaires de E. Schmidt. — En
nous limitant au cas d’un noyau réel et continu sur un domaine V borné
etfermé, ceci nous permettra de renvoyer pour les démonstrations '

des propriétés des fonctions auxiliaires de Schmidt au 3° volume du
Cours d’Analyse mathématique de M. Goursat, p. 470 de la 2° édition.
Nous supposerons toutefois, pour plus de généralité, sans plus de
complication, que le domaine d’intégration est un ensemble V de
points de l’espace Rv à v dimensions et que le noyau K(M, P) dépend
des positions de deux points M, P variables sur V. Introduisons avec 

(‘) C‘est, en effet, ce qu’on peut réaliser en appliquantà l’équation d’itération
des noyaux les résultats que nous avons obtenus pour l’équation plus générale de
Chapman-Kolmogoroff [voir M. FnÉcux‘r, Solution générale de l’équation de
l’équation de Chapman—Kolmogorofl(Annali R. Sc. Norm. sup., Pisa, 1936)].

(“*) Voir, par exemple, M. Fntcnnr, Sur l’allure asymptotique des densités
itérées dans le problème des probabilitésen chaine (Bull. Soc. mat/t. France,
69, 1934, p- 68—83).

'



EXPRESSION GÉNÉRALE on n‘…“ ITÉRÉ. 253

E. Schmidt, relativement au noyau K(M, P) et au domaine V, deux
fonctions associées X( M), Y(P) telles que l’on ait simultanément

(… X(M)=ny(M, P)Y<P>dlæ
\.'

(a)
(c..) Y(M)=pfK(P, M)X(P)dP,

V

où p. est une constante non nulle. Nous appelleronsces fonctions X, Y
les fonctions auxiliaires correspondantà la constanteauxiliaire p..

De telles fonctions sont respectivement solutions des équations

(x) xan=æfmm, P)X(P)dP,

avec
(2) l\lM, l’)=fK\M,QlK(P,Q)(IQ,

\.

et
(3) Y(M)=p*[K(M, P)Y(P)dP
avec

… K<M. P=fK«Q M»K<Q, P>dQ-_—
\.

Il est clair que K(M, P) et K(M, Pô sont deux noyaux continus
symétriques. Ce sont de plus des noyaux « positifs », ceci signifiant
que, pour toute fonction Z(M), on a, par exemple, pour K,

ffK (M, P‘)Z(M)Z(P)dMdPêo.
V V

Il en résulte que K(M, P) a au moins une constante fondamentale,
que ses constantes fondamentales c., c,, sont toutes réelles et
positives et que, par suite, le système (a) ne peut être vérifié que -

pour P. =:L— JÎ., i Jcî, .... On peut toujours supposer p.>o, en
changeant, au besoin, de signe Y(M).

On démontre alors que les valeurs positives de p. pour lesquelles (cr)
est vérifiée sont toutes les quantités

pt. = V?“ w= v"«î,
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et que les constantes fondamentales de K(M, P) sont les mêmes que
celles de K(M, P). Tout système de solution X(M), Y(M) de (:

correspondantà u,-= v'c_j est formé d’une fonction fondamentale X(M)
de K(M, P) associée à c- et d’une fonction fondamentale Y(M)
de K(M, P) associée à c-. Soit X.(M), X,(M), . . . un système ortho—
normé 3111 V fournissant par ses combinaisons linéaires toutes les
fonctions fondamentales de K(M, P), et tel que X,(M) cOrresponde
à c, en admettant au besoin l’égalité d’un nombre fini de constantes c,—,

avec [c, !g|c2 file, |g. . .. Si l’on pose en appliquant a,.

(5) Y,—(M)=yË,-fK(P, M)X,(P)dP,
,,

les Y,(M) formeront un système orthonormé et toute fonction fonda-
mentale de K ( M, P) sera combinaisonlinéaired’un nombrefini des Y,.

On démontre que
Il=+œ

[(s) ffmm,rwmæ= __,
v v 2 H,“,

II :|
et comme

p-.—

[: Il

=ffK=m, l’)dMdP—
\' "

il en résulte que la série

U."‘”' ,,vwng…
i=1

i=+ao

2 XilMlYi(Pl-————1(7)
#:i=1

sans être nécessairement convergente au sens ordinaire, converge
vers K(M, P) « en double moyenne quadratique » sur V, c’est-à—dire,
ici, que

(8) fifi!/
D’ailleurs, bien entendu, s’il existe des coefficients constants a,—,

K(M, P)-
ZX‘M’Y"P’=

dMdP=o.
I_l 
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tels que la série
l=+=n

2 azXt(M)Yi(Pl
i=l

converge uniformément vers K(M, P), ces coefficients sont bien
! ' r r ‘ ' r !determ1neset egaux respect1vement aux quant1tes ;-!
On démontre aussi les égalités

i=+ ::

<9> IHM, P):
É _T(_

. i=-Î Y,— M)Y,— P)…) l\(M,P)= Z l_w'_(—’i=l

mais on démontre, cette fois, que les seconds membres sont des séries
absolument et uniformémentconvergentes.

Enfin, on démontre que si h(Q) est une fonction de carré intégrable
sur V et si l’on pose

un f(M)=fK(M.Q)/1(Q)dQ—' V

la fonction f( M) est développable en une série absolument et unifor—
mément convergente sur V, série qui est une combinaison linéaire de
fonctions X,—(M) et qui se réduit nécessairement à une somme d’un
nombre fini de termes quand K(M, P)n’a qu’un nombre fini de
constantes fondamentales.

De même, si [(Q) est une fonction de carré intégrable sur V et si
l’on pose

g<P>=fMQ P)l(Q)dQ,

la fonction g( P) est développable en une série absolumentet unifor—
mément convergente sur V, série qui est une combinaison linéaire de
fonctions Y,(P) et qui se réduit nécessairement à une somme d’un
nombre fini de termes quand K(M, P) n’a qu’un nombre fini de
constantes fondamentales.
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Application aux noyaux itére's. — Dans le cas où

h(Q): Kn(Q7 P),

f(M)= Kn+1(Ma P)-
0118

Donc, on peut écrire
…) K,…( M, P)=Eu}”“’(P)X,-(M),

[

le second membre étant alors une série absolument et uniformément
convergente sur V, pour P fixe. En multipliant par la fonction con—
tinue X,;(M), on peut donc intégrer terme à terme et l’on &

fK,…(M, l’)XML“)dM=ZHZ—"“’KPleAMlXA—Ülld—W-\' _ V

D’où
(13)

v u';‘“"Œ>=j K,,….\l, l’)X,ç(.\lld\l
\.

et, par suite,

u(k,”n(P)=f[fknml‘ Q)Xu_M)d\l
‘

MQ, P)clç=flçl\))KU3, 1…iç.
v v _ V

En vertu du dernier théorème cilé, il en résulte que ufl.”+”(P) est
'

une combinaison linéaire absolument et uniformément convergente
des Y,( P) :

u4) ux.”*“(l’>=2imn+1>YAP)-
]

Dès lors, 
(15)- K,…(M, P)=E [Emu

+ .)
mm]

x,« M).
i ]

  
On a ainsi eæprime' K,…(M, P) sous la“ forme d’une série double

dans laquelle la dépendance de K,… (_ M, P) relativement à n est
reléguée dans les termes YU<”+ 1), qui sont indépendantsde M et de l’.
Pour déterminer ceux—ci, il suffit d’observer qu’on a, en vertu de (14)
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ct(r3),

-…(n+1)=fY,-(P)ugn+v(P)d9,v

6
'

«(,… “>: K,… M, P)X,—(M)Y-(P)dMdP.(- > ,<n + : fva ( J

On est parti, pour obtenir (15), de la formule

(… K…<M, m:fx…. QiKn<Q, P>dq»-
V

Mais on a aussi
K…<M,

P>=fK—<Q
P)Kn<M, Q)-

V

En opérant de la même manière, à partir de cette formule, on
aurait obtenu le développement 
(15 bis) K"+1(M> P) =2 [ EYU(" + ')

Xi(M)]
Yi(P)

] ! 
dans lequel les deux séries

v(jn+'>(M) =E…u + 1)X;(M), K,…(M, P) =z v;"+H(M)Y,-(P)
: I'

sont chacune absolumentet uniformément convergentes sur V, la pre-
mière quand M varie, la seconde quand M restant fixe, P varie. Ceci
conduirait à considérer la série double

Ey,,—(rz + 1)X,—(M)Y,(P)
:;

.

sans s’assujetlir comme dans (15) et (15 bis) à la sommer d’abord
par ligne ou d’abord par colonne. Nous envisagerons successivement
plusieurs procédés de sommation de cette série double

Convergence en double moyenne quadratique. — On peut être aussi
conduit à la considération de la série double

Ï,i=n

2 vi;<n>xi<M>Y,-<P>
î.i=t

Jam-n. de Math., tome XV. — Fasc. III, 1936. 33



258 MAURICE rnÉcnnr.
par une autre voie. Considérons la somme

l=r [:s
(18) S…(M, P)=2 2a,,X,(M)Y,(P)

l=1 [:|
et cherchons à déterminer les coefficients réels arbitraires OL;j de sorte
que l’intégraledouble

(19) U=ff{ K,,|M, P) __ S…(M, P) }2dM dP
v V

soit minimum. On a

U=fvaKÿ, (M, P)dMdP

_22a,,ffv'Kn|M, P)X|(M)Y;(P)dMdP+2(az/)î;
tj lir,:

(20) U=In_2lYiiln)l'+Ë[“ti_ Yi/(n_Ê-)l

Donc U est minimum pour o:,—,= yij(n). La valeur minimum est
nécessairement

…à
0. Donc,

Par suite, la série double des [y,—(n)]2 est convergente et sa somme
est au plus égale à 1…

On peut même montrer qu’elle lui est égale. On a, en effet,

["=fffffmefQlKn—‘ztQ.-R>K1R,P>K|M,S)
V v v " V‘V

>< K…(S, T|K|T, P)dQ dB dS deM dP

=f‘”fKlQv S)Kn—2(QaRlKn-zlsyTlmdeRder
v v—

T_|‘Ml|
:[7u(n|]‘-’<In=jvf/‘;‘,K M,P)dMdP.

et, d’après (9) et (10), où la convergence est uniforme et absolue,

ln=2jfnf————YÏ(QÀYI(S)KKn—Q(Q,R)Kn—Z(S1T)__RÀ—X—(_ÏdeRder.!



EXPRESSION GÉNÉRALE nu n“"“° ITÉRÉ. 259
En remplaçant les X,- et Y,- au moyen des expressionscorrespondant

à a, et a… on a

In=2[---[XÏ<M>K<M, Q)Xi(U)K(U, s>Kn_î<Q, R>K…<s, T>Y;(P>
. ii " \

'

>< ma, P)Y,W)K(T, V)dQ dRd5deiidpdUdV

=2[/ [xi(M)KH(M, P)Y,—(P)dMdP]ii _ V V
.

>< [[[xl—(U)Kn(U, v>v,m.au
dV]' V V

=2[mu>i=.
ii

D’où finalement 
   OK,! M,P 2dMdP= ,… =,…) [[[ < )]

ë[m(n)l
où

i' : Kn'M, P Xi M Y— P dMdP.(22) TN!) [[ < > <>,(>
La démonstration de cette formule est valable évidemment

pour n — 221. Elle est aussi valable pour n: 2 en remplaçant dans
les calculs K,1_2 par 1 et diminuant le nombre des intégrations d’une
unité à chaque fois. Enfin, pour n: 1, elle reste valable en écrivant

11=[[K(MQ)_K(M, Q)dMdQ=jk(M, M)dM
VV V V

et remplaçant K(M, M) par son déve10ppement(9), ce qui donne la
formule connue (6). Or, celle—ci peut s’écrire sous la forme (21)
pour n = 1, si l’on observe que

Yi,(.)=[[me, P)Y,(P)]X@M)dM= #[xi(M)X,-(M)du=îÿv \' l"/ v ("“I

en posant
a __l 0 Si [#./a

i/’ -_l : si i=_}.
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En définitive, la formule (21) est valable pour toute valeur entière

de nê [.
En vertu des formules (18), (19), (20), (21), on voit qu’en posant

i=r j=s

c7$1"“(M,P)=Z îYu(n)Xi<M)Y:(P),
I=l '=1

On a
,

lim ff[K,.(M,P)—a${*“(M,P)]‘—'dMdP=o..:;xz-v v

C’est ce qu’on
exprirnera

en disant que la série double

};;;(H)Xi(M)Y/(P)
88

IlLI

converge vers K,,(M, P) EN DOUBLE MOYENNE QUADRATIQUE sur V,
-—— résultat déjà connu pour n=1 —, et ce qu’on représentera par
la notation 
(23) mm P)æZYt./(n>X1(M)Y;(P)—

î,i 
Calcul des coefiîczents du développementde K,…. Il est clair que la

formule d’itération qui définit les K,., soit

(al.) K…(M, P)=fKn<M, Q)Kr(Q, P>dQ,

doit se traduire par une formule correspondante reliant les coeffi—
cients y,:,-(n). Cependant, un premiercalcul fait avec les y,—,—(n) montre
qu’on obtient un résultat plus simple en considérant au lieu des 7, les
quantités et définies par
(25) \ m;<n)=WÎ:—Ëw<n+1)-

On a alors

(25 bis) «,,—(n +P’="/1Œff[fK"+ilM’Q)K"(Q‘P)
dQ]v v \'

>< X,(M) Y,—(P)dM dP.
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Or, on a le droit de remplacer dans l’intégrale K,… par son déve-
loppement en double moyenne quadratique  (26)

'

K……<M QWE“f*‘”‘X<M…<Q>

et d‘intégrer terme à terme (').
On a donc

ow<n+p>=ma,_?7“**Î"‘]fX(M)X
<M>dM]VP—cP—k

  
><[ffva(QiKp(Q,P)Y/(P)deP]

aik(n]

2Vw_tlk

=2a,t<n>]w,î,jK,,+,<R, P)x,<R>Y,(P>dR
dv].k "

 =\/Îtæ2 —fvf[ukfKtfiQ)Xk(R)
dB]

K,…<QP)Y,(P)deP

D‘où, finalement, la relation de récurrence entre les ou ("‘) 
k=+a

(24 bis) or,—,(n +]!) = 2 dik(n)aki(17)-
k:1

  
Ainsi la de'termimation de K,,(M, P) en fonction de n [où K,,(M, P)

dépend, en plus de n, de deux variables continues M, P] est ramenée
par la formule (26) à la détermination de «,,-(n) en fonction de n
[où a,,(n) dépend, en dehors de n, de deux entiers t°,j variant de 1

à + oo ]. Et de plus, la relation d’ite'ration ( 24 bis) entre les a est exac—
tement du type correspondantà la relation ( 24) d’itératt‘0n entre les K… 

(') En effet, si l’on substitue dans (25 bis) à K,…_1 le commencement de son
développement (26), on constate que le carré de la difl'érence des valeurs du
second membre de (25 bis), après et avant la substitution, peut, en vertu de
l’inégalité de Schwarz, être rendu aussi petit que l’on veut. .

(‘!) On observera que cette relation (24 bis) est aussi celle qui se présente
dans le problème des probabilités en chaîne, dans le cas où un point aléatoire A
peut occuper un ensemble dénombrable infini de positions distinctes connues
d’avance A,, A,, et où a,,(n) est la probabilité qu’en n épreuves A passe
de A, à Aj. '
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On pourra calculer les ail—(n) de proche en proche au moyen des
relationsobtenues en faisant dansÂ(24bis), soit la = 1 , soitp: 1 , c’est—
à—dire, en posant

(27.l au:: m…,
(28) al'/("+l)=zaikakj(nl=Zdik(n)0£kj.

k l.—

ll faut alors connaître les valeurs des or,—k. Or,

am=w«Tækff[me,Q\K(Q, P> d‘J]X1—(M)YAP)dM dv
V V -

=vÆ-Efv[ [K(M, Q)Xi(M)dM][fvK(Q, P)YAP)dI”JdQ
—' Yl X

==\ÜfiHe/:-îggi—JÉËDCflQ-
D’où

[xk(Q)Y,—(Qido
WJÎlÎA-

_
VPiPk

Nu (29) “ik:

Convergence de la relation de récurrence entre les or,—An). La démons-
tration précédente établit du même coup la convergence du second
membre de (24 bis) et son égalité à ou,—(n +p).

On peut démontrer séparément la convergence d’une façon qui
prouve que la convergence est absolue et fournit en. même temps un
autre résultat utile par ailleurs.

Considérons la somme partielle
I: = !"

P,.,.:=Z [ah—(n)]!
k=r

de la série
k=+ao

- 2 l“ki("ll’-
k:1

Pour établir la convergence de cette dernière, nous montrerons que

p… est infiniment petit avec %, quel que soit r'> r. A cet effet,
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écrivons
k=r’

p…:}: «k,—(n > VfiÎ-mf[K… «
M, P) xkt M > m P) dM dP

k=l' V V

[:=/"

=Zy'…îakitm[f%[fxktM)K(M, Q)dM]k=r " "
'

;PY,—Pde X,ŒîX,—RdRx[fvKntQ,)()le$ka)w]
[c:/" '

=…f/ [2 “I…—")
xi(R)Yk(Q»J[ [K,,(Q. P)Y,—(P)

dPJ
xi(m dQ dB.

V V " Vk=,. V PkHe
 

D’après l’inégalité de Schwarz

[S…]eg …: m,,
avec

k='" ! k=r’

B=[Â[Ælyki(n+1)Xi(R)Yk(Q)] defi=â.iYki(n—FÛ]Œ.

Or, on a vu, en établissant la formule (21) que la série double
[‘
! ++

::”HH

[YA—[(H +l)l=
\>> IIIl ......

est convergente. Comme elle est à termes 20, il en résulte que R et

par suite p,.,… est infiniment petit avec Î—"
Ainsi la série

k=+m

2 [a…n>]f
/.‘=l

est convergente;de la même façon, on montreraitque la série

k=+œ

Z {a,—k<n>]=
k = |

est convergente.
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En vertu de l’inégalité

2:akbkag & [Ea}î+zbî],[: kk

il en résulte que la série

E“ikin)aki(P)=afi(n +p)
[:

est absolument convergente.
En même temps, on a réduit l’étendue du champ de recherches de

la solution du problème : trouver l’expression générale en fonction
de n des solutions et,—,..(n) du système (24 bis) d’équations d’itération
en nombre infini, à une infinité d’inconnues, ou plus précisément du
système (28) précisé par (29). Dans ces systèmes, en effet, non seule-
ment on doit supposer, pour qu’ils aient un sens, que les séries qui y
figurent soient convergentes, mais les quantités ajk(n) sont soumises à
la condition restrictive que les deux séries

k=+°: k=+æ

2 l‘aki<n>]2, 2 [“ik(ü)l’
k=1 k=l

soient convergentes.

Remarque. — De la formule
Xi(MlYi(PlK(M, P) æ2 ,,

L'

on pourrait déduire

fK,(M, M)dM=ffK(M, P)K.(P, M)dMdP
V V V

=‘, ffxi(MiYl—(Pl Xi(PlY/‘(M’dMdP
? V V (J." [“'l
  : ‘ XiMY-MdM px.p'Y,—prd.

ëwwfv
( >,(> jv A.) (>

D’où la valeur de la seconde « trace » de K
UUUHK,(M, M) dM= _.£ %
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Mais il existe une expression plus simple de cette trace donnée par
la formule, due à B. Hostinsky ('),

' )_
fv£h(M,P)K(P,M)dMdl _z;m__,

où les % sont les constantes fondamentales de K(M, P); cette formule
est à rapprocher de la formule de Schur

KM.P=dMdPZfv[ (, >

“};-'Il

 
 

)’l/

Cas de convergenceunzforme du développementde K… — Retournons
au développement de K,. en série double. En l’écrivant sous la forme

.,
2 lui/)
il

nous avons vu que les séries 5,-=EU,-,, lEs,-,
:: =EU… 203 sont

absolument convergentes. Il n’en résulte pas de façon immédiate que

la série ZU,-,— soit absolument convergente (” ). Nous avons vu aussi
il

que s,— et Z.S‘; sont uniformément convergentes, l’une quand, M étant
fixe, P varie, l’autre quand P étant fixe M varie :, il n’en résulte pas

immédiatement que la série 2U,—,— converge uniformément quand M
. . , "I'

et P varient mmultanemenl. 
(‘) Notes sur l’équation de Fred/wlm (Public. de la Fac. Sc. Univ.

Masaryk, Brno, 1921, n° 1, p. l.';).
(*) C‘est ce que montre l’exemple suivant emprunté à Bromwich. On prend

pour tableau des U,—,— :

0—l— [ +0+0+0+.…,
«l+0+ [ +O+O+.….

04 l+0+l+0+… ,

o+o-—l+0+l+.…,
o+o+o——1+o—l—… .

Journ. de Math., tome XV. — Faso. Ill, 1936. 34
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Nous allons indiquer un cas très général où l’on est assuréque 2 U,-_,-

ii
converge absolument et uniformément quand M et P varient indé-
pendamment sur V. Dans ce but, nous allons déterminer des majora—
tions utiles des quantités YU.—("), X,—(M), Y,-(P).

On voit d’abord que la solution générale des équations d’itéra—
tion (28) peut s’écrire sous la forme

“:“/:(")= E, aiklaklk1' - - “ku—:ku—.akn—.ia
k17"'1kn—l

où le second membre est une série multiple à n entrées, qui est abso-
lument convergente. Dès lors, en vertu de (29), on aura ( (22):YI (“PI—i
et, pour nêz,

or,—;(nl __ l 2 u…uk /—_
-Uk,,_,iY1/(n+ll= [_ —

_vp,»pt; Pil*/k W.!“- -H*.…l)"‘7 ll-l
Or

(ui,yz=[fxitMm-(M1dMÎÊfXÏQM1dMfY;…l>dMg.V ‘ v V '

Donc lu,—jlg1 et, alors,
1:,l..2 S—l/( )l_l'—il*i

ik.,.Z…_ lH/r.M.. M…l’
pourvu que la série multiple du dernier membre soit convergente. Or,

et, pour n_î_,°

   
   lYt‘i(” +

celle-ci n’est autre que le développement formel de [E Élu—"
Donc

. , - 1
51 la ser1e :: =Z ;; converge, on a

I:

[."—l

Fifi/.
 îYi/(n + I)

l é

Dès lors, la série formelle
(So) K…(M. P) æ27..(n+ r)X.<M)Y.—<P>

ii
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est majorée par la série formelle

au_12‘X_(__Mlp

laquelle est le développement formel du produit
'

‘{EIY’(PHl.. Hi
’

I l

Y,—(Pl  
all—ll ÿ ___…

a-: …  

On peut déjà montrer que les termes desdeux Séries'en accolade
sont toujours bornés. Car on a, en vertu de l‘inégalité de Schwarz et
de la définition de X,, Y,,/— —.——

lxi(M>igyi\/fK=<M,P>dP, lYi(M)iëw\/ÀKË(P,M)dP
et, puisque K et V sont bornés, il existe un nombreT indépendant
de i,j, M, P, tel que

lxi(M)lîFiT: lYI(M)lÊP—iT-

Finalement: si la se'ne a =2;k
— est

convergente;
sz, deplus les se'rzes

\_X?…
lY-(P)l

sont uniformément convergentes, il en sera de même du déve10ppement
(30) de K,…(M, P)pour n‘âl.

Par exemple, c’est ce qui aura lieu quand V se réduit à l’inter-
valle (o, 11), quand X,-(M), Y_,—(P) deviennent

s'nlr co k '' £» Yk(_}’)= S _},
73 /1r
z

4 V 5
, - ‘ I . ,pourvu que la serre 2 @

s01t convergente. Dans ce cas, le developpe-
lc

ment de K,… sera même « normalement » convergent au sens de
Baire, c’est-à—dire majoré par une' série convergente à termes in”dé—

'

Xk(æ):  
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pendants de M et P, à savoir la série double

2 a"- ‘ 22 :: _ a-Îl+1 .
”Pt“ Pi '“

Ü

 
Exemple. —— Considérons le noyau

i=+co
2 . . . .K(æ,y)_E 2 qlsm_jæcos]y (O<(]<l)

[=
et le domaine d’intégrationV réduit l’intervalle ( o, ‘n).

La série qui définit K est normalement convergente; par suite
K(æ, y) est continue en a: ety sur V.

Pour le vérifier directement, ou peut écrire

K(Œ,)')= %[M—t+r) +A(x—y)]

et calculer facilement la somme de la série A(<p)= Zqf sinjcp. On en

déduit de la forme explicite de K

K(æLY)== qÿ sin(æ +_y) sin(æ ——_y)
‘

11:ll—-2qcos(æ—i—y)+q= r—2qcos(æ ——y)—|-q’i

Les fonctions auxiliaires sont définies par le système a de la
page 253, qui devient ici

_?'H * ' ' , - . '.X(æ)— “ EWS…JŒ/ÇWJ)COSMd),
I .

, _ÎE ' - - -
.Y(_))_

‘n‘ 2q'cos_;_y[X(æ)sm_;ædæ.
[

.

Ainsi X et Y sont de la forme

(31) X(æ)=EA,—sinjæ. Y(y)=EB,-cosjy
i i

avec
(32) A,=%qifY(y)cosjydy, BÏ=Ê7ÏPqifX(Œ)sinjædx.

v v

Si l’on se limite aux fonctions auxiliaires de carrés intégrables ces
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deux séries seront normalement convergentes (de sorte que les fonc—
tions auxiliaires seront même continues). Car en vertu de l’inégalité
de Schwarz

|
2 ' ’n

.

lAilg—1Ëql\/Ëj Y2(_y)d_ÿy=qu
0

|BilgLqfÿ
et de même

Il est alors légitime de remplacer dans (32), X(æ) et Y(y) par
leurs développements (31) et d’intégrer terme à terme. On a ainsi

1!

A;= %” q" 2 Bkf °°Sky cos/ydy= …,/B,
. k 0

et de même
_B,-= p.q/A/.

D’où, par substitution, A1-= ( p.q")2 A}, c’est-à-dire
’ (I_Lqi)2=l ou AI: 0.

Les A ,- n’étant pas tous nuls, 9. (qui est positif comme 9) est égal
à l’une des quantités

;;" qi. - - - , par exemple à; ou aalors

y: —_ {\,—:O pour j#k, B,-=o pour j#k et Ak=Bk.

On aura ainsi un couple fonctions auxiliaires
Xk(æ)=Aksinkæ, Yk(y)=Akcosky,

et puisque Xk(æ) est normée Ak=i\/Ë- On peut prendre par

exemple A,_.= \/Ë- D’où finalement les deux systèmes de fonctions
auxiliaireset de constantes auxiliaires

X.,(æ)=\/âsinæ, ..., XHæ)=\/Èsinkæ, ...,
2

_
Y1(J') : \/Îr cosæ, . . .. YkU'): \/î_ cos/{y, . . .,

P|—-ä) ...,
Pk=î£"
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Et l’on peut écrire
K(æ, y) _2 Xk(ælYk(yl’

k …

où le second membre converge vers K(æ, _y), non seulement, comme
dans la théorie générale, en double moyenne quadratique, mais en
particulier, ici normalement.

Dans le cas actuel, la série 2 i =}: q" est convergente et les deux
[:

séries  Xl.—($l_ ; - , Yk()’l_ 2— ,

Z—_P—k _\/7—rëqksmkæ, @ … _\/Eëqkcosk}
L'

sont normalement convergentes. D’après la page 267, il en résulte
qu’on pourra représenter K,, sous la forme d’une série double

K,,(æ, _y) =27;,,(n)X;,(æ)Y;(y): ÎÊ2Yh/(n) sinhæcosjy
hi hi

normalement convergente quand a: et y varient simultanément de
manières indépendantes.


