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SINGULARITES DE CERTAINES INTEGRALES. 2079

Sur les singularités de certaines intégrales;

Par M. Exmue Corron,

Professeur A la Faculté des Sciences de Grenoble.

Les intégrales considérées ici portent sur une fonction ¢ des
variables d’intégration et des paramétres qui devient infinie ou indé-
terminée en un point O du domaine d’intégration, lorsque les para-
métres sont tous nuls. On veut étudier une telle intégrale considérée
comme fonction des paramétres, ceux-ci étant voisins de zéro.

De tels paramétres se posent dans la théorie du potentiel, et les
résultats indiqués ici généralisent quelques-uns de ceux donnés par
Poincaré dans les paragraphes 4 et 5 de son Mémoire Sur les propriétés
du potentiel... (Acta mathematica, t. 22, 1898). La fonction ¢ est de

G - .
la forme 7, « est une constante positive F et G sont fonctions holo-

morphes des diverses variables; I est positive et a un minimum nul
en O quand les paramétres sont tous nuls; ce minimum est reconnais-
sable aux termes du second ordre du développement de Taylor.

En utilisant le théoréme de factorisation et un lemme de M. Goursat,
on obtient tout d’abord diverses propositions importantes pour la
suite : transformation de ¢ (n° 1), équivalence de certains infiniment
petits (n* 2 et 3).

Considérant ensuite une intégrale simple, on montre (n° 4) qu’elle
est la somme d’une partie critique dont ’expression en fonction des

1 A G . .
paramétres est de méme nature z que 9, et d’une partie continue K, ;
1

dans certains cas elle peut contenir aussi un terme logarithmique. Mais
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on peut de plus obtenir que K, soit comme F, et G, fonction holo-
morphe des paramétres (n° 3).

En remplacant une intégration multiple par plusiears quadratures
successives, on étend (n° 6) le résultat précédent au cas général;

alors f =a— la’ ¢ étant le nombre de quadratures.

Vient enfin (n° 7) une application & certains potentiels de simple
ou de double couche, ou les hypothéses (surface et densité analytiques)
sont assurément restrictives, mais conduisent a des résultats simples
permettant de rattacher a ce qui précéde plusieurs propositions clas-
siques et de les généraliser (*).

1. Soit F(«, y,, ..., y.) une fonction représentable par une série
entiére 4 rayons de convergence non nuls, (nous dirons plus briéve-
ment, holomorphe), telle que la série entiére F(x, o, ..., 0) obtenue
en annulant toutes les variables y commence par un terme Az,

Asz£o0,p >o,0na

F(zy, yiy ooy ) =P(x, ¥4, oy ya)[A+H(z, 30, ..o, ¥0)],
P(z, yyy ..oy yn) =P+ ay 2P+ gyl +... @

est un polynome entier en = dont les coefficients sont holomorphes
eny,, ..., y.et s'annulent quand ces variables sont toutes nulles;
H holomorphe s’annule pourz =y, =...=y,=o.

Cette importante proposition, trouvée successivement par Cauchy,
Weierstrass et Poincaré, est classique; nous l'appellerons, avec
M. Hadamard, théoréme de factorisation.

M. Goursat en a donné une démonstration élémentaire (Bulletin de
la Société mathématique de France, 36, 1908, p. 209); elle repose sur le
lemme préliminaire suivant qui nous sera utile : Soit g(x, y, ...,¥»)
une autre série entiére; il existe un polynome en x

Fo(Zy Y1y <oy V) =boxP™ 4. ..+ bp,

dont les coefficients sont holomorphes en y,, ..., y., tel que la diffé-

(*) Plusieurs résultats de ce Mémoire ont été énoncés dans une Note aux
Comptes rendus (1. 200, p. 1502).
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rence
O(Zy iy o es ¥n) =g(Zy 1y +v ey In) — Fo(&y Fay v o0y ¥n)

s’annule identiquement quand on y remplace x par les fonctions algé-

broides, solutions de F =o0 (ou P =o0).

Ce polynome r, peut étre appelé le reste de la division de la série g
par le polynome de factorisation P ; il existe aussi une série analogue
au quotient. Supposons d’abord é(z, o, ..., o) non identiquement
nul, le théoréme de factorisation donne

0(L, Yay « o3 Yn) =Q(&y Yus +o oy Jn)[B+K(z, )1y oovy Yn)

Q=a+c, &' +...+¢, et K sont analogues &4 P et H; B est une
constante, non nulle. Les p fonctions algébroides solutions de P =o
annulent Q; admettons que ces fonctions soient distinctes pour
Y4y - - -» Ynquelconques, Q estle produit de P par un polynome en z,
S, de degré ¢ — p dont les coefficients sont fonctions holomorphes
desy,etl’'onac=Pg,, g, = S(B+ K) et par suite ladécomposition

(1) g=Pg +r,

analogue a celle de la division algébrique des polynomes, mais ici g et
le quotient g, sont des séries entiéres en x, y,, ..., ¥a, I, €t P sont
des polynomes en x dont les coefficients sont fonctions holomorphes
des y.

Si é(z, o, ..., 0) est identiquement nul, on considére g'= g+ P
qui donne lieu au méme reste r, que g; la différence &'=g'—r,
devient 2* lorsqu’on annule tous les y; il existe donc une série entiére
& (@, y1y ... yxn) telle que &' =g'—r,= g\ P et, par suite,

g=g&—P=Pg +r,

en prenant g, =g, — 1; la formule (1) est encore valable.
A g, correspond un reste r, et un quotient g, ; on définit de méme r,
et g, ..., tels que

s=Pg +r, &=Pg+r, ) &=Pgo,+r,
d’o1 I'on déd uit, en éliminant g,, g,, ..., g

(2) g=PH g  +Pr+P—tr_ .. .+r,.
Journ. de Math., tome XV. — Fasc. II, 1936. 27
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Une fraction de la forme ¢ = l%’ ou F est la fonction considérée
plus haut, G une fonction holomorphe, « un exposant positif, se trans-
forme, d’abord en ¢ = I%’ ot g = G (A + H) " est encore holomorphe

et, ensuite, en
(3) ¢=F%=I—§a=%+%+...+P:—'—:_‘+P‘—“+‘g,+,.
Si s<Ca<s+1, le dernier terme reste continu quand les variables
Z, ¥, ..., Yntendent vers zéro; cette formule interviendra plus loin.
Nous supposerons réels les coefficients des séries ¥, G, nous admettrons
de plus que la fonction F est positive ou nulle lorsque toutes les variables
dont elle dépend sont réelles et voisines de zéro. Dans ces conditions les
séries entiéres ay, coefficients du polynome P, sont, elles ausst, & coe ffi-
cientsréels; il en est de méme des coefficients deH (on le voit facilement
en utilisant la démonstration de M. Goursat du théoréme de factorisa-
tion); la partie principale Ax® de la fonction F(x, o, ..., o) infini-
ment petite avec x doit étre positive, A est donc positif, le degré p est
pair. Nous prendrons la détermination de (A + H)~*réelle et positive
pour H infiniment petit, les coefficients de g, ro, Q, 81y iy 82y - - -,
seront ausst réels.
Enfin les p fonctions algébroides, solutions de P = o, sont deux &
deux imaginaires conjuguées pour les valeurs réelles des variables y.

2. Considérons une fonction I holomorphe des variables z,, ... z,
dont le développement en série entiére commence par des termes du
second ordre; supposons différent de zéro le coefficient A, de z7; le-
théoréme de factorisation nous donne d’abord

(4) F(zy, ..., ) =[(0n — E)*+ F,](A,+ H,),

£,, F, sont fonctions holomorphes de x,, ..., z, infiniment petites
avec ces variables, H, est fonction analogue des variables z,, . . ., z,.
F,(@,, ..., z,) commence par des termes du second ordre au moins,
supposons qu'il contienne un terme en z;, nous aurons par le méme

théoréme
F,=[(z:— &)+ F ] (A, + 1)
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et, par suite,
F=(A,+ H) (z, — &)+ (A + H1) (Ay+ Hy) (2a—Ea)* + (A + H,) (A,+ H,)F,.

Si l'on peut continuer ainsi en considérant successivement les
variables z,, z,, ..., z,,ona

(5) F—=(A,+H,) (@,—§)*+ (A + H) (Ay+ Hy) (2 — B2+ ..
+ (A, +H) (A;+Hy ... (A,+ Hp) (2, — Ep)?
+ (A, +H)(A,+H,)...(A,+ H,)F,;

A,, A,, ..., A, sont des constantes non nulles, et pour chacune des
valeurs 1, 2, ..., pde#,les fonctions holomorphes H; et £, dépendent,
la premiére des variables z,, (., ..., %, la seconde des
variables z;_ ,, ..., z,; F, est fonction holomorphe de z,.,, ..., z,;
toutes ces fonctions sont infiniment petites en méme temps que les
variables correspondantes.

Remplagons x,.,, ..., &, par zéro et considérons les termes du
second ordre ®(x,, ..., x,)delasérieentiére F(x,,...,x,,0, ...,0)
ainsi obtenue; on a, d’aprés (5),

Oz, o) =A (2, — B )+ A A (2 —E P+ - A A, LA, 02,

en désignant par &, ce que devient l'ensemble des termes du pre-
mier ordre de £, quand on annule z,. ., ..., @, (?,,:0); ® est ainsi
décomposée en carrés.

Quand la série F(z,, ..., x,) est a coefficients réels, il en est de méme
pour les séries &, Hy, F,; de plus, st la forme ® est définie positive,
Ay, Ay, ..., A, sont positifs et réciproquement. On a d’ailleurs (')

A,

A
A=4, AA=7 AAA=TS o AALLA=
1 2

A, étant le discriminant de la forme quadratique
(p(w1’ ‘1:27 e 'E’h o, Oy o ey O'):(Dh;

par suite A, A,, ..., A, sont positifs si A, A,, ..., A, le sont et réci-
proquement.

(') Voir, par exemple, WesER, 4/gébre supérieure, traduction Griess, p. 305.
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Considérons alors la forme quadratique des variables X,, X,, ..., X,

dl"—z 22 d.L/d.Lm}"\rm

=1 m=1

Son discriminant D, est fonction holomorphe des variablesz,, ..., z,
et se réduit & A, quand ces variables s’annulent. DoncD,, ..., D, sont
positifs quand z,, ..., x, sont voisins de zéro; on en déduit facilement

la proposition suivante :

Sila fonctionF(x,, . ..,x,;0,...,0)présentepourx,=...=x,=o
un minimum nul reconnaissable auz termes du second ordre du dévelop-
pement de Taylor, la fonction de x,, ..., x,, déduite de

F(zy, ..., Zpy Zpiay « oy Ta)

en donnant aux paramétres x,.,, . . ., &, des valeurs constantes voisines
de 3éro, admet aussi un minimum y. de méme nature pour

Ly=Zymy «++y Tp= Tpm.

Ces valeurs x,,,, . . ., @p, €t p. sont fonctions holomorphes des para-
MELres Tp, 1, - . ., Tn €t toutes ces fonctions s’annulent en méme temps
que les paramétres.

Cette proposition a évidemment une interprétation en Mécanique.

Ajoutons que . est le produit de la fonction F,(x,.,, ..., x,) ren-
contrée plus haut par une fonction holomorphe des paramétresx,,.., . . ., z,,
dont le terme constant est différent de zéro.

Pour le voir écrivons I'identité (5) sous une forme plus condensée

(6) F(zy, ..., 2) =B (2, —E)*+...4+ Bp(zp— £p)*+ B,F,
Les B sont fonctions de z,, ..., &,; aux équations que doivent

vérifier @, ..., Zpm, on peut donner la forme

dF ) ; 0B
(7) a_z';:C’“ (z— &)+ Cha (2, — E) +.. .+ Crp(2p—Ep) + (_);’;:FI':

(h=1,2,...,p)

les différences x — & figurant encore dans les C & cause des termes

en (z— ).
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0 . .
En observant que 5> —o pour £2h, on voit facilement que le

dxp
déterminant M des Cseréduitpour z, =...=x,=042PAJAT' ... A,;

:3 est donc fonction holomorphe des x et le systéme (7) peut s’écrire

(8) zy, - Ep=QrF,, (h=1,2, ...,p),

les Q, sont holomorphes en ,, ..., x,. Donnons a z,, ..., z, les
valeurs &, ..., Tym, qui correspondent au minimum, &,, ..., &,
prennent des valeurs §,,,, ..., £, les différences @, n-Eimy - - -, Zpm-Epm
sontdoncles produitsde F, par desfacteurs holomorphesen x,..,, ... z,.

L’expression (5) montre alors que g ouF (&, . .., Zpmy Tpray-oey Tn)
est le produit de ¥, par un facteur holomorphe en z,.,, ..., x, qui se
réduit a la constante positive A,, A,, ..., A, lorsque les n — p para-
métres x,.,, ..., &, sont nuls.

3. Une fonction remplissant les conditions précédentes est donnée
par le carré de la distance d’'un point M (a, b, ¢) & un point
P[x, ¥, 4(=, y)] variable sur une surface analytique X d’équa-
tion z = {(x, y). L'origine des axes rectangulaires est un point O de X
Oz est normal & X; la série {(x, y) commence par des termes du
second ordre au moins.

Ona
F(.Z,)’, a, b’ C):(.Z’ - a)2+ (}’ - b)2+ [‘P(-"U,)’) - 0]25

x, y jouent lerdlede x,, ..., z, et a, b, c celui de 4, ..., 2,. SIM
est en O ou voisin de O il y a bien minimum véritable.
Le systéme

(9) ('z'_a)_*_(q)"'c)"l":z::o’ (.y_b)_*-("p—c)"]/):oa

détermine z,,, y,, et 3,,= {(Zm, y») coordonnnées du pied de la nor-
male abaissée de M sur X; ce sont des fonctions holomorphes
dea, b,c;xp=a—+...,y,=b-... les termes non écrits sont d’un
ordre plus grand que un, et le minimum peut s’écrire

p=F(Zm ym; a, b, ¢) =[c — $(@m ym) 2 [1+ 42 (Zm, Ym) + 32 (Zmy Ym)]

Le second facteur est une fonction holomorphe de a, b, ¢ dont le
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terme constant est I'unité; p. est done, pour a, b, ¢ infiniment petits,

équivalent a [ce—d(zn, ym)] ; 1l ne peut ainsi s’annuler que

si ¢ —Y(@m, ¥n) =0, mais alors x,=a,y,=>b en vertu de (9)

etc—d(a, b)=o. :
Les deux fonctions holomorphes de a, b, ¢

:C*‘P(xm,)’m); T:C—-q}(d,b)

ont toutes deux un seul terme du premier degré c; si la premiére
s’annule, il en est de méme de la seconde, donc

f=rt[1+ h(a, b, )],

h fonction holomorphe s’annulant pour ¢ =b = c=o0; autrement
dit 0 et 7 sont équivalents pour a, b, ¢ infiniment petits et de méme p

et[c—{(a, B)].
(10) p=[c—4d(a, b)*[1 +n(a, b, )],

7, holomorphe s’annule pour a =56 =c¢ = o.

4. Dans les intégrales que nous allons étudier la fonction ¢ sous le

signe f est de la forme I% » F et G sont fonctions réelles holomorphes

des variables réelles z,, ..., z, (dont les unes sont variables d’inté-
gration, les autres des paramétres); F vérifie les hypothéses du n° 2
la formule (5) étant valable quand on prend pour z,,..., x, les -
variables d'intégration ; onsuppose F,2 o et par suite le minimum p.2o0,
mais non identiquement nul. On prend la détermination réelle
et positive de F*. Le domaine d’intégration et sa frontiére sont
indépendants des paramétres; le point O pour lequel les variables
d’intégration sont nulles est intérieur a ce domaine. Si les paramétres
sont nuls, u= o la fonction ¢ devient infinie ou indéterminée en O,
on a une intégrale singuliére; mais l'intégrale a un sens pour des
valeurs des paramétres voisines de zéro n’'annulant pas F, et p;
nous cherchons alors la nature de cette intégrale considérée comme
fonction des paramétres (*).

(1) Voir le mémoire cité de Poincaré et I'ouvrage de M. Hadamard, Le Pro-
bléme de Cauchy, p. 167 et suivantes,
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Soit d’abord une intégrale simple; désignons par x la variable
d’intégration, par y,, ..., y, les paramétres, par x,, &, les limites de
I'intégrale; nous supposons les y et ces limites voisins de zéro (pour
la convergence des séries utilisées) et ces limites de signes con-
traires z, < 0 < x,. Posons

(11) I:f %dx,

la formule (3) raméne la question a I'étude d’intégrales analogues
portant sur les divers termes du second membre.

Celle qui porte sur P—=+'g, , est continue dans les conditions
indiquées, les autres sont de la forme suivante, puisque le polynome
de factorisation est du second degré [P = (= —£)*+F,],

/ oz + b b
[T = g+ (b + b,

o

xy . | .
Iﬂ:£° 2(-13'[)p 1)dz: l—[ﬁ[P(.z'”l—ﬁ_.P(wo)i_ﬁ] si ﬁ#l

et, pour B=1 L:log}lztz:;,

“ dx
Jg:f P_g

Dans ces formules 3=« — v, v prenant les valeurs o, 1, 2 infé-

rieures A «, (3, est donc positif.
P(z,) P(z,) .
Comme —ch"— et x—?‘ sont fonctions holomorphes de y,, ..., .

_prenant la valeur 1 pour y,=...=y,=o, les intégrales I3 et I, sont
holomorphes en y,, ..., y, (quel que soit 8).

Pour les intégrales Jg divers cas sont a distinguer

1° 23>1. — L’intégrale

/ T dx
%:j‘iﬁ

a un sens, et se calcule en posant

(12)

1
z=E§+ F}tangg
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ce qui donne

i3 11 1
C o ) t(eg)
Lo dy = = =V — i —
T2 L F, *

Jg=—
¥P

B(p, g) désigne I'intégrale eulérienne de premiére espéce (Goursar, -
Cours d’Analyse, t. 1, Chap. VI).

D’autre part,
PP=x8 [([ — §>-+ l—:—:]—ﬁ
x X~

13

b
x
extérieur a l'intervalle (x,, z,) siles y sont assez voisins de zéro) et,
comme 283 > 1, les intégrales

f P8 du, f 'P-8.da,
X, +

qu’il faut ajouter ¢ Jg pour obtenirJg, sont fonctions holomorphes des y.

- .y F
le second facteur est une série entiére en 2, — (convergente pour x

2° 28<1. — En posant

x —E=1{, xy—E=1t,, xz,—E=t,
on a

4
Jp:f (e2+F,)-B di;
lo

comme F, > o,
(2 +F B8,

'intégrale J; est uniformément convergente (Hapamarn, Cours d’Ana-
lyse, t.1, p. 225) et fonction continue de F, et £ et, parsuite, desy (*).

On voit de méme que .
L log l—;da:

est une fonction continue des y.

(*) D'ailleurs I'identité facile a établir

P, 1 P.”t 0
(r—2B)Jg+ 28F, I, = % [pgzzii - PBE;;]’

qui raméne le calcul de Jg & celui de Jg..,, et la relation I'(a) = (a — 1) (a — 1)
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. I .
° 2f3=1.— ne peut se rencontrer que sia = -~ entier
23=1.— Cecasnep c que - +pp )

positif ou nul. On a facilement

J,=log —=— +log[l~—+\/ 1—— +5]
H z2
RG]

NS

J est donc la somme de log = et d’une série entiére en £ et F, et, par

su1te enyi, ..oy Yne
1‘1
En définitive, Uintégrale 1= | = G dz est la somme d’une Sfonction

To

continue K, des paramétres variables y,, ..., y, et d’une partie

G . .

—ou G, et F, sont fonctions holomorphes des
F, T2
paramétres (F, s’annule quand y, = . . .= y,= o). Toutefois, sia. —é

critique de la forme

est un entier positif, il faut, en général, ajouter le produit L, log ITI
1
ou L, est une série entiére par rapport aux y. Ce dernier terme critique

. B 1
existe seul st & = 3

On peut changer la partie critique en changeant en méme temps la
fonction continue : on prend par exemple

1
G,=G,+HF, e K,=K—HF, "™

au lieu de G, et K, : Hest unesérie entiéreeny,, ..., y,, pestun entier

r_* . I
supérieur & a — - -

montrent que larelation

(e
Jg=yn I‘(ﬁ)z - . plus fonction holomorphe des y,

F,

reste valable pour des valeurs de 3, ne satisfaisant plus a I'inégalité 23 >1.
Journ. de Math., tome XV. — Fasc. II, 1936. . 28
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8. Indiquant seulement qu'on peut adapter cette démonstration et
ce résultat a des hypothéses plus larges que les précédentes, nous
établirons par contre qu’en nous tenant 4 ces hypothéses antérieures,
on peut obtenir une proposition plus précise : la décomposition
indiquée pour l'intégrale 1 peut étre faite de facon que la partie K, soit
Sonction holomorphe des paramétres y.

Poincaré 1'a montré dans le cas ou [ estle potentiel newtonien d’une
courbe analytique (loc. cit.,§ 4); nous allons étendre sa démonstration
au cas général que nous étudions en simplifiant la partie concernant
la convergence des séries.

On va donner la forme suivante & l'intégrale indéfinie correspon-
dantal:

dzx ¢
f}%dx:go W+-'Tw—_i’

@ étant une fonction holomorphe de x et des y, g, une fonction holo-
morphe des y seuls. Cette relation revient &

d , . ,
§=g&+ P* ar (%) =g+ Poy+ (1 — a)pPy,

que les changements de variable et de notation

v
x—E=t, 2(1—a)=v, a=1— > F,—=—n,

transforment en
(13) =g+ Vvto+ (2 —n)g,.

Avec Poincaré, regardonsvy; comme un parameétre, g comme unc
série entiére en ¢, cherchons g, série entiére en v et 9 série entiére ent
et v} que nous ordonnons par rapport a v:

So=Uy—+ thyn + UM+ . . ., =0, + PN +...+onf+.. ..
L’équation (13) donne alors

&= Uy+ vig,+ t2qy, Po=Uy + vig,+ 29, cey
Phoy = Up+ VEQr+ 129}, ...,
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équations qui permettent de trouver successivement les couples

(um ?0)1 (uh P )1 vy (uka cPk)a ey
carsi-
d
q)',‘._‘.: q;;ﬂ:Ao—i—A,,l—i—...—l—Ahthﬁ-...,
on a
A, A,t Apth—t
ur=A,, cpk=—v-+v+l+..+v+h_[ ’

u, et 9, se déterminent de méme a partir de g (remplacant ¢;_,).

Si g(¢£)=1t", m entier, on obtient ainsi pour ¢ le polynome suivant
1
homogeéne de degré m — 1 entetn’®:

Y= tm—t + m—1 m—s
T mA4v—1 (m+v—--|)(m+v——3)n
(m--10)(m— 3)

(m+v—1n(m+v—3)(m+v—5)

R/l bt I

& est alors nul si m est impair et a pour valeur, si m est pair,

(m—1)(m—3)...3.1 z

am:(m+v-—1)(m+v—3)...(v—+—3)(v+l)n ’

De ce cas particulier, on passe au cas général ou g(¢)est une série
entiére en x, ¥,, ..., ¥.; on 'ordonne par rapport a ¢; en y rempla-
cant ¢" par ¢, on a ¢() comme série entiére en 7, v}, ¥, ..., ¥ €t,
en remplacant ¢ par g, on a g,(?). Cesdeux séries sont-elles conver-
gentes ?

La réponse est immédiate lorsque « < 1 ou v>> o, car les coefficients
des divers polynomes ¢,, et des monomes s, étant évidemment tous
compris entre o et 1, il est possible d’appliquer un lemme que nous
avons donné antérieurement (Annalesde I'Ecole Normale, 3¢ série, 49,
p. 367, note).

Remplagons ensuite dans ces séries ¢ par —E(y., ...y Yn)s
n par —F,(y,,..., y.), nous obtenons ¢ comme fonction holomorphe
dex,y,, ..., y.; & comme fonction holomorphe des y.
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Passons a I'intégrale définie; nous avons

x,
8 | Ptdz+[oP—]z;

Xo

d’aprés ce qui a été dit plus haut pour les intégrales Ig, on voit que le
second terme est fonction holomorphe des y; la nature de I'intégrale
figurant dans le premier terme nous est connue (n° 4); la proposition
est donc démontrée lorsque o < a < 1.

Si a21, on décompose (n° 1) ng en une somme de fractions TD%' et

une fraction complémentaire é,, o< o&'=a—s<1; les intégrales

correspondant aux premiéres fractions ont été précédemment con-
sidérées (n° 4); celle qui porte sur le terme complémentaire rentre
dans le cas que nous venons d'étudier.

En définitive l'intégrale I a bien I'une des formes du n° 4, K, étant
fonction holomorphe des paramétres.

6. Passons a I'étude des intégrales doubles; soient x, y les variables
d’intégration et 3,, ..., 3, les paramétres; I'intégrale

— G('T7)')z1v --»75n)
I_ﬂFa(w)y1ziv"')zn)da

est étendue 4 une aire S du plan 2Oy i laquelle I'origine O est inté-
rieure. Rappelons que F et G sont holomorphes pour x, y, z,, ..., 3,
voisins de zéro; F s’annule lorsque toutes les variables sont nulles; on
suppose que les termes du second ordre de la série F(z, y;o, ..., 0),
constituent une forme définie positive; le minimum p(s,, ..., 3,) est
positif et non identiquement nul.

" Décomposons S en un rectangle R : z, <z <2, y, <y <y
auquel O est intérieur et une autre partie S — R = T'; soient I, Iy les
intégrales correspondantes I =13+ I;.

Si, comme nous 'admettrons, F ne s’annule pas lorsque z, y est
intérieur & T et que les paramétres z sont voisins de zéro, I, est fonc-
tion analytique des paramétres, il suffit de considérer I;.

Intégrons d’abord par rapport & z entre les limites z, et x,; le
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résultat est de la forme K, + - ou, sia— - est un entier positif ou

a_-

[. 2
F., G,, K,, L, sont fonctions de y et

Fl
de z,, ..., 3,. La seconde quadrature effectuée par rapport a y entre
les limites y, et y, donne pour 'intégrale relative 2 K, une fonction
continue (et méme holomorphe) des variables z; et pour celle relative

G, -» la somme d’une fonction de méme nature et
F, *

G,
d’une fraction de la forme —= o (ou Fa—l + L, log = F, si a — 1 est entier);

F,, G,, L, désignent des fonctlons de méme nature que F,, G,, L,
(mais ne dépendant plus de la variable y).

au second terme

Enfin, si a — 2est entier, on a encore une intégrale portant sur le
[T I . .
terme L, log F 'intégration par partles donne, en appelant £ une

série entiére en y, z,, .... 3,, telle que =L,

1y M T)—
f L, 100— [ﬁ’]ogF J + ﬁ'_F}Ldy,
Yo Yo Yo

1

le premier terme du second membre est fonction holomorphe des z, le

second est la somme d’une fonction analogue et d’une partie critique
A G
de méme nature que —; -
F§
Des intégrales doubles, on passe de méme aux intégrales triples et

a celles d’ordre quelconque ().

Pour une intégrale p*'° portant sur une fonction I(?} satisfaisant aux

(') Poincaré, dans le Mémoire cité, a montré (p. 131) que plusieurs de ses
résultats s'obtenaient en utilisant la théorie des intégrales simples ou multiples
dans des domaines complexes et les périodes de telles intégrales. Mais il se

.. m .
limite aux valeurs « — —, m entier.
2

Une étude plus compléte serait nécessaire pour « nombre positif quelconque;
nous ne la ferons pas ici.
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conditions énoncées (n° 4), la partie critique est en général de la
— ou, sl o — fest entier, ffp
F, * Fie
plus haut, G,, L, sont aussi fonctions holomorphes des paramétres.
A cette partie critique s’ajoute une partie continue et méme holo-
morphe.

On a vu (n°*2) que le minimum p. et F, ne différent que par un
facteur qui est série entiére par rapport aux paramétres, dont le terme
constant est différent de zéro; on peut donc substituer dans les formes
précédentes p. & F, (en modifiant convenablement G,, L,); au lieu de p.

on peut encore prendre un infiniment petit holomorphe équivalent.

forme

+L,log Fi,, ; F, a été définie

7. Considérons par exemple le potentiel newtonien U d’une simple
couche répartie sur une surface analytique X, a densité o analytique.

Il est donné par une intégrale ﬁp—fg, do est 'élément de surface,
pi
rla distance MP du point attiré M(a, b, ¢) & un point P(z, y, ) de

la surface. On veut étudier U quand M est voisin d’'un point O dela
du dy

surface; on prend les mémes axes que plus haut (n° 3), do= )
y est le cosinus de I'angle de la normale & X avec Oz; au voisinage
de O, ;{ est une série entiére en x, y dont le terme constant est 'unité.
Iei,
GZE, F=(cx—a¥+ () — 62+ [Y(x,y)—cl a:i-
On a vu que, dans ce cas,le minimum u est équivalent a [c—{(a, b)]".

De plus, « — 1=— -, le potentiel U est de la forme
2
G(a,b,c)lc—Y(a,b)| + K(a, b, ).

G et K sont holomorphes; le module [¢—¢| est égal & ¢ —¢ ou
a ¢ — c; on a deux expressions holomorphes

U=(c—-dg+K, Ui=({-c)g+X

pour le potentiel; la premiére convient au cété de X ot ¢ > Y(a, b) et la



SINGULARITES DE CERTAINES INTEGRALEKS. 223

seconde au coté o ¢ Y(a, b); ces deux expressions sont égales
pour ¢ =(a, b); le potentiel de simple couche reste continu.

Les composantes de la force ont donc, elles aussi, deux expressions
holomorphes distinctes suivant le cdté de X ou se trouve le point d’appli-
cation M : il y a discontinuité pour les composantes normales, car on a,
poura=b=c=o, '

U, Iy,

70- 7‘?':29(0,()’0);

mats les composantes tangentielles sont continues, car
\P’a(oa o) ={j(0, 0) =o.

L’étude directe de l'intégrale donnant la composante normale
permet de compléter ce résultat; il suffit méme de la faire pour

a=—b—o

(M tend vers O en suivant la normale). Tout revient a calculer les
premiers termes des séries entiéres intervenant dans la théorie précé-
dente; M. Goursat a montré la possibilité de ce calcul pour les coef-
ficients des polynomes de factorisation et ceux des restes.

On peut abréger encore en remarquant que la composante normale

s’écrit
ffpy,p(z,}?—cda:ffp\p(vc: Mdo__cffpd_:”
r r r

et que la premiére intégrale du second membre est uniformément
convergente et fonction continue de ¢, pourc=o0 (M est en O) elle
donne

I,= f&? do, r,—OP.
T

Tout revient a étudier, au point de vue précédent, le second terme;
il est facile de voir que la limite du produit est 2np, lorsque ¢ tend
vers zéro par valeurs positives, — 27, pour les valeurs négatives, on
retrouve ainsi les limites classiques.

Le potentiel newtonien d'une double couche étant la somme de
trois composantes de forces correspondant & des simples couches (') a,

(*) Keroe, Foundations of Potential Theory, 1929, p. 167.
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lui aussi, dans le cas des données analytiques, deux expressions

holomorphes, distinctes, correspondant aux deux cdtés de S, et sera
représenté sur S par leur moyenne arithmétique (*).

Ce qui est essentiel dansce qui précéde, c’est la valeur (é ou g) de
I’exposant «. Ces résultats s’étendent donc aux potentiels et aux forces
correspondant 4 une action élémentaire de la forme g; (L(rL) ) » f(r)

étant une fonction holomorphe de r telle que f(0) £ 0 que certaines
théories utilisent (*).

Par contre, ils sont 4 modifier quand la force élémentaire est inver-
sement proportionnelle 4 une puissance de la distance dont I’exposant
est autre que 2.

(*) Ces propriétés du potentiel pour des données analytiques ont été élablies
par Bruns, Stahl, Erhard Schmidt (Mathematische Annalen,t. 68, 1910, p. 107)
par une méthode toute différente utilisant I’équation de Laplace et les théorémes
d'existence de Cauchy, Weierstrass, M de Kowalewski.

(?) E. Picarp, Lecons sur quelques problémes aux limites de la théorie des
équations différentielles; collection Julia, fasc., V, p. 260.



