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Sur des transfiwmations d’équations aux dérivées
partielles du second ordre à n variables indé—

pendantes obtenues par une propriété d’invariance
du groupe des transformations de contact;

Pan G. CERF
(Strasbourg ).

La théorie des groupes de fonctions, exposée en français pour la
première fois par M. Goursat (‘ ), constitue un chapitre de l’étude des
propriétés d’invariance du groupe des transformations de contact;
c’est le problème de l’utilisation, pour l’intégration d’un système
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, d’intégrales
premières connues qui a conduit Lie à cette théorie. La recherche de
transformationsdes équations aux dérivées partielles du second ordre,
à une inconnue, fonction d’un nombre quelconque de variables indé—
pendantes, conduit à mettre en évidence une notion un peu plus 

(‘) Leçons sur les équations aux dérivéespartiellesdu premierordre, 1891.
Journ. de Math.. tome XV. — Faso. I, 1936. I
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générale que celle de groupe de fonctions, et qui est aussi invariante
par rapport au groupe des transformations de contact. Nous commen-
çons par exposer cette notion et nous l’appliquons ensuite aux trans-
formations indiquées.

1. On sait que les transformations de contact sont définies par les
changements de variables qui laissent invariante l’équationde Pfafi'
(r) dz—p,dæ,—pzdæz—...—p,,dæ,,=o.

Si Z, X,—, P,— sont les nouvelles variables,
(2) dZ— P1 dX,——. . .— l’,,clX,,=p(æ, z, p) (d: ——p,dæ,—. . .—p,,dx,,)

avec p(æ, z,p)# 0.f et <p étant deux fonctions quelconques de x, z-, p, et F et (1) ce
qu’elles deviennent après le changementde variables, si l’on désigne
par [F, <D]z le crochet jacobien relativement aux grandes lettres,
par [f, ?]: le crochet jacobien relativement aux petites lettres, on a

(3) MR ‘Î’lz=[f, <?lz-

Les transformations de contact forment un groupe, soit G. Parmi les
propriétés d’invariance de G, la théorie des équations aux dérivées
partielles du premier ordre a mis en évidence celles qui concernent .

les groupes de fonctions. Nous dirons, d’abord, que 9 fonctions
distinctes f. , f2, . . . , f,, des a:, z, p étant données, toutes les fonctions
qui peuvent s’exprimersous la forme <I>(f,, f2, . . ., fq), (1) étant une
fonction arbitraire des q arguments, constituentune familled’ordre q.
Un problème important consiste à reconnaître si deux familles de
fonctions sont équivalentes par rapport au groupe G. On est conduit,
éventuellement, à étendre la famille, par l’adjonction de nouvelles
fonctions de base, jusqu’à obtenir un groupe de fonctions, c’est-à—dire
une famille telle que :

1° Les rapports mutuels des crochets des fonctions de la famille,
prises deux à deux, appartiennent à la famille (il suffit pour cela que
la propriété soit vérifiée pour les fonctions de base);
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2° Si W désigne l’inverse du crochetde deux fonctionsde la famille
qui ne soient pas en involution, l’expression

… - WJ]W”
appartient à la famille sif en est un élément quelconque (il suffit que
cela soit vrai pour les fonctions de base). En particulier, si W = 1,

l’expression (4) se réduit, au signe près, à
3—5

Il faut mettre à part les

groupes involutifs, où deux fonctions quelconques du groupe sont en
involution; un tel groupe est au plus d’ordre n + r.

2. Supposons maintenant que seule soit vérifiée la première
propriété qui définit un groupe, c’est-à—dire que les rapports mutuels
des crochets des fonctions f,, . . ., f, prises deux à deux s’expriment
au moyen de ces fonctions : nous dirons alors qu’elles définissent une
famille 5 de rang q. D’après (3), toute transformation de contact
transforme une famille 5 en une autre de même rang. Nous allons
nous occuper en premier lieu de la détermination des familles ? , en
nous appuyant sur l’identité fondamentale(5),

@ ÜfiflHfl med+Unmfl
—%M£+mm”+umfl-

Nous y associons l’observation suivante : à toute fonction de la famille,
disons f,, on peut en associer q— 2 de la famille 5 , distinctes 'entre
elles et distinctes de f., et qui soient toutes en involution avec f..
Nous supposons naturellement que la famille ne constitue pas un
groupe involutif et que ], ne soit pas déjà en involution avecf2, ...,f,.
Soit A(f., f2, .. ., f,) une des fonctions à associer à f,, elle doit
vérifier la relation
(® [bMä+%Mä+…fihü%=m
puisqu’il s’agit d’une famille 5, (6) constitue une équation aux
dérivées partielles du premier ordre, linéaire, homogène, pour déter—
miner la fonction A des arguments f,, f., .. ., f,; elle admet un
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système de q—-1 intégrales distinctes, dont f,; nous supposerons
désormais, ce qui ne nuit pas àla généralité, que ce systèmese compose
de f., f,, . ., f,,_. D’autre part, par une transformation de contact
quelconque, on peut s’arranger pour que le crochet de deux fonc—
tions f, qui ne sont pas en involution, soit égal à 1 ; nous supposerons
que

(7) ,. [fiffll: 1

Il en résulte que les crochets non nuls de deux fonctions de la famille
s’expriment au moyen de f.,f2, . . ., f.,.

Flacons-nous d’abord dans le cas où q > 3 ; appliquons l’identité (5)
àfnf2,f3,
<8> [[f..f.].f.[ [f / ]"—{3-

Il
Donc, si [f., f,]# o,

—Ç—’doit s’exprimer au moyen des fonctions de
la famille, d’après la remarque qui suit la relation (7). Comme
dans (8) on peut remplacer les indices 2 et 3 par deux quelconques
des nombres 2, 3, . . ., q4 1, la conclusionque nous venons d’énoncer
est valable pourvu que f,, . . ., fq_. ne soient pas deux à deux en
involution; c’est—à—dire qu’il n’y aurait d’exception que si f,, fg, . . . ,

f,,_. constituaient un groupe involutif (cela est du reste impossible
si q—1>n+1°ouq>n+2).

Supposons que nous ne sommes pas dans le cas d’exception et”
appliquons l’identité (5) àf.,f2, f,,

[[f… f.], f.] + [… f. ]. f.]-— [f fq]——"——{i++1f… m——{.—’"

et, d’après (7) et (8>’dâ—{"
pourra s’exprimerau moyen des fonctions de

la famille; il en sera de même évidemment de
——f-î’

…,
â—ÇP- Comme

f,, . . ., f,,_1 ne forment pas un groupe involutif, on peut supposer,
par exemple, [f2, f,] # o et appliquer l’identité àf,, f3, f,,,

[[f… fa] f+.] [[Mf].le+ [mm f=]

"1ff1"f”1f…f.1"—{fi+1h.fli"—{“
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ce qui permetd’exprimer aussi% au moyen des fonctions de la famille;
celle—ci, par conséquent constitue un groupe. Nous sommes donc
arrivé au résultat suivant; si q > 3, deux cas sont possibles :

I° Ou bien la famille ? constitue un groupe, involutif ou non;
2° Ou bien q — 1 fonctions distinctes de 23°” , et pas plus, constituent

un groupe involutif.

Dans ce dernier cas, qui suppose q g n + 2, on peut, par une trans—
formation de contact, se ramener à celui où les q — 1 fonctions sont a:, ,

x… ..., æq_., si qên-l— I; à celui où les q— 1 fonctions sont av.,
æ2, . . .,æ,,, zsiq=n+2.

Flacons-nous d’abord dans l’hypothèse où qên+ 1 et soit ap(æ, z, 11)

la q'°‘“‘ fonction; pour écrire que les q fonctions cv., . . . , xq_., <p déter-
minent une famille :’î , il suffit d’écrire les conditions où interviennent
les crochets dans lesquels figure cp, [cp, x,] =

â—Ë;
il doit donc exister

des fonctions

  A,(æ,,æ,, ...,æ,,-,,cp) (i=1,9., ...,q—1),
telles que

21 O‘? ”°?
à]’1 : dpi : : ——-——dPfl_l -

A1(Œu - - " wq—u (?) A2(æa cP)
. . . Ari—t(“), (P)

La fonction :p est alors déterminée par une relation de la forme

(9) P1A1(xu °°°» °L'r/—1aŸ)+P2Az(ÆaÇP)+"
+Pq—1Aq—-l(æh - - -v $q—u (Pl=H(CP, °”17 °°°» æm Za Pi]; °°°: Pn):

les fonctions A., ..., Aq_., H sont des fonctions arbitraires des
arguments qui y figurent.

_

.

En supposant maintenant queg:n+2, le système d’équations aux
dérivées partielles pour déterminer cp doit être prolongé jusqu’aux
rapports

—d-î ) .Û_CP + + ) à?
01h: et

] 1 âp, . . . I n dl)"
A,,(.L‘,, . . ., æ,,, ;, (p) A,….,(æ, :, cp)

’

tous les A pouvant dépendre de cv,, . . ., æ,,, z et <p. La fonction q
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s’obtient alors à partir d'une relation telle que

(9!) p1A,(æ,Z,ç)+….+pnAn(æ,z,<p)=H(æ.z,cp),

la fonction A,… étant désignée par H.
Nous avons laissé de côté le cas où q: 3; si les trois fonctions ne

forment pas un groupe involutif, on peut en trouver deux de la famille
qui soient en involution et la troisième sera déterminée par la rela—
tion (9) où 9: 3.

5. En général, les fonctions x,, . . ., æ,,_., <p ne constituentpas un
groupe; pour s’en assurer, il fautcontrôler que les relations (4) ne sont
pas vérifiées en général. On pourra prendre W = T)}?

, c’est—à—dire

337%

W: u'_p,A; _ . . .—p,,_,Aç,_,
A, ’

l’accent désignant la dérivée par rapport à <p; il est bien clair que si
les fonctions A… . . . , Aq_, , H ne sont pas choisies d’une façon parti-

-. . dW .cuhere, [W, an,—] par exemple, c’est-à-d1re
5P—z’

ne s’exprime pas au
moyen seulement de x,, . . ., xq_. et go,

1 , æi : <H’—-p,A', —...—pq_,AÇ,_,)
A.- _1î{ .

à A,-
? l—l’—p,A'4 ——...—p,,_,AÇ,_1 A,  : H”—p,AZ—. . ._p,_.AZ,_l _ 2 £;_1—1'_p,A; _. . __. p,,_.Aç,_, A,’

le second terme ne dépend que de x., . . ., æ,,_., :p et visiblement, à
moins que les H., A., . . ., Aq_, ne s’expriment, par rapport à cp,

linéairementau moyen de l’un d’entre eux, le premier terme dépendra
de p. , . . . , q., . Comme exemple de famille 5 qui ne constitue pas un 
groupe, indiquons x. , æg, xs, 2, \/“—p1 '

P=+5
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Il.
L’applicationque nous avons en vue àla théorie des transformations

des équations aux dérivées partielles du second ordre s’appuie sur les
résultats précédents, q étant égal à n+ 2, nous ne l’indiquerons que
dans le cas de n = 3, la généralisation se faisant d’elle-même; le cas
de n = 2 rentre dans la théorie des transformationsde Bäcklund.

1. A un élément du premier ordre x., œ,, %, z, p. , p2, p3, faisons
correspondreune hypersurface 2 à tr01s d1mens10ns; pour la s1mphc1té
de l’écriture, nous la supposerons donnée sous la forme

(IO) Z=F(X,, X,, X;,; .r, :,p).

A une hypersurface (3) (où un point a pourcoordonnéesx‘ , æ2, x,, z),
nous faisons correspondre, en général, l’enveloppe 5 des 2 correspon-
dant à ses éléments; cela se fait en adjoignant à (10), les trois relations

(u) F__Æ_âF+ àF ()F dF dF_Û_ __ 3'_dæt_zÎzÎ P’ÜÎ+P"ÜE+P”d—pÇ+PUÊ,— , (1—1,2, )

avec ..._L.pli_dæ;dæ;

Considérons l’équationdu second ordre, (6), obtenue par l’élimination
de X,, X2, X, entre les relations (1 I) et (12),

nm... F,, F,» _…" Nx—KÎÎ“ 0.

D’un travailprécédent (‘), il résulte que cette équation (O) admet deux
familles de caractéristiquesà une dimension, qui sont, en général, du
second ordre. Soit (s’) une intégrale de (0); les formules de la trans-
formation (3 —+ S) ne s’appliquent pas à s’. Toutefois, l’élimination
qui conduit à (0) fournit des expressions de X,, X,, X3 en fonction
des as, de z et de ses dérivées du premier et du second ordre; lorsque 

(‘) Bulletin des Sciences mathématiques, 1927, p. 334.
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le point de coordonnées av., cc,, 323, z décrit s’, en général X,, X,, X3varient d’une manière indépendante, et en leur adjoignant la rela—
tion (10), on constate qu’à (s’) on peut faire correspondre une hyper—
surface (S’). Nous n’insistons pas ici sur les relations entre S’ et les 2
correspondantaux divers points de s’; constatons que la différentiation
de la relation (10), en tenant compte de (1 I), prouve que les dérivées
premières de Z sur S' se calculent au moyen de

dF(13)
Pi=d—Xt

(i=l, 2, 3).

Mais la differentiationde ces relations (13) donne
3 il

_
aw _ ciôF ._…” 2’<PU_ axiax,>dX/—E‘ dæ, axidæ’ “_" ?" 3"

l l

Comme
et (JF 0? dF __âF,

d_.wd—Xi=îÊd—a_dîf
en tenant compte de (12), il vient

p 021?
P 0217 p 0217“ “

5‘Xî ”“ ax, ax2 ”“ ax1 dx”_ d=F , d=F ) d=F _(15) A_ P” -
—dxgax., 1ü_ a—xg, 12”…

â—X2an
_o.

ÆF æF fiF
PI“!P“_ ax“ ax1 “!” axmî; “

“âîg
|

D’autre part, des relations (14) nous déduisons, grâce à (15), les
nouvelles relations (nous laissons de côté une discussion sans grande
importance ici) :  P azF

P «M dF,

«PF 021? ()F,> — __ ) _ _ _ = [= .
(16) In dX2 dX1 l.22

dXL_—î dX2
o ( 1, 2, 3)

P d-‘F 1) 021? £,“_ dX3 dx1
‘ ex:, ax.) 0x1,

Satis nous attarder à leur interprétation, nous constatonsqu’adjointes
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aux relations (ro) elles permettentd’écrire une nouvellerelation où ne
figurent plus les dérivées secondes de z,

, w 1«‘ , aar , , ,
lil”“‘(Îÿî: lia—m lPyl’Xli-r

()—'l*' ô'-’F ,

_
,) ) _ _ . . : .(‘7’ ’“_ ax.ax. ""—’ d.\â ”" ”"’" 0

0'-' F J.» F ‘ ‘) _ ___... . ___ 4
,

_’“ ax,ax, P” dx,0.x, …” ’*aJ"‘

r r \ F , - . .
Fx, etant egal a %— et [F, F. }, de51gnant le crochet_]flCObIGH.‘

1

Nous arrivons ainsi au résultat que nous avions en vue : les hyper—
surfaces (S’) seront, en général, solutions d’une équat10naux dérivées
partielles @, du deuxième ordre, si l’éliminationdes a:, z, p est possible
entre les relations (10), (13), (15) ét(17), soit6 relations. L’équation @

admet deux familles de caractéristiques à une dimension, dont l’une au
moins, est du premier ordre.

Remarquons qu’une discussion s’impose.

2. Cela posé, supposons que les w, 2, }) figurent dans F par l’inter-
médiaire de seulement 5 fonctions : cp,-(æ, z,p) (i=1, 2, 3, 4, 5).
Dans (10), (13) et (15) ils ne figurent aussi que par l’intermédiaire
des cp; dans (17), ils figureront en outre dans les crochets [cp,, ça,-L,;
mais ces différents crochets entrent dans (17) d’une facon linéaire et
homogène. Si donc leurs rapports s’expriment au moyen des <p,

les x, z, p ne figureront aussi dans (17) que par l’intermédiaire de cp;
par conséquent, en général, l’élimination des a:, z, pentrelesrelations
indiquées sera possible. Autrement dit, si les fonctions cp constituent
une famille 5 (ou un groupe), à l’équation (0) nous pouvons faire
correspondre l’équation (®) et définir une transformation des inté-
grales de ces deux équations : une intégrale de (0) se transforme, en
général, en une intégrale bien déterminée de (6); mais à une intégrale
de (©) correspondent une infinité d’intégrales de (0).

On peut, par transformation de contact, se ramener à des cas
simples. Si les ? forment un groupe, dans la relation (10) les argu-
ments æ, z, p ne figureront plus que par les éléments de la forme

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. 1, 1936. 2
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canonique d’un groupe de 5 fonctions; il n’y aura donc plus d’arbi—
traire sous le signe F.

Si les <p forment une famille 5 , d’après ce qui a été vu ci—dessus, par
une transformationde contact, on pourra se ramener au cas où quatre
des fonctions <p sont x,, x,, æ;,, z, la cinquième étant déterminée par
la relation déduite de (9’ ) :

'

Pi A1(æy 5» Cp) +P: A,(æ, 5» <?l +]);A;;(.Æ, 5) CP)=H(Œw za °F)»

A., A._., A3, H étant des fonctions arbitraires de leurs arguments; la
relation (10) est alors

Z=leis Xe: x:xi æ-1a 3729 æzn 5; CP)


