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JOURNAL

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur des transformations d’équations aux dérivées
partielles du second ordre a n wvariables indé-
pendantes obtenues par une propriété d’invariance
du groupe des transformations de contact;

Par G. CERF

(Strasbourg).

La théorie des groupes de fonctions, exposée en francais pour la
premiére fois par M. Goursat ('), constitue un chapitre de I'étude des
propriétés d’'invariance du groupe des transformations de contact;
c'est le probléme de I'utilisation, pour l'intégration d’un systéme
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, d’intégrales
premiéres connues qui a conduit Lie a cette théorie. La recherche de
transformations des équations aux dérivées partielles dusecond ordre,
a une inconnue, fonction d’'un nombre quelconque de variables indé-
pendantes, conduit & mettre en évidence une notion un peu plus

(1) Lecons sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre, 1891.
Journ. de Math., tome XV. — Fasc. I, 1936. 1



2 G. CERF.

générale que celle de groupe de fonctions, et qui est aussi invariante
par rapport au groupe des transformations de contact. Nous commen-
cons par exposer cette notion et nous l'appliquons ensuite aux trans-
formations indiquées.

1. On sait que les transformations de contact sont définies par les
changements de variables qui laissent invariante I'équation de Pfaff

(1) ds — p,dx,— pydz,—...— pydx,—o.

Si Z, X;, P; sont les nouvelles variables,

(2) d4—PdX,—...— P, dX,=p(z, 5. p)\ds — pyde,—...— ppdx,)

avec ¢(x, 3, p)£o.
Jf et ¢ étant deux fonctions quelconques de z, z, p, et F et @ ce

qu’elles deviennent aprés le changement de variables, si ’on désigne
par [F, ®], le crochet jacobien relativement aux grandes lettres,
par [ /, ?]. le crochet jacobien relativement aux petites lettres, on a

(3) elF, ®L=[/, ¢]..

Les transformations de contact forment un groupe, soit G. Parmi les
propriétés d'invariance de G, la théorie des équations aux dérivées
partielles du premier ordre a mis en évidence celles qui concernent -
les groupes de fonctions. Nous dirons, d’abord, que ¢ fonctions
distinctes f,, f,, ..., f, des @, 3, p étant données, toutes les fonctions
qui peuvent s’exprimer sous la forme ®( f,, f,, ..., f;),  étant une
fonction arbitraire des ¢ arguments, constituent une familled’ordregq.
Un probléme important consiste a reconnaitre si deux familles de
fonctions sont équivalentes par rapport au groupe G. On est conduit,
éventuellement, & étendre la famille, par 'adjonction de nouvelles
fonctions de base, jusqu’a obtenir un groupe de fonctions, c’est-a-dire
une famille telle que :

1° Les rapports mutuels des crochets des fonctions de la famille,
prises deux & deux, appartiennent 4 la famille (il suffit pour cela que
‘la propriété soit vérifiée pour les fonctions de base);
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2° Si W désigne l'inverse du crochet de deux fonctions de la famille
qui ne soient pas en involution Pexpression

& (W, £ - w

appartient a la famille si £ en est un élément quelconque (il suffit que
cela soit vrai pour les fonctions de base). En particulier, si W =1,

I’expression (4) se réduit, au signe prés, a z—f Il faut mettre & part les

groupes involutifs, ou deux fonctions quelconques du groupe sont en
involution ; un tel groupe est au plus d’ordre n+-1.

2. Supposons maintenant que seule soit vérifiée la premiére
propriété qui définit un groupe, c'est-a-dire que les rapports mutuels
des crochets des fonctions f,, ..., f, prises deux 4 deux s’expriment
au moyen de ces fonctions : nous dirons alors qu’elles définissent une
famille & de rang ¢. D’aprés (3), toute transformation de contact
transforme une famille & en une autre de méme rang. Nous allons
nous occuper en premier lieu de la détermination des familles &, en
nous appuyant sur l'identité fondamentale (5),

(5) [LFo £33, ]+ [ Sis 5] + [ U £, 1]
=Ufo VL w11 10 L 11, 109

Nous y associons I'observation suivante : a toute fonction de la famille,
disons f,, on peut en associer ¢ — 2 de la famille &, distinctes entre
elles et distinctes de f,, et qui soient toutes en involution avec f,.
Nous supposons naturellement que la famille ne constitue pas un
groupe involutif et que f, ne soit pas déja eninvolution avec £y, ..., f,.
Soit A(fi, f2, ..., fy) une des fonctions a associer & f,, elle doit
vérifier la relation

(6) [fpfl]g—i—r-[fa,f,]‘a’% +...+[fq,fi]g_;;—_;o;

puisqu’il s’agit d'une famille &, (6) constitue une équation aux
dérivées partielles du premier ordre, linéaire, homogéne, pour déter-
miner la fonction A des arguments f,, f,, ..., f,; elle admet un
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systéme de q—l intégrales distinctes, dont f,; nous supposerons
désormais, ce qui ne nuit pas 4 la généralité, que ce systéme se compose
de fi, fa ..., f4—i. D’autre part, par une transformation de contact
quelconque, on peut s’arranger pour que le crochet de deux fonc-
tions f, qui ne sont pas en involution, soit égal & 1; nous supposerons
que

(7) [fife] =1

Il en résulte que les crochets non nuls de deux fonctions de la famille
s'expriment au moyen de f,, fa, ..., f,
Plagons-nous d’abord dans le cas ou ¢ > 3; appliquons I'identité (5)

afo Sar S
. 19/
(8) [Uh.fs]»flJ:[fza./u]E‘

Donc, si [ £, fi]5 o, if;« doit s’exprimer au moyen des fonctions de

la famille, d’aprés la remarque qui suit la relation (7). Comme
dans (8) on peut remplacer les indices 2 et 3 par deux quelconques
des nombres 2, 3, ..., g—1, la conclusion que nous venons d’énoncer
est valable pourvu que f;, ..., f,_, ne soient pas deux & deux en
involution; c’est-a-dire qu'il n'y aurait d’exception que si f,, f5, . ..,
JSq—1 constituaient un groupe involutif (cela est du reste impossible
sig—1 >n-410ug >n—+2).

Supposons que nous ne sommes pas dans le cas d’exception et

appliquons l'identité (5) a £,, /3, f,,
[ o 1]+ (U 0 1) = U S) L+ U 112,

et, d’aprés (7) et (8), - pourra s’exprimer au moyen des fonctions de

of
la famille; il en sera de méme évidemment de f LR —J;"_— Comme

Say -+, fq—1 ne forment pas un groupe mvoluuf, on peut supposer,
par exemple, [ f,, f,] £ o et appliquer I'identité a f,, fs, f,,

2N AR IV ANA RS ¥ ANA

=01 2% 110 12 1 102
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ce qui permet d’exprimer aussi %Lz‘i au moyen des fonctions de la famille;

celle-ci, par conséquent constitue un groupe. Nous sommes donc
arrivé au résultat suivant; si ¢ > 3, deux cas sont possibles :

1° Ou bien la famille F constitue un groupe, involutif ou non;
2° Qu bien ¢ — 1 fonctions distinctes de &, et pas plus, constituent
un groupe involutif.

Dans ce dernier cas, qui suppose g<n -+ 2, on peut, par une trans-
formation de contact, se ramener & celui ot les ¢ — 1 fonctionssont z,,
Tay ..., Ty_y, Sl gSn—+1; A celui ou les ¢ —1 fonctions sont z,
Lyy ooy &yy 3S1g=n—+ 2.

Plagons-nous d’abord dans I’hypothése ot g <n—-1 et soit o(x, z, p)
la ¢'* fonction ; pour écrire que les ¢ fonctions z,, . .., z,_,, ¢ déter-
minent une famille &, il suffit d’écrire les conditions ot interviennent

les crochets dans lesquels figure ¢, [o, z;]= g%; il doit donc exister
des fonctions

Ai(‘l;hx:a <oy Ly—yy ‘P) (i:l’ 2, -"yq_l)a
telles que
99, 99 ]
p, = Ip: = = ————-—dpll—l .
Ay(zyy ooy X, @) Az, 9) Api (2, 9)

La fonction ¢ est alors déterminée par une relation de la forme

(9) piAy(xy, -eny Ly—iy @) + P A,(x, @) +...
+ Pyt Ag—i(Z1y ooy Zgmyy @) =H(9, Zy, ..., Zn, 3, Pgy -oes Pa),

les fonctions A,, ..., A,_,, H sont des fonctions arbitraires des
arguments qui y figurent. ' :

En supposant maintenant que g=n--2, le systéme d’équations aux
dérivées partielles pour déterminer ¢ doit étre prolongé jusqu'aux
rapports

L2 WO o pa R
0P o Drop, TPy,
[\"’(‘L"‘ ceey Lny Sy (P? A,H_i(.z-, 3, ?) ’

tous les A pouvant dépendre de x,, ..., x,, 3 et ¢. La fonction ¢
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s'obtient alors & partir d'une relation telle que
(9") P A, 3, 9) +.. .+ paAn(z, 3, 9) =H(a. 3, 9),

la fonction A, étant désignée par H.

Nous avons laissé de coté le cas ot ¢ = 3; si les trois fonctions ne
forment pas un groupe involutif, on peut en trouver deux de la famille
qui soient en involution et la troisiéme sera déterminée par la rela-
tion (g) o1 ¢ =3.

3. En général, les fonctions z,, ..., z,_,, ¢ ne constituent pas un
groupe; pour s’en assurer, il faut contréler que les relations (4 ) ne sont

pas vérifiées en général. On pourra prendre W = _d'?’ c’est-a-dire
I
woW=pAi = p Ay,
A

I'accent désignant la dérivée par rapport & ¢; il est bien clair que si

les fonclions A,, ..., A,_,, H ne sont pas choisies d’une facon parti-

culiére, [ W, ;] par exemple, c’est-a-dire %—‘3’-, ne s’exprime pas au
L3

moyen seulementde z,, ..., z,_, et o,

_I_, 7| = (H’_.p,A'. —...—p,,_,Aﬁ,_,) ’ , A; , __11; .
/] A; e H' —p Al —...—p A, Ay

M p A p Ay AL

W—pA, —...— pp Ay, A
le second terme ne dépend que de @,, ..., x,_,, ¢ et visiblement, a
moins que les H,, A,, ..., A,_, ne s’expriment, par rapport a o,

linéairement au moyen de I'un d’entre eux, le premier terme dépendra
dep,, ..., pg—y. Comme exemple de famille F qui ne constitue pasun

groupe, indiquons z,, ,, ,, 3, \/'—p1 :

P+ 5
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I1.

L’application que nous avons en vue a la théorie des transformations
des équations aux dérivées partielles du second ordre s’appuie sur les
résultats précédents, ¢ étant égal & n—+ 2, nous ne l'indiquerons que
dans le cas de n = 3, la généralisation se faisant d’elle-méme; le cas
de n = 2 rentre dans la théorie des transformations de Béicklund.

1. A un élément du premier ordre x,, x,, 3, 3, pi, P2, Ps, faisons
correspondre une hypersurface X 4 trois dimensions; pour la simplicité
de ’écriture, nous la supposerons donnée sous la forme

(10) L=F(X,, X,, X3; =, 3, p)-
A une hypersurface (s) (ol un point a pour coordonnées x,, z,, s, 3),

nous faisons correspondre, en général, I'enveloppe S des X correspon-
dant a ses éléments; cela se fait en adjoignant & (10), les trois relations

(1) F_ﬂ__d_F_i_ oF ()F+ JF dF——o- . 3
= dz ox, p1£+P"Z)E P”d[)g—'—p“-d?@,_ ;o (=1,2,3)
avec .

95

p”_dxgdx,-

Considérons I’équation du second ordre, (0), obtenue par I’élimination
de X, X,, X, entre les relations (11) et (12),

D(Fh F!s F;ﬁ _

(12) DX, X, %)

D’un travail précédent ('), il résulte que cette équation (6) admet deux
familles de caractéristiques 4 une dimension, qui sont, en général, du
second ordre. Soit (s') une intégrale de (9); les formules de la trans-
formation (s -» S) ne s’appliquent pas a 5. Toutefois, |’élimination
qui conduit & (0) fournit des expressions de X,, X,, X, en fonction
des x, de z et de ses dérivées du premier et du second ordre; lorsque

(') Bulletin des Sciences mathématiques, 1927, p. 334.
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le point de coordonnées z,, x,, @y, 3 décrit &', en général X,, X,, X,
varient d’une maniére indépendante, et en leur adjoignant la rela-
tion (10), on constate qu’a (s') on peut faire correspondre une hyper-
surface (8'). Nous n'insistons pas ici sur les relations entre S’ et les X
correspondant aux divers points de s'; constatons que la différentiation
de la relation (10), en tenant compte de (11), prouve que les dérivées
premiéres de Z sur §' se calculent au moyen de

oF

(13) P‘:Z)Y, (i=1, 2, 3).

Mais la différentiation de ces relations (13) donne

3 3
o*F d JF .
(14) Zf (Pli—‘ m) dx/_Zld—.r[ d—)(;dxl (I=r1, 2, 3.
1 i

Comme
d oF _ 9 dF _ 0F,

dr 0X; — 0X, dz, X,

en tenant compte de (12), il vient

p._ OF p *F F
)& T OX, 90X, Y7 oX,dX,
_ O*F , 0F ) F |
(13) A=) Pu- oX,0X, » 9X2 Pau— ox,0x%, |~
0:F 0°F 0 F

P:IZX

Pa— X, 0X, * 09X,0X, T oxX: |

D’autre part, des relations (14) nous déduisons, grace a (15), les
nouvelles relations (nous laissons de cété une discussion sans grande
importance ici) : :

p OF p O*F_ oF,
o P axax ax
O'F O*F OF,

S S e _— = = .

(16) Pu—oxox, P2 ox ax,|=° U=523)
p OF_ 9F_ OF,
"X, 90X, 7 9X,0X, JX,

Sans nous attarder a leur interprétation, nous constatons qu’adjointes
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aux relations (10) elles permettent d’écrire une nouvelle relation o ne
figurent plus les dérivées secondes de z,

0 F o°F
> > ? F.
L= oxe Pe=oxox; L Fule
0:F 0*F .
(x7) Pa—oxox, Pemox W Fale=o
9*F 9*F -
> — —— p —— e 4y .
P 0X, 0X, Pa X, o\, LF. Fy,

: . , OF (. . .
Fy, étant égal a ax, e [F, F,]. désignant le crochet jacobien.

Nous arrivons ainsi au résultat que nous avions en vue : les hyper-
surfaces (S') seront, en général, solutions d’une équation aux dérivées
partielles ©, du deuxiéme ordre, si I’élimination des x, z, p est possible
entre les relations (10), (13), (15) et (17), soit 6 relations. L'équation ©
admet deux familles de caractéristiques & une dimension, dont1’une au
moins, est du premier ordre.

Remarquons qu’une discussion s’impose.

2. Cela posé, supposons que les z, z, p figurent dans I par 'inter-
médiaire de seulement 5 fonctions : ¢z, 3, p) (=1, 2, 3, 4, 5).
Dans (10), (13) et (15) ils ne figurent aussi que par l'intermédiaire
des ¢; dans (17), ils figureront en outre dans les crochets [o;, ¢;].3
mais ces différents crochets entrent dans (17) d’une fagon linéaire et
homogéne. Si donc leurs rapports s’expriment au moyen des o,
les x, 3, p ne figureront aussi dans (17) que par I'intermédiaire de ¢ ;
par conséquent, en général, I’élimination des x, z, p entrelesrelations
indiquées sera possible. Autrement dit, si les fonctions ¢ constituent
une famille & (ou un groupe), a I'équation () nous pouvons faire
correspondre l’équation (O) et définir une transformation des inté-
grales de ces deux équations : une intégrale de (0) se transforme, en
général, en une intégrale bien déterminée de (@); mais 4 une intégrale
de (©) correspondent une infinité d’intégrales de (0).

On peut, par transformation de contact, se ramener a des cas
simples. Si les ¢ forment un groupe, dans la relation (10) les argu-
ments x, 3, p ne figureront plus que par les éléments de la forme

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. I, 1936. 2
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canonique d'un groupe de 5 fonctions; il n’y aura donc plus d’arbi-
traire sous le signe F.

Si les ¢ forment une famille #, d’aprés ce qui a été vu ci-dessus, par
une transformation de contact, on pourra se ramener au cas ol quatre
des fonctions ¢ sont z,, x,, z;, 3, la cinquiéme étant déterminée par
la relation déduite de (g'): ‘

P Al(‘z'r 5, CP) -+ Ps Az(x7 3, (?) +[);A;;(.L', s, (P):H(.Z‘, %, q’)a

A,, A,, A,, H étant des fonctions arbitraires de leurs arguments; la
relation (10) est alors

L=FX,, X, Xy; &, 3, Zy, 5, q’)



