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CALCUIL DES VARIATIONS. 177

Dualité dans certaines questions de calcul des wariations ;

Par Maurice JANET.

Un probléme de la nature de ceux que suggére la Physique mathé-
matique peut souvent étre rattaché de plusieurs maniéres distinctes
et simples a4 quelque question d’extremum. Suivant I'objet que I'on
aura en vue, on pourra préférer tel ou tel de ses aspects.

Je me propose de préciser ici la liaison entre deux d’entre eux pour
une question classique de portée étendue : I'équation de Fredholm a
noyau symétrique; puis, me limitant & un probléme particulier, du
type de ceux qui ont été traités (il y a juste cent ans, la premiére
année du Journal de Mathématiques) par Sturm et Liouville, de
montrer comment cette liaison suggére d’elle-méme 1’emploi d’une
certaine transformation involutive dont I'importance pour les applica-
tions du Calcul des Variations a été récemment mise en évidence (*).

Qu’il me soit permis d’associer cette petite étude a4 I’hommage
rendu 8 M. E. Goursat, le maitre vénéré dont on connait les impor-
tantes contributions tant a la théorie des équations intégrales qu’a
de si nombreux domaines des Mathématiques.

1. Désignons par K(x, £) une fonction symétrique, continue, non
identiquement nulle, des variables (z, £) x, S, E<x,; et supposons

(*) Frieoricas, Nachrichten der Ges. der Wiss. zu Géttingen, 1929, p. 13-20;
Courant et HiLsert, Methoden der Mathematischen Physik, 2° édition, 1931,
p. 202.
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178 MAURICE JANET.

que les fonctions fondamentales de I'équation
1) ?(@) =2 [ Kz D@ dg=o

forment un systéme complet. Considérons alors les deux rapports (*)

fx‘u(z)v(x)d.,c fx‘u’(w)dw

R: Ly = ) ll: 1-"0 5
f vi(z)dz f u(z)v(z)dx

()

ol u désigne une fonction continue arbitrairemernt choisie non identi-
quement nulle et ou I'on a posé ’

Xy
(2) v(z)=[ K(z E)u(l)d.
Lo
Les extrema de ces rapports sont obtenus en méme temps, et sont les
mémes : ils sont obtenus pour les fonctions fondamentales ¢,, ¢, ...,
de Ul'équation (1) et ce sont les valeurs singuliéres correspondantes

Aoy Ay
Soit, suivant le cas, une fonction u donnant &4 R une valeur extré-

male p, ou une fonction # donnant a H une valeur extrémale 7.
Pour H, on doit avoir, quel que soit du,

f [2edu — n(udv +vdu)) de=o.
Or '

/.

u(.v)Sv(w)dx:f 11(.1:)d.1:f K(x, £)0u(l)d;

— "au'(g)dgf K, £) u () dis

@y

=/ o (E) du(E) dE.

(') Cf. HiLsert, Grundziige einer Allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen, p. 56; Lonp Ravieica, The Theory of Sound, sec. éd., 1929,
p. t10; Hilbert associe au rapport R le nom de Dirichlet, au rapport H le nom
de Gauss.
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La condition
f [2u(z) —2nv(x)] du(s)de=0o,

quelle que soit du, conduit &

u(z) —ne(z)=o,

ce qui montre que v est une valeur singuliére de (1) et u une dessolu-
tions correspondantes.
En faisant un calcul analogue pour R, on trouve

(3) v(z) —p | Kz B)e(f)d=o,
mais ¢ satisfaisant a cette équation, I'équation (2) en u admet évi-
demment la solution continue

u(zxr)=pv(x).

Elle n’en admet pas d’autre f 'K(a:, EYw (E)dE, ol w est continue,

est développable en série uniformément convergente de fonctions sin-

guliéres ¢, 9., ... et ne peut étre identique a zéro, d’aprés I'expres-

sion méme des coefficients du développement que si tous les nombres
Ty

f o.(x)w(x)dr sont nuls, et par suite, puisque le systéme des ¢, est

To

complet, si w est identiquement nulle. Le seul moyen de satisfaire
a (3) est donc de prendre pour « une fonction égale au produit de
¢(x) par une constante, et par suite satisfaisant elle-méme &

u(z) — pj‘ ’K(‘L', Eyuik)dt—=o.

Les fonctions « qui rendent stationnaire I'un ou l'autre des rapports
R, H sont les mémes, a savoir les fonctions fondamentales ¢,, 9., .

Les valeurs (') extrémales correspondantes sont les mémes, a savoir
Aoy hgy e

(') Nous convenons de répéter une valeur singuliére p fois s'il lui correspond
p solutions linéairement indépendantes, et de prendre pour 9,, ¢, ... une suite
orthogonale et normale.
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On peut remarquer (inégalité dite de Schwarz) que R ne peut étre
égal 4 H que précisément si ;est une constante, autrement dit si u est

une fonction fondamentale, la valeur de la constante étant précisé-
ment la valeur commune (extrémale) correspondante.

2. Tl n’a été question jusqu'ici que de « variation premiére ». Pour
donner des énoncés plus précis, supposons maintenant le noyau K
défini positif, c’est-a-dire tel que pour toute fonction continue  (sauf
pour w = o) on ait

f' K(z, §) o(2) 0(E) dz dE > o.

On aura alors -
o<<R<H.

La méthode méme d’Hilbert pour prouver I'existence des valeurs
singuliéres (toutes positivesici) o <A, <%, <. .. montre précisément
que A, est le minimum absolu de H; que A, devient le minimum absolu
de H si 'on restreint le champ de u en assujettissant cette fonction
a étre orthogonale aux n — 1 fonctions ¢, ¢, . . ., 9,—, correspondant
a A,y ..., Auy. Et un raisonnement connu (') permet d’ailleurs
de donner de A, une signification ne faisant pas intervenir les valeurs
précédentes Ay, Ay, ..., Ay

Assujettissons u & étre orthogonale & n — 1 fonctions §,, ., ..., 4,y
données comme on voudra, il existe évidemment des fonctions u, de
cette espéce, de la forme

u:C1CP1+02CP-_:+. . cn?ny

ol les ¢ sont des constantesnon toutes nulles; la fonction ¢ correspon-
dante s’écrit évidemment

p= g Pt
_ch, )\2% ln(P”'

Le calcul des valeurs correspondantes R, H est immédiat : et 1’on
voit que ces valeurs sont au plus égales 4 A,; la borne inférieure de R

(*) Cf. Courant et HiLBErT, Meth. der Mat. Physik, 2° éd., p. 112.
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et H dans le champ des u orthogonales a ¢, ¢, ..., §,_, est donc,
a fortiori, au plus égale a A,. Montrons pour R, par exemple, qu’elle
est exactement A, lorsque les ¢ se réduisent aux 9. Posons

b

f u(zx) ¢p(x)de=x,;

a

un calcul aisé montre que
’ T
f v(x)ep(x)dr= if-
a P

Le systéme des ¢ étant complet, on obtient alors les égalités

b P=—+w Y2
f uvdr= 2 L129
a =
b p=-w -],2
f o do= 3 12,
a 4
P=1 v
l’expressionde R, quien résulte quandon y faity, =y, =...=v,_, =o0

et les inégalités A,<A,,<... conduisent alors immédiatement & la
conclusion annoncée.

Ainsi les bornes inférieures de R et de H, dans le champ des fonc-
tions u orthogonales &4 n — 1 fonctions données ¢,, ¢,, ..., ¢,,, ont,
quand on fait varier les ¢ de toutes les maniéres possibles, le méme
maximum, a savoir la »'*™ valeur singuliére A,.

Remarque. — Clest u que nous avons assujettie & étre orthogonale
a n—1 fonctions arbitraires données. Nous pourrions tout aussi bien
assujettir ¢ a une telle condition.

D’abord dire que ¢ est orthogonal a ¢,, 9,, ..., 9., (fonctions
fondamentales), c’est, d’aprés un résultat qui vient d’étre rappelé,
assujettir u lui-méme a étre orthogonal 4 ¢,, 9., ..., 9,_,. D’autre part,
étant données d’'une maniére quelconque les n—1 fonctions ¥y,
Las -+ +y fn1» 1l y @ parmi les fonctions ¢ qui leur sont orthogonales,
des fonctions de la forme suivante, ol les ¢ ne sont pas tous nuls,

V=019, + €Oy +. ..+ CnPp,
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obtenues pour la fonction
uw=71, €@+ AeCaPat. .. MnCrPp.

Or la valeur R de R, ou H de H, calculée pour une telle fonction,
est au plus égale a A,; la borne inférieure de chacun des rapports R
ou H lorsque ¢ est assujettie a étre orthogonale & y,, %2, ..., Y1, €St
donc a fortiori, au plus égale a'A,. La valeur A, étant atteinte (d’aprés
ce qu'on a vu) quand les y sont égaux aux ¢, on peut dire encore que
les bornes inférieures de R et de H dans les nouvelles conditions con-
sidérées ont méme maximum A,,.

3. La source algébrique des résultats précédents est essentielle-
ment un fait que nous allons énoncer, sous forme géométrique, et
pour un cas particulier. Zk;;u;u; étant une forme quadratique définie
positive donnée, a trois variables indépendantes u,, u,, u,, posons

o=k uy + kptty + kiyue,
et considérons les rapports

9
R_u,v1+ uzv,—i—uﬂvn’ H— ul+ ul+ u?

e e RN

(rapports qui ne changent pas quand on multiplie tous les u, et par
suite les ¢, par une méme constante). Soit P le point de coordonnées .
cartésiennes u,, u,, u, sur I'ellipsoide E :

Zk}-/uiu,-: I,

H est le carré de la distance de P a l'origine, R est le carré de la
distance & 'origine du plan tangent en P. C’est en méme temps que
ces deux nombres sont minima; leur minimum est le méme : le carré
du demi-petit axe. Assujettissons P A se trouver dans un plan donné =
passant par l'origine; le petit axe de ’ellipse section (E, ) et le petit
axe du cylindre circonscrit 4 E suivant cette ellipse ont méme maxi-
mum quand = varie, & savoir I'axe moyen de l'ellipsoide.

A. Les problémes du type de Sturm-Liouville ont donné les pre-
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miers exemples des faits essentiels que présente la théorie des équa-
tions de Fredholm & noyau symétrique. Nous allons nous borner 4 un
de ces problémes, ou la corrélation précédente prendra une forme
particuliérement simple.

a, 3 étant deux fonctions données, continues et positives, dans I'in-
tervalle z,<x<x,, m une constante réelle donnée (différente de 1),
considérons les valeurs de la constante A pour lesquelles I'équation
différentielle

"o
(%) ( %) By =o
admet quelque solution non identiquement nulle satisfaisant au sys-
téme de conditions aux limites

Yo— my—0,
2) —m(2)=o
a/, a/, )

Etant donnée une fonction continue f(z), il existe une fonction (con-
tinue pourvue de dérivées premiére et seconde continues) w, et une
seule telle que

®  (D)=r@  weme=o, (%) —m(%) =o,

A savoir

wi@y=[ Gz, &) f(E) dE,

x,

ot G(z, £) représente une certaine fonction symétrique de z, £ : en

posant
f a(t)dt = A (@),
A(E)+A : .
Gz 5)=" (2: (z) (m”il) Alz,) si z<k,

mA(z) +AE)

nm —1

G(z, E)=

(m”ii>2A(:v1) si x>E.
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Nous sommes donc amenés a I’équation intégrale

J'(w,):—Xf"G(w, £)B(E) ¥ () dE,

c'est-a-dire en posant
y(@)VB(@)=¢q(a),
— Gz, O VB(=x B =K(=, ¥),
P'équation (1).

Le systéme des fonctions fondamentales est complet : d’abord
toute fonction continue & dérivées premiére et seconde continues,
satisfaisant au systéme de conditions aux limites (5), peut,
d’aprés la maniére méme dont nous avons introduit G, s’écrire sous

la forme f ‘K(x, £)g(E)dE, ol g est continue, et par suite se déve-

lopper en série uniformément convergente de fonctions ¢,, ¢,, ...;
d’autre part, toute fonction continue peut étre approchée en moyenne
par des fonctions (4 dérivées premiére et seconde continues) satis-
faisant aux conditions (5).

Les valeurs singuliéres A ne peuvent étre que positives : on le voit
aisément en multipliant les deux membres (4) par y et intégrant
de x, & x,. Toutes les conditions supposées au n° 2 sont donc réa-
lisées (*).

u(x) étant une fonction continue quelconque, définissons w par
Iéquation
(6) VB(e) w(w):f K (z, E) u(t) dz,

x,

on en déduit immédiatement

()= vBu

o

w' w'
wy— mw,=—o, =) —ml ) =o.
1 [

Inversement le systéme (7) entraine I'équation (6).

(7)

(1) Deux valeurs singuliéres A peuvent étre égales; a =B =1, m=—1
donne un exemple ou =%, A, =},, ..., Aypy = Pop, - ...
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Les rapports R et H s’écrivent ici
xy I\ ! Xy o le
—f (2-) wdx f ¥ dz
x o 2, [~ 4
R= = =—=
f Bw* dx Bwrdzx
Xy X
AN AN
L) ]
f & dx
X, a

Soit donc w une fonction arbitraire a dérivées premiére et seconde
continues satisfaisant a

)

H=

Wy — mw,— o,
w' w'
(_) —m (_) —o.
& /4 x /o
. . W'\’ . . . . .
Si 'on astreint (;) a étre orthogonale 4 n — 1 fonctions arbitraire-

ment données, la borne inférieure de R et celle de H ont, quand on
fait varier maintenant ce systéme de n — 1 fonctions, le méme maxi-
mum A,.

Si 'on astreint w & étre orthogonale 4 n — 1 fonctions arbitraire-
ment données, la borne inférieure de R et celle de H ont, quand on
fait varier ce syst¢me de n—1 fonctions, le méme maximum :
encore 2, (et si, par exemple, les n — 1 fonctions sont \/E?. ’ \/E%, cey
VBo._., cette borne inférieure est précisément égale a },).

Remarquons d’ailleurs que I'on obtient encore le méme résultat si
c'est w' que l'on astreint a étre orthogonale a3 n—1 fonctions.
Supposons d’abord que ces n — 1 fonctions soient les ®, définies par
les conditions

;:\/BcPiv (@), — m(®y),—o (i=r1,2, ..., n—1).

Comme

f w’d),dx:(wd’l)f,:—f W\/ﬁ(p,dx:~—f c’V\/BcP,dx,

Xy

Journ. de Math., tome XV. — Fasc. II, 1936. 24
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cela revient 4 supposer w orthogonale aux y/Be;, et par suite la borne
inférieure de R comme de H est ici A,. D’autre part, un systéme de
n —1 fonctions étant donné & I'avance comme on le voudra, on peut
toujours choisir les n constantes ¢ non toutes nulles pour que

[L(ctp—i—cqa—l- +c<p)]
VB 171 2Y2 . nyn

leur soit orthogonale; pour la fonction

I
w= 76(0,<p,+c,<p,+. ..+ Cn@n);
les rapports R et H sont visiblement au plus égaux a A,, il en est
a fortiori de méme pour leur borne inférieure.
Mais H ne fait intervenir w que par I'intermédiaire de sa dérivée n';

o
Xy _re
f T dz
o P

. w , .
si I'on pose < =" H s’écrit

Ty
f artdx
T

r satisfait & r, —mr,=o. Inversement d’ailleurs, sil’on part d’une
fonction r (que nous supposerons pourvue de dérivée premiére con-
tinue) telle que r,— mr,=o0, on pourra toujours trouver une fonc-

’

. w'
tion w et une seule telle que — =ret que w,— mw, =o.
Le résultat obtenu en dernier lieu s’énonce :

St la fonction r continue & dérivée continue, satisfaisant a la seule
condition aux limites r,— mr,==o0, est astreinte a étre orthogonale
@ n— 1 fonctions, la borne inférieure du rapport

xy r'e
— dx
L
f artdz

R

a, quand le systéme de ces n—1 fonctions varie, un maximum qui
est \,.



CALCUL DSS VARIATIONS. 187

Revenons au systéme de conditions qui a conduit aux nombres

0 < ASEhS. . Shas. s
1 w[ ’
(-;) +7\pW—0,

w’ w’
Wy— mw,—0, -; —m —; =o.
1 o

. w' .
SiTon pose — =r, on en tire

a savoir

(8)

r+Bw=o;

. ’.l W,
substituons la valeur w —=— — dans (;) = r: nous obtenons

B
(%)l—i— Aar=o,

et les conditions initiales deviennent

<%>o_m<§)1=o, ry— mry=o.

Les valeurs A pour lesquelles (8) a quelque solution non identique-
ment nulle sont précisément celles pour lesquelles

g (%) +1ar=o
[rrme (B)-3(5)=

a lui-méme quelque solution non identiquement nulle; et récipro-
quement.
Par suite :

(9)

St la fonction w, continue a dérivée continue, telle que wo,—mw, = o,
est astreinte & étre orthogonale ¢ n—1 fonctions données, la borne

inférieure de

L
w
—dx

o
S

Xy

Brrdx

Ty
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a pour maximum, quand le systéme des n —1 fonctions varie, le
nombre \, méme qui intervient dans la question analogue oi o)

. . . I
et 3(x) sont échangées, et m changé en — .

On pourrait donner 4 ’énoncé obtenu une forme concréte appli-
cable par exemple au probléme des cordes vibrantes; a serait pour
I'une des deux cordes (de méme longueur) envisagées, la densité,
B I'inverse du produit de la section par le module d’élasticité.

L’échange de ces fonctions, avec le changement indiqué des con-
ditions aux limites correspondantes ('), conduirait, pour les deux
cordes envisagées, & la méme suite de fréquences fondamentales.

3. 1l vient tout naturellement a I'esprit d’employer la « transfor-
mation involutive » de Friedrichs (*) pour montrer directement le
lien entre les deux problémes de calcul des variations envisagés.

Supposons que les deux constantes a, b soient telles que I'intégrale

Xy

EX N

I=a f w + b Bwrdx

x, x X,

soit stationnaire dans le champ des fonctions continues w, W satis-
faisant aux conditions

S dw

dr

‘ W, — mw,—o0.

~W=o,
(10)

La considération des multiplicateurs de Lagrange montre que, s'il en
est ainsi, I'intégrale

ay 2 ay
IL=a w dx—+—bf Bow? dx+f (— —W)d.t—{—p.(wo—mu )

est stationnaire quand on laisse entiérement variables les trois fonctions

(1) Si, par exemple, m — o, la premiére corde sera fixée a I'extrémité x,, libre
a l'extrémité z,; et ce sera I'inverse pour la seconde.
(%) Voir note (*) au début du présent travail, et note (*) a la fin.
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(continues) w, W, ¢ et la constante .. Or

611:f ‘[<2aaW ——0') oW + (2bﬁcv — Z—i) ow —+ (% — W) 66] dz

+ (— 0o+ ) 0wy + (0, — pm) 0w, + (W, — mw,) Op.

D’ou les six conditions

dw 2aW .

a;——WEO, W, — mw,=o, —0oc=o,
do

2bpw——-zpzo, —Gy+ =0, g — pm=o

7

!
[dont une des conséquences est d’ailleurs (%Z—) —m (%) =o0 et une
1 0

autre (Lﬂ)’— -IZBw = o]-
[+ a

Si maintenant on restreint le champ en imposant a priori certaines
de ces six conditions, le caractére stationnaire persiste.

Dans le champ défini par les deux premiéres égalités de la premiére
ligne, I, est stationnaire; et ce fait n’est autre chose que I’expression
de ’hypothése (velative a I) d’ot nous sommes partis tout d’abord.

Considérons maintenant I, dans le champ défini par les quatre autres
égalités, et voyons comment se présente le caractére stationnaire
lorsqu’on exprime I, 4 I'aide des dérivées de I’expression

Ww:
a—- + bpw?,
a savolr
22— —3$
o b
Zl)ﬁW:

L= - S‘a’x —fozs ddc;f(—;——3> J,—f(a—s)—dx
—+ (2[)‘3) (~60+1.L)+( bp) (g, — pm),

se réduit, dans le champ

(xr1) s —o=o, S— — =o, —G,+ p=o, g, — pm=—o,

b

a

L Y (N T G
J—_—Efx. 59— 1 A as* dz,
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o et i ont disparu; s, S sont liées simplement par les relations obte-
nues en éliminant () et 1+ entre les quatre équations (11), autrement
dit

& _g

=o
dzx ’

$,— msy—=o.
Nous sommes donc amenés & une question de la forme méme de
celle d’oli nous sommes partis, mais ou a(x) et 3(x)ont été échangés,
A ’ ” r I
en méme temps que 7 a été changé en —.
m

I

b

B~

D’ailleurs

- Et d’autre part les valeurs stationnaires

> Q

1
"~ ba
de I, comme celles de J, sont nulles, pour une raison d’homogénéité
évidente (').

On pourra dire :

Les valeurs stationnaires de

Ty fdw\?
», XN\QZT LW,
-, ou — = m,

f x‘ﬁ w? dx i

sont les mémes que celles du rapport

»/:;x‘é(%)g ol ._52 1

’ = —

i $ m
f astdo
X .

; . . b
a savoir les valeurs possibles du rapport — —-
a

(1) Quand on multiplie par une méme constante C des fonctions w, W satis-
faisant aux conditions (10), on obtient encore des fonctions satisfaisant a ces
conditions, et la valeur de I, est multipliée par C.

On peut remarquer que si dans d1, on remplace W, ..., du respectivement
par W, ..., i on obtient identiquement 21,. Ce fait correspond a celui qu’ex-
prime, pour les fonctions homogénes, I' « identité d’Euler ».
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C’est, démontré directement a1’aide de la transformation de Frie-
drichs ('), un des résultats auxquels nous avait conduit I’étude com-
parée des rapports de Dirichlet-Rayleigh et de Gauss-Hilbert, R et H.

(') On vérifie aisément que les formules employées dans la transformation
de Friedrichs définissent une de ces transformations, bien connues en Mécanique,
qui conservent la forme canonique des équations du calcul des variations. Uti-
lisons les notations de Caratheodory (qui, dans ces derniéres années, a élégam-
ment appliqué de telles transformations a I'optique géométrique). Passons d’une

intégrale | L(¢, z, Z)dt a une autre | L'(¢, ', 2')dt par les équations L,— z',
Lo=2,L'(¢, 2/, ') =L — 2’ — &’ x. La différence
(L—ZL;)dt + Lydz —{ (L' — &' L'y) dt + L'y, dz'}

est une différentielle totale exacte d(zz’).



