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Sur certains problemes
ile la théorie des fonctions harmoniques;

Pan J. HAAG.

En étudiant une question d’élasticité ('), j’ai été conduit a
quelques problémes concernant la théorie des fonclions harmoniques.
Ces problémes sont analogues a certaines généralisations du probléme
de Neumann, récemment étudiées par divers auteurs, en particulier
MM. G. Giraud et G. Bouligand (*). Il me paraitintéressant d’exposer
rapidement les résultats que j’ai obtenus dans cette voie.

1. Prosrive L. — Etant donné un contour ferméT', ne rencontrant pas
Oy, et une fonction F, continue surI', déterminer une fonction harmo-
nique P, continue dans I et satisfaisant, sur T, a la relation

02
(1) >y +tP=F (t =const.).

. . 9dP . .
De méme que P, la fonction 3~ est harmonique et continue dans et

sur I'. On peut donc la représenter par un potentiel de double couche

ap " cos g
(2) =22 pisras
o r ]

r

(") Cf. J. Hang, Sur Uhypothése des fibres (Comptes rendus, 198, 1934,
p- 1468, et Ann. Ec. Norm., 3¢ série, . LI, fasc. 4).

(*) Cf. G. Bourigano, G. Ginaup et P. DeLens, Le probléme de la dérivée
oblique en théorie du potentiel.
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On en déduit, en intégrant sous le signe f )

(3) P:—f(logr.sina+[.’»cosa)1.x(s)ds+Ay+B.
r

Dans ces formules, A et B sont des constantes arbitraires; a est
I'angle polaire de la demi-tangente positive au point P de T, qui a
pour abscisse curviligne s; r et 8 sont la longueur et I’angle polaire du
vecteur qui a pour extrémité P et pour origine le point M(x, y) arbi-
trairement choisi & l'intérieur de I'; enfin, ¢ est 'angle de PM avecla
demi-normale positive, soit

k]

9=a—p—

. . . . aP
Si le point M tend vers le point M, de I', on sait (*) que Jz @ pour
limite
T:H(S)_*_./[:g?— ®(s")ds'.

Quant & l'intégrale de la formule (3, elle est continue (?). On a
donc, sur T,

ﬂp(s)-{-fcofc? ®(s") ds’
r

7

: Ar+~B F
_éﬁ(logr.sina+ﬁcosa)p.(s’)ds’+( *):_ =
soit .
L
t . . ., F Ay + B
(4) mp(s)= [ [; (logr.sinet + fcosat) — co%p‘l (s") ds' + ~ - t-‘)x—,

en appelant L la longueur deT'.
Posons
K(s, s')= %_ [ﬁ- (logr.siﬁa + Bcosa)— 20'5—?]

et considérons I’équation de Fredholm

L
(5) y.(s):f K (s, s’)y(s’)ds’#—'f“—:—)-

(') Cf. Gouwsat, Cours d’Analyse mathématique, t. 111, p. 198, 2¢ édition.
() Cf. loc. cit., p. 176.
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Admettons que cette équation ait une solution unique et posons

L

(6) G(f)::—f (logr.sina + Bcosa) p(s)ds.
' [}

En comparant (4) et (5), on voit que la formule (3) nous donne la
solution générale du probléme I sous la forme '

o p=a()eafr—w(@)]-s[i-w(L)]

ol A et B désignent deux constantes arbitraires.

2. Revenons a |’équation (5). Le noyau K(s, s") est de la forme
K,+K,, en posant
K — COS?

U wr

ot
K,= — (logr.sina + Scosa).
’ 2 T (log ﬁ )
J'ai montré (') que la résolution de 'équation (5) se raméne a la

résolution de I’équation

L
(8) p(s):tf K'(s. s p(s")yds'+ fi($),

0

en appelant f,(s) et K'(s, s") les solutions de I’équation

) 1 Lcoso g M
(9) o(s)=— = ~o(s') ds'+
0

s |
T r T

qui correspondent respectivement a

1) =/[(s)
et
logr.sina + fcosa
— .

)=

L’équation (9) est I'équation de Fredholm qui détermine la fonc-
tion harmonique prenant la valeur A(s) sur I', quand on applique la
méthode de Neumann ; on sait dans quelles conditions elle admet une
solution.

('Y Comptes rendus, 198, 1934, p. 520; Bull. Sc. math., 2° série, t. LVIII,
juillet 1934.
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Le noyau auxiliaire K'(s, s') est entiérement déterminé par la seule
connaissance du contour I'. Ce noyau étant obtenu, on sait que I’équa-
tion (8) admet une solution unique sile déterminant de Fredholm n’est
pas nul, ce qui a certainement lieu lorsque t est su ffisamment petit.

3. On peut obtenir une limite supérieure des valeurs de ¢ remplis-
sant cette condition, en procédant de la maniére suivante.
Posons

(10) p:ip.t".

n=0

En portant dans (5) et identifiant, on a

r

L
nms):—f COS® iy (s') IS+ [(s),
0

L
7='I~’~u+1(5):"f co:(?l-’-m—l (Sl)ds,"'fn(s)v

en pOSﬂnt
L
Ja(s)= if (logr.sine + Bcoset) pa(s')ds’.
]

Les fonctions p., s’obtiennent donc par des résolutions successives du
probléme de Dirichlet au moyen de la méthode de Neumann. On
sait (') que si, dans I'équation (g), on suppose |A(s)| <M, on a

l9(s) <kM,
k désignant un facteur constant positif, dépendant uniquement du

contour I' (). Appelons M,, une limite supérieure du module de p,(s),
A une limite supérieure de I'intégrale

L .
f [logr.sinet + Bcosa | ds’
0

et a le minimum de |z]. On a
A
lfn(S) ‘I < I\I";;

(") Cf. Goursar, loc. cit., p. 203.
2—p

() Avec les notations de M. Goursat,ona kh = ———.
27 (1 — p)
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d'otl
My < k%.\l,,.

Il s’ensuit que la série (10) est certainement convergente pour

a

<A

4. Revenons maintenant i la formule (6). Soit I'(s, s') le noyau
résolvant de I'équation (5). Ona

L
mx(s):f(s)—(t-j L(s,s) f(s)ds'.
[}

Portons dans (6); il vient, en intervertissant s et s’ dans l'intégrale
double,

L
(11) — G(f):] Az, y,s) f(s)ds,
0
ou I'on a posé

L
(12) mA(z, y,s)=Ilogr.sina + ﬁcosa—i-f I'(s'ys) (logr'.sina’+ (3’ cosa’)ds’.
[

La fonction A est la solution de 1’équation de Fredholm associée a
I’équation (5), quand on y remplace f(s) par logr.sina + B3cosa.
C’est une fonction harmonique et continue dans T', parfaitement déter-
minée quand on se donne le contour T'.

Cette fonction étant obtenue, la fonction G(f) est donnée, d’aprés
(11), par une simple quadrature.

3. Il existe des solutions particuliéres trés simples du probléme 1.

Par exemple, on peut supposer que I' est une ellipse et P un poly-
nome harmonique du second degré. La fonclion F est alors un polynome
du second degré, contenant une constante arbitraire et dont la forma-
tion est évidente.

Voici une autre solution, pour laquelle nous allons supposer F = o.

Supposons ¢ positif. Puis, choisissons trois nombres x,, z,, x;,
simplement assujettis a vérifier les inégalités suivantes :

tit+ 3 t(t+3)

L3 =>0, £y > T,> T3 m, .%'2>.Z1>(.Z‘._,+$;) m-
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Prenons ensuite

x*— 3z)? A . 5, S3

+ A gty g 3
t+3 +a W )+ t’

ou s, s, 5, représentent les fonctions symétriques élémentaires
de z,, x,, x,.
L’équation (1) devient
t+3 (x— x)(x—x,) (@ — x5

(13) "1'-:3(t+1) xr—5 ’

en posant
R t(t+ 3)

T T
En vertu des inégalités ci-dessus, on a
]l <<, < Zy.

On en conclut que la cubique représentée par I'équation (13) posséde
une boucle fermée, comprise entre les droites x = x, et z =x,. C’est
cette boucle que l'on prendra pour contourT'.

6. Prosiime II. — Etant données deux fonctions continues F,(x,y)
et Fy(x, y), déterminer un contour I' n’entourant pas l’origine et deux
Sfonctions harmoniques conjuguces P et Q, continues dans T et satis-
JSaisant, sur 'y aux deux équations

D
ah /\‘.z'z—g-—l—l’:F“ ky%—i +Q=F, (k const.).

Considérons les fonctions

P () p ,‘)
(15) S At A TH L AN
L4 )t o4yt
Ona
G+ ill =%,
en posant
s=ux+ 1y, Z=P+ Q.

Donc, G et H sont deux fonctions harmoniques conjuguées. Or,
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surI', on a

F,— zF,
(16) =

x4+ y?

Si le contourT est donné, la fonction G est parfaitement déterminée,
d’aprés le principe de Dirichlet. Connaissant G, on en déduit H, a
une constante additive prés. Ayant G et H, les formules (15) donnent

(17 P=»G+zH, Q=—-2G+ yH.
D’autre part, on doit avoir, sur I',

H de _ xzF,+vF,

= ey
soit
) . [ ol OH\ __ xF,+ yF,
(18) ll(l+ﬂ)+ﬁ<z%+}d—y)—w

Si 'on tient compte de la constante additive implicitement con-
tenue dans H, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour
que le probléme II soit possible, pour un contour T donné, est que les deux
membres de (18) différent d’une constante sur ce contour.

Cette condition n’est évidemment pas remplie si le contour I et les
fonctions F, et F, sont choisis au hasard.

Dans le cas particulier ot les fonctions F, et F, sont nulles, on
a G =H =o; donc, les fonctions P et Q sont nulles.

St les fonctions F, et F, sont harmoniques conjuguées, il en est de
méme des seconds membres de (16) et (18). Dans ce cas, en vertu
du principe de Dirichlet, les égalités (16) et (18) deviennent des

identités dans tout le plan, quel que soit le contour I'. On en conclut

JH

. oll . .
que l'expression x5~ +73, —+ H doit se réduire a une constante.

Un calcul facile montre ensuite que ’on doit avoir

A,
H= —;‘i—:%’ +C (A, B, C =const.);
d’ou
Ay —
G= ;Tff + G (C'=const.).

Les formules (17) montrent alors que P et Q sont des fonctions
Journ, de Math., tome XV. — Fasc. U, 1936, 22
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linéaires. Les égalités (14) étant maintenant des identités, F, et F,
sont ausst des fonctions linéaires.

7. Prosuise LII. — Etant donnés trois polynomes du second degréF,,
F,, F;, déterminer un contour I' et deux fonctions harmoniques conju-
guées P et Q tels que U'on ait, sur T,

ap JP or
(19) kx ~— +-P=F,, k‘)%—i—Q_Fz, 0=

ox F.

Si le contour I est donné, ces trois relations déterminent séparé-

P . oy .
ment P, Q et %;; mais, les deux premiéres fonctions ne sont pas en

général conjuguées et la troisiéme n’est pas la dérivée partielle de la
premiére par rapport 4 x.

On peut trouver des solutions particuliéres, en prenant pour I' une
ellipse et pour P et Q des polynomes du sccond degré. Il est facile
d’écrire l'expression générale correspondante des polynomes F,,

8. Prosuime 1V. — Etant donnés deux polynomes du second degré
F, et F,, déterminerT', P et Q de telle maniére que l'on ait, surT,
JoP ap
(20) kwd—x + P=F,, (—);_F._,.

Comme précédemment, si ’on se donne I', ces deux relations déter-
: < : JP . .y .
minent séparément P et ——; mais la deuxiéme fonction n’est pas, en

général, la dérivée de la premiére par rapport a x.

On peut évidemment trouver une infinité de solutions pour
lesquelles " est une ellipsc e P un polynome harmonique du second
degré. On pourrait aussi prendre, pour I, la boucle de la cubique du
n° 5, avec F,=o.



